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AVERTISSEMENT

Ces Eléments de géomélrie, réimprimés pour la treizidme
fois, sont conformes non-seulement au nouveau programme
des classes de letires (24 mars 1865), mais encore & celui du
cours de mathématiques élémentaires; car ces programmes
sont identiques pour la géoméirie plane, & deux ou trois
questions prés, et ne différent pour la géométrie dans 1'espace
que par quelques théories que le programme—du cours de
mathématiques élémentaires contient seul.

Nous publions ci-aprés ces deux programmes dans loute
feur étendue, avec indication du nombre des lecons qui leur
sont consacrées, pour qu’on puisse reconnaitre leur identité
dans les parties qui leur sont communes. Nous indiquons
aussi, au moyen de la pagination, la concordance de ces pro-

grammes et de nos Eléments de géométrie.
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NOUVEATU
PROGRAMME DE GEOMETRIE

PARTICULIER AUX CLASSES DE LETTRES

[}

24 Mars 186H

Classe de Quatriéme.

Notions préliminaires de géométrie comprenant : La gknération des angles
par la rotation d’une droite autour d'un de sespoints. . . . . . . . . 1

Les cas les plus simples d’égalité des triangles . . . . . . . . . . . 8

Les propriétés principales des perpendiculaires, des obliques et des droites
e S R R e e o g SRR R e 17

L’exposition sommaire des propriétés rles cordes dans le cercle, et de la
mesure des angles;

I'usage de la régle, du compas, de l'équerre et du rapporteur dans les
EBRSIIUCHONSISIE le papien. s im oo e e e ey 6%

Classe de Troisiéme.

ELEMENTS DE GEOMETRIE PLANE.

(2 LEGONS PAR SEMAINE.

Ligne droite et plan. — Ligne brisée. — Ligne courbe.

Génération des angles par la rotation d’une droite antour d’un de ses points.
- -— Angle droit g
Triangles. — Cas d’égalité les plus simples. . . 5
Propriétés du triangle isocele. . . . . . . . . . R R e Gy

Cas d'égalité des (riangles rectangles . . . . . . .. .. S 17
Dinoitessparallélesds - " 0 =00 o oo kel el dandrhoale ekl 20
Somme des angles d'un triangle, d'un pol)gone SRS SR 28
Pmprutes des paralldoﬁrammes ................ 5%
De la circonference du cercle. — Dépendance muituelle des arcs et des cordes,
des cordes et de leurs distancesaucentre. . . . . . .4 . e . iU
Tangente au cercle. — Intersection et contact de deux cercles . . . . 47
Mesure des angles.—vAnglafinscrit. - . S0 T O 00
Usage de la régle et du compas dans les constructions sur le papier. —
Commune mesure de deux lignes. — Problémes élémentaires sur la construc~
tion des angles et des triangles. . . . . . . . . AR ot =04

: * On admettra qu'on ne peut mener, par un point donné, qu’une seule paralléle d une
roite,
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viIl PROGRAMME.

Tracé des perpendiculaires et des paralléles. — Abréviation des construe-
tions au moyen de I'équerre et du rapporteur. — Evaluation des angles en

degrés, minutes el secondes s, i o a . st e ()
Mener une tangente au cercle par un point extérieur. — Décrire sur une
iroite donnée un segment capable d’un gnplerdontaii e - = -y
Lignes proportionnelles. . , . . . , S R

Polygones semblables. — Conditions de similit.de des triangles: . .. 92
Décomposition des polygones semblables en triangles semblahies. — Rapport
des périmeétres de deux polygones semblables, . . . . . S
Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de I'angle droit d’un
triangle rectangle sur Phypoténuse, les segments de I'hypoténuse, I'hypoténuse
ellemeéme et les cotés de 'angle droit. ., . . . . .. . . ... b 100
Théorémes relatifs au carré du nombre (qui exprime la longueur du coté d’un
triangle opposé a un angle droit, aiguonobtus. . . . . . .. . ... 403
Théorémes relatifs aux sécantes du cercle, issues d’'un méme point , . 108
Problémes. — Diviser une droite en parties égales ou proportionnelles a des
longueurs données. — Trouver une quatriéme proportionnelle & trois lignes,

une moyenne proportionnelle entre deux lignes . . . . . ., . .. . 113
Mener une tangente commune  deux cercles . . . . . . . . . .. 4119
Construire, sur une droite donnée, un polygone semblable & un polygone

lOTITIE o e e~ e ikl utE et A

Classe de seconde.

(2 LECOXS raR sEMAINE; 30 LECONS ENVIRON. )

Polygones réguliers. — Leur inscription dans le cercle : carré, hexa-
BOLE UG- e o o e AR e e ES eaelse A
Moyen d’évaluer le rapport de la circonférence au diamétre!, . . . . 139
Mesure des aires. — Aire du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du
trapéze, d'un polygone queleongue. — Aire approchde d’une figure plane limitée
paLuaeconrbeiquelcontue. ool g e h i e e oy
Théoréme du carré construit sur Fhypolénuse d'un triangle rectangle. 154
Aire d'un polygone régulier. — Aire du cercle et du secleur circulaire. 164
Rapport des aires de deux polygones semblables . . . . By 109
Notions? sur le lever des plans et larpenlage. — Lever au métre. — Lever
au graphomélre. — Lever 4 'équerre d’arpenteur. -—Lever 4 la planchelte.

Du plan et de la ligne droite dans l'espace. . . . . . . . .. . . . 189
Perpendiculaire et obliques au plan. . . . . . . , . . . . . e b
Parallélisme des droiteset desplans, . . . . . . . . . . S )
Angles diédres. — Plans perpendiculaires entre eux. . . . . ., . . 9207

Notions sur les angles tri¢dres et NG G b o s e
Des polyédres. — Prisme, parallélipipéde, cube, pyramide. — Sections planes
du prisme et de la pyramide . , . . ... . . . . . e v o . .. 2006246
Mesures des volumes. — Pavallélipipéde, prisme, pyramide et tronc de
pyramide & bases paralléles. — Exercices numeriques. . . . . . 256 et 250
Notions sur les polyedres semblables, — Rapport des surfaces et des
qumes............................. 268

! La solution de cette question sera complétée dans le cours de mathématiques élé-
mentaires. — La lengueur de la civconlérence de cerele sora considérée, sans démonstra-
Lion, comme la limile vers laquelle tend le périmétre d’un polygone inserit dont les
coLés diminuent indéfiniment, ;

2 Yoir la solution de ces questions dans nos Applications de & Géomélrie élémentaire,
4 Clition, 1863,
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GEOMETRIE. X

Classe de Rhétorigue.

(vNE LECON PAR SEMAINE; 13 LEGONS ENVIRON, )

Révision des principales propositions relatives & la ligne droife et au plan.

Cylindre droit & base circulaire. — Mesure de la surface latérale et dn
volume. — Extension aux cylindres droils & base quelconque . . . . . 292
Cone droit 4 base circulaire. — Sections paralléles & la base. — Surface
latérale du cone, — du tronc de cone & bases paralléles. — Volume du cone,
— du tronc de cone i basesparalléles. . . . . . . . . . . .. . . . 282
Sphére. — Sections planes, grands cercles, petits cercles. — [I'0les d'un
cercle. — Etant donnée une sphére, trouver son rayon par une construction
plane. et im0
Plan tangent & la sphére . . . . . . e = o008

Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée réguliére, tournant
autour d’un axe mené dans son plan et par son centre. — Aire de la zoue de
la sphére entiére. — Exercices . . . . . .. . ... ... . .. .. 513

Mesure du volume de la sphére considérée comme somme d’une infinité de
pyramides ayant pour bases des polygones plans infiniment pelits, et le rayon

. pour hauteur. — Autre méthode fondée sur la considération du yolume engen-
dré par un triangle, tournant autour d'un axe mené dans son plan par un de
ses sommets. — Application au secteur polygonal régulier tournant autour d'un
axe mené dans son plan et par son centre. — Volume du secteur sphérique,
déilaiephonces = SR NCE AN e e e e oY

Classe de Philosophie.

(TEOIS LECONS PAR SEMAINE DANS LE PREMIER SEMESTRE, ET DEUX DANS LE SECOSD.}

L'enseignement des mathématiques de cette classe ne demande pas de pro-
gramme particulier; on reprendra les matiéres déja enseignées dans les années
de troisiéme, seconde et rhélorigue.

Le professeur introduira seulement quelques legons complémentaires sur
la similitude des figures dans l'espace.
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NOUVEAU
PROGRAMME DE GEOMETRIE

DES COURS DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES

2% Mars 1865

On reprendra rapidement le programme de la classe de troisiéme et celui
de la classe de seconde, en les complétant sur quelques points, particuliére-
ment sur 'inseription des polv”ones réguliers (cas du décagone) et la déter-
mination du rapport de la circonférence an diamétre, par la méthode des
lsoperlmcllcs

On terminera celte révision par des exercices et des problémes sur la com-
paraison des aires :

Construire un carré équivalent 4 un polygone deRne Sesapan s s A h)
Construire un carré dont le 1appmt i un carré domné soit égal au rapport
de deux lignes données. . . . gt 101
C(me!nmc un rectangle éqmvﬂlent 4 un C'IUL dnnne eLdont les colés adja-
cents fassent{ une somme ou aient entre eux une diffé-ence dennée. . . 116
Application & la construction des racines des équations du second-degré a
HE NCONIUBE i i e e e e w e e S

GEOMETRIE DANS L’ESPACE.

Du plan et de la ligne droite, — Condition pour qu une droite soil perpen-

diculaire 4 un plan.. . . . S i bueead 8O
Propriétés de la perpendlculaue ct des ohhques mcmcs d un méme point a
i o B S L e e R e R SR |1
Parallélisme des chmtes et des pIans eapaha il ntamen ki 99
Angle diédre.. — Géncération des angles di¢dres par la 10['1 lion d'un plan
autour:d’une droite. — Ditdre droite. o . . . =, 0 L gL 1907
Mesure des angles diedres.. . . . i BHORERE SR 2.0
Propriétés des plans pcr‘pendmuluucs enuc COBEEA T s e i
Angles triédres. — Cas d'égalité et de symcmc.. B ey ¥ o a2 1]
Propri¢té de l'angle tiédre supplémentaire. . . . . Ve e s O06
Limite de la somme des faces d’un angle polyédre convexe.. . . . 22
Limites de la somme des angles diedres d'un angle triédre. — AIIﬂ]U"ICS et
différences entre les angles triédres et les triangles rectilignes.. . . . . 927

Des polyédres. —Prisme, parallélipipéde, cube, pyramide. — Sections planes,
paralléles du prismeet de la pavalléle. . o . . o v o4 . . . . 230 et 246
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GEOMETRIE. o

Mesure des volumes du prisme, de la pyramide, du tronc~de pyramide 4
bases paralléles, et du tronc de prisme triangulaire. . . . . . . 236 et 250
De la symétme dans les polyédres!.,— Plan de symétrie. — Gentre de symé-
trie, — Comparaison des faces, des angles diédres, des angles polyédres de deux

polyédres symétriques. — Equivalence de leurs vnlumes Fapl ag porEaG0:
Polyédres semblables®. — Cas Je similitude de deux pyramides triangu—
[ares. = T e 268
Bapport des \olumes de deux polyédres semblahles ...... o N
Centre de similitude de deux polyédres semblables et semblablement
placés. . . . s
Les corps ionds ——Cylmdre cholt a buse cuculaue —_ Meaul de sa sur-
face latérale et de son volume. — Extension aux cylindres droits & base quel-
conque. - . o . e =D
Cone droil z‘;. ])ase cxrculalr'e — Sectlons p:n"llleles a la base. — Surface
latérale du cone, du trone de cone a bases palalleles — Yolume du cone, du
tronec de cone A bases paralléles. ... . oo e oL L L L L . . 989
Sphére. — Sections planes; grands CG]ClCS, pet1ts cercles. — Poles d'un
cercle. — Ltant donnée une sphére trouver son rayon par une construction
plane. . . . . - e o SR
Plan tangent. —!mgle dedeu\ ares de gl‘and cemle PR T R A 0D
Notions®sur les triangles sphcmquea leur analogie parfaite avec les angles
tpiedres.. . . - . e s 50T et 4D
Mesure de la sur f'ace enrreudlee par une llgne brisée réguliére, tournant
autour d’un axe mené dans son plan et par son centre. — Aire de la zone,
de la sphére entiére. — Exercices. . . . ST 61._)

Mesure du volume engendré par un trmngle tournant aulom d’'un axe
mené dans son plan par un de ses sommets. — Application au secteur poly-
gonal régulier, tournant autour d’un axe mené dans son plan et par son

centre. — Volume du secteur sphiérique, de la sphére entiére, du segm ent
sphérique. — Exer cices. — Volume approché d'un solide limité par une sur-
face queleomiies i e e 51D

NOTIONS SUR QUELQUES COURBLS USUELLES

Définition de Vellipse par la propriété des foyers. — Tracé de la courbe par

points et d'un mouvement GORHITIIw: Attt o Bidazit i, S Eeaiai B3 ()
Axes. — Sommets. — Rayons vecteurs. . . . SRR LR
DeSnition générale de la tangente 4 une cmube {7 %30
Les rayons vecleurs menés des foyers & un point de lelllpse fonl a\ec la
tangente, en cc point et d'un méme cdLé de celte ligne, des angles égaux. 357
Mener la tangente 4 lellipse : 1° par un point pris sur l’ellipse; ¢ par un
point extérieur. Normale & lellipse.. . . . Ny

Définition de la p‘llth]O par la propriélé du I‘Q},Or et de la dueutucc Ty
Tracé de la courbe par pmnl‘s etd'un mouvement continu. — Axe. — Sommet.
Rayon vecteur. .. . LTS

La tangente fait des unwles égaux avec la pﬂralle]e aTaxe et le rayon vecteur,
menés par le point de contact. Ei )

t I’étude de la symétrie par rapport & un point se raméne > celle de la symétrie par
rapport & un plan, en imprimant une rotation de 180° & I'une des figures autour d'un
axe perpendnulaue & ce plan et passant par le centre de symétrie.

2 On appelle ainsi ceux qui sont compris sous un méme nombre de faces semblables
ghacune & chacune, ct dont les angles polyédres homologues sont égaux.

3 Ces notions n’occuperont que cing ou six legons.
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I PROGRAMME,

Mener une tangente a la parabole : 4° par un point pris sur la courbe;
2o Par un point extérieur. — Normale. — Sous-normale.. . . . . . . 3712
Le carré d'une corde perpendiculaire & l'axe est proportionnel a la distance
de cette corde au sommetes « + o 5 o ¢ o8 00 be o0 i e e AL LD)
Définition de I'hélice, conmdm ée comme résultant de l’emoulement du plan
d'un triangle 1ectan"le sur un ecylindre droxt 4 base circulaire. — Pas de
AT b el S i Gl ol g O e el 1
La langente & lhl_ln,e falt avec l'aréte du cy]md;e uu angle constant. 384
Construire la projection de I'hélice et de la tangente sur un plan perpen-
diculaire & la base du rylindre,.

A e e s £
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GEOMETRIE

FIGURES PLANES

PREMIERE LECON

Procrawuz, — Ligne droite et Plan. — Ligne brisée. — Ligne courbe, — Lors-
que deux droites partent d'unméme point suivant des directions différentes,
elles forment une figure qu'on appelle angle. — Génération des angles par ls
rotation d'une droite autour d’un de ses points. — Angles droit, aigu, obtus.
— Par un point pris sur une droite, on ne peut élever qu’une scule per-
pendiculaire & celte droite

DEFINITIONS

1. On appelle volume une portion limilée de I'espace. Ce.
qui sépare le volume du reste de I'espace se nomme surface.

Lorsque deux surfaces se pénélrent, on donne le nom de
ligne & leur partie commune. De méme, le point est la partic
commune & deux lignes qui se coupent.

La Géométrie a pour objet 1'¢tude des propriétés des volu-
mes, des surfaces el des lignes: aussi dit-on qu’elle est la
science de I Etendue.

2. Il y a deux espéces de lignes: la ligne droite et la ligne
courbe.

La ligne droite est 1a ligne qui va d'un point & un autre par
le chemin le plus court.

On admet comme évident qu'on ne peut mener qu'une ligne
droite d'un point & un autre. 1l en résulte que, si l'enapplique

AN, — ELEM, 1
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2 GEOMETRIE.

deus points d’une ligne droite sur une aulre ligne droite, ces
deux lignes coincident dans toute leur dtendue.

On désigne un point par une lettre
quelconque. Pour nommer une ligne

droite, on énonce deux points de cetteligne; ainsila ligne droite
AB est celle qui passe par les points A et B.

Toute ligne composée de portions finies de lignes droites
est une ligne brisée.

On appelle ligne courbe toute ligne qui n’est ni droite ni
brisée. Il existe une infinité d’espéces de lignes courbes; cha-
cune a sa définilion propre.

3. Parmi les surfaces, on distingue la surface plane oule plan.

Le plan est une surface telle que la ligne droite, menée par
deux points quelconques de cette surface, coincide avec elle
dans toute son étendue.

4. On désigne les volumes, les surfaces et les lignes sous
le nom commun de figures. — Une figure est plane lorsque
tous ses éléments sont compris dans un méme plan.

Deux figures sont égales lorsqu’on peut les faire coincider,
en appliquant 'une sur I'autre. Dans la superposition dedeux
figures planes on admet ce principe qui sera démontré plus
loin : Si Uon applique trois points d'un plan sur un autre plan,

ces deux surfaces coincident dans toute leur étendue.

On dit que deux figures sont équivalentes lorsqu’elles ont la

méme élendue, sans avoir la méme forme.

5. Lorsque deux lignes droites partent d'un

méme point A suivant des directions différentes

o AB, AG, elles forment une figure qu’on appelle

angle. Les lignes droites AB AG sont les cdtés
de I'angle; le point A en est le sommet.

On désigne un angle par son sommet s'il est seul en ce point;
dans le cas conlraire, on marque deux points sur les edtés de
I'angle et I'on énonce le sommet entre ces deux points. Ainsi
'angle BAC a le point A pour sommet, et ses colés passent
respectivement par les points B, C.

La grandeur d'unangle, par exemple BAG, ne dépend que de
I’écartement de ses cotés, qu'il faut toujours concevoir pro-

A B
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FIGURES PLANES. — I LEGON. 3

longés indéfiniment. Pour se faire une idée de cette grandeur,
on suppose le coté AC d'abord appliqué sur AB, puis on le fait
tourner autour du sommet A jusqu’a ce qu'il ait repris sa posi-

¢ o lion primilive; laquantité dont la ligne
droite ACa lourné est précisément ce qui
constitue la grandeur de I'angle BAC.

6. Deux angles ABC, CBD sontadjacents
lorsqu'ils ont le méme sommet B, un
coté commun BC et qu'ils sont placés de
. u v part et d'autre de ce cdlé.

7. Une ligne droite AB est perpendicu-
laire ou oblique & une autre ligne droite
CD, selon qu’elle fait avec celle-ci deux
G = o b angles adjacents ABC, ABD, égaux ou
' inégaux. Dans l'un et I'autre cas, I'intersection B des deux
lignes droites est appelée le pied de la perpendiculaire ou de
I'oblique.

On nomme angle droit tout angle dont l'un des cotés est
perpendiculaire & I'autre.

8. Un théoréme est la proposition d'une vérité qu'il faut dé-
montrer,

L'énoncé d'un théoréme renferme deux parties, savoir : une.
hypothése faite sur un certain sujet et une conclusion qui est la-

conséquence deI'hypothése. Leraisonnement quel'on fait pour
déduirela conclusion de I'hypothése, lorsqueleur dépendance
west pas évidente, est appelé la démonstration du théoréme.

Deux théorémes sont réciproques, lorsque I'hypothése et la
conclusion de I'un sont la conclusion et I'hypothése de'autre.
Ainsi le théoréme : « Si deux angles sont droits, ils sont
€gaux, » a pour réciproque : « Si deux angles sont égauzx, ils
sont droits. »

Lorsque la conclusion d’un théoréme convient aplus de cas
que l'hypothése, le théoréme réciproque peut étre faux. Nous
enavons un exemple dans le théoréme précédemment énoncé ;
car deux angles peuvent étre égaux sans étre droits.

On appelle corollaire d'un théoréme une conséquence quel-
conque de ce théoréme.
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4 GEOMETRII.

THEOREME

D'un point O, pris sur une ligne droite AB, on peut mener
une perpendiculaire @ cetle ligne, et on ne peut cn mener
qu'une.

Je tire par le point O une ligne droite quelconque OC; si les
angles adjacents AOC, BOC sont égaux, la ligne OC est per-
pendiculaire & AB. Dans le cas confraire,
el en admeffant que l'angle AOC soit

C\ moindre que BOC, je fais tourner laligne
droite OC autour du point O jusqu'a ce
¢ B qu’elle coincide avec OB. Dans ce mou-
vement, 'angle AOC croit d'une maniére continue, fandis que
I'angle BOC, d’abord plus grand que AOC, décroit d'une ma-
niére continue jusqu'a devenir nul. Donc la ligne droite OC
passe par une position OD, dans laquelle elle fait avec AB des
angles adjacents AGD, BOD, égaux enfre eux. Celleposilionest
- unique; car, avant de I'atteindre et aprés l'avoir dépassée,
la ligne OC fait avec AD des angles inégaux. Par conséquent,
0D est la seule perpendiculaire qu’on puisse mener & la ligne
droite AB par le point O, pris sur celte ligne.

Conovtaire. — Tous les angles droits sont égauz.

Soient la ligne droile CD

D a - perpendiculaire & AB, et la

ligne droite GH perpendicu-.

laired EF; je disque l'angle

= L = - . 7 droit ACD est égal 4 V'angle,
droit EGH.

Je transporle I'angle ACD sur I'angle EGH, et papplique la
ligne droite AB sur EF, de telle sorte que le point C coincide
avec le point G. La ligne droite CD, perpendiculaire a AB,
prend alors la direclion de la ligne droile GH perpendiculaire
4 EF, et 'angle ACD coincide avec 'angle EGII.

Remarque. — Un angle est aigu ou obtus, selon qu'il est
plus pelit ou plus grand qu’'an angle droit.

D

A
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ProcraMME. -~ Angles adjacents. — Angles opposés par le sommet.

DEFINITIONS.

On dit que deux angles ABC, DBE sont opposés par le som-
« met lorsque les cotés de I'un sont les prolonge-

A
\ " ments des cotés de I'aulre.
: B Deux angles sont complémentaires, lorsque

leur somme est égale & un angle droit. — Deux
) ¢ angles sont supplémentaires, s'ils valent ensem-
ble deux angles droits.

THEOREME 1

Lorsqu'une ligne droite AB en rencontre une autre CD, la
somme de deuwx angles adjacents AEC, BEC, formés p(n ces li-
gnes, égale deux angles droits.

Si la ligne droite CD est perpendiculaire sur AB, le théoréme

. = est évident, puisque les angles AEC, BEG

. ¢ sont droils.
Dans le cas contraire, j’éléve par le point
A

! £ la perpendiculaire EF sur la ligne droite

AB, et je fais remarquer que l'angle obtus

b AEC est plus grand que I’angle droit AEF de

I'angle CEF, tandis que I'angle aigu BEC est moindre que I'an-

gle drmt BEF du méme angle CEF Donc la somme des deux

anglessadjacents AEC, BEG ecrale la- somme des deux angles
droits AEF, BEF.
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GEOMETRIE.

CoroLuate I. — Lorsque l'un des quatre angles formés par
deuz lignes droites AB, CD est droit, les trois autres sont droits
aussi.

En effet, si 'angle AOC est droit, I'angle
COB qui lui est adjacent sera droit aussi,
puisque ces angles sont supplémentaires.

11 résulte pareillement, de ce que angle
COB estdroit, queson supplémentBOD égale
aussi un angle droit. Enfin 'angle AQD est
droit, parce qu'il est le supplément de I'angle droit BOD.

ConoLrame II. —La somme des angles adjacents ACD, DCE,

ECF, FCB, faits d’un méme coté d'une ligne
droite AB, égale deux angles droits.

Carle premier de ces angles, ¢’est-3-dire

A G * ACD, a pour supplément I'angle DCB qui
est la somme de tous Ies autres angles DCE, ECF, TCB

D

D E

T

Corovramre III. — La somme des angles adjacents BAC, CAD,
DAE, EAF, FAB, que font autour d'un point A les lignes droi-
tes AB, AC, AD, AE, AF, tirées de ce point,
égale quatre angles droits.

Je prolonge 'une de ces lignes droites,
par exemple AD, au dela du point A et je
remplace I'angle BAT par les deux angles
BAG, GAF dont il est la somme. Les angles
adjacents, faits de chaque cété de la ligne
droile DG, valent ensemble deux angles droits; donc la somme
de tous les angles faits aufour du point A égale quatre angles
droits.

- THEOREME 11

- Si deux angles adjacents ABC, CBD sont
supplémentaires, leurs cotés non communs
/ AB, BD sont en ligne droite.
¢ Y En effet, le prolongement de la ligne
dlmte AB au dela du point B doit faire avec BC un angle égal
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au supplément de l'angle ABG *, cest-d-dire égal a l'angle
CBD; il coincide donc avec la ligne droite BD.

THEOREME 101

Si deux lignes droites AB, CD se rencontrent, les angles AEG,
BED, opposés par le sommet, sont égaux.

Les anglesadjacents AEG, CEB, faitspar leslignes droitcs AT,
5, EC,sontsupplémentaires (I) Pareilicrizat,

les angles adjacents BED, CEB, faits par

les lignes droites CD, EB, valent ensemble
o deux angles droils. Donc les angles AEC,
BED, opposés par le sommet, ont pour supplément le méme
angle CEB et sont égaux enire eux.

]

PROBLEMES

1. Les bissectrices de deux angles adjacents et supplémen-
taires sont perpendiculafrcs 1'une & V'autre. (On appelle bissec-
trice d’'un angle laligne droite qui divise cel angle en deux
parties égales).

2. Lorsque quatre angles adjacents valent ensemble quatre
angles droits, si le premier est égal au troisiéme el le deuxiéme
égal au quatriéme, les cotés de ces ar.gles sont deux a deux
en lignes droifes.

5. Les bissectrices de deux angles oppesés par le sommet
sont en ligne droile.

* Les nombres mis entre parenthéses indiquent les théorémes sur lesquels
s'appuie la démonstration que Pon fait. Un seul nombre écrit en ehiffresro-
mains, comme (I), indigue le théordme 1 de la lecon actuelle; deux nombres,
l'un en chifftes arabes et Pautre en chiffres romains, par exemple (20, I1I),
indiguent le théoreme IIT de la 20¢ lecon.
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TROISIEME ET QUATRIEME LECON

Pioenamue. — Triangles. — Cas d'égalité les plus siniples,

DEFINITIONS

Un friangle est une portion de plan lerminée par {rois lignes
droites qui se coupent deux 4 deux et qu'on appelle les cotés
du triangle. Les angles des cotés conséeulifs et les sommets

de ces angles se nomment aussi les angles et les sommets du
triangle.

THEOREME 1

Un coté quelconque d'un triangle est moindre que la somme
= des deux autres.
En effet, la ligne droite AC étant le plus
court chemin du point A au point C, le coté
¢ AC du triangle ABC est moindre que lasomme
des deux autres colés AB, BC.
ConovLame. —Si de chacun des membres de linégalité

AB + BC > AC
on refranche le coté BC, on a la nouvelle inégalité :
AB > AC — BC
qui conduit a cet autre énoncé du théordme précédent : Un

coté quelconque d'un triangle est plus grand que la différence
des deux autres.

A
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THEOREME 11

Si, d'un point D pris & Uintérieur d'un triangle ABG, onméne
les droites DB, DC aux extrémités d'un cdté BG, la somme de
ces droites est moindre que la
somme des deux autres cbtés AB,
AC du triangle.

’ Chaque coté d'un triangle étant

v « moindre que la somme des deux
autres, si je prolonge la droite BD jusqu'au point E ol elle
rencontre le coté AG,j’ai dans le triangle ABE :

BD + DE << AB + AE,

et dans le triangle CDE :

: CD << DE+EC.
Tajoute les deux inégalitcs précédentes membre a membre ;
je supprime ensuite le lerme DE, commun aux deux membres
de la nouvelle inégalilé, et je lrouve:

BD -+ CD << AB +~AE+EC;

ce qui démontre le théoréme énoncé, puisque la somme des
deux lignes AE, EC est égale au colé AC.

THEOREME T

Deux triangles sont égaux lorsquils ont un cdté égal adja-

> cent & deux angles égaux chacun & chacun.
/ Soient ABC, DEF, deux triangles ayant le
————% c6té BC égal 4 EF, I'angle ABC égal & DEF et
2 Tangle ACB égal 4 DFE ; je dis que ces triangles
/\ sont égaux.
{———  Eneffel, je transporte le (riangle DEI sur

le triangle ABC, et je fais coincider le coté EF avec le coté BG
qui lui est égal, en placant le point E sur le pointB et le point
F sur le point C. Le coté ED prend alors la direction de BA,
parce que les angles BEF, ABG sont égaux; le coté FD prend -
pareillement la direction de CA, & causede 1'égalite des angles
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DFE, ACB. Par suite, le point D, commun aux deux droiles
ED, FD, vient se placer sur I'infersection A des deux droites
BA, CA, et les triangles ABC, DEF coincident dans toute leur
étendue.

CoroLrAE, — Lorsque deux triangles ont un célé égal ad-
jacent & deux angles égaux chacun & chacun, les colés oppo-
sés aux angles égaux sont aussi égaux. Il en est de méme des
angles opposés aux cotés égaux.

THEOREME IV

Deuz triangles sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal com-
pris entre deux cdtés égaux chacun & chacun.

Soient ABC, DEF, deux trianglesayantl’angle A égal a angle
D, le coté AB égal au coté DE et le coté AC égal au coté DF,

A je dis que ces triangles sont égaux.
/\\\ En effet, je transporle le triangle DEF sur le
T G LEangle ABC et je fais coincider les cotés égaux

D AB, DE, en posant le point D sur le point A et

\ le point E surle point B. Le cotéDF prendalors

% la direction de AC a cause de I'égalité des an-
glbb EDF, BAC, et le point F se place sur le point G, puisque
les deux cotés DF AC sont égaux; le coté EF se confond par
suite avec BC, qui a les mémes exlrémités, et les triangles
ABC, DEF coincident dans toute leur étendue.

Cororrame. — Lorsque deux friangles ont un angle égal
compris entre deux cOlés égaux chacun & chacun, les angles
opposés aux cotés égaux sonf aussi égaux entre eux. Il en ést
de méme des cdtés opposés aux angles égaux.

THEOREME V

Si deux triangles oni un angle inégal compris entre deux
cbtés égauxr chacun @ chacun, les troisiémes cbtés sont inégaux,
et le plus grand de ces cbtés est opposé au plus grand angle.

Je suppose l'angle A du triangle ABC plus grand quel’angle
A’ du triangle A'B'C, et les cotés AB, ACégaux respectivement
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aux colés A’B’, A'C’; je dis que le coté BG opposé & Pangle A
: vest plus grand que le coté B'C*

opposé a l'angle A’.

\ Pour le démontrer, j'applique
le triangle A’B'C’ sur le triangle
\ e ABC, de maniére que le coté
N/‘.DAC A’B’ coincide avec son égal AB.
> . @ Soit AC la position que le cblé
A’C’ prend dans I'angle BAG, plus grand quel'angle B'A’C’ par
hypothése. Je divise I'angle CAC”" en deux parties égales par la
droite AD qui rencontre le c6té BC au point D, et je tire la
droite DC". Les triangles ADC, ADC” ont un angle égal com-
pris entre deux cotés égaux chacun a chacun, savoir: l'angle
DAC égal 4 DAC” par construction, le coté AC égal a AC” par
hypothése, et le ¢oté AD commun; ces {riangles sont done
égaux (IV), et le coté CD est égal & DC”. Or, on a dans le
triangle BDC" (1) :

A

BD + DC” > DBC7,
ou

BD + DC > BC";
par conséquent le coté BG est plus grand que BC”, ou que
son égal B'C’.

Remarque. — En plagant le (riangle’A'B'C’ sur le {riangle
ABC, jai supposé que l'extrémité G du coté A'C’ se trouvait a
I'extérieur du triangle ABC. Ce point peut éiresur le coté BG,
ou & Pintérieur du {riangle ABC; pour chacune de ces deux
autres positions du sommet (’, la démonstration du théoréme
est identique & la précédente.

CoroLratRE. — Les deux théorémes précédents prouvent que
si deux triangles ont deux cOtés égaux chacun & chacun, les
troisiemes cbtés de ces triangles ne sont égaux ou inégaux qu’au-
tant que les angles opposés sont euz-mémes égaux ou inégaud,
et que, dans le cas de U'inégalité, le plus grand cté est oppose
au plus grand angle.
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12 GEOMETRIE.

THEOREME VI

Deug triangles sont égaux lorsqu'ils ont les (rois cdtés égauz
chacun & chacun.
Soient les triangles ABC, DEF, qui ont le coté AD égal a DE,
le coté AC égal a DF et le coté BC égal & EF; je dis d'abord -
> que deux angles, tels que A et D, opposés &
/ i des cotés égaux BC, EF, sont égaux.
B ¢ [Eneffet, les deux cdtés AB, AC du triangle
» ABC étant égaux respectivement aux colés DE,
i : DF du triangle DEF, les troisiémes cotés BC,
5 7 EF de ces triangles ne peuvent étre égaux que
si lesangles A et Dqui leur sont opposés sont eux-mémes égaux
(V. ¢.). Or, BC égale EF par hypothése; done I'angle A égale
aussi 'angle D. Les triangles ABC, DEF, ayant alors un angle
égal compris entre deux ¢olés égaux chacun a chacun, sont
égaux (IV).
Conorrare. — Si deux triangles ont les trois cotés égaux
‘chacun a chacun, les angles opposés aux colés égaux sont
écaux.

PROLLEMES

1. La somme des lignes droites qui joignent un point, pris
4 lintérieur d’'un triangle, aux {rois sommels, est moindre
que le périmétre du triangle et plus grande que la moitié de
ce périméfre. ]

9. La ligne droite qui joint le sommet d’un triangle au mi-
licu du coté opposé est moindre que la moili¢ de la somme
des deux autres cotés, mais plus grande que la moitié de I'ex-
cés de celte somme sur le troisiéme cote.

‘Conclure de ce théoréme que la somme des lignes droites
qui joignent les sommels d'un triangle aux milieux des cotés
opposés est moindre que le périmétre du triangle et plus
grande que la moitié de ce périmétre.

3. Sil'on prolonge lescotés BA, CA dutriangle BAC au dela
du sommel A, de quantités AD’, AC’ qui leur soient respecti-
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vement égales, et qu'on lire Ia ligne droite B'C’, 1° les mi-
lieux des lignes CB,B'( et le sommet A seront en ligne droite;
90 1e dernier de ces trois points divisera la distance des deux
aulres en parties égales.

4. SiVlon prend sur I'un des cotés d’'un angle quelcon(que
ABC les longueurs BD, BE et sur Pautre coté les longueurs
BD', BE, respectivement égales & BD, BE, et quon ftrace
ensuite les lignes droites DE, ED', ces lignes se couperont sur
la bissectrice de l'angle ABC. — De 1A résulte un moyen de
construire la bissectrice d'un angle.
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Proeraune. — Propriétés du triangle isocéle.

DEFINITIONS

Un (riangle isocéle est un triangle qui a deux cétés égaux.

Un triangle équilatéral ou équiangle est un triangle dont
les trois cotés ou les trois angles sont égaux.

La perpendiculaire abaissée d’un sommet d’un triangle sur
le cOté opposé se nomme hauteur du triangle; ce coté prend
alors, relativement & la hauteur, le nom de base.

On choisit ordinairement pour la base d’un triangle iso-
céle celui des trois cotés qui n’est pas égal & I'un des deux
autres. - '

THEOREME 1

Les angles opposés aux deux cotés égaua d'un triangle iso-
céle sont égaux.

Soit ABC un triangle dont les cotés AB, AC sont égaux ; je

i dis que l'angle ACB opposé au coté AB égale
I'angle ABC opposé au coté AC.

En effet, je joins le sommet A du triangle au

milieu D de sa base BC par la ligne droite AD.

v o < Cetteligne divise letriangle ABCen deux triangles

ABD, ACD, qui ont les trois cotés egaux chacun 4 chacun ; car

le coté AD leur est commun, les cotés AB, ‘AC sont égaux

d’aprés 'hypothése, et le coté BD ¢gale CD, puisque le point

D est le milieu de BC. Les triangles ABD, ACD sont donc

¢gaux (4, VI), el I'angle ABD, opposé au coté AD du triangle
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~ ABD, est égala J'angle ACD, opposé aucoté AD du triangle ACD.

Corouame 1. — De I'égalité des triangles ABD, ACD, on peut
conclure aussi U'égalité des angles BAD, DAC, el celle des an-
gles ADB, ADC, qui sont supplémentaires (2, I). Par consé-
quent, la ligne droite qui joint le sommel d'un triangle isocele
au milieu de sa base divise U'angle du sommet en deuwx parlies
égales, et est perpendiculaire & la base du triangle.

Cororrame II. — Un triangle équilatéral est équiangle.

En effet, les angles de ce triangle sont ¢gaux, puisqu'ilssont
opposés & des cOtés égaux.

THEOREME 11

Si un triangle a deur angles égau, les cOtés opposés & ces

angles sont égaux aussi, et le triangle est isocele. '

Soit ABC un triangle dont les angles ABC, ACB sont égaux;

. je dis que le coté AG, opposé a Tangle ABG,
égale le colé AB, opposé d I'angle ACGB.

Je construis sous le coté BC le triangle BCA

égal au triangle ABC, en faisant I'angle BCA’

B ¢ égal & V'angle CBA, et le cote CA! égal au coté

BA. Ces triangles sont effectivement égaux, puis-

qu'ils ont un angle égal compris entre deux cotés

égaux chacun & chacun (4, IV); donc l'angle

x CBA’, opposé au coté CA’, est égal & 'angle BCA,

opposé au coté BA, et, par suite, égala I'angle CBA. Cela posé,

je plie la figure suivant la droite BC et je rabats le triangle

A'BC sur le triangle ABG; le coté BA' prend la direction de

BA, & cause de I'égalité des angles CBA’, CBA, et le cote CA’

s'applique sur CA, puisque les angles BCA’, BCA sont aussi

égaux d'aprés I'hypothése. Par conséquent le sommet A’ coin-

cide avee le sommet A, et le coté CA égale le coté CA’ ou BA.

Conorzame. — Un triangle équiangle est équilatéral.
En effet, les cotés de ce triangle sont ¢gaux, puisqu'ils sont
opposés 4 desangles égaux.
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THEOREME I

Si un triangle @ deux angles mégauz, le coté opposé au plus
grand de ces angles est plus grand que le coté opposé o I'autre
angle.

Soit ABC un triangle dans lequel I'angle BAC est plus grand
que I'angle BCA ; je dis que le cote CB, opposé a I'angle BAC,
est plus grand que AB, opposé & 'angle BCA.

Je fais au point A, sur le cote ACG, I'angle CAD
egal a I'angle BCA ; la ligne droite AD se (rouve
/ dans I'angle BAC, qui est par hypothése plus

* ¢ grand que BGA..Soit’D I'intersection de cotle
ligne et du colé BC; le triangle DAC ayant deux angles égaux,
les"colés AD, GD, opposés & ces angles, sont aussi égaux ({I).
Or, le coté AB du triangle ABD est moindre que la somwme
AD—+ DB des deux aulres; donc AO est aussi moindre que
CD—+ DB, ou que CB.

CororLams. — Les deux théorémes précédents démontrent
que dew cotés d'un triangle ne sont éyauz ou mégaur qu’a-
tant que les angles opposés sont cux-mémes égauz ou eI
el que, dans le cas de Uinégalité, le plus grand coté e le plus
grand angle sont towjours opposés Uun & I'autre.

PROBLEME S

1. Les perpendiculaires menées des sommets d'un triangle
équilatéral sur les colés opposés sont Ggales.

2. Si, sur les ¢otés égaux d’un triangle isocéle, on prend
des points également éloignés du sommet et qu'on les joigne
par deslignes droiles aux ex{rémilcs opposées de la base, ces
lignes se couperont sur la droile qui va du sommet au milicu
de la base.

3. Les droites qui joignent les sommets d’'un triangle iso-
ctle aux milieux des colés opposés se coupent au méme point.
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Proerame. — Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d'un
méme point 4 une droite. — Cas d’égalité des triangles rectangles.

DEFINITIONS

Un triangle rectangle est un triangle qui a I'un de ses an-
gles droit; on appelle hypoténuse le cOlé opposé a cet angle.

THEOREME I

D'un point 0, situé hors d’une ligne droite AB, on peut me-
ner une perpendiculaire & celte ligne, et on ne peut en mener
qu'une.

1° Je fais tournerla partie supérieure du plan dela figure sur

0 la droite AB comme axe, jusqu'a ce qu'elle

coincide avec la partie inférieure ; soit alors

0’ la position du point 0. Je reléve ensuite le

& P plan, et je tire la ligne droite 00'; cette li-

gne est perpendiculaire & AB qu'elle ren-

contre au point C. En effet, si jereplie le

i plan suivant AB, la ligne droite CO prend la

direction de CO’, puisque le point O s’applique par hypothése

sur le point 0'; donc les angles adjacents ACO, ACO’ coinci-

dent, et la ligne droite 00’ est perpendiculaire a la ligne
droite AB.

20 Je dis que la droite OD, menée du point O & tout autre
point D de la ligne AB, est oblique a celte ligne. Pour le dé-
montrer, je tire la droite DO’ et je plie la figure suivant AB,
Le poinl O vient se placer sur le point (', et la droile DO sur

AM. — KLEM, 2
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DO’; I'angle CDOégale parsuile I'angle CDO’. Celaposé, comme
on ne peut mener que la droite 0C0Q’ du point
0 au point 07, la droite DO’ n’est pas le pro-
longement dé OD. Par conséquent, Iasomme
des deux angles adjacents CDO, CDO’, dont
les colés non communs DO, DO’ ne sont pas -
enligne droite, n’est pas égale & deux angles
droits (2, II); et I'angle CDO, moitié de cette
somme, n'est pas droit. La ligne droite OD est donc oblique a
laligne droite AB.

Remarque. — Lorsqu'une perpendiculaire et différentes
obliques sont abaissées d'un point extéricur & une ligne droite
sur cette ligne, on dit que deux obliques sont également ou in-
€yalement éloignées du pied de la perpendiculaire, selon que
leurs pieds sont & des distances égales ou inégales de celui de la
perpendiculaire.

THEOREME II

Si d'un point pris hors d'une ligne droite on abaisse une per-
pendiculaire et différentes obliques sur cette droite,
1° La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique;
2 Deuw obliques également éloignées du pied de la perpen-
diculaire seront égales;
3° De deux obliques inégalement distantes du pied de la per-
pendiculaire, la plus éloignée sera la plus grande.
1° J’abaisse du point A la perpendiculaire AB et I'oblique
i AC sur laligne droite EF, et je dis que AB
j est moindre que AC.
/ Car, si je prends sur le prolongement de
B30 i ¥ AB la longueur BD égale & AB, etque je tire
la ligne droite DG, les deux triangles ABC,
b DBC ont un angle égal compris entre deux
cotés égaux chacun a chacun, savoir : les angles ABC, DBC,
égaux parce qu'ils sont droits par hypothése, le ¢oté BC com-
mun et les ctés AB, BD, égaux d’aprés la construction de la
figure. Ces triangles sont donc égaux (3, IV), et le coté AC
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tgale le coté DC. Or, laligne droite AD est moindre que laligne
brisée AC + CD; donc la moitié de AD, c'est-a-dire la perpen-
diculaire AB, est moindre que la moitié de AC + CD ou que
I'oblique AC.
9° Je prends sur EF, de chaque cdté de la perpendiculaire
AB, les longueurs égales BC, BG; je tire
7 les obliques AC, AG, qui s’écartent égale-
ment du pied de AB, et je dis que ces deux
lignes sont égales.
£ ¢ B ¢ ¥ T[neffet, les deux triangles ABC, ABG
ont un angle droit compris entre deux cdlés égaux chacun a
chacun; ils sont donc égaux (3, IV), et le coté AC opposé &
I'angle droit ABC égale le c6té AG opposé & I'angle droit ABG.

1° Soit 1a distance BC plus grande que BG, je dis que I'obli-

que AC est plus grande que AG.
Pour le démontrer, je prends sur BC une longueur Bl égale
4 BG, et je tire Poblique AH qui est

égale & AG, puisque ces lignes s'é-
/\ carfent également du pied de la per-
B, G2 8 \¢__r pendiculaire AB.Je prolonge ensuite
AB d'une longueur BD qui lui soit
¢gale, et je méne du point D les droi-
D tes DG, DII. Les deux angles CBA,CBD
étant droits par hypothése, les triangles ABC, DBC sont égaux
parce qu'ils ont un angle égal compris entre deux cotés
égaux chacun a chacun (3, IV); par conséquent, le c6té AC
opposé a Pangle droit CBA est égal au coté DG opposé & I'an-
gledroit CBD; les deux droites All, DH sontaussi égales pour
une raison semblable. Or, le point H étant i I'intérieur du
triangle ACD, la somme AH - DH de ses distances aux ex-
trémités du coté AD est moindre que la somme AC =+ CD des
deux autres cotés (3, IT); donc oblique AH, moitié de AH--DH,
est moindre que I'oblique AC, moitié de AC -+ CD.
CorovLatme I. — On mesure la distance d’un point & une ligne
droite par la longueur de la perpendiculaire abaissée du point
sur cette droite, parce qu'elle est la ligne la plus courte qu’on
puisse mener de ce point & la droite donnée.

N
|
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Cororrame II. — On ne peut mener d'un point & une ligne
droite que deux obliques égales.

CoroLaire IIl. — Les réciproques du théoréme précédent
sont des conséquences évidentes de ce théoréme,

THEOREME IIT .

Si par le miliew C de la ligne droite AB on éléve sur ceite
ligne la perpendiculaire DE, 1° tout point de DE sera également
dloigné des extrémités de AB; 2° tout point extérieur a DE sera
inégalement distant des mémes extrémités A
et B.

1¢ Je joins un point quelconque D de Ia
perpendiculaire DE aux exirémités de AB
par les lignes droites AD, BD. Le point G
étant par hypothése le milieu de AB, les obli-
ques AD, BD s'écartent également de la per-
pendiculaire DE; elles sont donc égales (II), et le pomt D se
trouve a la méme distance des deux points A, B.

2° Je prends un point F extérieur a la perpendmulaire DE,
etje tire les lignes droites FA, FD; les points A et F étant si-
tués de différents cotés de DE, la ligne droite FA rencontre DE
en un point E dont les distances aux points A et Bsont égales.
Or, on a dans le triangle BEF (3, 1) :

FB < FE -+ EB,

ou
FB <<FE +EA;
done le point F est moins éloigné du point B que du pointA.

Remarque. — Dans la géométrie plane, on appelle lieu géo-
métrique d'un point une ligne, droile ou courbe, dont tous les
points jouissent d’'une méme propriété.

De la résulte ce nouvel ¢nonceé du théoréme précédent : Le
lien géométrique des points qui sont, chacun, également éloignes
des deux points A, B, est la perpendiculaire DE élevée au milieu
dela droite AB.
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THEOREME 1V

Deux triangles rectangles sont égaux s'ils ont ¥ hypoténuse

gule et un angle égal.
Soient ABC, DEF deux triangles rectangles, et B, E leurs
angles droits. Je suppose I'hypoténuse AG

\ égale d1'hypoténuse DF, V'angle G égal 41'an-
: gleF, et je dis queces triangles sont égaux.
,, . Jetransporteletriangle DEF surletriangle

) ABC, et, pour appliquerl'hypoténuse DF sur
AC qui lui est égale, je place le point F sur
le point G, le pointDsurle point A. Le c6té FE

v * prend alors ladirection de CB 4 cause del'é-

galité des deux angles G, F, et la ligne droite DI perpendicu-
laire a EF s’applique sur la ligne droite AB, perpendiculaire &
BC, puisqu’on ne peut abaisser du point A qu'une seule per-
pendiculaire sur la droite BC (I). Par conséquent, les triangles
rectangles DEF, ABC, dont les cdtés coincident, sont égaux.

THEOREME V
Deux triangles rectangles sont égaux s’ils ont Uhypoténuse
égale et un autre coté égal.
Soient ABC, DEF deux triangles rectangles, et B, E leurs
x angles droits; je suppose I'hypoténuse AC

égale & DF, le coté AB égal a DE, et je dis
que ces triangles sont égaux.
8" . Pourle démontrer, je transporte le trian-

. - gle DEF sur le triangle ABC, et je fais coin-
’ 2 ‘ cider le3 cotés égaux DE, AB, en plagant le
point E sur le point B,le pointD surle point

¥ A. Le coté EF prend alors la direction de BC
& cause de 1'égalité des angles droits E, B, et I'hypoténuse DF
s'applique sur AG (1I, c., 3), parce que ces deux lignes égales
sont obliques & BC et siluées du méme coté de la perpendicu-
laire AB. Les triangles DEF, ABC sont donc égaux, puisque
leurs colés coincident.
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PROBLEMES

1. Les perpendiculaires menées des extrémités de la base
d’un triangle isocéle sur les cotés opposés sont égales.

2. Trouver sur une ligne droite un point tel que la somme
ou la différence de ses distances & deux points donnés soit mi-
nimum ou maximum, Démontrer que les lignes droites sur
lesquelles on mesure ces distances sont également inclinées
sur la ligne droite donnée.

3. Les perpendiculaires élevées sur les coiés d'un triangle
par les milieux de ces cotés se rencontrent au méme point.

4. La bissectrice d’un angle est le lieu géométrique des
points également éloignés des colés de cet angle.

5. Les bisseclrices des angles d'un triangle concourent an
méme point.
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Procramie. — Droites paralléles. — Lorsque deux droites paralléles sont ren~
contrées par une séeante, les quatre angles aigus qui en résultent sont égaux
entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — Dénominations at(ribuées a
ces divers angles. — Réciproques.

DEFINITIONS

Deux lignes droites sont paralléles lorsque, situées dans un
méme plan el prolongées indéfiniment, elles ne se rencon-
trent pas.

THEOREME [
Deux lignes droites AB, CD perpendiculaires & la méme
0 s droite EF sont paralléles.

En effet, les lignes droites AB, CD ne

e peuvent se rencontrer, puisqu’onne peut
E B D F , %

mener d’aucun point du plan deux per-
pendiculaires sur la ligne droite EF (6, T).

THEOREME 11

D'un point A situé hors d'une ligne droite BG, on peut mener
- une paralléle @ ceite ligne, mais on ne

B
|—‘— peut en mener qu'une.
Je tiredupoint A la perpendiculaire AD
B D G . . .
sur la ligne droite BC, et la perpendicu-

laire AE surlaligne droile AD. Leslignes AE, BC sont paralléles,
puisque 'une et I'autre sont perpendiculaires a AD (I); on peut
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2% GEOMETRIE,

donc mener par le point A une paralléle 3 la ligne droite BC;
j'admettrai qu'on ne peut en mener qu'une seule.

Cororrare. — Si deux lignes droites sont paralléles, toute
ligne droite qui rencontre U'une rencontrera aussi I'autre.

THEOREME 111

Si deux lignes droites AB, CD sont paralléles, toute ligne
droite EK perpendiculaire & l'une est aussi perpendiculaire &
Uautre.

Je suppose la ligne droite EK perpendiculaire a ADB, et je
. p dis qu'elle est aussi perpendiculaire 4 CD.

{ En effet, la perpendiculaire menée d’'un

‘ point quelconque de CD sur la ligne droite

© & 1 EK est paralltle 4 AB (I); elle coincide

donc avec CD (II), qui est aussi paralléle 4 AB par hypothése.

Par conséquent, la ligne droite EK est perpendiculaire & CD.

CGoroLLARE. — Deus lignes droites AB, DC

v paralléles & une troisieme EF sont paralléles
entre elles.

Car, si je tire la ligne droite GHperpendi-
culaire & EF, celte ligne est aussi pecpendi-
culaire & chacune des lignes droites AB,(CD,
qui sont paralléles 4 EF; donc AB et CD sont paralléles(I).

j
R | [P e e
sEen e B 6 F

H

THEOREME IV

Lorsque deux lignes droites paralléles AB, CD sont rencontrées
par une sécante EF, les quatre angles aiqus qui en résultent sont

:  égaum enire eux, ainsi que les guatre anales
A 5 G’/TB q ) q q e angle

TR oblus.

‘% Soient G et Hles points ot la ligne droile
T > EF rencontre les paralléles AB, CD. es
/ angles aigus AGH, EGB sont égaux puis-

qu'ils sont opposés par le sommet; il en est de méme des
deux angles aigus GHD, CHF. Pour démontrer I'égalité des
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quatre angles aigus formés par les lignes droites AB, CD, EF,
8 by B Al suffit donc de prouver que l'angle AGH
e ¢gale GHD. J'abaisse, du milieu O dela li-

= 0 , Sne GH, la perpendiculaire 1K sur les deux
*7:1_'1'_—_‘ paralléles AB, CD. Les triangles rectangles
® GKO, HIO sont égaux (6, 1V), parce qu'ils

ont les hypoténuses 0G, O égales, et les angles aigus GOK,
IOH égaux comme 0pposés par le sommet; donc I'angle OGK
est égal 4 'angle OHL.

11 résulte de I'égalité des quatre angles aigus que les quatre
angles obtus sont égaux entre eux, car chaque angle obtus a
pour supplément 1'un des quatre angles aigus.

Remarque. — Pour distinguer et énoncer plus facilement
les divers cas d’égalité auxquels conduit le théoréme précé-
dent,on a donné des noms particuliers aux huit angles formés
par les paralléles AB, CD et la secante EF. Voici les déno-
minations qui sont applicables aux angles que deux lignes
droites quelconques AB, CD font avec
une troisieme EI.

Les quatre angles AGH, BGH, DHG,
CHG, compris entre les deux lignes droi-
tes AB, CD, sont appelés pour cette rai-
son angles internes.

i Au contraire, on nomme angles ex-
ternes les quatre angles AGE, BGE, DIIF, CHF, qui ne sont pas
situés entre les lignes droites AB, CD.

Lorsqu’on considére deux angles internes qui ne sont pas
adjacents, on les appelle alternes-internes ou internes duméme
cbté, selon qu'ils sont placés des deux cotés de la sécante EF
ou du méme coté de cette ligne. Ainsi les angles AGH, DHG
sont alternes-internes, ot les angles AGIH, CHG sont internes
du méme coOté.

Parcillement, on appelle angles alternes-externes ou externcs
dw méme coté, deux angles externes non adjacents, et situés
des deux cotés de la sécante EF, ou du méme coté de cetle
ligne. Ainsi, les angles AGE, DHF sont alternes-externes, tan-
dis que les angles AGE, CHF sont exlernes du méme coté;
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On donne le nom d’angles internes-externes ou correspon-
dants & deux angles, situés du méme coté de la sécante, dont
F'unestinterne et I'autre externe sans étre adjacents. Lesan-
gles BGE, DHE sont correspondants.

De la résulte ce nouvel énoncé du théordmelV :

Si deux lignes  droites sont paralléles, elles feront avec une
sécante quelconque :

1° Des angles alternes-internes égauz ;

2° Des angles alternes-cxternes égauz;

3° Des angles correspondants éyauz; ]

4° Des angles interaes du méme coté supplémentaires;

9° Des angles externes du méme coté supplémentaires.

Car deux angles alternes-internes, ou alternes-ex(ernes, ou
correspondants, sont & la fois aigus ou obtus, et, par consé-
quent, égaux entre eux. Mais, de deux angles internes ou ex-
ternes du méme coté, I'un est aigu et I'autre obtus; ces angles
sont done supplémentaires.

THEOREME V

Réciproquement, deux lignes droites AB, CD sont paralléles
lorsqi’elles font avec une sécante MN :

1° Des angles alternes-internes égaux;

2° Des angles alternes-externes égaux;

3° Des angles correspondants égauz ;

4 Des angles internes duméme coté supplémentaires ;

o’ Des angles externes du méme coté supplémentaires.

Je suppose les angles alternes-internes AOP, DPO égaux, et
je dis que les lignes droites AB, CD sont
paralléles.

En effet, Ia ligne droite AB et sa pa-

" ralléle, menée parle point P oti°la sé-
cante MN rencontre CD, font avee MN
desanglesalternes-internes égaux (IV).
Or, T'un de ces angles est AOP, donc l'autre est I'angle DPO,
puisqu'ils ont par hypothésela position de deux anglesalternes-
interneset qu'ils sont égaux. Par conséquent, la paralléle menée
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du point P & la droite AB n’est autre que la ligne droite CD.

Jo démontrerais chacun des quatre auires cas par un rai-
sonnement analogue.

CoroLLARE. — Les propositions contraires * aux deux précé-
dentes sont vraies. Elles comprennent ce théoréme parlicu=
lier : Deua lignes droites se renconirent lorsqu’elles font avecune
sécante deux angles internes du méme cOté, dont la somme est
moindre que deux angles droits. Dans son célebre Traité de
gbométrie, Buclide ** demande qu'on admelte ce théoréme
comme évident, et il en fait la base de sa théoriedes lignes pa-
ralléles: aussi ce théoréme est connu sous le nom de postula-
tum d’Euclide. Nous 'avons remplacé dans ces legons par ce-
lui-ci: On ne peut mener d'un point donné qu'une paralléle &
une ligne droite (II).

PROBLEMES

1. Si la bissecfrice d'un angle d'un triangle divise le coté
opposé en deux parties égales, ce triangle est isocéle.

2. Si par le point de rencontre des bissectrices des angles
d’un triangle on méne une paralléle & I'un des cotés, celte
ligne droile sera égale a la somme des segments interceptés
sur les deux autres colés par les deux paralléles.

3. Si par les sommets d'un triangle on mene des paralleles
aux colés opposés, ces lignes droiles délermineront un second
triangle égal au quadruple du premier.— Quel est le rapport
des cotés paralléles?

4. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un {riangle
sur les colés opposés se rencontrent au méme point.

*§i, dans 'énoncé d’une proposition, on ajoute une négation & I'hypothése
et & la conséquence, on forme la proposition contraire. Par exemple, a la pro-
position suivante: « Deux angles droils sont égauz, » correspond la proposi=-
tion contraive . « Si deux angles ne sont pas droils, ils ne sont pas €gaux, »
laquelle est évidemment fausse :

** Géomdtre grec, qui vivait vers an 520 avant notre ére.
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Prosnamye. — Angles dont les cotés sont paralléles et perpendiculaires, —
Somme des angles d'un triangle et d’'un polygone quelconque,

DEFINITIONS

On nomme polygone une portion de plan terminée par des
lignes droites: Ces lignes sont les ctés du polygone, et leur
ensemble forme le contour ou le périmétre de celle figure.

Un polygone qui n’a que trois colés est un triangle. Un po-
lygone de quatre cotés se nomme quadrilatére; celui de cing
cotés, pentagone; celui de six cdtés, hexagone.
it Un polygone est convexe lorsqu'il est tout entier du méme
i cote de chacune des lignes droiles, prolongées indéfiniment,
qui le terminent. Dans le cas contraire, on dit qu’il est con-
cave.

On appelle diagonale d’un polygone la ligne droite qui joint
deux sommets non consécutifs de ce polygone.

THEOREME 1

Deuz: angles qui ont leurs cotés paralléles chacun ¢ chacun
sont égaux, si les cotés paralléles sont dirigés deux o devwa dans
le méme sens ou en sens contraire. Ils sont supplémentaires,
lovsque deux cotés paralléles ont la méme direction et los deua
autres des directions contraires.
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1° Soient les deux angles ABC, DEF dont les cotés BA, ED
sont paralléles et dirigés dans le méme sens, ainsi que les cotés
i . BGet EF; je dis que ces angles sont égaux. .

/ Je prolonge le coté DE jusqu'au point

5 v Gou il rencontre le coté BC. Les angles

ABG, DGC sont égaux (7,1V) comme cor=

r’j&‘ —— respondantsparrapportaux paralléles AB,

/ DG et a la sécante BC; les angles DEF,

DGC sont aussi égaux, comme correspondants par rapport

* aux paralléles BC, EF et & la sécante DG. Donc I'angle ABG est
égal a angle DEF.

9° Les angles ABC, GEH, qui ont les cdtés paralléles et diri-
gés deux & deux en sens contraires, sont égaux.

En effet, sije prolonge les cotés de angle GEIl au dela du
sommet E, I'angle ABG égale I'angle DEF, puisque leurs cotés
sont paralléles et dirigés deux & deux dans le méme sens;
donc il égale aussil’angle GEH qui est oppose par le sommet &
'angle DEF. .

%° Les angles ABC, DEH, qui ont les cotés BA, ED paralléles
et dirigés dans le méme sens, et les coteés BG, EH paralléles,
mais dirigés en sens contraires, sont supplémentaires.

Je prolonge le cdté EHau dela dusommet E ; 'angle DEF est
égal 4 l'angle ABG, parce qu'ils ont leurs cotés paralléles et
dirigés deux a deux dans le méme sens. Or, 'angle DEH est
le supplément de DEF; donc il est aussi le supplément de ABC.

THEOREME 11

Deux angles qui ont leurs cdtés perpendiculaires chacun @
¢ chacun sont égaux s'ils sont & la fois
aigus ou obtus; mais ils sont supplé-
mentaires -si l'un est obtus et l'aulre
aigu. :

1°Soient ABG, DEF, deux anglesde
¢ méme espéce, par exemple aigus, dont
Jes cotés BA, ED sont perpendiculaires, ainsi que les cotés BG,
EF; je dis que ces angles sont égaux.
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En effet, du sommet B de 'angle ABC je trace les lignes

droiles BH, BK, respectivement paralléles aux cotés EF ,ED de

: » 4 [e langle DEF et dans le méme sens; ces

u lignes font un angle HBK égal 4 DEF

(I). Or, la ligne droite BH paralléle &

EF est perpendiculaire 2 BC (7, III), et

% = la ligne droite BK paralléle 2 ED est

¢ perpendiculaire & BA; donc les angles

JBK, ABC ont pour complément le méme angle ABII, et sont
dés lors égaux. L’angle DEF égale par suite I'angle ABC.

2° Soient ABC et DEG deux angles, I'un obtus et 'autre aigu;
Je suppose les cétés BA, BC du premier respectivement per-
pendiculaires aux cdlés ED, EG du second, et je dis que ces
angles sont supplémentaires.

En effet, sije prolonge le coté EG d’une longueur quelcon-
que EF au deld du sommet E, I'angle DEF est égal & l'angle .
ABC; car ils ont leurs cotés perpendiculaires chacun & chacun
et sont de méme espéce, puisque I'angle DEF, supplément de
Iangle obtus DEG, est aigu. Par conséquent, les angles ABC,
DEG sont supplémentaires.

E

THEOREME I1I

La somme des angles d'un triangle quelconque est éyale &
deux angles droifs.

Soit le triangle ABC; je prolonge le coté AB et je méne

¢ - par le sommel B la ligne droite BE

/ paralléle au coté opposé AC.

Les angles ACB, CBE sont égaux

- 3 " comme allernes-internes par rapport

aux paralléles AC, BE et & la sécante BC (7, 1V); les angles

CAB, EBD sont aussi égaux comme correspondants par rap-

port aux mémes paralléles et 4 la sécante AB. Donc la somme

des (rois angles ABC, ACB, CAB du triangle est égale & la

somme des trois angles adjacents ABG, CBE, EBD formés sur

la ligne droite AD, c’est-a-dire qu'elle est égale & deux angles
droits (2, I).
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Coroutame I — L’angle CBD que le coté BC fail avee le pro-
longement BD du coté AB est extérieur au triangle, De la ré-
sulte ce théoréme : Un angle CBD, extérieur a un triangle ABC,
est égal & la somme des angles intérieurs CAB, ACB, qui ne lui
sont pas adjacents.

Conoruamne 11 — Un triangle ne peut avoir quun seul angle
droit ou obtus; alors les deux autresangles sont aigus. — Les
angles aigus d'un triangle reclangle sont complémentaires.

Cororzame Il — Chaque angle d'untriangle équilatéral est
égal aux deux tiers d’un angle droit.

Cororaie 1V, — Si deux angles d'un triangle sont respec-
tivement égaux a deux angles d'un aulre triangle, le troisiéme
angle du premier triangle égale aussi le troisiéme angle du
second. :

THEOREME IV

La somme des angles d’un polygone convexe égale autant
de fuis deux angles droits que le polygone a de cotés moins
deux.

Soit le polygone ABCDEF; par le sommet A je méne des dia-
gonales & lous les autres sommets, excepté B et F qui sont déja
joints au point A par les cotés AB, AF. Je
décompose ainsi le polygone en autant de
triangles qu'il a de cotés moins deux; car
chaque triangle n’a qu'un cd{é commun avec
le polygone & I'exceplion des deux (riangles
extrémes ABC, AEF, qui enont deux. Or, la
somme des angles d’un triangle égale deux angles droits (III),
donc la somme des angles de tous les triangles dans lesquels
le polygone est décomposé vaut autant de fois deux angles
droits que le polygone a de cotés moins deux. Mais la somme
des angles du polygone est la méme que celle des angles de
tous les friangles; par conséquent elle égale autant de fois
deux angles droits que le polygone a de cotés moins deux.

Conouratnk I. — n étant le nombre des cotés du polygone,
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la somme de ses angles est égale & n— 2 fois 2 angles droils,
oud (2n — 4) angles droils.

CoroLraire II. — La somme des angles d'un quadrilatére est
égale & quatre anglesdroifs. Par suite, si tous les angles d'un
quadrilatére sont égaux entre eux, chacun d'eux est droit.

THEOREME V

La somme des angles quon fait & l'extérieur d’un polygone
convexe, en prolongeant ses colés dans le méme sens, est €gale a
quatre angles droits.

Chaque-angle extérieur au polygone ABCDEF, tel que I'an-
gle ABG, étant le supplément de P’an-
gle intérieur ABC quilui est adjacent
— (2, I), la somme des angles extérieurs
etintérieurs est égale & autant de fois
deux angles droits que le polygone a

N % de sommets ou de cotés. Celte somme

/ vaut dés lors 2n angles droils, n élant

le nombre des cotés du polygone. Mais les angles intérieurs

valent ensemble (2n— 4) angles droits (IV); donc la somme

des angles extérieurs est égale al'excés de 2n angles droits sur
(2n — 4), c'est-a-dire égale & quatre angles droils.

CorovLame. — Un polygone convexe n’a pas plus de trois
angles intérieurs qui soient aigus, car il ne peut avoir plus de
trois angles extérieurs obtus.

PROBLEMES

1. Les bissectrices des angles d’un quadrilatére forment un
autre quadrilatére dont les angles opposés sont supplémen- -
taires.

2.8i’on prolonge les cotés opposés d’un quadrilatérejusqu’a
cequ'ils se rencontrent, les bissectrices des deux angles qu'ils
font se coupent sous un angle égal 4 la demi-somme de deux
angles opposés du quadrilatére.
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Dans quel cas ces bissectrices sont-elles perpendiculaires?

3. Les bissectrices de deux angles qui ont leurs cotés pa-
ralléles sont paralléles, ou perpendiculaires. — Il en est de
méme des bissectrices de deux angles dont les cotés sont per-
pendiculaires.

4. Dans tout quadrilatére convexe, 1° les bissectrices de
deux angles consécutifs se coupent sous un angle égal a la
demi-somme des deux antres angles; 2° les bisseclrices de
deux angles opposés forment un angle égal a la moitié de la
différence des deux autres angles du guadrilatéere.

AM.—ELEM.
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<ProcraiE, — Paralidlogrammes. — Propriétés de leurs cotés, de leurs angles

et de leurs diagonales.

DEFINITIONS

Le parallélogramme est un quadrilatére dont les cdtés op-
posés sont paralléles.

/_ ; Le losange est un quadrilatére qui a tous

Lo Hues cotés égaux. On démontrera dans cette

i " lecon que le losange est un parallélogramme.

: Le rectangle est un parallélogramme dont
e | tous les angles sont droits.

Le carré est un rectangle dont tous les co-

s & tés sont égaux, ou un losange dont fous les
l } angles sont droits.

THEOREME 1

Les cotés opposés d'un parallélogramme sont égauz; les
angles opposés le sont aussi.
Je lire la diagonale AG du parallélogramme ABCD; cette
. . droite partage le parallélogramme en deux
/~_ 7/ ftriangles ABC, ACD qui sont égaux (3, III),
L ~./ car le coté AC leur est commun; les angles
BAC, ACD sont égaux comme alternes-in-
{ternes par rapport aux paralléles -AB, CD et & la sécante AG
(7, IV) ; les angles ACB, CAD sontaussi égaux comme allernes-
internes par rapport aux paralléles BG, AD et & la méme sé-

Ty C
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cante AC. Donc le coté AB opposé a l'angle ACB est égal au
ebts CD opposé & Iangle CAD, et le coté BG opposé a 'angle
‘BAG, égal au coté AD opposé a I'angle ACD.

De I'égalité des triangles ABC, ADC il résulte aussi que
Yangle ABC opposé au coté AG est égal & I'angle ADG opposé
au méme coté AC, et que les angles BAD, BCD sont égaux
comme composé de deux angles égaux chacun a chacun.

Corovtame I, — Les paraliéles AD, GD, comprises entre deux
lignes droites paralléles AD, BC, sont égales.

Car les paralléles AB, CD sont deux cotés opposés du paral-
1élogramme ABCD.

Cororamre I1. — Deux paralléles AB, CD sont partout égale-
ment dislantes.

En effet, de deux points quelconques E, F, dela droile AB,

giil .~ jabaisse les perpendlculalres EG, FH sur

——i_" CD; ceslignes sont paralleles (7,I)et égales,

puisqu’elles sont comprises entre les paral-

i : léles AB, CD. Donec les points E et F de la

ligne droite AB sont ecralement distants de sa paralléle CD.

THEOREME 1T

Un quadrilatére dont les cotés ow les angles opposés sont
égaux est un parallélogramme.
1° Soit le quadrilatére ABCD, dont le coté AB est égala DGet

A 1 le coté BG égal aAD; je dis que les cotés op-
i E / posés de ce quadrilatére sont paralléles.
£ ¢ La diagonale AC divise la figure ABCD

en deux lriangles égaux, parce qu'ils ont les {rois cofés égaux
chacun 4 chacun (4, VI); I'angle BAG opposé au coté BG égale
.par suite 'angle ACD opposé au colé AD. Or, ces deux angles
sont alternes-internes par rapport aux deux lignes droifes
AB, CD et & la sécante AG; done AB est paralléle & CD (7, V
je prouverais pareillement que BG est paralléle a AD.

9° Le quadrilatére ABCD dont les angles opposés sont égausx,
est aussi un parallélogramme
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En effet, par suitede ’hypothése, la somme des deux angles
conséculifs DAB, ABC est égale 4 la moitié de la somme des
quatre angles du quadrilatére ¢’est-a-dire & deuxangles droits
(9, 1V). Or ces angles sont internes par rapport aux deux lignes
AD, BC, et sifués du méme colé de la sécante AG ; donc le coté
AD est paralléle a BC (7, V). De méme, le coté AB est paral-
léle & DC.

- Cororraire.—Le losange est unparallélogramme, puisque
ses cOtés opposeés sont égaux.,

THEOREME III

Tout quadrilatére qui a deux cotés opposés éyaux et paral-
leles estun parallélogramme.
Soit le quadrilatére ABCD dont le coté AB est égal et paral-

A 5 lelea DC. Jetire la diagonale AC; cette ligne
E divisele quadrilatére en deux triangles ABC,
£ > ADG, qui sont égaux (3, 1V), car le coté AC

leur est commun, le coté AB est égal 4 DG par hypothése, et
les angles BAG, ACD sont égaux comme alternes-internes par
rapport aux paralléles AB, CD et & la sécante AC. L’angle DAC
opposé au coté DG égale donc ’angle ACB opposé au colé AB.
Mais ces angles sont alternes-internes par rapport aux lignes
droites AD, BG et & lasécante AC; par conséquent AD est pa-
ralléle & BC (7, V), et le quadrilatére ABCD est un parallélo-
gramme.

THEOREME IV

Les diagonales d'un parallélogramme se divisent mutuelle-
ment en deux parties égales. _

Soit E le point d’intersection des diagonales AC, BD du pa-

p rallelogramme ABCD; les triangles ABE,

A S
«—/ CDE sont égaux, carle coté AB est égal A
—/

\\{./ CD qui lui est oppos¢ dans le' parallélo-

gramme (II), I'angle ABE est égal a CDE,
parce qu'ils sont alternes-internes par rapport aux paralléles

7]
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AB, CD et a la sécunte BD, et I'angle BAE égal & DCE, pour
une raison semblable. Par conséquent le coté AE, opposé &
Pangle ABE, est égal au coté CE opposé a I'angle CDE. De
méme, le colé BE est égal au coté DE.

Corovrame I. — Les diagonales d'un rectangle ABCD sont
1 3 égales.

Car les triangles ADG, BCD qui ont un angle
X droit compris entre deux cotés égaux chacun
¢ ¢ & chacun sont égaux (3, IV); et la diagonale

AC opposée a I'angle droit ADC est égale a la diagonale BD
opposée a I'angle droit BCD.

L. Cororrame II. — Les diagonales® d'un losange
/ \ ABGD sont perpendiculaires l'une & ' autre.
/ \ En effel, la diagonale BD dont les deux points
A

\

/
r\(’\

| B, D sont également distants des extrémités de la
diagonale AC est perpendiculaire & cette ligne
(6, 111), et la divise en deux parties égales.

CoroLtawE II. — Les diagonales d'un carré sont égales et
perpendiculaires 'une & 'autre.
Car le carré est & la fois un rectangle et un losange.

THEOREME V

Deux parallélogrammes sont égaux Ioréqu’ils ont un angle
égal compris entre deux cotés égaux chacun & chacun.

Soient ABCD, A'B/C’]Y, deux parallélogrammes ayant I'angle
A égal & I'angle A’, et les colés AB, AD respeclivement égaux
aux cotés A'B’, A'D’; je dis que ces quadrilatéres sont égaux.

A/ s u/\'/(/ : u'/

En effet, j'applique le parallélogramme ABCD sur le parallé-
logramme A'B'C'D' de maniére que leurs cotés AB, A’B’ coinci-
dent. Comme les angles A et A’ sont égaux, le coté AD se place
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sur le eoté A’D' et le point D sur le point IV. Le coté DG, paral-
1¢le 4 AB, prend la direction du coté D'C7, paralléle & A’D’, Pour
une raison semblable, le coté BC prend la direction de B'C/;
le point C se confond dés lors avec le point (/, et les deux pa-
rallélogrammes coincident.

Coroutare. —Deux rectangles sont égaux lorsqu'ils ont
deux cotés adjacents égaux chacun & chacun.

PROBLEMES

1. Le parallélogramme que V'on forme en menant, par les
extrémilés de chaque diagonale d'un quadrilatére, des paral-
léles & Vautre-diagonale, est équivalent au double de ce qua-
drilatére,

Déduire de ce théoréme que deux quadrilatéres sont équi-
valenls, si leurs diagonales sont égales chacune & chacune et
¢galement inclinées I'une sur I'autre.

2. Toute ligne droite qui passe par le point d'interseciion
des diagonales d'un parallélogramme est divisée par ce point
en deux parties égales, et cette ligne divise & son tour le paral-
lélogramme en deux parties égales. — Pour celle raison, on
donne au point d’intersection des diagonales le nom de centre
du parallélogramme.

3. Les diagonales de deux parallélocr:ammes inscrits Pun
dans U'auire, c'est-a-dire tels que les.sommels de l'un soient
sur les cotés de I'autre, passent par un méme point.

4. Lasomme des perpendiculaires tracées d'un point quel-
conque de la base d’un triangle isocéle sur les deux autres
cOtés est constante, — La différence des perpendiculaires
menées d’un point quelconque des prolongements de la base
sur les deux autres cotés est constante.

5. La somme des perpendiculaires menées d'un point pris
3 Pintérieur-d'un triangle équilatéral sur les trois cotés est
constante.

Comment faut-il modifier 1'énoncé pour un point extérieur
au triangle? -

6. Démontrer,1° qu'on peutinscriredans un rectangle des
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parallelogrammes dont les cofés soient respectivement paral-
1éles aux diagonales du rectangle; 2° que le périmétre de cha-
cun de ces parallélogrammes est égal & la somme des diago-
nales du rectangle.

7. Etant donnés un reclangle et un point situé a I'intérieur
de ce quadrilatére : si on regarde le point donné comme une-
bille infiniment petite et le périmétre du rectangle commsg
une ligne matérielle parfaitement ¢lastique, de maniére que,
quand la bille va le frapper, elle se reléve toujours en faisant
I'angle d'incidence égal & I'angle de réflexion ; trouver suivant
quelle direction il faut lancer cette bille pour qu'elle revienne
au point de départ, aprés avoir louché les quatre cotés du
rectangle. — Quelle est la longueur du chemin parcouru par
la bille?
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Procraune. — De la circonférence du cercle. — Dépendance mutuelle des ares
et des cordes.

DEFINITIONS

La circonférence est une ligne plane dont tous les points
sont également éloignés d'un méme point, situé dans son plan
et nommeé cenire.

Le cercle est la portion de plan limitée par la circonférence.

On appelle rayon toute ligne droite tirée du centre & la cir-
conférence. Les rayons d'une circonférence sont égaux. On dé-
signe ordinairement une circonférence par I'un de ses rayons.

Un arc de cercle est une portion quelconque
de la circonférence; il a pour corde ou sous-
tendanie la droite quijoint ses extrémilés. Ainsi
la droile AB estla corde de I'arc AMB du cercle
CA. Une corde appartient 2 deux arcs dont la
réunion forme la circonférence ; on ne considére, en géné-
ral, que le plus pelit de ces arcs.

On donne le nom de diamétre a toute corde qui passe par
le centre. Tous les diameétres sont égaux, puisque chacun
d’eux est le double du rayon.

THEOREME I

Une ligne droite ne peut rencontrer la circonférence d'un
cercle en plus de deux points.

Car on ne peut mener du centre de la circonférence a la
droite donnée que deux obliques égales au rayon (6, II).

CoroLLare. — La circonférence est une ligne courbe.
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THEOREME 1

1° Le diamétre est la plus grande corde du cercle;
90 Il divise en deux parties égales la circonférence et le cercle.
1o Soit AB une corde qui ne passe pas par le centre G du
cercle CA ; je tire les rayons CA, CB et le dia-
metre AD. Le coté AB du triangle ABC est
i '> moindre que la somme des deux aulres cotés
CA, CB (3, I), clest-a-dire moindre que le
£ diamelre AD.
9° Je superpose les deux parties ABD, AED du cercle, en fai-
sant tourner la premiére autour du diamétre AD: l’arc ABD
coincide alors avec I'arc AED, puisque leurs points sont ¢ga-
Jement éloignés du centre C. Le diamétre AD divise par suite
la circonférence et le cercle en deux parties égales.

B

THEOREME LIl

Dans le méme cercle ou dans des cercles égauz, les ares égaux
ont des cordes égales. Réciproquement, deux arcs sont égaux
Sils ont des cordes égales, et quils soient Uun et I'autre moin-
dres ou plus grands quune demi-circonférence.

Soient le cercle CA égal au cercle OF, et l'arc AEB égal &
Tarc FGIL; je dis que les cordes
AB, FII de ces arcs sont égales.

Je superpose les deux cercles
en placant le centre G de I'un sur
le centre O del'autre, et le point
A sur le point I. Alors les deux
circonférences coincident et le point B s’applique sur le point
H, puisque les arcs AEB, FGH sont égaux par hypothése. Les
cordes AB, FH ont donc les mémes extrémités et sont égales.

Réciproquement. Soient les arcs AEB, FGH, moindres qu'une
demi-circonférence el sous-tendus par des cordes égales AB,
FH; je dis qu’ils sont egaux.

En effet, les rayons CA, CB, OF et OH, menés aux extrémités
des cordes égales AB, FHI, délerminent deux triangles CAB,
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OFH, qui ontles trois cotés égaux chacun a chacun; par consé-
Gy s que,nl.,l’ansgrle CABopposé au?été
STl (B égale I'angle OFH opposé au
B s cote OH. Cela posé, japplique le
K & / centre O du cercle OFsur le centre
e C du cercle CA, et le point F sur

le point A; alors les circonfé-

rences coincident, et la corde I'll prend la direction de AB, a
cause de I'égalité des angles OFH, CAB. Le point H se trouve
par suite sur le point B, et 'arc FGH égale I'arc AEB.

THEOREME 1V

Dans le méme cercle ou dans des cercles égauz, si deux arcs
sont inégaux et moindres qu’une demi-circonférence, le plus
grand est sous-tendu par la plus grande corde, et récipro-
quement.

Soient le cercle CA égal au cercle OL, et arc AB plus grand
que 'arc LM, mais moindre qu’une demi-circon-
firence; je dis que Ia corde AB est plus grande
que la corde LM.

Je prends sur I'arc AB une partie AD qui soit
égale & I'arc LM, et je méne la ligne droite AD;
les ares AD, LM élant égaux, leurs cordes AD,
LM sont égales (IM). Je vais démontrer que la
corde AB est plus grande que la corde AD; pour
cela, jetire lesrayons quiaboutissent aux extre-
mités des cordes AB, AD. L'arc AD élant moin-
dre que AB, le rayon CD se trouve dans I'angle ACB qui est
déslors plus grand que I'angle ACD; les deux triangles ACB,
ACD ont done un angle'inégal compris entre deux cotés égaus
chacun & chacun, etle coté AB opposé & I'angle ACB est plus
grand que le coté AD opposé & I'angle ACD (3, V).

Réciproquement. Dans le méme cercle ou dans des cercles
égaux, deux arcs moindres qu'wne demi-circonférence sont
mégaux si-leurs cordes sont inégales, et celui qui a la plus
grande corde est le plus yrand.
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Cette réciproque est évidente ; car il résulte des deux théo-
rbmes précédents que deux cordes d'un méme cercle ne sont
dgales ou inégales, quautant que les arcs moindres quune demi-
sirconférence qu’elles sous-tendent, sont eux-mémes équuy ou
ineganc.

Remarque. — La corde d'un arc plus grand quune demi-
circonférence diminue lorsque cet are eroil; aussi, le théo-
réme précédent et sa réciprogque ne sontvrais dans toutes leurs
parties que si les arcs considérés sont moindres qu’une demi-
circonférence.

PROBLEMES

1. La plus grande et la plus pefite de loutes les lignes
droites qu'on peut mener d’un point a une circonférence
passent par le centre.

9. Une ligne droile et un point étant donneés, décrire avee
an rayon donné une circonference dont le centre soit situ¢
surla droite, de telle sorte que la somme des distances maxi-
mum et minimum du point A cette circonférence égale une

longuenr donnée.
5. Si deux arcs AB, CD d’'une méme circonférence sont

égaux, leurs cordes AB, CD, et les droites AC, BD, qui joignent
en croix les extrémilés de ces arcs, se coupent sur le méme.

diameire.
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Procrawue

. — Le rayon perpendiculaire 4 une corde divise cette corde et 1’
sous-tendu, chacun en deux parties égales.

are

THEOREME |

Le rayon CD, perpendiculuire i une corde AB, divise en deuz
parties égales cette corde et I'arc ADR qu'elle sous-tend,

Je plie le cercle CD suivant le diamétre DCE, et japplique le
demi-cercle DAE sur Je demi-cercle DBE : I'arc DAE coincide
avec I'arc DBE, et Ia ligne droite FA prend la di-
rection de FB, 3 cause de I'égalit¢ des angles
droifs CFA, CFB. Le point d'intersection A de
I'arc DAE et de la droite FA s'applique dés lors
® sur le point d’inlersection B de I'arc DBE et de

la droite FB; par suite, Ia ligne droite FA égale
laligne droiteFB, et 1'arc DA ¢gale I'arc BB. Le pointF est done

le milien de la corde AB, et le point D le milieu de I'arc ADB,
CoroLrame 1. — Le centre @

et le milieu de I'are que cette

D

un cercle, le miliew d'une corde
corde sous-tend, sont situés sur
une méme ligne droite perpendiculaire & la corde.

Comme une ligne droite est déterminée par deux points,
ou par un seul point, a la condition qu’elle sera perpendicu-
laire & une ligne droite donnée, ce corollaire donne lieu aux
SIX énoncés suivants :
1° Le rayon perpendiculaire & une corde divise en deug par-
ties éqales cette corde et I'are qu'elle sous-tend.

492 La perpendiculaire, élevée par le miliew d'une corde sy

cette ligne elle-méme, passe par le centre du cercle et le milien
de Larc sous-tendu par la corde.
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. 5° La perpendiculaire, abaissée du miliew d'un arc sur sa
corde, passe par le cenire du cercle et le miliew de la corde.

4 Le rayon, mené par le miliew d'une corde, lui est perpen-
diculaire et divise en deux parties égales l'are que cette corde
sous-tend.

5o Le rayon, passant par le miliew d'un arc, divise la corde
de cel arc en deus parties égales et lui est perpendiculaire.

6° La ligne droite, tracée par les milieux d'un arc et de sa
corde, passe par le cenire du cercle et est perpendiculaire &
la corde.

(onoutaike 1. — Le lieu géométrique des milieux des cor-
des d’un cercle, paralléles 4 une ligne droite donnce, est le
diamétre perpendiculaire a cette ligne.

THEOREME T

Trois points A, B, G qui ne sont pas en ligne droite détermi-
nent une circonference.

Je tire les lignes droitesAB, BC; puisj’éléve, par les milieux

: D, E de ces lignes, la perpendiculaire DF sur
« AB, et la perpendiculaire EG sur BC. Les
4 lignes droites DF, EG serencontrent; carelles
ne peuvent étre paralléles, puisque les per-
pendiculaires BA, BC, abaissées du méme
point B sur ces droites, ne coincident pas d'apres I'hypothése
(7, HE).

Soit Il I'intersection de ces deux lignes; ce point, situé sur
laligne droite DF perpendiculaire au milieu de AB, est égale-
ment distant des poinis A et B; il est aussi 4 la méme distance
des deux points B et G, puisqu’il se trouve sur la ligne droite
EG perpendiculaire au milieu de BC; il est donc également
¢loigné des trois points A, B, C. De plus, c'est le seul point
qui jouisse de cetle propriélé; car lout autre est exlérieur au
moins & 'une des lignes droites DF, EG et, par suite, inégale-
ment éloigné des points A, B, C.

La circonférence décrite du point H comme centre avee le
rayon AH passe donc par les trois points A, B, G; et c'estla
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seule, puisqu’il n’y a que le point Il qui soit ¢galement distay
des trois points A, B, C.

Cororrsme. — Deux circonférences qui ont trois points com.
muns coincident.

PROBLEMES

1. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui
passe par deux points donnés.

2. Tracer, par un point donné, une circonférence qui pasy:
ala méme distance de trois points donnés non en ligne droite,

3. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qu
passe & la méme distance de trois points donnés non en ligne
droite.

4. Litant donnés sur une carle quatre points donl trois
sont pas en ligne droile, tracer sur cette carte une route cir-
culaire qui passe & égale distance de chacun de ces poinls,
(Concours de troisiéme, 1853.)

5. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui in-
tercepte sur deux lignes droites des cordes dont la longueur -
soit donnée. '

6. Une ligne droile, mobile dans un plan, peut étre amends
d’une quelconque de ses positions & une autre, par une rofa-
tion autour d’un point du plan, pourvu que ses deux positions
ne soient pas paralléles el de méme sens.

7. Un triangle, et en général une figure plane quelconque,
mobiles dans un plan, peuvent étre amenés d’une quelconque
de leurs positions & une autre par une rotation autour d'un
point du plan, pourvu que dans ces deux positions les cotés
égaux ne soient pas paralléles et de méme sens.

3. 8iPon divise la corde d'un arc de cercle en (rois parties
égales, les rayons qui passent par les points de division ne
partagent pas l'arc en trois parties égales.
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Procrasue. — Dépendance mutuelle des longueunrs des cordes et de leurs dis-
tances aux centres. — Condition pour gu'une droite soit tangente & une
circonférence. — Arcs interceptés par des cordes paralléles.

DEFINITIONS

On donne le nom de sécante 4 toute ligne droite quia deux
points communs avec une circonférence.

Une ligne droite est tangente  une circonférence lorsqu’elle
w’a qu'un point commun avec cette courbe. Ce point est ap-
pelé point de contact.

THEOREME 1

Dans le méme cercle ou dans les cercles égaux : 1° deux cordes
dyales sont également éloignées du centre; 2° de deux cordes
inégales, la plus grande est la plus rapprochée du centre.

1° Soient ABet CD deux cordes égales de la circonférence OB;

je dis qu’elles sont également cloignées du

% m centre 0. ‘

| b J'abaisse du centre la perpendiculaire O
'\\ L " sur la corde AB et la perpendiculaire OKsur
\\A' Ja corde CD, puis je tire les rayons OB, OD.
¢ Les triangles rectangles OBH, ODK ont I'hy-
poténuse égale et un coté de I'angle droit égal chacun & cha-
cun; car les hypoténuses OB, OD sont deux rayons de la cir-
conférence, et les cotés BH, DK sont respectivement (12, I)
les moitiés des cordes égales AB, CD. Ces triangles sont done

égaux, et la perpendiculaire Ol qui mesure la distance du
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cenlre ala corde AB égale la perpendiculaire OK qui mesure
aussi la distance du centre & I'autre corde CD.

2° Soitla corde BG plus grande que lacorde CD, je dis qu’elle

est plus prés du centre O que CD.

Sur I'arc BAG, quiest par hypothése plus

grand que I'arc CD, je prends une longueur

p BA égale & CDet je tire la ligne droile BA.

Les cordes BA, CD sont égales-et, par suite,

également éloignées du centre; la question

esl donc ramenée a démontrer que la corde
BG est plus prés du centre que la corde BA.

Cela posé, j'abaisse du centre la perpendiculaire OF sur la
corde BG et Ia perpendiculaire O sur la corde BA; le milieu H
de la corde BA et le centre O élant situés des deux cotés de la
corde B, la droite OIT coupe BG en un point I. Orla droite OF
perpendiculaire a BG est plus courte que U'oblique OI, el, a
fortiori, plus courte que OI + IH ou que OH; donc la corde BG
est plus prés du centre quela corde BA.

Cororraire. — Les réciproques des deux parties du théoréme
précédent sont évidemment vraies ; car il résulte de ce théo-
réme que les distances du centre d'un cercle & deux cordes ne
sont égales owinégales qu’ autant que les cordes elles-mémes sont
éqales ou inégales.

THEOREME [1

La perpendiculaire menée o I'extrémité d'un rayon est tan-
genle & la circonférence.
Réciproquement, toute ligne droite tangente i une circonfé-
rence est perpendiculaire aurayon du point de contaet.
1° J'éléve a I'extrémilé A du rayon CA la
s +—= perpendiculaire BD sur cette ligne droite, et
7 / je dis qu’elle est tangente & la circonférence
CA.
En effet, la distance CE du centre G 4 un
point quelconque E de la ligne droite BD,
autre que le point A, est plus grande que le rayon CA perpen-
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diculaire & BD (6, II). Donc le point E est extérieur a la cir-
conférence CA, el la ligne BD n’a que le point A commun avec
cette circonférence.
Réciproquement, si la ligne droite BD touche la circonférence
B s B o CA au point A, elle est perpendiculaire au
rayon CA.

Car tout poini E de la ligne droite BE,
au- tre que le point A, éiant par hypothése
extérieur & la circonférence CA, le rayon

CA est la ligne la plus courte qu’on puisse mener du centre
a la tangente BD; il est done perpendiculaire & cetle ligne
droite (6, II).

CorotLalre I. — Par un point d’une circonférence, on ne
peuf mener qu’une tangente & cette courbe.

Corovramre II. —La tangente est paralléle aux cordes que le

diamétre, mené au point de confact, divise en deux parties
égales (12, I).

THEOREME I

Deuzx lignes droites paralléles interceptent sur une circonfeé-
rence deux arcs égau.

Les deux paralléles peuvent étre & la fois sécantes, ou tan-
genfes, ou bien étre I'une sécante et I'autre tangente. Jevais
examiner successivement ces trois cas.

1° Si les deux paralleles sont les sécantes BC, DE, le dia-

; : . meétre AH qui leur est perpendiculaire
s 2 divise en deux parties égales (12, I) cha-

o \_ cun des arcs BAC, DAE, sous-tendus par
\ y cesdroites. L’arc AB est donc égal a I'arc
AC, et 'arc AD égal & l'arc AE; la diffé-

L "+ ' rencedesarcs AD, AB, ‘est dés lors égale

ala différence des arcs AE, AC, c'est-a-dire que les arcs BD,

CE, interceptés par les sécantes paralléles BC, DE, sont égaux.

20 8il'une des paralléles est lasécante BC et I'autre la tan-

gente FG, le rayon menéau point de contact A est perpendicu-

laire & la tangente et, par suite, & sa parallele BG (7, 111);
AM, — ELEM. &
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done il divise 'arc BAC en deux parties égales AB, AC (12, I).

3° Lorsque les deux paralléles FG, KL, sont tangentes, le
diamétre perpendiculaire a ces deux lignes droites passe par
leurs poinls de contact A et I (II, ¢); donc I'arc ABH est égal a
I'arc ACH.

PROBLEMES

1. Quel est le lieu géométrique des milieux des cordes d'une
circonférence , égales & une droite donnée ?

2. Tracer, par un point donné, une circonférence qui lou-
che une ligne droite en un point donné.

3. Tracer, par deux points donnés, une circonférence qui
touche une paralléle & la droite menée par les points donnés.

4. Décrire une circonférence qui intercepte des cordes de
longueur donnée sur deux lignes droiles paralléles.

5. Les lignes droites qui joignent les extrémités de deux
cordes paralléles se coupent sur le diamétre perpendiculaire
a ces cordes.

6. Soit Ale centre d'un cercle; si on prolonge le rayon AB
d'une quantité BC égale & AB, qu'on abaisse ensuite du point
C la perpendiculaire CD sur une fangente quelconque au cer-
cle, et que Ion tire la ligne droite qui joint le pied D de cetle
perpendiculaire a I'extrémité B du rayon AB, 'angle ABD ex-
térieur au triangle BCD est constamment égal au triple de
I'angle intérieur BDG,
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prosnawurz -~ Conditions du contact et de Pintersection de deux cercles.

—

DEFINITIONS

Deux circonférences sont tangentes en un point qui leur est
commun, lorsqu’elles ont la méme tangente en ce point.

THEOREME I

Si deux circonférences se coupent, la ligne droite qui joint
leurs centres est perpendiculaire & la corde commune et la di-
vise en deux parties égales.

= Soient les deux circonférences AE, CE,

f qui se coupent aux deux points E et F;

Df + = Chacun deleurs centres A, C étant égale-

\ ment ¢loigné des deux points E, T, laligne

izle droite AC est perpendiculaire a la corde
commune EF et la divise en deux parties égales (6, III).

Corovraire. — Si le point E coincide avec le point B ol la
circonférence AB coupe la ligne droite AC, Je point F se con-
fond aussi avec le point B, puisque la droite AC est perpendi-
culaire au milieu de EF. Alors les deux circonférences n'ont

plus quun point commun B, et la droite

EF est tangente 4 1'une et al'autre. Donc,

1¢ lorsque deux circonférences AB, CB,
¢ wont quun point commun B, il est situc

sur la ligne droite AG qui joint leurs cen-
tres; 2° ces circonférences ont la méme tan-

gente BD en ce point, ¢ est-a-dire qu'elles sont tangentes.
- Lorsque deux circonférences sont tracées sur le meéme plan,,
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elles ont deux points communs, ou un seul, ou bien elles
n’en ont pas. Dans les deux derniers cas, 'une des circonfé-
rences peut étre extérieure ou intérieure & l'autre; par suite,
ces lignes n’ont, l'une par rapport a l'autre, que cing posi-
tions différentes auxquelles correspondent les cing théoremes
suivanls.

THEOREME 11

Si deuz circonférences CA, OB, qui n’ont aucun point com-
mun, sont extérieures lune & lautre, lo distance de leurs

b centres C,0 est plus grande que la somme
/ E ___ de leurs rayons CA, OB.

: ELB:-\\' Laligne droite CO qui joint les centres

\‘ N coupe I'une des circonférencesau point A

Nae ct Iautre au point B; elle est donc égale

alasomme des rayons CA, OB, augmentée de la distance des
deux points A, B, de sorte que I'on a : 00 > CA + 0B.

THEOREME 111

Si deux circonférences CA, OA, se touchent extérieurement,
la distance de leurs centres G, O est égale d la somme de leurs
rayons CA, OA.

Le point de contact A des deux circonfé-
/ rences est situé (I) sur la ligne droite qui
- @ joint les centres G, O, et compris entre ces
deux points, puisque les circonférences sont
extérieures 'une al'autre; par conséquent la distance CO des
deux centres est égale & la somme des rayons CA, OA.

THEOREME IV

Lorsque deux circonférences CA, OA se coupent, la distance
de leurs centres G, O est plus petite que la somme des rayons CA,
0A, etplus grande que leur différence.

Soit A I'un des points d’intersection des deux circonféren-
ces, ce point étant extérieurala ligne droite qui joint les cen-
tres Get O (I), lesrayons CA, OA font avec la ligne droite CO un
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triangle dans lequel le coté €O est a la fois moindre que la
gy somme des deux autres cdtés CA, OA,
ok \ et plus grand que leur différence.

i_ Remarque. — Lorsque deux arcs de

cercle se coupent en un point A, ondit

\\\__,—A'\ qu’ils font un engle en ce point, etl'on

mesure cet angle par celui que forinent les tangentes menées &

cesarcs par le sommet A dans le sens des arcs mémes.—De 1a

résultent les théorémes suivants qu'il est facile de démontrer.

1° Les circonférences CA, OA se coupent au point A, sous les

mémes anyles que leurs rayons CA, OA prolongés indéfiniment.

9° Les circonférences CA, OA se coupent, cux deux points A
et B, sous les mémes angles.

THEOREME V

Lorsque deux circonférences CA, OA se touchent intérieure-
ment, la distance de leurs centres G, O est égale & le différence
de leurs rayons CA, OA.

Le point de contact A des deux circonférences
( A est situé (I) sur la ligne droite qui passe par
of—5—ales centres C, O, el du méme colé de ces deux

7 points, puisque 'une des circonférences est a

" Yintérieur de T'autre; donc la distance CO des
deux centres est égale & la différence des rayons CA, OA,

THEOREME VI

Si deux circonférences CA, OB, qui n’ont aucun point com-
T fmun sont intérieures Pune a l'aulre, lo distance
de leurs centres G et O est moindre que la diffé-
sarence de leurs rayons CA, OB.

Je prolonge la ligne droite CO qui joint les
- centres au dela du centre O de la circonférence
intérieure, Celle ligne rencontrant les deux circonférencesaux
points B et A, la distance CO est égale & la différence des
rayons CA, OB, diminuée de la distance des deux points A et
B; on a done : CO << CA — OB.
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Cororrsme. — Les réciproques des cing théorémes proce-
dents sont vraies el évidentes. En effel, pour chacune des cing
positions que deux circonférences peuventavoir 1'une par rap-
port a 'autre, leurs rayons et la distance de leurs centres ont
entre eux une relation différente; par conséquent, l'une de
ces cing relations étant donnée, on peut en conclure la position
correspondante des deux circonférences.

PROBLEMES

1. Lorsque deux circonférences n’ont aucun point commun,
la plus pelite et la plus grande des lignes droiles qu'on peut
mener d'une circonférence a I'autre passent par les centres
de ces circonférences.

2. Si, par I'un des peints d’intersection de deux circonfé-
rences, on méne une paralléle a la ligne droile qui joint leurs
centres, la somme des cordes interceptées sur celle paralléle
est égale au double de la distance des centres. — Lorsqu’on
fait tourner la sécante autour du point d’intersection des cir-
conférences, commment varie la somme des cordes interceplées?

3. Quel est le lien géométrique des centres des circonfs-
rences qui, décrites avec le méme rayon, coupent sous un
angle donné une circonférence donnée ?

4. Quel est le lieu géométrique des centres des circonfé-
rences qui, décrites avec le méme rayon, divisent en deux
parties égales une circonférence donnée ?

5. Décrire une circonférence qui passe par un point donné
el touche une circonférence donnée en un point donné.

6. Décrire une circonférence qui passe par deux points
donnés el coupe une circonférence donnée, de manitre que
la corde commune soit paralléle & une corde donnée.

7. Décrire avec un rayon denné une circonférence qui passe
par uti point donné et dont la plus courte distance 4 une cis-
conférence donnée soit d'une longueur connue.

8. Des sommets d'un triangle comme centres déerire trois
circonférences telles que chacune touche les deux autres.
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Prosnasue. — Mesure des angles. — Si des sommets de deux angles on décrit
deux arcs de cercle dun méme rayon, le rapport des angles sera égal a ce-
lui des arcs compris entre leurs cotés. — Angles inscrits. — Evaluation des
angles en degrés, minutes et secondes.

DEFINITIONS

1. Mesurer une grandeur, c’est chercher combien elle con-
tient d'unités de son espice el de parties de I'unité.

Lorsqu’une grandeur est contenue un nombre exact de fois
dans deux grandeurs de son espéce, on dit qu’elle est leur
commune mesure.

Deux grandeurs de méme espéce sont commensurables ou
incommensurables entre elles, selon qu’elles ont une commune
mesure ou qu’elles n'en ont pas.

2. Le rapport de deux grandeurs de méme espéce est le
nombre qui exprimerait la mesure de la premiére, si on pre-
nait la seconde pour unité.

Si deux grandeurs de méme espéce A el B sont commensu-
rables entre elles, leur rapport est un nombre entier ou frac-
tionnaire qu'on obtient en divisant U'un par I'autre les deux
nombres qui expriment combien de fois ces grandeurs contien-
aent leur commune mesure M. Soit, par exemple, A = 25M et

B=8M; la commune mesure M est alors % de B ; par suite,

* Ces notions d’arithmétique doivent étre rappelées au commencement de
cette lecon, pour bien préciser le sens des théorémes qu'on va démontrer.
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A égale les 2—5’ de B, et le rapport de A & B est le nombre frac-

’ B 2
tionnaire —8—5'

Réciproquement, lorsque le rapport de deux grandeurs A
et B est un nombre entier ou fractionnaire, ces grandeurs sont
commensurables enire elles. En effet, si le rapport de A4 B

est égal é-sqﬂ, le septiéme de B est contenu 30 fois dans A,

et les grandeurs A,B ont une commune mesure égale an
septiéme de B.

Lorsque deux grandeurs A et B sont incommensurables entre
elles, il est impossible de mesurer la premiére en prenant la se-
conde B pour unité; mais on peut trowver une grandeur A’ qui
soit commensurable avec B et qui différe de A aussi pew qu’on le
veut. En effet, si I'on divise B en un nombre trés-grand, par
exemple en un million de parties égales, et qu’on prenne pour
A’le plus grand multiple de cette fraction de B contenu dansA,
la grandeur de A’ ne différera pas de A d’'un millioniéme de
B. Dans les applications numériques, on remplace A par A’,
et, lorsqu'on parle du rapport de A & B, il faut entendre ce-
lui de A’ & B. Aussi pour démontrer que le rapport de deux gran-
deurs de méme espéce A et B éyale celui de deux aulres gran-
deurs de méme espéce G et D, le programme prescrit de ne
considérer que des valeurs de ces grandeurs qui soient commen-
surables entre elles.

3. On appelle angle au centre un angle dont le sommet est
situé au centre d'un cercle.

Un angle est inscrit dans un cercle, lorsqu'il est formé par
deux cordes qui se coupent sur la circonférence de ce cercle,

Un secteur est la portion d'un cercle comprise entre deux
rayons. — Un segment de cercle est 1a portion d'un cercle com-
prise entre un arc et sa corde.

Un polygone est inscrif dans un cercle, lorsque ses sommets
sont situés sur la circonférence. Réciproquement, on dit que
le cercle est circonscrit au polygone,
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THEOREME I

Dans le méme cercle ou dans des cercles égaux, deux angles
au cenftre égaux interceptent des arcs égaux, ef réciproquement.

AQB

A’C’B’, sont aussi égaux.

En effet, je superpose les deux cercles en plagant le centre
( sur le centre C et le point A’ sur le point A ; le rayon (’A
coincide alors avec le rayon CA, et la circonférence (A’ avec
la circonférence CA. Mais, I'angle A’C’B’ étant égal par hypo-
thése a l'angle ACB, le rayon G'B’ s’applique sur CB; done
l'arc A’B’ coincide avec 1’arc AB et lui est égal.

N Soient deux cercles égaux
Y CA, C’A’; je dis que les arcs AB,
A’B’, interceptés par les deux
v angles au centre égaux ACB,

Réciproquement, si les arcs AB, A’B’ sont égaux, les angles
au cenire ACB, A’C’B’ qui les interceptent sont aussi égaux.

Car, en superposant les cercles (/A’, CA, de maniére que
les rayons C’A’, CA, coincident, I'arc A’B’ s'applique sur I'arc
AB qui lui est égal ; par suite, le rayon (’B’ prend la direction
durayon CB, et les angles au centre A’C’B’, ACB, dont les ¢6-
tés coincident, sont égaux.

CovorLame. — Si du sommet d'un angle droit ACB comme
/\ centre on décrit une circonférence quelconque
o \  GA, l'arc AB intercepté par cet angle est égal

' au quart de la circon/férence.
En effet, les quatre angles au centre, for-

£ més par lesdroites CA, CB prolongées au dela
du point C, sont égaux, puisqu'ils sont droits ; ils partagent
done la circonférence en quatre arcs égaux.

Remarque. — On désigne parfois le quart de la circonfeé-
rence sous le nom de quadrans.
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THEOREME 11

Dans le méme cercle ou dans des cercles égaux, le rapport de
deux angles au centre est égal & celui des arcs qu'ils infercep-
tent.

Soient ACB, A’C’'B’, deux angles dont les sommels sont si-
tués aux cenlres C et €’ de deux cercles égaux CA et C'A’; je
suppose les arcs AB, A’B', qu’ilsinferceptent, commensurables
entre eux (déf. 2), et je dis que leur rapport égale celui des
angles ACB, A’C’B".

En effet, soit AD une commune mesure des arcs AB, A’B’;
je la suppose contenue 3 fois dans I'arc AB et 5 fois dans
I'arc A’B’, de sorte que le rapport de AB & A’B’
égale g. Cela posé, je méne les rayons CD, CE
aux points de division de I'arc AD et les rayons
D, C'E, ele., aux points de division de I'arc
A'B’: les arcs AD, DE, elc., el A’D’, D'E, etc.,
étant égaux, les angles au centre ACD, DCE, ete.,
et ACD, D'CPEY, ete., qui interceptent ces arcs,

S sont aussi égaux (1); done I'angle ACD est con-
tenu dans les angles ACB, A’C’B’ autant de fois
que L'arc AD dans les ares AB, A'B/, c’esl-d-dire

3 fois dans ACB, et 5 fois dans A'C’B'. Le rapport des deux

angles ACB, A’(’B’ égale par suite -g—-, ou le rapport des deux
arcs AB, A'B’.

Corovtamme. — On démontre de méme que le rapport des
deux secteurs ACB, A’C’'B’ est égal & celui de leurs arcs AB, A’D'.

THEOREME IIT

Tout angle a la méme mesure que Uarc qu'il interceple sur
une circonférence, décrite de son sommet comme centre avee un
rayon quelconque, si Uon prend pour unité I'angle au cenire
qui intercepte sur celte circonférence l'arc choisi pour unité de
longueur.
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Soit & mesurer 'angle ACB, en prenant pour unité un angle
l quelconque BCD ; du sommet G commecentre,

A avec un rayon arbitraire CA, je décris une
D( circonférence de cercle sur laquelle les angles
~— 5~ au centre ACB, BCD interceptent les arcs AB,
BD, et je prends I'arc BD intercepté par 'unité
d’angle pour l'unité de longueur desarcs dela
circonférence CA. La mesurede 'angle ACB est expriméeparle

ACB < AB
rapport gy et celle del'arc AB par le_ rapport Bp O °es

deux rapports sont égaux, puisque les angles au centre ACB,
BCD sont entre eux comme les arcs AB, BD qu'ils interceptent
(I); par conséquent, la mesure de 'angle au centre ACB est
]a méme que celle del'arc AB compris entre ses cOtés.

“Remarque I. — Au lieu de dire : Cet angle ala méme mesure
que tel arc, on se sert ordinairement de la locution inexacte,
mais plus courte : Get angle @ pour mesure tel arc.

Remarque 11. — On prend ordinairement le quart de la cir-
conférence pour Uunité de longueur des arcs ; Uangle droit est
alors Punité d angle (I, c).

Pour exprimer plus simplement les arcs en nombres, on a
divisé leur unité, cest-a-dire le quart de la circonférence, en
90 parties égales appelées degrés ; dts lors la circonférence

. entiére en contient 4 fois 90, ou 360. '

Chaque degré a étédivisé en 60 parties égales qu'on appelle
minutes; on a divisé aussi chaque minute en 60 parties égales
nommées secondes. Par conséquent, le quart de la circonfé-
rence contient 5,400 minutes, ou 524,000 secondes.

On indique les degreés par la lettre (°) quon écrita la droile
ot au-dessus du nombre qui les représente. Les minutes sont
désignées par un accent aigu (), les secondes par deux (”).
Ainsi, le nombre 25° 15 12" exprime 25 degrés, 15 minutes
et 12 secondes.

On appelleangle de 28° 7' 30" un angle quiintercepleraitsur
une circonférence un arc de 28° 7' 30, si l'on placait sonsom-
met au centre de cette circonférence. Pour évaluerlerapportde
cet angleal'angle droit,on divise le nombre de secondesconte
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nues dans I'are de 28°7’ 30” par le nombre de secondes dont est

composé le quart de la circonférence, ou l'arc de 90°, et 1'on.

101250 5

5 1 AL 5 -
trouve que l'angle proposé est égal aux o ou aux de

I'angle droit.
THEOREME IV

Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié
de I'arc compris entre ses cbtes.

Le centre du cercle peut étre sur I'un des cotés de P'angle,
ou & I'intérieur de I'angle, ou bien & I'extérieur.

1. Soit ABC un angle inserit dansle cercle OB, et tel que son
cdté BC passe par le centre O ; je fire le rayon OA. Les cotés
0A, OB du triangle OAB étant éganx comme rayons du cercle
0B, les angles ABC, BAO, opposés a ces cotés
sont égaux (9, I), et Uangle AOC extérieur au
triangle est ¢gal a leur somme (9, III) ; Uangle
inscrit ABC est par suite la moitié de I'angle
au centre AOC. Or cet angle au centre a pour
mesure l'arc AG compris entre ses cotés (I11);
done l'angle inscrit ABC a pour mesure la moitié du méme
arc AC qui est aussi compris entre ses cotés.

2. Silecentreest al'intérieur de Pangle BAC, je tire le dia-
métre AK. L'angle BAC égale la somme desangles inscrits BAK,

CAK, dont le coté commun AK passe par le

centre ; il a dés lors pour mesure la somme

de leurs mesures. Or, le premier BAK est me-

suré par la moitié de 'arc BK, et le second

¢ CAK par la moiti¢ de l'arc CK ; I'angle inscrit

BACa donc pour mesure lamoitié de la somme

des deux ares BK, CK, c’est-A-direla moitié de I'are BC com-
pris entre ses cotés.

. 3. Je suppose le cenlre & V'extérieur de

(/f/’“\ langleBAC, et je tire le diamétre AK. L’angle

C

L BAG égale la différence des angles inscrits
/ CAK, BAK, dont le clécommun AK passe par
sad le centre; il a dés lors pour mesure la diffé-

K = 5
rence de leurs mesures. Or, le premier CAK

A
t
|
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est mesuré par la moitié de 'arc (K, et le second BAK par la
moiti¢ de 'arc BK; P’angle inscrit BAC a donc pour mesure
la moitié de la différence des deux arcs CK, BK, c'est-a-dire
la moitié de I'arc BE compris entre ses cotés.

Coroutaire I. — Les angles ACB, ADB, ete., inscrits dans le
méme segment de cercle, sont égauz, puis-
qu'ils ont pour mesure la moitié du méme
arc AB compris entre leurs cotés.

Lorsque le segment est un demi-cercle,
les angles inserits sont droits; car ils ont
pour mesure un quart de circonférence. Si le segment est
plus grand ou moindre qu'un demi-cercle, les angles inscrits
sont aigus ou obtus, puisque leur mesure est moindre ou
plus grande que le quart de la circonférence.

On dit qu'un segment de cercle est capable d'un angle
lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux & cet
angle.

Corovramre II. — L'angle CAB formé par une tangente AC et

une corde AB, issue du point de contact A de la tangente, a
c A pour mesure la moitié de U'arc AB compris
enire ses cotés.

Car, si je méne la corde BD paralléle ala
p—————/ ftangente, 'angle GAB est égal & I'angle in-
serit ABD (7, V), qui a pour mesure la moi-
tié de 'arc AD compris entre ses cdtés. Or, les ares AD, AB,
interceptés par les paralléles CA, BD, sont égaux (13, III) ;
donc I'angle CAB a la méme mesure que la moitié de Parc AB
compris entre ses colés.

Cororrame III. — Les angles opposés d'un quadrilutére con-
vexe ABCD, inscrit dans un cercle, sont sup-
plémentaires.

L’angle inscrit ABC a pour mesure la moi-
¢ tié de I'arc ADC' compris entre ses cdtés, et
I'angle inscrit ADC, qui est opposé & I'angle
ABC, a pour mesure la moilié de 'arc ABC.

La somme des deux angles ABC, ADC, a donc pour mesure la

B

b
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moitié de la somine des arcs ADC,ARC,c’est-a-dire la moitié de
la circonférence ; dés lors ces denx anglessontsupplémentaires.

THEOREME V

Tout angle ABC, formé par deux sécantes qui se rencontrent

. a Uintérieur du cercle, a pour mesure la moilié

\7\ de la somme des arcs AC, DE compris entre ses
Do

E

\ cotés et leurs prolongements.

. A Jetire la corde CD ; 'angle ABC, extérieur au
“ " triangle CBD, est égal a la somme des deux
angles intérieurs ADC, BCD (9,111). Or ces deux derniers angles
sont inscrits dans le cercle ACD et mesurés respectivement
par les moitiés des arcs AC, DE compris entre leurs cotés (LV);
donc I'angle ABC a pour mesure la moilié de la somme des
deux arcs AC, DE.

THEOREME VI

Tout angle ABC formé par deux sécantes qui se rencontrent
hors du cercle, a pour mesure lamoitié dela différence des arcs
AC, DE compris entre ses cotés. :

Je tire la corde DC; I'angle ADC, extérieur
au {riangle DBC, est égal 4 la somme des angles
intérieurs ABC, BCD (9, IIT) ; I'angle ABC est par
suite égal a la différence des angles ADC, BCD;
or ces deux derniers angles sont inscrits dans
le cercle ACD, et mesurés respeclivement par
i les moitiés des ares AC, DE, compris entre leurs
|

cotés (IV); done I'angle ABC a pour mesure la moitié de la
;‘\ différence des deux arcs AC, DE.

Remarque. — On démontrerait de méme que l'angle formé
par une tangente et une sécante, ou par deux tangentes, a
pour mesure la demi-différence des deux arcs compris entre
ses cotés. s

PROBLEMES

1. Quelest le lieu géométrique du sommet d'un angle qui se
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meut dans son plan de maniére que ses cotés passent par

deux points donnés ?

2. Si les angles opposés d’'un quadrilatére convexe sont sup-
plémentaires, les quatre sommetssont situés sur la méme cir-

conférence, c’est-a-dire que le quadrilatére est inscriptible.

5. Siun polygone convexe, inscritdans un cercle, a un nom-
bre pair de cotés, la somme de ses angles de rang pair égale
la somme des angles de rang impair. — La réciproque n’est
vyraie que pour le quadrilatére.

4. Quel est le lien géométrique des milieux des cordes in-
terceptées par une circonférence sur toutes les sécantes qu'on
peutl mener par un point donné?

5. Si, d'un point de la circonférence circonscrite & un
triangle, on abaisse des perpendiculaires sur ses cotés, les
pieds de ces perpendiculaires sont en ligne droite.

6. Les pieds des perpendiculaires menées des sommets d'un
triangle sur les colés opposés sont les sommets d'un second
triangle, dont les angles ont pour bissectrices les hauteurs
du premier.

1. Si l'on trace quatre circonférences telles que chacune
passe par deux sommets consécutifs d'un quadrilatére inscrit,
ces courbes se coupent en quatre points, autres que les som-
mets du quadrilatére. Démontrer que ces quatre points ap-
partiennent 4 une méme circonférence.

8. Lorsqueles colés d'unangle coupent deux circonférences,
les cordes desarcs qu’ils interceptent sur I'une de ces courbes,
étant indéfiniment prolongées, font un quadrilatére inscrip-
tible avec les cordes des arcs interceptés sur l'autre.

9. Sil'on tire une sécante par I'un des points d'intersection
de deux circonférences, elle coupe ces circonférences en deux
autres points dont les tangentes font un angle constant.

10. Si trois points A, B, C divisent une circonférence en
{rois parlies égales, la distance d’un point quelconque M de
I'arc AB au point C est égale a la somme des dislances du
méme point M aux deux points A et B.
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SE1ZIEME LEGON

Proeraxie, — Problémes. — Usage de la régle et du compas dans les construe-
tions sur le papier, — Vérification de la régle. — Problémes élémentaires
sur la construction des angles et des (riangles

DEFINITIONS

1. Pour tirer une ligne droite sur le papier, on se sert d’un
mstrument qu'on appelle régle. La régle est une barre de bois
ou de métal dont les faces sont planes el les bords drois.

Lorsqu'on veut tracer la ligne droite déterminée par deux
points donnés sur un plan, on place une régle sur ce plan de
maniére que I'un de ses hordspasse parles deux points donnés;
puis on fait glisser d'un pointa I'autre, lelong de ce bord, la
pointe d'uncrayon oule becd’uneplume trempée dans’encre.

(v}

B
1)

D

Pour s'assurer que le hord AB d'une régle ABCD est droit,
on tire une droite MN sur le papier en faisant glisser la pointe
d'un crayon le long de AB, et I'on cherche ensuite 3 faire coin-
cider avec cette ligne droite le méme hord AB, en placant tou-
tefois & gauche I'extrémité B de la régle qui était d’abord &
droite, etréciproquement ; on reconnail que cette coincidencea
lieu, ¢’est-a-direque le hord AB est droit, lorsqu’en fraganf une
seconde ligne droite le long du bord AB on trouve que cetie
ligne droite se confond avec la premiére. La régle est bien dres-
sée s1 chacun de ses hords salisfait & cette condition.

2. Le compas estun instrument avec lequel on décrit une cir-
conférence surun plan. Il est composé de deuxtigesmétalliques
appelées vulgairement les branches du compas; ces branches
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sont terminées en pointe 4 'une de leurs extrémilés, et jaintes

& l'autre exirémilé par nne charniére qui permet

(5  douvrir plus ou moins le compas, c’est-a-dire

d’agrandir ou de diminuerl’angle qu’ellesforment.
Pour décrire une circonférence dont le centre
et le rayon sont donnés, on ouvre le compas de
telle sorte que la distance de ses pointes soit égale
au rayon; on place ensuite I'une des pointes au
centre du cercle, el ’on fait tourner 'autre autour
du centre en I'appuyant sur le papier. La branche
mobile est terminée par un crayon ou une plume
| qui décrit la circonférence.
'

I PROBLEME 1

f | Faire sur la ligne droite MN un angle qui ait le
point N pour sommet, el soit égal & un angle donné ABC.

Du sommet B de 'angle ABC comme centre, je décris avec
un rayon quelconque l'arc ac entre les cotés de cet angle; du

D2

i
|
N ,,.;1 M B a A

point N comme centre, et avec le méme rayon Ba, je décris
ensuite un arc indéfini pm jusqu’a la rencontre de la ligne
droite MN, et, & partir de leur intersection m, je prends avec
un compas une portion mP de 'arcmp égalea 'arc ac; jetire
ensuife la ligne droite NP. L'angle MNP est égal a l'angle
ABC; carils sont mesurés par les arcs égaux mP etac (15, II).
A L ;

/\ /é\ PROBLEME II

Deuzx angles A et B d'un triangle

3 ! étant donnés, construire le troisiéme.

S AR Je fais sur la ligne droite indéfinie

u 0 N MNlangle MOP égala A et I'angle NOQ

égal 4 B. Les trois angles MOP, POQ, NOQ, qui sont adjacents
AN, —ELEM, 5
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et placés du méme coté dela ligne droite MN, valent ensemble
deux angles droits (2, I); donc I'angle POQ, supplément de la
somme des deux angles A et B, est égal au troisiéme angle
du triangle proposé.

PROBLEME III

‘ Etant donnés deux angles A, B d'un triangle et un coté G,

s construire le triangle.
.-"Mf” Si les deux angles donnés A et B sont adjacents au coté donné -
A C, je prends sur une ligne droite indéfinie

i ment avec DE un triangle qui n'est autre
que le triangle demandé; car ces deux

P " F {riangles ont un cbté égal adjacent a déux
angles égaux chacun a chacun (3, II).

Lorsque les deux angles A et B nesont pas adjacents au coté
donné C, on raméne la questionau cas précédent, endétermi-
nant le troisiéme angle du triangle (II).

Remarque. — Le probléme n'est possible qu'autant que la
somme des deux angles donnés est moindre que deux angles

droits.

S ? une longuenr DE égale & C; puis je fais au

- /ﬁ\ /*\ point D I'angle EDF égala A, et au point E
i I'angle DET égal & B. Les cotés de ces deux
| 5 angles se rencontrent au point F et for-

PROBLEME 1V

Btant donnds deux cotés A et B dun triangle et Uangle G
qu'ils forment, construire le triangle.

Je fais sur la ligne droite indéfinie DE I'angle EDF égal al'an-

gle donné C, et je prends sur ses cotés

G s A les longueurs DE, DF respectivement

: égales aux lignes données A, B; puis je

s {ire la ligne droite EF. Le triangle EDF

n'est autre que le triangle demandé; car

ol i ces deux triangles ont un angle égal
compris entre deux cotés égaux chacun & chacun (3, IV).
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PROBLEME V

Deux ctés A, B d'un triangle, et I'angle G o;Jpose" au cdté A
étant donnés, construire le triangle.

Je fais un angle GDF égal a I'angle donné G, je prends sur
le coté DG une longueur DE égale au coté B, et je déeris du
point E comme centre, avec un rayon
égalau colé A, unarcdecerclejusqu’a
la rencontre de la droite DF. Si le coté
A estplus grand que B, I'arc de cercle
coupe la droite DF en deux points H et

D >+ T, situés de part et d’autre dusommet

: - D de I'angle GDF, puisque la droite ED

est plus petite que le rayon A. Des deux triangles DEF, DEH

quon forme en tirant les droites EF, Ell, le premier satisfait

seul & toutes les conditions de la question; car il a 'angle et

les deux cotés donnés, tandis que I'angle EDH du second n’est

que le supplément de I'angle C. Le probléme n’a done qu'une
solution, lorsque le colé A est plus grand que B.

Je suppose en second lieu le coté A égal au coté B, le triangle
n'est alors possible qu'autant que l'angle G
est aigu, puisque l'angle opposé au coté B
doit étre égal a G (5, IT). Dans cette hypothése,
Pare de cercle, décrit du point E comme
cenlre, avec le rayon A, passe par le point
D, puisque ED est égale a A, et le triangle
isocéle EDF est la seule solution de la question.

Enfin, si le coté A est plus petit que lecoté B, il faut encore
que P'angle C soit aigu, puisque I'angle opposé au coté B doit
dtre plus grand que G (3, TI). L’arc de cercle,

A!——-—‘—_‘-
]
. G

E

G

E déerit du point E comme centre avec le rayor

A, coupe la droite DF en deux points F et H,

; situés du méme coté du sommet D de Pangle
TS 7 GDF, ou il est tangent & cette droite, ou bien il

ne la rencontre pas, selon que le rayon A, moindre que ED
par hypothése, est plus grand que la perpendiculaire, ou plus
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petit. Dans le premier cas, le probléme a deux solutions qui
sont les deux triangles EDF, EDH; dans le second cas, il n’en
a plus qu'une, c’est le triangle rectangle EDK. Enfin, il est
impossible dans le troisiéme cas.

PROBLEME VI

Construire un triangle dont les trois cotés A, B, G, sont
donnes.
Je prends suruneligne droite indéfinie la longueur DE égale
au ¢olé A; du point D comme centre je décris un are de cercle
avec un rayon égal au coté B; je décris
L Te e ensuite, du point E comme cenlre, avec
unrayon égal au coté G, un aulre arc de
/ cercle jusqu'a la rencontre du premier,
etje joins leur intersection Faux pointsD,
b £ E,parleslignesdroites DF, EF. La figure
DEF n’est aulre que le triangle demandé, car ces deux trian-
gles ont les trois cotés égaux chacun a chacun (3, VI).
Remarque. — Le triangle cherché n’est possible que si les
arcs décrits des points D et E comme centres, avec les rayons B
et C, se coupent. Doncla distance de leurs centres, ¢’est-a-dire
la ligne droite A, doit étre moindre que la somme des deux
rayons B, G, et plus grande que leur diflérence (14, IV).

PROBLEMES.

1. Construire un (riangle dont on connait un angle, I'un des
cotés adjacents et la longucur de la ligne droite qui joint le
milieu de ce cOté au sommet opposé.

2. Construire un triangle dans lequel on donne deux cotés
et la longueur de la ligne droile qui joint le milieu de 1'un
d’entre eux au sommet opposé.

5. Construire un triangle dont on connait un coté, I'un des
angles adjacents et la longueur de sa bissectrice.

4. Conslruircunfriangle, élantdonnésunangle, Pun descotés
adjacents et la somme ou la différence des deux autres cdtés.

5. Construire un triangle dans lequel on donne un angle, le
coté opposé et la somme oula différence des deux autres cotés.
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DIX-SEPTIEME LECON

Procraure. — Tracé des perpendiculaires et des paralléles. — Abréviation des

constructions au moyen de I'équerre et du rapporteur, — Vérification de
I'équerre.

PROBLEME 1

Mener, d'un point donné O, une perpendiculaire sur une ligne
droite donnée BC.

Le poiat O peut é(re donné sur la ligne droite BC ou hors
de cette ligne, mais la perpendiculaire sc
construit de la méme maniére dans les

ah deux cas.
Eneffet, je détermine sur lalignedroile
———t— BG deux poinfs B et C également distants
N '_,-" du point 0, en décrivant de ce point
“.._|_~"  comme centre un arc de cercle qui coupe
5 laligne BC. De ces deux poinisB, G comme

centres, et avec un méme rayon que je
\ prends plus grand que la moitié de la dis-
tance B(, je décris ensuite deux arcs de
cercle qui se coupent au point D (14, IV),
et je tire la ligne droite OD.

Cette ligne est perpendiculaire & la ligne droite BC, puis-
qu'elle a deux points 0, D, également distants des extrémitér
de BC (6, 111); c’est donc la perpendiculaire demandée.

o

5
>0

PROBLEME 11

Mener, d’un point donné O, une paralléle a une ligne droite
donnée MN.

1% solution. Du point donn¢ O je tire une ligne droite OB
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qui coupela ligne droite donnée MN en un point quelconque A,
et je fais sur OB P’angle AOP égal a
'angle NAO. La droite OP est paral-
léle & MN; car ces deux lignes font
______ avecla sécante OA deux angles alter-
! nes-internes égaux AOP, NAO (7, V).
2° solution. Je méne successive-
ment par lepoint Ola perpendiculaire

OC sur MN, et la perpendiculaire OP
sur OC. Laligne droite OP est paralléle 8 MN, puisque ces deux
lignes sont perpendiculaires & la méme droite OC (7, I).

On abrége beaucoup les constructions des deux problémes
qui précédent, en faisant usage des instruments nommeés
équerre et rapporteur :

1° L’équerre est une petite planche de bois
I\ qui a la forme d'un triangle rectangle ; pour
I © : qu elle soit plus aisée & manier, on y prati-

que une ouverture circulaire qu'on appelle

Ywil de I'équerre.

Lorsqu'on veut vérifier une équerre, ¢’est-a-direreconnaitre
si le plusgrand de ces angles est droit, ondécrit un demi-cercle
ADB avec un rayon arbitraire CA, et I'on inscrit un angle droit

ADB, en joignant un point quelconque D
D de la circonférence aux exirémités du
diamétre AB par les cordes DA, DB.On ap-
______________________ 8 plique ensuite le plus grand angle del’é-
~ querre FEG sur ADB, de maniére que le
sommet E coincide avec D et le coté EF
avec DA. Si le coté EG de 'équerre prend alors la direction
de DB, I'angle FEG est égal aI'angle droit ADB et 1'équerre est
bonne; dans le cas contraire, I'équerre est fausse.

PROBLEME I1I

Par un point donné 0, mener avec U'équerre une perpendicu-
laire sur une ligne droite donnée MN.
1. Si le point O se trouve sur la ligne droite MN, je placeun
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des cotés de angle droit d’'une équerre sur cette ligne de ma-

niére que le sommet de cet angle
e coincide avee le point G, et jap-
= plique une régle AD contre I'autre
¢blé 0C de Pangle droit de Ié-
guerre. J'0te ensuite I'équerre,
m 0 B X et je tire une ligne droile lelong
du bord de la régle qui passe par
le point 0.

Cette ligne droite AD est per-
pendiculaire & MN, puisque I'angle AON est égal & angle
droit COB de I'équerre.

9. Si 0 n’est pas un point de la ligne droite MN, j’applique
sur cette ligne le bord:

D

‘5"\\ d'une régle, et contre-
: N cette régle, le coté BC
i Soah de l'angle droit ABC
Bhsinie d'une équerre. Je fais
7 | L glisser ensuite I’é-

querre le long de la
régle immobile, jusqu’a ce que l'autre coté AB de l'angle
droit ABC passe par le point O, et je trace la perpendiculaire
OP en suivant la direction AB.

PROBLEME 1V

Par un point donné O, mener avec I'équerre une paralléle &
une ligne droite donnée MN.

1. Papplique une régle contre le petit coté AC d'une équerre.
ABC. Jeplace ensuitelesystéme:
de ces deuxinstruments de telle:
sorte que I'hypoténuse AB. de
I'équerre coincide avec la ligne
droite MN, et que la distance du
point O & la régle soit moindre
que BC. Cette position étant
trouvée, je fais glisser I'équerre le long de la régle, que je
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tiens immobile jusqu'a ce que son hypoténuse AB passe
par le point donné O; puis je tire la ligne droite PQ en suivant
ce coté de I'équerre.
Cette ligne qui passe parle point O est paralléle & MN, puis-
que les angles correspondanis QPC, BAC sont égaux (7, V).
2° Le rapporteur est un instrument au moyen duquel on
rapporte etl’'on fait surle papier
des angles donnés. 1l consiste
enun demi-cercle MPN qui est
de cuivre ou de corne. Son
limbe, ou bord extérieur, est
¥ diviséen 180 degrés etterminé
par le diamétre AB, au milieu duquel il y a une petite en-
taille O appelée centre du rapporteur.

PROBLEME V

Mesurer avec le rapporteur un angfe donné AOK.
J'appliquelecentre du rapporteursur le sommet O del'angle
K AOK, etje dirige son diamétre
- suivant le cdté OA decetangle.
M Si l'autre coté OK passe par la
: -\, trente-quatriéme division du
! I limbe, I'angle AOK est de34 de-
grés. Lorsque le coté OK rencontre le limbe entre deux divi-
sions, par exemple entre la trente-quatrieme et la trente-cin-
quiéme, j'estime & la simple vue la distance de OK & la pre-

miére de ces divisions; si jel evalue aux ; d'une division, je

dis que I'angle AOK est de 54 , ou 34° 45°.

PROBLEME VI

Construire, sur une ligne droite OA, un angle qui ait son
sommet en un point donné O et soit d'une grandeur donnée.

Je place le centre du rapporfeur au point O et je dirige son
diamétre suivant la ligne droite OA, je marque ensuite la divi-
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sion M, qui correspond a la grandeur de I'angle donné; j’ote
le rapporteur, et je tire la ligne droite OM qui fait avec OA
l'angle demandé.

PROBLEME VII

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une perpet-
diculaire sur la ligne droite donnée BC.
1.8Si le point A est I'un des poinfs de la ligne droite BC,
je fais en ce point, sur BC, un angle de 90 degrés, avec
le rapporteur. Le second coté de cet angle est évidemment
la perpendiculaire demandée.
2. Lorsque le point A est situé hors delaligne droite BC, jele
A joins & un point quelconque D de BC parla

Y ligne droite AD; je mesure ensuite l'angle
| \J aigu ADB, et je fais surla droile AD I'angle

: DAE égal au complément de ADB.
® B ? % TLaligne droite AE est perpendiculaire &

BC; car le troisiéme angle AED du triangle ADL est droit (9, II).

PROBLEME VIIi

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une paral- -

lele & une ligne droite donnée BC.
Je joins le point A & un point quelconqueD de BCG parla ligne
droite AD, et je mesure I'angle aigu ADC;

Ty ~ je fais ensuite sur AD L'angle DAE égal 4
% ADC. La ligne droite AE est paralléle &
B 4 F BC; car ces lignes font avec la sécante AD

deux angles alternes-internes égaux ADC, DAE (7, V).

PROBLEMES.

1. Construire un parallélogramme dont on connail un an-
gle et les deux cotés adjacents.

2. Construire un rectangle dont on connait deux cotés con-
séeutifs,
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3. tant données les diagonales d'un losange, construire
ce quadrilatére.

4. Construire un trapéze dont les quatre cotés sont donnés.
(Onappelletrapézelout quadrilatére qui a deuxcdtés paralléles).

5. Deux lignes droites paralléles et un point élant donnés,
mener par le point une sécante telle que la portion de cetteligne
compriseentre les deux paralléles soit d'unelongueurdonnée.

6. Conslruire un triangle dans lequel on donne la base, la
hauteur et laligne droite qui joint le milieu de la base au som-
met opposé.

7. Tracer entre deux circonférences une hgne droite qui ait
une longueur donnée et soit paralléle & une direction aussi
donnée.

8. Décrire, d’'un point donné comme cenlre, une circonfé-
rence qui intercepte sur une autre circonférence un arcayant
une corde de longueur donnée.

9. Construire un triangle dont on connait deux angles et
I'une des trois hauteurs. :

10: Construire un trapéze dont les diagonales et les cotés
paralléles sont donnés. -

11. Construire un triangle dont on connait deux cdtés el
'une des hauteurs.

19. Construire un triangle dans lequel on donne un coté
un angle et une hauteur.

13. Inscnre dans un cercle un angle de grandeur donnée, de
maniére que I'un de ses cotés passe par un point donné, et que
Pautre soit paralléle 4 une droite donnée.

14. Décrire avec un rayon donné une circonférence lan-
genle & deux droiles données, ou & une droite et a une circon-

ference données.

74
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Prosrawse — Division d’une droite et d'un arc en deux parties égales. — Dé-
crire une circonférence qui passe par trois points donnés. — D’un point
donné hors d’un cercle, mener une tangente & ce cercle.— Mener une tan-
gente commune 4 deux cercles. — Décrire, sur une droite donnée, un seg=
ment de cercle capable d'un angle donné ;

PROBLEME I

Diviser une ligne droite AB en deux parties égales.
Des extrémités A et B de la ligne droite AB, comme centres,
jedécris deux arcs de cercleavec leméme rayon que je prends
g plus grand que la moitié de AB. Soient C et D
les intersections de ces ares; je joins ces
points par la ligne droite CD qui rencontre la
" ligne droite AB au point E et la divise en deux
parties égales.

En effet, chacun des points G et D étant éga-
lement éloigné des deux points A et B, la ligne droite CE est
perpendiculaire au milieu de AB (6, I1I).

Remarque. — En appliquant ce procédé a la moilié, au
quart, au huitiéme, cte., de la ligne droite AB, on la divise
en 4, 8, 10, ele., parlies égales.

n

PROBLEME II

Elever, par le miliew d'une ligne droite, une perpendiculaire
sur cette droite.

On résout ce probléme par la méme construction que le
précédent, puisque la ligne droite CD est perpendiculaire au
milieu de AB.
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PROBLEME III

Diviser un arc de cercle BC en deux parties égales.

Jabaisse du centre A de 'arc BC la perpendiculaire AD sur
I A sa corde; celte droiterencontre 'arc BC au point
: D et le divise en deux parties égales (12, I).

On peut résoudre ce probléme au moyen du
|\, rapporteur; mais on abrége alors la construction
5 \ de la perpendiculaire AD, en mesurant I'angle

au centre BAC et faisant sur AB1'angle BAD égal
a la moitié de BAC, sans déplacer le rapporteur,

Remarque. — En appliquant ce procédé a la moitié, au
quart, au huitiéme, etc., de I'arc BC, on le divise en 4, §,
16, elc., parties égales

=

PROBLEME IV

Diviser un angle BAG en deux ﬁarties égales.
Je décris du sommet A, comme centre, un arc BG avec un
rayon quelconque AB; je tire ensuite la ligne droite AD qui
divise en deux parties égales I'arc BC (III). Cette ligne divise
aussi l'angle au centre BAC en deux parties égales (15, I).
Remarque.—En appliquant ce procédé a la moitié, au quart,
au huitiéme, ete., del'angle BAC, on ledivise en 4, 8,16, ele.,
parties égales.

PROBLEME V

Décrire une circonférence passant par trois points donnés A,
B, G, qui ne sont pas en ligne droite.

Par les milieux des lignes droites AB, BG, j’é-
¢ léve sur ces lignes les perpendiculaires DE,
; DF, qui se coupent en un point D), puisque les

trois points donnés A, B, C, ne sont pas en ligne

droite. Je décris ensuite, du point D comme

centre et avec le rayon DA, une circonférence
qui passe par les poinis A, B et C.

En effet, le point 1) est également distant des poin(s 4, B, C,

A
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puisqu'il se trouve sur chacune des perpendiculaires DE, DF,
menées par les milieux des lignes droites AB, BC (6, III).

PROBLEME VI

Mener, par le point A, une tangente 4 un cercle donné CB.

Le point A peut étre donné sur la circonfé-

" rence du cercle ou i I'extérieur; je vais exa-
miner successivement ces deux cas.

4 1°8ile point A se trouve sur la circonfé-
rence, j’éléve, par I'extrémité A du rayon CA,
la perpendiculaire AD sur ce rayon. La ligne

droite AD est évidemment la tangente demandée (13, 1I).
2° Soit le point A extérieur au cer-

cle; je tire la ligne droite CA, et du

milieu de cette ligne comme centre,
avec un rayon égal & la moitié de CA
je décris une circonférence qui coupe

la circonférence donnée aux points B

et D. Je tire ensuite les lignes droites AB, AD, et je dis

qu'elles sont tangentes au cercle CB.

En effet, chacun des angles ABC, ADC est droit, parce qu'il
estinscrit dans un segment du cercle AC égal & un demi-cercle
(15, IV); la ligne droite AB est donc perpendiculaire a I'extré-
mité du rayon CB, et laligne droite AD perpendiculaire al'ex-
trémité du rayon CD; par suite, AB et AD sont tangentes au
cercle CB (13, IT).

Cororrame. — Les tangentes AB, AD,menées d’un méme point
A & un cercle CB sont égales, et laligne droite AG qui joint ce
point au centre du cercle divise en deux parties égales angle
BAD des deux tangentes.

Les triangles rectangles ABC, ADG sont égaux parce qu'ils
ont I'hypoténuse AC commune, et les cotés CB, €D, égaux
comme rayons du cercle CB (6,V): donc le coté AB est égal a
ADel angle BAC égal a DAC.

H
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PROBLEME VII

Mener une tangente commune & deux cercles donnés.

Les cercles peuvent toucher une méme ligne droite du méme
colé ou des deux cotés de cette ligne. Dans le premier cas, la
tangente commune est exiérieure aux deux cercles; dans le
second cas, elle leur est intérieure.

1o Soient O et C les centres des deux cercles OA, CB quela
ligne droite AB touche extérieurement aux points A et B; je
méne par lecentre G la paralléle CD 4 la tangente AB, jusqu’a
la rencontre de OA. Les
rayons OA, CB, perpendicu-
lairesalatangentecommune
AB (13, II), et par suite a CD
(7,1II), sont paralléles; donc
le quadrilatére ABCD est un
rectangle, et ses cotés oppo-
sés AD, BC sont égaux (10, I). La circonférence décrite du
point O comme centre, avec le rayon OD égal a la différence

. desrayons OA, CB des deux cercles donnés, est par conséquent

tangente & la ligne droite CD (13, II).

De larésulte celte consiruction de la tangente extérieure AB:
je décris un cercle concentrique au cercle OA, avec un rayon 0D
égal & la différence des rayons OA, CB, et je trace du centre de
Uautre cercle CB la tangente CD au cercle OD. Je tire ensuite le
rayon OD du point de conlact; ce rayon, prolongé au dely du
point D, coupe la circonférence OA au point A, par lequel je
méne une paralléle & la ligne droite CD. Cette paralléle n’est
aulre que la tangente AB, puisqu’on ne peut mener du point
A qu'une paralléle a CD (7,1II).

Lorsque les eercles donnés OA, CB sont extérieurs 'un a1'au~
tre, ou fangents extérieurement, ou bien sécants, la distance OC
de leurs centres est plus grande que la différence 0D de leurs
rayons (14), et le point G est extérieur au cercle OD. On peut
donc mener du point G deux tangentes CD, CD’ a ce cercle; par
suite, les cercles OA, CB ont deux tangentes AB, A'B’, commu-
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nes et extérieures. — Siles cercles OA, CB se touchent intérieu-
remenit, la distance 0C de leurs centres est égale 4 la différence
0D de leurs rayons (14, V), etla circonférence 0D passe par le
point C. Par conséquent, on ne peut mener dece point qu'une
tangente ala circonférence OD, et les deux cercles OA, GB n’ont
qu'une tangente commune qui leur soit extérieure. — Le pro-
bléme est évidemment impossible si 'un des cercles est a
l'intérieur de autre.

9¢ Soient O et C les centres de deux cercles OF, CF, quela
ligne droite EF touche intérieurement aux points E et F; je

méne par le centre G la pa-
ralléle CG alaligne EF, jus-

qu’a la rencontre du pro-
longement de OE.Lesrayons

OE, CF, perpendiculaires &

la tangente commune EF, et

par suite 4 CG, sont paral-

: leles ; le quadrilatére EFGG

est doncun rectangle, et ses cotés opposés EG, CF sont égaux.

La circonférence décrite du point O comme centre, avec le

rayon OG ¢gal a la somme des rayons OE, CF des deux cercles
donns, est par conséquent langente & la ligne droite CG.

De 14 résulte celte construction de la tangente intérieure
EF : je décris un cercle concentrique au cercle OE, avec unrayon
0G égal & la somme des rayons OE, GF des cercles donnés;
et je trace du centre C de Uaufre cercle CF la tangente CG au
cencle 0G. Je tire ensuite le rayon OG du point de conlact; ce
rayon coupe la circonférence OB au point E, par lequel je méne
une paralléle & la ligne droite CG. Cetle paralléle n'est autre
que la tangente EF, puisqu'on ne peut mener du point E
qu'une paralléle & CG.

Lorsque les deux cercles donnés OE, CF sont extérieurs I'un
alautre, la distance OC de leurs centres est plus grande que la
somme 0G de leurs rayons (14, I), etle point C est extérieur
au cercle 0G. Par conséquent, on peut mener du point G deux
tangentes GG, CG’ & ce cercle; les cercles donnés ont donc deux
fangentes EF, E/F’ communes et intérieures. — 1 les cercles
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OE, CF sont tangents extérieurement, la circonférence 0G passe
par le point G, et I'on ne peut mener de ce point qu’une tan-
gente au cercle 0G. Dés lors les cercles OE, CF n'ont plus
quune tangente commune qui soit intérieure. — Pour toute
autre position des deux cercles le probléme est impossible.

En résumé : 1° On peut mener deux langentes extérieures
et deux langentes intérieures & deux cercles qui sont exlérieurs
I'un a l'autre.

2° Deux cercles qui se touchent extérieurement ont deux
tangentes communes extérieures et une seule tangente inté-

il ot ol //’—':-:\
e
Cobei = 7
( e
; A )
AN / e /
‘_T\;\ ol \““5'-\.__ 5d
T SR

rieure, laquelle est perpendiculaire & la droite qui joint les
centres des cercles.
5° 8i les cercles se coupent, ils n’ont que deux langentes
communes qui sont extérieures.

| ; 5 .
/'\\ 4o Deux cercles qui se touchent intérieu-
s

rement n’onlqu'une langenle commune ; elle

/esl extérieure aux deux cercles et perpendi-
IK/

culaire & la droite qui joint leurs centres.
5° Deux cercles intérieurs 1'un a I'aulre
n'ont aucune tangente commune.

PROBLEME VIII

Déerire, sur une ligne droite AB, un segment de cercle capa-
ble d'un angle donné K. :

Je fais a I'extrémité B de la ligne droile donnée AB I'angle
ABE égal & 'angle donné K ; j’éléve ensuite la perpendiculaire
(D au milien de AB; et je méne du point B la perpendiculaire
BD sur la ligne droite BE. Les deuxlignes CD, BD se coupent
au point D (7, V, c.) ; de ce point comme centre, je décris un
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cercle avec le rayon DB, et je dis que le segment AMB qui ne
se trouve pas du méme coté de la

— .l .
£ ligne droite AB que I'angle ABE, est
D v e le segment demandé.
A ( /L «  Eneffet, 'angle AMB inscrit dans
o ce segment a pour mesure lamoitié
/B de I'arc AB compris entre ses cOtés

(15, IV). Or, Iangle donné ABE, dont le coté BE perpendicu-
laire au rayon BD est tangent au cercle, a aussi pour mesure
la moiti¢ du méme arc AB (15, IV, ¢) ; donc I'angle AMB égale
Vangle ABE, et le segment AMB est capable de I'angle donné.

PROBLEMES

1. Les diagonales d’un parallélogramme et leur angle étant
donnés, construire ce quadrilatére.

9. Construire un triangle dont on connait deux angles et
la somme de deux cotés.

5. Construire un triangle dont on connait deux angles et le
périmétre. :

4. Sil'on inscrit un cercle dans un angle, les deux points
de contact divisent la circonférence en deux arcs tels que toute
tangente au plus petit de ces arcs forme avec les cotés del’an-
gle un friangle de périmétre constant.

5. Par un point M, donné dans un angle BAC, mener une
sécante telle que le périmétre du triangle formé par cette ligne
et les cOtés de 'angle ait une longueur donnée.

6. Tracer une sécante commune & deux circonférences, de
telle sorte que les cordes interceptées aient des longueurs
données.

1. Deux circonférences concentriques étant données, tracer
un triangle dont deux angles soient donnés, et qui ait deux
sommets sur 'une des circonférences et le troisiéme sur
l'autre.

8. Construire un triangle dans lequel on connait I'une des
lrois hauteurs, un angle et sa bissectrice.

9. Construire un triangle dont le périmétre, un angle et Ia
hauteur correspondante sont donnés.

AM,—ELEM, 6 .
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10. Construire un triangle dans lequel on connait un angle,
ainsi que la hauteur et la médiane partant du sommet de cet
angle, ¢’est--dire la droite qui joint ce sommet au milieu du
coté oppose.

14. Mener par deux points donnés deux lignes droites paral-
18les qui i forment un losange avec deux autres paralléles
données.

- 42. Existe-t-il dans le plan de {out triangle un point d’ol
Von voit les trois cotés du triangle sous le méme angle?
13.!Une ligne droite et deux points étant donnés, trouver
sur la droite le point d’olt L'onvoit la distance des deux poinls
sous le plus grand angle possible.

Remplacer, dans I'énoncé du probléme précédent, la ligne
droite par:une circonférence et résoudre le méme probléme
avec cette nouvelle donnée.

14. Décrire une circonférence fangente aux {rois cotés d'un
triangle. — Ce probléme a qualre solutions. L'une des circon-
férences est intérieure au triangle et les trois autres sont ex-
térieures ; aussi on donne A la premiére le nom de cironférence
inscrite et 3 chacune des trois autres celui de circonférence
ex-inscrite. |

Démontrer que la distance de deux quelconques des quatre
points dans lesquels un cété est touché par les quatre cercles
inscrits et ex-inscrits est égale & Pun des deux autres cotés,
ou# la somme de ces cotés; ou bien & leur différence.

15. Construire un triangle dans lequel on connait deux des
rayons des cercles qui touchent son périmétre, l'un de ses
cotés, ou la somme de deux cdlés, ou bien leur différence.

16. Le diamétre du cercle inscrit dans un (riangle rec:
tangle est 6gal al’excés de la somme des deux cblés de
I'angle droit sur Fhypoténuse.

SCD LYON 1



VINGTIEME LECON

Procusuye. — Lignes ‘proportionnelles. — Toute paralléle & l'un des coiés
d'un triangle divise les deux autres cdtés en parties proportionnelles, — Ré-
ciproque. — Propriétés de la bissectrice de 'angle d’un triangle,

DEFINITIONS

{° On dit qu'une ligne droite AB est divisée par le point C en
deux parties AG, CB proportionnelles & deux nombres donnés
qu'on peut toujours supposer entiers, tels que 5 et 3, lorsque
le rapport de 'AC & CB égale celui de’5 @ 3.

{ TR R T eSOt S TR RS 1 3 3
- AL h L] v T 5
A G B D

Il n'y a qu'une maniére de diviser la ligne'ABen deux par-
ties AC, CB, qui soient proportionnelles & deux nombre don-
nés 5 et 3. Car, pour effectuer cette division, il faut partager
AB en 5 <+ 3 ou 8 parties égales, et prendre pour AC les cing
premiers huitiémes & parlir de 'extrémité A, et pour CB les
trois autres huitiémes, c’est-a-dire le reste de AB.

La recherche du point C revient & trouver sur la ligne droite
AB un point dont les distances aux points A et B soient propor-
tionnelles aux nombres 5 et 3. Sous cet énonce, la question est
susceptible d'une seconde solution; car, si ondivise ladistance
ABen 5 — 3 ou 2 parties égales, et qu’on prenne surle prolon-
gement de AB une longueur BD égale & 3 fois I'une de ces par-
ties, la droite AD contientalors2 -+ 3 ou 5 fois laméme partie,
et le rapport des distances DA, DB du point D aux extrémités
4,Bde la droite BA est &gal 2 celui des deux nombres 5et3;
par conseéquent le point Dsatisfaitaussi a1'énoncé du probléme.
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I importe de remarquer que le point D se trouve & la droite du
point A, parceque le rapport donné est plus grand que 'unité

IS S T P S i } + iy
A C B D

et qu'il serait & sa gauche, si le rapport était moindre que
V'unité. On dit ordinairement que les deux points G et D di-
visent la droite AB en segments proportionnels, et I'on donne &
ces points le nom de poinis conjugues.

Les poinis A et B divisent réciproquement la droite CD en
segments proportionnels; car de I'égalite

CA DA
CB— DB’
on déduit évidemment la suivante
AC_ BG
AD_ B’

qui démontre la réciprocité énoncee.
9° Lorsquune droite AB est divisée par un point G en par-
s ¢ ¢ B
ties proportionnelles & deux nombres, tels que 5 et 3, si L'on
prend sur AB une longueur AC’ égale a CB, les distances C'B, -
AC sont égales entre elles, et le point divise AB en deux

parties AC’, O'B, inversement proportionnelles aux nombres
'4
5 et 3; car leur rapport BC est I'inverse du rapport %g qui

5
égale -

THEOREME I

Toute ligne droite, parallele & I'un des cbtés d'un triangle,
divise les deux autres cotés en parties proportionnelles.
Je tire laligne droite DE paralléle aucoté BG dutriangle ABG;

pour démontrer que celte ligne qui rencontre les deux autres
cotés AB,AC, aux points D et E, les divise en parties proportion-

nelles, je suppose le rapport de AD & DB égal & g (15, déf. 2).
Leslignes droites AD, DB ont par guite une commune mesure
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AF, contenue 3 fois dans AD et 2 {ois dans BD. Soient I, G, D et
A H,les points qui divisent le coté AB en 52

yé‘K ou 5 parties égales a AF; je méne par ces

GéN t  points les lignes droites FK, GL, DE, HM,

P z  paralléles & BC, et je dis qu'elles divisent

EM aussi le coté AC en b parties égales.

2 = En effet, de 'un des points dedivision de
AB, par exemple du point G, je tire la ligne droite GO paralléle
i AC. Les triangles AFK, DGO sont égaux, car leurs cotés AF,
GD sont égaux par hypothése, et leurs angles FAK, DGO le sont
comme correspondants, ainsi que les angles AFK, GDO ; par
conséquent, les cotés AK, GO de ces triangles sont égaux. Or,
le. quadrilatére GOEL est un parallélogramme ; donc le coté GO
est égal au coté EL qui lui est opposé, et les deux divisions
AK, EL de la ligne droite AG sont égales.

Je prouverais de méme I'égalité de AK et de toute autre
division du c6té AC; il en résulte que la longueur AK est
une commune mesure des deux lignes droites AE, EC, et
qu’elle est contenue 5 fois dans AE, 2 fois dans EC. Donc le

rapport de AE & EC errale 3 ou le rapport de AD 4 DB.

Cororame I. — Le rapport du coté AB & 'une de ses parties,
par exemple AD, est égal au rapport du c6ié AC a sa partie AE
qui correspond a AD.

Car, d’aprés I hypothése précédente, chacun de ces deux

rapports est égal & -3-

CororLame II. — Plusieurs paralléles AD, BE, CF, etc., inter-
ceptent des parties proportionnelles sur deux lignes droites AG,
DF, quelles rencontrent.

Je méne du point A la droite AH paralléie &
DF, et je la prolonge jusqu'ala rencontre des
lignes BE, CF; la ligne droite BG, paralléle au
E_ coté CH du triangle ACH, divise les deux autres
~ cbtés AC, AH, en parties proportionnelles,
c'est-d-dire que le rapport de AB & BC égale celui de AG 4 GH.
Or, les lignes droites AG, DE sont égales, parce qu’elles sont
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opposées l'une & l'autre dans le ‘parallélogramme ADEG, et il
en est de méme des deux lignes droites GII, EF; on a donc:

AB DE

BC — EF
et, par suite,

AB BG

DE EF

THEOREME 11

Toute ligne droite DE, qui divise deux cotés AB, AC d'un
triangle ABC en parties proportionnelles, est paralléle au troi-
siéme cbté BC.

i Soient D. et E les points ou la ligne droite

/\ DE renconire les cotés AB, AC du triangle
) ABC; je suppose le rapport.de AD & DB
) 'z égald celui de AE a EC, et je dis que la ligne

/ l droite DE est paralléle au troisiéme coté BG
du triangle.

Eneffet, la paralléle menée par le point D & la ligne droite
BC divise le coté AC en deux parties proportionnelles & AD et
DB; donc cette ligne passe par le point Eet coincide avec DE,
puisqu'il n'y a qu'une maniére de diviser AC, & partir du point
A, en deux segments proportionnels & AD et DB.

THEOREME 1II

La bissectrice d'un angle d'un triangle divise le cbté opposé

en deux parties proportionnelles aux coiés adjacents.
Soit'AD Ia bissectrice de I'angle BAC du

E
Y‘\\i triangle ABC; par l'extrémité B de I'un
; des deux cotés AB, AC de cet angle, je
\«_7/( méne une paralléle & la droite AD, et je la
BisiD ¢ prolonge jusqu’au point E ou elle ren-

contre Pautre coté AC.
La droite AD, paralléle au coté BE du triangle BCE, divise
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les deux autres cotés CB, CE, en parties proportionnelles,
dest-i-dire qu'on a (1) :
BD AE
DG AC
Or, le triangle ABE est isoctle : en effet, I'angle AEB égale I'an-
gle DAC, moiti¢ de BAG, parce qu'ils sont correspondants par
rapport aux paralléles AD, EB; I'angle ABE égale aussil’angle
DAB, moiti¢ de BAC, parce qu’ils sont alternes-internes par
rapport aux mémes paralléles; donc les angles AEB, ABE du.
triangle ABE sont égaux. Par suite, les cotés AB, AE, opposés
3 ces angles, sont aussi égaux, et l'ona:
BD AB
, Do AC
CoroLtAmE. — La réciproque de ce théoréme est évidente,
caril n’y a-qu'une maniére de diviser la droite BC en deux
parties proportionnelles aux cotés adjacents AB, AC.

THEOREME IV

Lo bissectrice d'un angle estérieur & un triangle coupe le
¢lté opposé en un point dont les distances au extrémilés de ce
cbté sont proportionnelles aux cdiés adjacents.

Soit AD la bissectrice de Vangle BAC! extérieur au triangle
BACG; par U'extrémité B de I'un
des cotés AB, AC de cet angle,
je méne une paralléle & la droite
AD, et je la prolonge jusqu'an
~ pointE ol elle rencontre I'autre

coté AC.

La droite BE, paralléle au coté AD du triangle ACD, divise
les deux autres cotés CA, CD en parties proportionnelles, c'est-
d-dire qu'on a (1) :

or

DC AC

DB~ AE
Or, le triangle ABEest isocéle : en effet, I'angle ABE égale I'an-
gle DAB, moiti¢ de BAC’, parce qu'ils sont alternes-internes
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par rapport aux paralléles AD, BE ; I'angle AEB égale aussi
I'angle DAC’, moitié de BAC', parce qu’ils sont correspondants
par rapport aux mémes paralléles ; donc les angles ABE, AEB
du triangle ABE sont égaux. Par suite, les cotés AE, AB, op-
posés a ces angles, sont aussi égaux, etl'on a
DG . AG
DB AB’
Corortae. — La réciproque de ce théoréme est évidente.
En effet, le rapport %% qui est plus grand que !'unité croit

ou décroit lorsque le point D se rapproche ou s'éloigne du
point B; par conséquent, il n’exisle sur le prolongement du
coté CB qu'un point D dont les distances-aux points C et B
soient proportionnelles aux cotés adjacents AC, AB.

Remarque sur les deux théorémes précédents.

La bissectrice d'un angle d'un triangle et celle de I'angle ex-
térieur, adjacent, divisent le coté opposé en segments propor-
tionnels.

THEOREME V

Le lieu géométrique des points dont les distances & deusx
points donnés A et B sont proportionnelles & deux longueurs
données M et N, est une circonférence.

Soient D et I’ les deux points conjugués qui divisent la droile
AB en segments proportionnels aux longueurs données M et N

v ; (20,défin. ) ; chacun de ces points
N i &~ fait partie du lieu, puisque ses
distances aux deux extrémités de

c.
// \\ AB sont dans le rapport de M

3 Bl B 0 o & N. Cela posé, je considére un
U point quelconque C du lieu cher-

ché, et je le joins par des lignes

droites aux quatre points A, B, D, D'. Les distances CA, CB
du point G aux deux points A, B sont proportionnelles par
hypothése aux lignes M et N, ou aux deux segments DA, DB
de la droite AB; par conséquent, la droite CD, qui partage le
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coté AB du triangle CAB en deux segments proportionnels aux
Jeux aulres cotés CA, CB, divise I'angle ACB en deux parlies
égales (20, 111, ¢). Comme les distances DA, D'B sont aussi
proportionnelles aux cotés CA, CB, la droite CD’ divise pareil-
jement en deux parties égales I'angle extérieur BCA’, adjacent
3 langle ACB (20, 1V, ). Or, Iangle DCD” est droit, puisqu'il
est égal 2 la moitié de la’somme des deux angles adjacents
ACB, BCA’, formés sur la droite AA" (2, 1); doncle point G est
Pun des points de la circonférence décrite sur la droite DD’
comme diamétre (15, IV, ¢).

Réciproquement, je dis que tout point G de cette circonfé-
rence fait partie du lieu demandé.

et - ~ En effet, je méne par le point B
M= B b une paralléle & la droite DG, et je
P\ la prolonge jusqu'au point E ol
/ \u\(_\‘\h velle rencontre la droite AG; jai
par suite (1) :
AD _AC
BD CE

En menant aussi par le point Bla paralléle BF & la droite I'G
jusqu'a son intersection avec AC, j’ai pareillement

A AC

B~ CF
Or, les deux rapports ‘%—g,%g—, sont égaux, puisque les points
D et D’ divisent par hypothése la droite AB en segments pro-
portionnels; dont CE est égale & CF.

Mais le triangle BEF, dont I'angle EBF a les cotés paralléles

4 ceux de l'angle droit DCD’, est rectangle (6, I); et le milieu
C de son hypoténuse EF est également distant des trois som-
mets (45, IV, ¢. I). Si ’on remplace dés lors CE par son égale
BC dans la premiére des égalités precédentes, on a

AD_Ac.
BD — BC’
ce qui démontre que le rapport des distances AC, BG d'un
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point quelconque G de la circonférence DD’ aux: deux points

A, B, est constant. Le point C fait donc partie du lieu deman-
dé, quim’est autre que la circonférence DD’

THEOREME VI

Si une ligne droite: AB est. divisée en segments proportion-
¥ nels par deux points D, K, la moiti¢
3 MoE o E £ de cette droite est moyenne propor-
tionnelle entre. les distances de son miliew M aux deux points
conjugués D, E; et réciproquement.
On a pour hypothése :
AE  BE,
AD — BD
il en résulie, d’aprés une propriété connue de deux rapports
égaux, que

AE+BE _AE—BE
AD-+BD AE—BD

Or, la somme AE -+ BE est égale au double de ME, puisque le
pointM est le milien de AB; on a pareillement AD -+ BD égale
3 9MB, AE —BE égale & 2MB et AD —BD égale & 2ME; par
conséquent, si I'on divise par 2 les deux termes de chaque
rapport de I'égalité précédente, on obtient 1a nouvelle égalilé

ME _MB
MB ~— MD
qui démontre le théoréme énoncé.

Réciproquement : Si la moitic d'une droite AB est moyenne
proportionnelle entre les distances dw milieu M de ceite ligne o

* deux points D, E pris sur sa direction, du méme coi¢ du. point

M, les points D, E divisent la droite AB en segments propor-
tionnels.
(Car, en appliquant & I’égalité donnée par Phypothése

ME _ MB
MB~ MD
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lapropriété de deux rapports &gaux, précédemment employée,
on trouve ¢

AE _BE,

AD ~ BD’
par conséquent, les points D et E divisent AB en segments
proportionnels.

PROBLEMES

1. La ligne droite qui joint les milieux de deux cbtés d’un
friangle est paralléle au troisiéme cot¢ et égale 4 la moitié de
ce coté.

9. Les lignes droites qui joignent les milieux des cotés con-
steutifs d’un quadrilatére forment un parallélogramme. —
Dans quels cas ce parallélogramme est-il un rectangle, un
losange ou un carré ?

%. Calculer & 0,001 chacun des segments que les bissec- -
trices des angles d'un triangle déferminent sur ses cOtés,
égaux respectivement a 12, 157 et 18",

k. Quel est le eu des points d’un plan également éclairés
par deux points lumineux situés dans ce plan, si les inten-
sités de leurs lumiéres. & I'unité de distance sont proportion-
nelles 4 deux nombres donnés? (On démontre en physique
que Vintensité de la lumiére qui provient d’un point éclairant
varie.en raison inverse du carré de la distance.)

SCDLYON 1




VINGT ET UNIEME ET VINGT-DEUXIEME LECON

Procraye. — Polygones semblables. — En coupant un triangle par une pa-
ralléle 4 'un de ses cdtés, on détermine un triangle partiel semblable au
premier. — Conditions de similitude des triangles. — Décomposition des po-
lygones semblables en triangles semblables. — Rapport des périmétres.

DEFINITIONS

Deux polygones qui ont le méme nombre de cdtés sont
semblables, si leurs angles sont égaux chacun & chacun et si
les cotés adjacents aux angles égaux sont proportionnels et
disposés dans le méme ordre.

On dit que deux points, deux lignes ou deux angles sont ho-
mologues lorsqu’ils se correspondent dans deux figures sem-
blables. Ainsi, les sommets de deux angles égaux sont des
points homologues; les diagonales déferminées par des som-
mets homologues sont pareillement des lignes homologues.

On appelle rapport de similitude de deux polygones le rap-
port constant de deux cdtés homologues. Lorsque ce rapport
est égal & I'unité, les deux polygones sont ¢gaux; car on peut
les faire coincider par la superposition,puisqu’ils ont toutes
leurs parties (cotés et angles) égales chacune & chacune et
disposées dans le méme ordre.

THEOREME 1

En coupant un triangle par une paralléle & Pun de ses ctés,
on détermine un second triangle, semblable au premier.

Soit la ligne droite DE paralléle au coté BC du triangle ABC,
je dis que le triangle ADE est semblable au triangle ABC.

En effet, ces triangles ont 'angle A commun; leurs angles
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ABC, ADE sont égaux comme correspondants par rapport aux
paralleles BC, DE, et il en est de méme des deux angles ACD

AED. De plus, la ligne droite DE étantparallele
2 BC, le rapport de AD & AB égale celui de AE
i aAC (20, 11). Pour démontrer que ce dernier

/"' 7\° rapport égale celui de DE & BC, je méne du
_,v_lr-"' ! point Ela ligne droite EFparalléle au colé AB;
cette ligne divise les deux autres cotés AG, BG
en segments proportionnels, et le rapport de AE a AC égale le
rapport de BE 4 BG, ou celui de DE & BC, puisque les lignes BF
et DE sont égales comme cotés opposés du parallélogramme
BDEE. Les triangles ADE, ABC ont donc leurs angles égaux
chacun & chacun et leurs cotés homologues proportionnels,
dest-a-dire qu'ils sont semblables.

THEOREME 11

Deux triangles qui ont les angles égaux chacun chacun
sont semblables.
Soient ABC, abe, deux triangles tels que les anglesa, b, ¢, de
I'unégalent respectivement les an glesA, B, C, del'autre; jedis
que ces triangles sont sem-
s  blables.

En effet, je prends sur AB
une longueur AD égale a ab et
je méne par le point D la droite

, DE paralléle a BC. Lestriangles
ADE, ABG sont semblables (I),
et leurs angles homologues

ADE, ABC sont égaux. Mais I'angle ABC est égal par hypothése
aangle abe; donc l'angle ADE est aussi égal a l'angle abe.
Les triangles ADE, abe, ont dés lors un coté égal adjacent a
deux angles égaux chacun & chacun, et sont égaux; il en ré-
sulte que le triangle abc est semblable au triangle ABG.

ConoLamme. — Deux triangles sont semblables s'ils ont deux
angles égaux chacun & chacun.

Carles troisiémes angles de ces trianglessont égaux (9,111,¢).
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THEOREME IIi

Deux triangles qui ont un angle égal compris entre deuy
cotés proportionnels sont semblables. '
Soient ABC, abe, deux triangles qui ont les angles A et «
égaux, et dont les colés AB, AC sont proportionnels aux cblds
ab,’ac; je dis que ces triangles
e sont semblables.

En effet, je prends sur AB
une longueur AD égale & ab,
et je'méne par le point D Iy

4 . droite DE parallele & BC. Les
triangles ADE, ABC sont sem-
blables (I), et leurs cotés ho-

mologues sont proportionnels. Or, les cotés ab, ac du triangle
abe sont proportionnels par hypothése aux cotés AB, AC du
triangle ABC; donc ils sont aussi proportionnels aux cotés

AD, AE du triangle ADE, c’est-a-dire qu'on a:

ab _ ac

AD T AE’
Mais AD est égal & ab; par conséquent AE est égal & ac, et les
triangles ADE, abc sont égaux, puisqu'ils ont un angle égal
compris entre deux ¢6tés égaux chacun & chacun. Dés lors Ie
triangle abe est semblable au triangle ABC.

THEOREME IV

Deux triangles qui ont leurs cdtés homologues proportion-
nels sont semblables.

Soient'ABC, abe, deux triangles qui ont: les cotés AB, AG,
BG, proportionnels : respectivement aux cbtés ab, ac, be; j¢
dis que ces triangles sont semblables.

Je prends sur AB une longueurAD égale & ab, et je méne
par le point D la droite DE paralléle & BG. Les triangles ADE,
ABG sont semblables (I), et leurs cotés homologues sont pro-
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portionnels. Or, les cOtés du triangle abe sont proportionnels
par hypothése aux cotés du triangle ‘ABC; donc ils le sont
aussi a ceux du triangle ADE, c’est-a-dire qu'on a:

ab __ac _ be

AD__AE_DE ‘
Mais AD est égal & ab; par conséquent AE est égal a ac et DE
égal & be. Les triangles ADE, abe, qui ont dés lors les trois
cbtés égaux chacun a chacun, sont égaux, et le triangle abe
est semblable au triangle ABC.

CoroLLAtRE. — Les trois cas de similitude de deux triangles,

démontrés dans les trois théorémes qui précédent, correspon-
dent aux trois cas d’égalité énoncés dans la troisiéme legon.

THEOREME V

Deux triangles ABC, AB'C’ qui ont leurs ctés paralleles ou
perpendiculaires chacun & chacun sont semblables.

Les angles A et A’, ayant leurs cotés paralléles ou perpen-
diculaires chacun & chacun, sorit égaux ou supplémentaires
(9,1 et I0); il en est de méme des angles B, B, et des angles
C, C'. Par conséquent, on ne peut faire sur ces angles que les
quatre hypothéses suivantes :

fo A+ A’=2dr., B4+ B =2dr., C4+C'=2dr;

2 A+ A'=2dr., B+ B'=2dr., G=0l

3° A+ A'=2dr., B=B0, Gt

& Ro—A B.—b', C=0"

Aucune des deux premiéres n’est admissible, puisque la
somme des six angles des deux triangles ABC,A'B'C’ égale qua-
tre angles droits (9, III). Quant & la troisiéme hypothése, elle
comprend implicitement que les angles A et A" sont droits;
cav les triangles ABG, A’B'C’ayant deux angles égaux, le troi-
sidme angle de I'un est égal au troisibme angle de 'autre;
cette hypothise n’est donc qu’un cas particulier de la qua-
tridme quiseuleestvraie. Lestriangles ABC,A’B'Clontparsuite
les'angles égaux chacun & ¢hacun, et sont semblables (I1).
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Remarque. Les coOlés homologues des triangles sem-
blables ABG, A’B’C’ sont paralleles dans le premier cas, et
perpendlculalres dans le second.
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THEOREME VI

Les lignes droites issues d'un méme point interceptent des
parties proportionnelles sur deus lignes droites paralléles, et
réciproquement.

Soient AD et EII deux lignes droites paralléles ; je tire d'un
point quelconque O les sécantes OA, OB,
0C, 0D, et je dis qu’elles interceptent des
parties proportionnelles sur AD et EH.

En effet, la ligne droite EF étant paral-
léle au coté AB du triangle OAB, les trian-

{—————gles OEF, OAB sont semblables (I), et le

rapport de EF a AB égale celui de OF a 0B.
Pareillement, les triangles OFG, OBCsont semblables, etle rap-
port de FG & BCG égale aussi celui de OF &4 OB. On a dés lors

0n

EF  FG,

AB BC’
on prouverait de méme que

rG_ G,

BC — CD

Les lignes droites isswes du point O divisent donc les pa-
ralléles EH, AD en parties proportionnelles.

Réciproquement : Si les lignes droites AE, BF, CG, DH di-
visent les paralléles AD, EM en parties proportionnelles, elles
concourent au méme point.

Soit O le point d'intersection de deux de ces droites, par
exemple de BF et DII; je tire la droite OG, et je dis que cette
ligne prolongée passe par le point C.

Les trois droites OF, OG, OH issues du point O divisent,
d’aprés le théoréme précédent, les paralléles FH, BD en parties
proportionnelles. Ladroite 0G prolongée passe donc parle point
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C qui divise par hypothése la droite BD dans le rapport de FG
4 GH ; caril n'y a qu'une maniére de diviser BD en deux seg-
ments proportionnels & FG et GII, & partir de son extrémité B.
On démontrerait de méme que le prolongement de la droite
AE passe aussi par le point 0.
Remarque. Lepoint OpeutétresituéentrelesparallélesAD, EIN.

THEOREME ViI

Deux polygones semblables peuvent étre décomposés en un
méme nombre de triangles semblables chacun & chacun, et
semblablement placés. :

B Soient les polygones semblables ABCDE,
¢ ABCDE; de leurs sommets homologues A,
A’, je tire les diagonales homologues AC,
\ , A'C, AD, A'D’. Ces lignes décomposent les
polygones en un méme nombre de triangles
B semblablement placés ; je dis que ces trian-
¢ gles sont semblables deux a deux.
v 1° Les triangles ABC, A’B’C’ ont les angles
¥ B, B’ égaux par hypothése et compris entre
¥ cotés proportionnels; caril résulte dela simi-
litude des deux polygones que le rapport de AB 4 A/’ égale
celui de BC & B'CY; ces triangles sont donc semblables (III).

2 Les triangles ACD, A’C’D’ sont aussi semblables, parcs
qu'ils ont un angle égal compris entre cotés proportionnels.
En effet, 'angle ACD est la différence des deux angles BCD,
BCA; or, 'angle BCD égale B’C’D’ par hypothése, et1'angle BCA
égale B'(’A’, parce qu'ils sont homologues dans les triangles
semblables ABC, A’B'C’; donc I'angle ACD égale la différence
des deux angles B'C’D’, B'C'A’, c’est-a-dire I'angle A'C’D".

De plus, le rapport de AC a A’C’ égale celui de BC aB'C’, &
cause de la similitude des triangles ABC, A’B’C, et le rapport
de BC a B'C’ égale par hypothése celui de CD a C’D’; donc les
colésAG, A’CY sont proporlionnels aux cotés CD, C'D’. Par suite,
les triangles ACD, A’C’D’ sont semblables (HI).

3° On démontrerait de méme la similitude des autres trian-

AM, ~— ELEM. i
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gles. Par conséquent, les polygones ABCDE, A’B'C'D'E’ sont
décomposés en un méme nombre de triangles semblables
chacun & chacun, et semblablement placés.

Conroirame. — Les diagonales homologues de deum: polygones
semblables sont proportionnelles auz cités homologues.

THEOREME VIII

Réciproquement: Deux polygones, composés d’un méme
nombre de triangles semblables et semblablement placés, sont
semblables. ; :

Soientles polygones ABCDE, AB/C'D'E, que
je suppose composés d'un méme nombre de
: o triangles semblables et semblablement pla-
A [ eés; jedis qu'ils sont semblables.
\_D Car 1° le rapport de similitude des deux
B triangles ABC, A/B'C” est égal & :\—&,%; il est
o \
done le méme que celui des triangles ACD,
4 A'C’DY, quiont aussipour cotés homologues
b les diagonales A€, A'C’. Le rapport de simi-
B * litudedes triangles ACD, A'C'D’, et celui des
triangles ADE, A’'D'E/, sont aussi égaux;, car chacun d'eux est

B

égal a AA—];,; les polygones ABCDE, AB'C/’'E’ ont, par suite,

leurs cdtés homologues proportionnels.

9 Leurs angles sont égaux chacun & chacun, soit comme
angles homologues de deux triangles semblables, soit parce
quils sont composés d'angles égaux: ainsi les angles B et B'
sont égaux comme angles homologues des triangles sembla-
bles ABC et A’B'C"; I'angle BCD est égal & Ta somme des angles
BCA, ACD, qui sont respectivement égaux aux angles B'U’A’,
AC'D Or, P'angle B'C'D" est aussi.la somme des angles B'C'A,
ACDY; done il égale Varigle BCD.

De la je conclus que les deux polygones ABCDE, A’B'CDE
sont semblables, puisqu’ils ont les angles égaux chacun &
chacun et les cotés homologues proportionnels.
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THEOREME IX

Les  périmétres de deux polygones semblables ABCDE,
ABCDE sont proportionnels auz cdiés homologues.
Les polygones étant semblables, leurs cotés homologues sont
B proportionnels, ¢’est-a-dire que Ies rapports
AB BC (D :
¢ VB BOTD etc., sont 8gaux ; ona aussi,
d'aprés un théoréme d’arithmétique relatit
D& une suite de rapports égaux: -
¥ AB+BC+CD+etc. AB
¢ NBFEBUXCD Fele,  AB
& Or, le numérateur AB + BC -+, etc., est la
o somme des cOtés du polygone ABCDE, et le dé-
w nominateur A’B’ +B'C’ + etec., la sommedes
cotés de 'autre polygone A'B'C/DE’; donc les périmétres de ces
polygones sont proportionnels aux cotés homologues AB, A'B’.

THEOREME X

Si l'on joint un point quelconque o aux sommets d’un poly-
gone abede, et qu'on premne sur les droites
01, ob, oc,... ou sur leurs prolongements,, des
points a’, b’ ¢',..., tels que
00”00 L aG

61 00, 1 08

e,

r élant un nombre donné, le polygone a’h'c’'d’er
sera. semblable au polygone abede.

Je suppose d’abord que les points a/, %/,
¢'... soient sur les droites oa, ob, oc... les
deux triangles oab, 0a't’, ayant un angle égal
compris entre deux cotés proportionnels, sont
: semblables, et leurs angles homologues oab,
00’y sont éganx. Or, ces angles sont correspondanls. par
Tapport aux deux droiles ab, @’b’ et & la sécante oa; done la
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droite @'’ est paralléle a ab et de méme sens; on a par suile
ab’ _ od
SRR
On démontrerait de méme que les droites
e, cd, etc.,sont respectivement paralléles
aux droites be, 4, etc., et de méme sens,
et que
b'e’ cd
® %—:r, E&—-zr,etc.

Les angles abe, a’b’c’ sont égaux parce
quils ont leurs colés paralléles et dirigés
o deux A deux dans le méme sens; il en est de

méme des angles bed, b'c'd’, etc. Done les
polygones abede, a’b'c'd’e’, qui ont leurs angles égaux cha-
cun & chacun et leurs cotés homologues proportionnels, sont
semblables.

Si les points a’, b, ¢'... étaient sur les prolongements des
droitesoa, ob, 0c,... au deld du pointo, on prouverait de méme
la similitude des deux polygones abede, a'b’c'd’e’; mais leurs 1
colés homologues seraient paralléles et dirigés en sens oppo-
sés, au lieu d’étre dirigés dans le méme sens. :

Remarque. Lorsque les points &, b’ ¢'... sont situés sur
les droites oa, 0b, oc, ..., les polygones abede, a’b’c’d’e’ son!
dits semblables et semblablement placés ; ces polygones sont, au
contraire, semblables el inversement placés, si 'on prend les
poinis &', b, ¢/, ..., sur les prolongements des droites oa, ob,
o¢, «.., au dela du point o.

M. Chasles a donné & cette similitude de forme et de position
le nom d'homothétie directe dans le premier cas, et inverse
dans le second. Le point o est le centre de similitude, et les
droites oa, oa’ sont les rayons vecteurs des points homologues
a, @'y etc. Si on fait varier le rapport de similitude r de 04 o
et la position du centre de similitude, on obtiendra tous les
polygones homothétiques au polygone donné abede.

Il importe de remarquer que lorsque deux polygones abede,
a'b'¢'d’e’ sont homothétiques inverses, on peut les ramener 4
étre homothétiques directs, en faisant tourner 'un d’eux, par
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exemple a'b’c’d’e’, dans son plan, autour du centre de simili-
tude 0,d'un angle de4180°; car les rayons vecteurs oa’, 0b’,0c’, ..
s'appliquent alors sur les rayons homologues oa, ob, oc, ....

THEOREME XI

Réciproquement. — Si deux polygones semblables ont leurs
ctés homologues paralléles, les droites menées par leurs som-
mets homologues concourent en un méme point et les deux po-
lygones sont homothetiques. _

Soient abede, a'b’'cd’e’ deux polygones
semblables; je suppose que leurs cotés ho-
mologues soien( paralléles et dirigés d’abord
dans le méme sens. Je tire les droites aa’,
bb’ qui se rencontrent au point o, et je dis
que les droites ¢¢’, dd’ ...passent par ce
point. — Pour le démontrer, je joins suc-
cessivement le point o aux deux points ¢, ¢,
et je remarque d’abord que les triangles oab,
oa’d’ sont semblables & cause du parallé-
lisme des deux droites ab, a’d’ (I). Les trian-
gles obe, ob’¢’ le sont aussi, parce qu'ils ent
un angle égal compris entre deux cdlés proportionnels (Il
En effet, ’angle obc est la différence des deux angles abe, abo;
or, angle abe égale a'b'¢’ par hypothése, et I'angle abo égale
a't'o, puisqu'ils sont homologues- dans les triangles sem-
blables oab, o0a't’; donc I'angle obc égale la différence des
angles d't'c’, a'b'o, c'est-d-dire l'angle ob'c’.

De plus, le rapport de bo & b'o égale celui de ab a a'bt’, &
cause de la similitude des deux triangles oab, oa'b’, et le rap-
port de ab & a'b’ égale, par hypothése, celui de be & I'¢’; done
les cOtés bo, b’o sont proportionnels aux coté be, b'c’; par con-
stquent, les triangles obe, ob’c’ sont semblables et I'angle boc
est égal & son homologue b’oc’; 1a droite oc’ coincide donc aves
la droite oc, c’est-2-dire que la droite c¢’ passe par le point o.
Je prouverais de méme que la droite dd’ passe par ce point, etc.

La démonsltration serait la méme, si les cotés homologues
des deux polygones étaient dirigés en sens opposés.
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Scolie. W xésulte des deux théorémes précédents qu un poly-
gone est semblable & un polygone donné, lorsqu'il est égul & Lun
des polygones homothétiques aw polygone denné. Carces poly-
gones ont les angles égaux chacun a chacun et les cotés homo-
logues proportionnels.

Cette nouvelle définition de la similitude de deux polygones
a, sur la définition précédemment donnée, I'avantage d’étre
applicable ‘4 deux figures planes, terminées par des lignes
courbes quelconques.

THEOREME XII

Dans deux cercles, 1° les droites qui joignent les extrémités
des rayons paraliéles et de méme sens passent par un méme
point qu'on appelle centre de similitude directe; 2° les droifes
qui joignent les extrémités des rayons paralléles et dirigés en
sens confraives pussent aussi par un méme point qu’on nomme
centre de similitude inverse.

1°'Soient cet ¢’ 1cs centres des deux cercles, je méne dans le

méme sens lesrayons paralléles ca, c'a’ et je tire
la droite aa’dont le prolongement coupela droile
a ¢¢’ au point 0. Les triangles oac, oa'c’ sont sem-
blables et dennent
oc _ ca
e T o’
La position du point o sur ladroite c¢’ ne dépen-
dant que du rapport des rayons ca, c'a’ et nulle-
ment de leur direction, j'en conclus que les
droites, telles que a¢’, qui joignent les extrémi-
tés des rayons paralléles et dirigés dans le méme
sens, ‘concourent au point o; ¢’est ee point quon appelle
cenire de similitude directe'des deux cercles ¢a, ¢'a’.

2° Je méne en sens contraires les rayons paralléles ca, ¢'d',
et je lirela droite ad’ qui rencontre o¢’ au point o'; dela simi-
litude des triangles o'ac, 0'd'¢, il résulte que

o'c cé

o' ¢d”
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Par conséquent la position du point o' ne dépend que de rap-
port desrayons des deuxcercles, elles droites qui joignent les
extrémilés des rayons paralléles et dirigés en sens confraires
concourent en-ce point qu'on momme cenire de similitude
inverse.

Remarque. La construction des deux centres de similitud
résulte de la démonstration précédente. :

PROBLEMES

1. Elant donné un triangle quelcongue ABC, on diminue
le ¢oté AC d'une quantité arbitraire AA’, et on augmente le
coté BC d’une quantité égale BB'. Démontrer que la nouvelle
base A’B’ est coupée par I'ancienne AB dans le rapport inverse
des cotés primitifs AC, BC.

9. Soient ABC, AB'C’, deux triangles semblables dont les
cotés homologues BC, B'CY sont paralléles, sile triangle AB'C’
tourne dans son plan, autour de leur sommet commun A, quel
est le lieu décrit par le point d'infersection des deux droites
qui joignent les extrémités homologues des cotés BC, B'C'?

3. Elant donnés dans un méme plan deux polygones sembla-
bles, démontrer qu'il existe dans ce plan un point tel que les
lignes droites, mences de ce pointa deus sommets homologues
quelconques, font un angle conslant; et construire ce point.

4. Inscrire un carrédans un demi-cercle, ou dans un triangle.

5. Inscrire dans un cercle un triangle isocéle dont lasomme
ou la différence de la base et de la hauteur soit donnce.

6. Les lignes droites menées des sommets d'un triangle aux
milieux des cotés opposés concourent en un méme point qui
divise chacune de ces lignes dans le rapportde 2 & 1, & partir
de chaque sommet.

7. Si trois lignes droites passent par un méme point, le
rapport des distances d’un point quelconque de 1'une aux deux
aufres est consfant.

Déduire de ce théoréme le lien géométrique du point dont
les distances & deux lignes droites données sont proportlon-
nelles & des longueurs aussi données.

1""
e

SCD LYON 1




10% - GEOMETRIE.

8, On fait glisser sur deux lignes droites rectangulaires les
extrémités de 'hypoténuse d'une équerre; quelle est la ligne
déerite par Je sommet de I'angle droit?

9. Trouver le lieu géométrique des points d’olr I'on voit
deux cercles donnés svus des angles égaux.

10. Si, d’un point donné, on méne des lignes droites aux
différents points d’une circonférence, etqu’on divise chacune
de ces droites dans le rapport de deux lignes donnces m et 7,
quel sera le lieu géométrigue des points de division?

11. Si pour construire le quadrilatére ABUD on ne donne
que les trois cotés AB, BG, CD, et la diagonale AC, le qua-
drilatere est indéterminé. 1° Quel est le lieu du quatriéme
sommet D? 2° Quel est le lieu dumilieu de la diagonale BD?
3° Quel est le lieu du milieu de la ligne droite qui joint les
milieux des diagonales?

12. Construire, sur deux lignes droites dont la position et
la grandeur sont données, deux triangles semblables qui aient
un sommet homologue commun.

13. Circonscrire & un (riangle le plus grand triangle pos-
sible qui soit semblable & un aulre triangle donné.
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VINGT-TROISIEME ET VINGT-QUATRIEME LECON

Procrawne, — Relations entre Ia perpendiglaire abaissée du sommet de 'angle
droit d'un triangle rectangle sur I'hypoténuse, les segments de I'hypoténuse,
I'hypoténuse elle-méme et les cotés de I'angle droit.

Relation entre le carré du nombre qui exprime la longueur du cdté d’un trian-
gle opposé 4 un angle droit, aigu ou obtus, et les carrés des nombres qui
expriment les longueurs des deux autres cotés,

§i, d'un point pris dans le plan d'un cercle, on méne des séeantes, le produit
des distances de ce point aux deux points d'intersection de chaque sécant:
avec la circonférence est constant, quelle que soit la direction de la sécante,
— Cas ou elle devient tangente

DEFINITIONS

1. On appelle projection d’un point A sur une ligne drcite
indéfinie ay le pied « de la perpendi-

! 1 culaire menée du point A sur cette
ligne.
Aa i) ! Si des extrémités A et G d’une ligne

¥ droite AB on abaisse des perpendicu-
laires sur une ligne droite indéfinie 2y, la distance ab des pro-
jections de A et B est la projection de la ligne AB sur xy.

2. Pour simplifier les énoncés des théorémes suivants, j'ap-
pellerai produit de deux lignes le produit des nombres qui
expriment les grandeurs de ces lignes, mesurées avecla méme
unité; carré d'une ligne, la seconde puissance du nombre qui
représente la mesure de cette ligne,

5. Lorsque qualre nombres A, B, C et D sont tels que le

TaPPOTf% du premier au second égale le rapport % du troi-

siéme au quatri¢me, on dit que le dernier D de ces nombres
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est une quatriéme proportionnelle aux trois autres A, B, (
Si les deux nombres moyens G et B sont égaux, 1'égalité
| A_C

i i)
devient

y—ﬁ * P R
&ﬂ{
et le quatriéme terme D prend le nom de froisieme proportio
nelle aux deux nombres A, B ; dans ce cas, le nombre moyen!
est la moyenne proportionnelle entre les mombres A et D.|
résulie de I'égalité précédente qu'on a
B —A=<D

| la moyenne proportionnelle B entre les nombres A et D égi
. dés lors la racine carrée du produit de ces nombres.

THEOREME 1

Si du sommet A de Uangle droit d'un triangle rectany

ir A ABC, on abaisse la perpendiculaire AD su
i i Phypoténuse BC, 1° chaque coté de Pangl
i / \ droit est moyenne proportionnelle entre 'l
ll e v c polénuse etle segment adjacent & ce colé;

2¢ La perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle enf

¥ les deux segments BD, DG de Phypoténuse.
i 10 Le triangle ABD est semblable au triangle ABC, parce qu'ik
ont deux angles égaux chacun a chacun (21, II); en effet, I'n
et Vautre sont rectangles, et ils ont I'angle B commun. &
comparant les cotés homologues de ces triangles semblables
on trouve:

BCG AB,

AB — BD'
le coté AB de Yangle droit est donc moyenne proportionnelk
entre I'hypoténuse BC et le segment BD qui lui est adjacent.
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Les triangles ABG, ADC sont aussi semblables, parce qu'ils
ontdeux angles égaux chacun & chacun; la comparaison de
leurs cotés homologues prouve que le colé AC est moyenne
proportionnelle entre BC ct CD.

2° Les triangles ABD, ACD, qui sont semblables au triangle
ABG, ont leurs angles homologues égaux, et sont semblables.
On a dés lors:;

BD _AD
AD — CD’
c'est-d-dire que la perpendiculaire AD est moyenne propor-
tionnelle entre les deux segments BD, CD de I'hypoténuse.
; Cororrare. — Si I'on décrit une circon-
i férence sur I’hypoténuse BC du triangle rec-
7 X tangle ABC, comme diamétre, cette courbe
13— Passe par le sommel A de I'angle droit BAC
(15,1V, ¢); par suite, le théoréme précédent
peut étre énoncé de la maniére suivante:
1° Toute corde AB est moyenne proportionnelle entre le dia-
metre BG qui passe par Pune de ses extrémités et sa projection
BD sur ce diamelre;
2" La perpendiculaire AD, abaissée d'un point quelconque A
une circonférence sur un diamélre BC, est moyenne propor-
tionnelle entre les deux segments BD, CD du diamétre.

THEOREME I

Le carré de Thypoténuse BC d'un triangle rectangle ABC est
égal & la somme des carrés des deux aulres cotés AB, AC.

A Soit AD la perpendiculaire abaissée du

sommet A de l'angle droit sur 1'hypoté-

nuse; comme chaque coté de cet angle est

3 D . .£ moyenne proportionnelle entre I'hypoté-
nuse el le segment qui lui-est adjacent (I). on ales égalilés:
AB*=B(C><BD,

et

AC*=DBCG><DG;
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en les ajoutant membre & membre, on trouve : \

AB® 4+ AC* = BC >< (BD + DC),
ou
AB*+ AC*=BC%
Le carré de I'hypoténuse du triangle rectangle égale donel;
somme des carrés des deux aufres cotés.
Remarque. Ce théoréme sert a calculer I'un des cotis
d'un triangle rectangle dont les deux autres sont donnés,
1° Soient AB égal & 4™ et AC égal & 3™, on a:
BC:=16 +9=25,
ct, par conséquent,
BE=5".
2 Si BC est égal 4 13™ et AC égal & 5™, ona:
- 169 =AB*+ 25.
Il en résulte que
on a par suite,

AB=42=
Cororvame I. — Les carrés des deux cbtés de Uangle droi
A ‘d'un triangle rectangle sont proportionnel
auzx projections de ces cdtés sur I'hypoténust.
En effet, si du sommet A de I'angle dri
B b, “ du triangle reclangle ABC, j'abaisse la per
pendiculaire AD sur I'hypoténuse, j'ai (I) :
AB*=BC><BD,
AC*=BC>< (D,
el par suile,
AB* _BD
AC €D

CororLAIRE 11, — Les carrés d'un coté de Pangle droit el
I hypoténuse d’un triangle rectangle sont proportionnels & i
projection du cbté de U'angle droit sur Uhypoténuse et & I'hypo
ténuse.
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Car, en divisant par BC* les deux membres de I'égalité

AB*—= BC ><BD,
on trouve
AB* BD,
BG — BC

Conowuame 1T, — Le rapport de la diagonale AG dun carré
A » ABCD au coté AB de ce carré est égal & Va.

En effet, le triangle ABC étant reclangle etiso-
celeona:

0 ¢ AC*= AB* 4+ BC*=2AB?,

et Pon en déduit
AL
_ A8~ V2 :

On démontre, dans l'arithmétique, qu'il n'existe aucun
pombre entier ou fractionnnaire dont la seconde puissance -
soit égale 22; il en résulte que la diagonale etle coté du carré
sont deux lignes incommensurables entre elles.

THEOREME III

Dans tout triangle, le carré d'un coté opposé & un angle aigu
est égal & la somme des carrés des deux aufres cotés, diminuée
de deuz fois le produit d’un de ces colés par la projection de
Tautre sur le premier.

Pour démontrer ce théoréme et le suivant, je regarderai
comme connues ces propositions d’arithmétique : 1° Le carré
de la somme de deux mombres est égal & la somme des carrés de
ces nombres et du double de leur produit;

9° Le carré dela différence de deux nombres est égal a U excés

de la somme de leurs carrés sur le

] B
: double de leur produit.
\ \ Soit ABG un triangle dans lequel
/ le coté AB est opposé & I'angle ai-

S ATTTRTE AT ® gy (. De lextrémité B de ce colé
jabaisse la perpendiculaire BD sur le coté opposé AG; celle
ligne se trouve & Iintérieur ou lextéricur du {riangle, selon
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que Vangle BAC est aigu ou obtus. Dans les deux cas, le
triangle ABD est rectangle et donne (II) :

AB*= BD*—- AD2. _
Sil'angle BAC est aigu, la ligne droite AD égale la différencs -
i = AG—DC du cbté AC et de la pro. -

jection DG de I'autre coté BC sup
AG; au contraire, si I'angle BAC es|
obtus, la ligne AD égale DG — A,

5 Dot At ¢ puisque la projection de BC e

plus grande que: AC: Mais," dans 'une et I'autre hypothése

le carré de AD égale AC* +DC*— 2 AC ><DC; on a donc:
AB*=BD*+ AC*+DC* — 2AC >< DC,

quelle que soit la grandeur de I'angle BAC. En remarqnant

que le triangle BCD est rectangle; et remplacant BD*~+ DC? par

B(? dans la valeur précédente de AB?, on: trouve enfin

AB*=B(*++ AC*—2A6><DC.

]

THEOREME, 1V

Dans tout triangle,, le carré d'un cété opposé & un angle
obtus est égal & la.somme des carrés des deux autres cdtés, aug
mentée de deuw fois le produit d'un de ces cdtés par la projeq-

p lion de l'autre sur le premier.

; Soit ABC un triangle dans lequel le coté AB
est opposé & l'angle obtus. ACB; de I'extré-
|~ mité B de ce colé jabaisse la perpendicu-

4 & D laire BD sur le colé opposé AC, et, commele
triangle ABD est rectangle, j'en conclus que (II)
AB*=BID? - AD*.

Mais la ligne droite AD égale la somme AC +CD du cété AC
et de la projection CD de l'autre coté BC sur AC, puisquée la
perpendiculaire BD se trouve hors du triangle ABC. Le carré
de AD égale done

AC*+CD*+2AC><CD,
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j'ai par conséquent,
AB*=BD*<-AC* 4 CD* +- 2AC=:CD.
En remarquant que le triangle BCD est

rectangle, et remplacant BD* + CD* par B(?
dans la valeur précédente de AB?, je

trouve enfin
AB2 — B2+ AC2 4~ 2AC ><CD.

Conortame. — Ilrésulte des trois théorémesprécédents quun
angle dun triangle ne peut élre aigu, droit ow obtus, sans que
le carré du coté opposé soit plus petit quela.somme des carrés
des deux aulres cotés, éqgal o celte somme, ouplus grand.

Lorsque les mesures des trois cotés d'un triangle sont don-
nées, les théorémes qui précédent servent & calculer la pro-
jection d'un coté sur 'un des deuxautres et, par suite, la lon-
gueur de la perpendiculaire abaissée d'un sommet sur le
colé opposé. Par exemple, soit & caleuler la hauteur BD du
trigngle ABC, dans lequel on a AB = 4, BC = 3" el AC= 2".
On remarque d’abord quel'angle ACB opposé & AB.est obtus,
parce que le carré de AB; ou 16, est plus grand que la
somme des carrés de BC et AC, ou 9~ 4. On a done Pégalité

AB*=B(* 4 AC*+-2AC >< (D,
c'est-a-dire
16 =9+ 4+ 4><CD;
on en conclut :

_ 16—13

CD 7

=08, 75.

Cela posé, le triangle rectangle BCD donne (ID
BD*= BC*— CD?,
C'est-a-dire
BD?=9—0,5625 = 8,4575;
par conséquent, on a
BD= /8,4575=2",905

i moins d'un demi-millimétre.
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THEOREME V

La somme des carrés de deux cdtés d'un triangle estégalej
deux fois la somme des carrés de la moitié du troisiéme cbté ¢
de la droite qui joint le milieu de ce cdté au sommet oppos,

Soit M le milieu du cété AB du triangle ABC; la droit

‘_ CM partage ce triangle en deux autres AC)|
i BCM dont les angles adjacents AMC, BMC s
ﬁl supplémentaires.Du sommet C, opposé au cili
AB, j’abaisse la perpendiculaire CD sur cell
droite, et je fais remarquer que le coté ACd
triangle ACM est opposé a I'angle obtus AMC ; par conséquent,
jai I'égalité (IV).
AC: = AM2+ CM®+ 2 AM ><MD.
Le coté BC du triangle BCM étant opposé & I’angle aigu BM(,
j'ai aussi I'égalité (III)
BC* = BM* + CM* — 2 BM >< MD.
J'ajoute ces égalités membre & membre : comme la droite Bl
est égale & AM, je trouve, toute réduction faite,
AC* + BC*=2AM® + 2CM?;
ce qui démontre le théoréme énoncé.

Remarque. Ce théoréme sert i calculer la longueur del
droite qui joint le sommet d’un triangle au milieu du coté op
posé, lorsqu’on connait les mesures des trois c6tés. On donn
ordinairement & cette droite le nom de médiane du triangle.

A M D B

THEOREME VI

Si, d’un point A pris dans le plan d'un cercle, on méne de
sécantes, le produit des distances de ce poill

b B . s 3
f aux deux intersections de chaque sécante avei

é E la circonférence est constant.

g Le point donné A peut étre & l'intérieur o
a I'extérieur du cercle. Je le suppose d'abor

a 'intérieur, et je méne de ce point deux lignes droites quel

conquesAB, AD, quicoupent la circonférence, I'une aux point
D et E, I'autre aux points Bet C; e tire ensuite les corde
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BE. CD. Les triangles ABE, ACD, sont semblables (21, II); car
leurs angles BAE, DAC sont opposés au som-
met, et leurs angles ABE, ADC, sont inscrits
dansle méme segment decercle CDBE (15,1V).
La comparaison des ¢otés homologues de ceg
deux triangles semblables conduit & I'égalité

suivante :
AB AE:
AD AC’
il en résulle que
: AB><AC=AD><AE,
¢'est-a-dire que le produit des distances du point A aux deux
points B et G ot la droile AB coupe la circonférence est égal
au produit des distances du méme point A aux deux points
d'intersection D, I de la méme circonférence et de toute
aulre sécante AD. _

Soit, en second lieu, le point A situé hors du cercle ; je méne
les sécantes AC, AE, qui rencontrent la circon-
férence, 'une aux points D et E, 'antre aux
points B el C; je lire ensuite les cordes BE et CD.
Les triangles ABE, ACD sont semblables; car ils
ont I'angle A commun, et leurs angles AED, ACD
sont égaux comme inscrits dans le méme seg-
" ment de cercle BCED (15, IV). En comparant
les colés homologues de ces triangles, j'ai l'égalité

AR AE
AD— AC’
et j'en conclus la suivante
AB><AC = AD3<AE,
qni démontre le théoréme énoncé.
Remarque. Les segments AB, AC dé la sécante AC sont

inversement proportionnels aux segments AD, AE de I'aulre
stcante AE.

THEOREME VII

Si d'un point A situé lors d'un cercle on méne une tangente
AB & ce cercle et une séeante quelconque AD, la tangente est

AM. — ELEM. 8
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moyenne proportionnelle entre la séeante et sa partie exté-
rieure AG. _

(e théoréme est une conséquence évidente du théoréme pré-
cédent, car la tangente AB peut étre considérée comme une sé-
canle dont les deux poinis d’intersection avec
la circonférence coincident. On peut aussile
démontrer directement de la maniére sui-
vante: je joins, par les cordes BC et BD, le
point de contact B de la tangente aux points
C et D ou la sécante coupe la circonférence.
Les triangles ABC, ABD, sont semblables, car
ils ont 'angle A commun, etleurs angles ABC, ADB sont égaux,
puisqu’ils sont mesurés par la moitié du méme arc BG com-
pris entre leurs cotés (15, 1V); il en résulte que

AD AB

AR AC’
c'est-a-dire que la tangente AB est moyenne proportionnelle
entre la sécante AD et sa parlie extérieure AC.

THEOREME VIIX
Lorsque deux lignes droites AD, BC, prolongées s'il est néces-
saire, se coupent enun point £ tel que U'on ait

AE ><DE = BE ><CE,

leurs extremités A, D, B et G sont situées sur lo
méme circonference.

En divisant les deux membres de I'égalité
AE ><DE ="BE >< CE
par le produit BE ><DE, on a:
AE CE
BE  DE’
les triangles ACE, BDE, qui ont par suite un angle commun &
compris entre cotés proportionnels, sont semblables (21, ill),

et leurs angles homologues CAE,DBE sont égaux. Dés lors,
I'on déerit sur la ligne droite €D un segment de cercle ca
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pable de I'angle CAD, I'arc de ce segment passera par le som-
met B ; les quatre points A, B, C, D sont donc situés sur la
méme circonférence.

PROBLEMES NUMERIQUES

1. Deux cercles dont les rayons ont respectivement 02,5 et
1™ 5 de longueur, se coupent de telle facon que les tangentes.
menées par l'un des points d’'intersection sont perpendicu-
laires. On demande la distance de leurs centres.

2. Les rayons de deux cercles concentriques ont 36™ et 20™
de longueur; dans le grand cercle on méne une corde tan-
genle au petit; calculer la longucur de cetie corde.

5. Les cdtés de I'angle droit d'un {riangle rectangle sont
égaux 4 16™ et 24™. On demande de calculer les projections.
des colés de 'angle droit sur I'hypoténuse et la distance du
sommet de cet angle au coté opposé.

4. Calculer les hauteurs, les médianes et les bissectrices du
{riangle dont les cotés sont égaux & 16™, 25™ et 39™.

5. Calculer la longueur de la corde commune 4 deux cercles.
dont les rayons ont 12" et 15™ de longueur, en sachant que
la distance de leurs centres est de 13™.

PROBLEMES GRAPHIQUES

1. Si d’un point pris dans le plan d’un cercle on tire deux
sécantes perpendiculaires 'une & I'autre, la somme des carrés
des distances de ce point aux qualre points d'intersection de
la circonférence et des sécantes est constante.

2. Le lieu géométrique du point, tel que la somme des carrés
de ses distances & deux points fises soit constante, esl une
circonférence dont le centre coincide avec le milieu de Ia
ligne droite qui joint les deux points fixes.

5. La différence des carrés de deux cotés d’un triangle est
égale & denx fois le produit du troisiéme coté par la projection
de la médiane de ce dernier coté sur sa direction,

Lelieu géométrique du point, tel que la différence des carrés
de ses distances &4 deux points fixes soit constante, est une
ligne droite perpendiculaire & celle qui joint les points fixes.
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4. Tracer par deux points donnés une circonférence qui di-
vise en deux parties égales une circonférence donnée.

5. Décrire une circonférence qui passe par deux points
Yonnés et touche une ligne droite donnée.

6. Tracer, par un point donné, une circonférence qui touche
deux lignes droites données.

7. Le lieu géométrique du point, tel que les tangentes me-
nées de ce point 4 deux cercles donnés soient égales, est une
perpendiculaire a la ligne droite qui joint les centres. — Ce
lieu est connu sous le nom d'aze radical des deux cercles.

8.Les axes radicaux de trois cercles considérés deux & deux
concourent au méme point, qu’on appelle centre radical des
trois cercles.

9. Tracer, par deux points donnés, un cercle qui touche
une ligne droite ou un cercle donné.

10. Quel est le lieu géomélrique des centres des cercles qui
coupent orthogonalement. ¢'est-d-dire sous un angle droit,
deux cercles donnés?

Tous les cercles gui coupent orthogonalement deux cercles
donnés ont un mwéme axe radical.

11. Trouver surla droite qui jointles centres de deux cercles
deux points, tels que le produit de leurs distances au centre
de chaque cercle soit égal au carré du rayon de ce cercle.

12. Décrire une circonférence qui coupe orthogonalement
trois circonférences données.

13. Un point A, une ligne droite et un cercle ¢lant donnés,
trouver sur la droite un point B tel que la tangente au cercle,
menee par ce point, soit égale a la distance BA.

14. 8i, d'un point de I'axe radical de deux cercles, on méne
des tangentes 4 deux autres cercles conceniriques aux pre-
miers, la différence des carrés de ces tangentes est conslante.

15. Lus eercles décrits sur les diagonales d un trapéze comme
diamétres ont une corde commune, qui passe par lintersec-
tion des cdlés non paiulleles du trapéze.

16. Si unangle droit tourne autour deson sa:nmet, supposé
fixe, quelestle lien géométriquedes milieux des cordesdesarcs
qu'il intercepte sur une circonférence située dans son plan?
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Prosramie. — Diviser une ligiic droite en parties égales ou en parties propor-
tionnelles & des lignes données. — Trouver une quatriéme proportionnelle 3
trois lignes, une moyenne proportionnelle 4 deux lignes. — Conslruire, sar
une dreite donnée, un polygone: semblable & un polygone donné.

PROBLEME I

Diviser une ligne droite en un certain nombre de parties
éqales. ,

Soit & diviser la ligne droite A en cing parties égales ; je
prends sur le coté BC d'un angle quelconque BCD la lon-
gueur CE égale 4 A, et je porte cing fois
de suite sur l'autre coté CD une longueur
arhitraire CF. Soient G le quatriéme point
de division et H le cinquiéme ; je lire la
droite EH, & laquelle je méne par le point
G la parallele GK.

La droite GK divise les deux edtés CE, CH,
du triangle CEH en segments proportion-
nels (20, I), puisqu’elle est paralléle au troisiéme coté. Or, le
segment GH est, par hypothése, un cinquiéme du coté CIT; donc
le segment EX est aussi un cinquiéme du ¢oté CE, ou dela ligne
droite A. Pour diviser A en cinq parlies égnles, il suffit dés lors
de porter cing fois de suite la longueur EK sur cette ligne.

Attt

PROBLEME II

Diviser une ligne droite A en parties proportionnelles & des
longueurs données B, G, D.
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Je prends sur le coté [0 d’un angle

p—_
LheE quelconque OER la longueur EF égale
D = a A, et sur l'autre coté ER les longueurs

A EE, KII, G, égales respectivement aux
: lignes données B, C, D. Je tire ensuite la

¢ droite TG, & laquelle je méne les paral-
/‘” \ 1les HL, KM, par les points H el K.

: "\ Ces paralléles divisent la ligne droite
/ EF, ou A (20, I, c), en segments propor-
. \‘" tionnels aux lignes EK, KH et HG, c'est-

N 3.dire aux lignes données B, G et D.

PROBLEME III
Construire la quatriéme proportionnelle & trois lignes droites
Jdonnées A, B, C. : :
¢ Je prends sur le colé DE d’un angle quel-
$———— conque EDG les longueurs DE, DF, égales
p respectivement aux lignes données A, B, et
sur Vautre cdté la longueur DG égale & C. Je
. tire ensuile la ligne droite EG, & laquelle je
4 {  méne par le point F la paralléle FII. La ligne
7 \ droite DII est la quatricme proportionnelle
demandée ; car, FII étant paralléle a EG, on a (20,1)

15
/-

DE DG
DF— DI’
¢'est-d-dire
A G
B DIl

Remiarque. Si les lignes B el C 6taient égales, DH serait
la troisiéme proportionnelle aux deux lignes A et B.

PROBLEME 1V

el Construire lamoyenne proportionnelle entre
F deua lignes données A et B.

Je prends, sur une droite indéfinie, fes lon-

; : gueurs CD, DE, bgales respectivement aux

& w0 E lignes donnces A et B; je décris ensuite une
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demi-circonférence surCE comme diamétre, j'éléve parlepoint

s D une perpendiculaire sur CF, et je la pro-

Ao R longe jusqu’au point F ou elle rencontre la
circonférence.

Cette perpendiculaire est laligne deman-
¢ u v E dée, car elle est moyenne proportionnelle
(93, 1, ¢) entre les deux segments CD, DE, du diamétre CE,
cest-a-dire entre les deux lignes données A et B.

Remarque. La moyenne proportionnelle DF enire deux
lignes inégales CD, DE est moindre que leur demi-somme MF.

PROBLEME V.

Construire les deux points conjuqués qui divisent une ligne
droite AB en segments proportionnels & deux
longueurs données m et n.

Je méne par I'extrémité A de AB une
droite quelconque AC égale a m, et par
I'aulre extrémité B une paralléle & AC, sur
laquelle je prends de chaque colé du point
B les longueurs BD, BE, égales & n. Je tire
ensuite les droites CD, CE, qui renconfrent
AB aux points F, G, et la divisent en seg-
menls proporlionnels aux lignesm et n.

En effet, les droites AC, EB, étant paral.
léles, les triangles ACG, BEG sont semblables (21, II) et leurs
cotés sont proportionnels, de sorte que :

GA AC

GB~ BE
Comme les triangles ACF, BDF sont aussi semblables pour la
méme raison, on a

T —

n——i

FA AC
B~ BD’
et, par suite, a cause de I’égalité des lignes BD, BE :
GA_TA_m
GB  FB =’
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PROBLEME VI

Construire deux lignes droites dont la somme et le produit
soient donnés. :
Soit BC la somme des deux lignes demandées dont le produit
g égale le carré de la ligne droite donnée A ; je
by B e, GECTISUNE demi-circonférence sur BC comme
7% 7‘3 diamétre, j’éléve par le point B la perpendicu-
[ L laire BD sur ce diamétre et je prends sur cetle

. . © ligne une longueur BD égale 4 A. Jeméne en-
suite par le point D et parallelement & BC la droite DE qui
coupe la circonférence aux deux points E et F.

La sécante DF et sa partie extérieure DE sont les deux lignes *
cherchées : en effet, leur produit égale le carré de la tangente
BD, ou A*(23,1, c), et pour démontrer que leur somme égale
BC, il suffit de remarquer que la perpendiculaire OM, abaissée
du centre O sur la sécante, divisela corde EF en deux parties
égales ; car la somme DE + DF est égale au double de MD ou
du rayon OB, c'est-a-dire qu’elle est égale au diamétre BC.

Remarque. La droite DE ne rencontre la circonférence
quautant que la longueur BD n’est pas plus grande que le
rayon. Le probléme proposén'est done possible quesi la droite
donnée A est moindre que la moilié de lasomme BG, ou égale
au plus & cette moitié.

PROBLEME VII

Construire deux lignes droites dont la différence et le pro-
duit soient donneés.

Soit BC la différence des deux lignes droites

f demandées dont le produit égale le carré de

L
I\
" >FC la ligne donnée A: je décris une circonfé-

. rence sur BC comme diamélre, j'éléve par le

- gl

!i\/ point B la perpendiculaire BE sur ce diamétre,

¢ et je prends sur celle ligne une longueur BE

égale & A. Je tire ensuife la sécanle EG par le point E et le
cenire D de la circonférence.
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(etie sécante et sa parlie extérieure EF sont les deuxlignes
droites cherchées ; car leur différence FG est égale & BC, et
Jeur produit égal & BE?, ou & A* (23, VII).

PROBLEME VIII

Diviser une ligne droite AB en moyenne et extréme raison,
Bibiic A ¢ c'est-a-direendeuxparties

e it
@Rm AC, BC, telles que la plus
5o ) grande AC soit moyenne
‘\j proportionnelle entrel’au-
tre partie BC et la ligne enticre AB.
Je suppose le probléme résolu : soit Cle point demandé ;
jai dés lors :

AB  AC
AC BC
En appliquant & cette égalité une propriété connue des rap-
ports égaux, j’en déduis
AB+AC _AB,
AC+BC™ AC
or, la droite AB est égale a la somme des lignes AC,BG, done
(AB+AC) AC=AB*.
Cette nouvelle égalité montre que pour avoir le point G, il faut
construire deux lignes droites AB + AC,AC, dont la différence
soit égale 4 AB et le produit égal & AB*; puis prendre sur
AB, & partir du point A, une longueur ¢égale & la plus petite
de ces deux lignes. De la résulte cette construction :

Téléve par le point B, sur ladroite AB, la perpendiculaire
BO égale & la moitié de AB; je décris, du point O comme cen-
tre, une circonférence de cercle avec le rayon OB, et je tirela
sécante AE par le point A el le centre du cercle. La sécanle
enliére AE el sa partie extérieure AD sont les deux lignes dont
la différence est égale & AB et le produit égal & AB* (20, VII).
~ En prenant dés lors sur AB une longueur AC égale 4laligne AD,
J'aurai le point C qui divise AB en moyenne et extréme raison.

CoroLrare. — Si je désigne par @ la longueur de la droite
AB, J'ai dans le triangle rectangle AOB:
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- AO? =AB B0,

2 2
A0*=a? + 2 a_;a_
Or, AC est égale a AO —BO, donc
w5 o« iy N5=1)
T o NE oo D vl
RN
Fautre segment BC de la droite AB est égal & ‘?(:’_Qn@

AC =

Remarque. Le probléme précédent n’est qu'un cas parti-
culier de celui-ci : Surla droite qui passe par deux points don-
. nés A et B, trowver un point C tel que sa distance au point A
s0il moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et l
ligne AB.

;
I ¢ A ¢

$—

E

Le point G, donné par la construction précédente, satisfail
¢videmment aux conditions de ce nouvel énoncé ; mais il existe
sur l'undes prolongements dela droite AB unautre point jouis

sant de la méme propriété. Ce point n'est pas a la gauche
du point B, puisque sa dislance au point A ne peut étre A la fois
plus grande que sa distance au point B et que la longueur AB;
il faut done le chercher a la droite du point A. Soit €’ sa posi-
tion; on a dés lors
BC' A
AC T AB
et, par suite,
BC'-—AC"  ACY
AC—AB ~— AB
Or, la droite AB est égale & la différence des deux lignes B('
et ACY, donc

(AC’ — AB) AC’= AB®.
CGetle égalité montre que pour avoir le point ¢, il faut cou-
struire, comme dans le probléme précédent, deux ligne
droites AC’—AB, AC, dont la différence soit égale a AB, ¢
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le produit ¢gal & AB?, puis prendre sur AB, 4 la droite du
point A, une longueur égale & la plus grande de ces deux
lignes, c’est-&-dire égale & la sécanle AE.

Le nouveau probléme a donc deux solutions qu’on obtient
par la méme construetion, puisque la différence des deux in-
connues AC” et AC est égale & AB et leur produit ¢gal & AB?.
En désignant, comme dans le corollaire précédent, la lon-
gueur AB par a, on trouve

G a(] -:|)—— \/5)
ct =
BC,:(L(ZI-;\/EI).

Les expressions des segments AC, BC, AC/, BC’ sont utiles a
connaitre, parce qu'on les trouve souvent dans la résolution
des problémes.

PROBLEME IX

GConstruire sur une ligne droite donnée un triangle ou un
polygone semblable a un triangle ow 4 un

polygone donné.
1° Pourconsiruire surlaligne droite abun
triangle semblable au {riangle ABC, je sup-
A
a
D

B pose ab homologue au coté AB, et je fais
Tangle bac égal & BAC, I'angle abe égal
2 ABC. Le triangle abc est semblable au
triangle ABC (21, II), puisqu’ils ont deux
angles égaux chacun a chacun.

- 9°Soit i construire surlaligne droite de un
polygone semblable au polygone DEFGI; je
\\i/ suppose celte ligne homologue au coté DE, et

¢ jedécomposeentrianglesle polygoneDEFGH,
i en menant du sommet D les diagonales DF,

: DG. Je fais ensuite sur de le triangle def sem-
d @ blable au triangle DEF, puis sur df le triangle
i

G
c
b
E
(7

dfy semblable au triangle DFG, et enfin sur
R dgletriangle dgh semblable au triangle DGH.
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Le polygone defgh est semblable au polygone DEFGH; ca
ils sont composés d’un méme nombre de triangles semblablg
et semblablement placés (22, VILI).

PROBLEME X

Mener une tangente commune @ deux cercles.

Déterminez les centres de similitude 0, 0" des deux cercles,
en divisant la distance d

A leurs centres en segmenl

T proportionnels aux rayons

e e
\{ *W“(W_f 5~ CA, B (V); menez ensuit
/ o par chacun des points 0, (f
les tangentes au cercle (,
Cesdroiles toucherontauss
Vaulre cercle (' : car les points E, £’ dans lesquels I'une de
ces droites, par exemple la tangente OE, rencontre les deux cir
conférences, étant homologues, les rayons CE, (/Ii sont paral
1¢les, et la droite OE, perpendiculaire sur CE par hypothése,
est aussi perpendiculaire sur C’E’ ; les deux cercles G, € onl
donc la méme tangente OE. On ferait la méme démonsiration
pour les autres droites.

Scolie. Ce probléme a quatre solutions, lorsque les deu
cercles sont extéricurs I'un a I'auire, puisque les deux centres
de similitude O et 0’ sont alors extérieurs au cercle C. 11 a trois
solutions, lorsque les deux cercles se touchent extérieure
ment; deux s'ils sont sécanls, et une seule s'ils se touchen
intérieurement. — Ces résultats sont identiques a ceux qu'on
a trouvés précédemment (18, VII).

PROBLEMES

4. D’un point pris dans le plan d'un angle, tracer une ligne
droite qui soit divisée dans un rapport donné par ce pointel
les colés de l'angle prolongés au dela du sommet s'il est né
oessaire.

2. D’un point pris dans le plan d’un angle, tracer uneligne
droite qui soit divisée par ce point et les cotés de I'angle en
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deux segments dont le produit égalele carré d'une ligne
donnée.

3. Inscrire dans un cercle un triangle tel que ses cotés,
pmlongés s'il est nécessaire, passent par deux points donnés
A, B, et interceptent sur la circonférence un arc dontla corde
soit paralléle & la droite AB.

4. De Pextrémité A du diamétre AB d'un cercle, tracer une
secante telle que la somme ou la différence des dislances du
point A aux deux points dans lesquels cette sécante coupe le
cercle et la tangente, menée & lautre extrémité B du dia-
nétre AB, soit égale A une ligne donnée.

5 Construire un polygone qui soit semblable & un polygone
donné, et dont le périmétre ait une longueur donnce.

6. Construire un parallélogramme qui soit semblable 2 un

parallélogramme donné, et dont les colés coupent une ligne,

droite donnée en quatre points donnés.

7. Mener, par deux points donnés, deux paralléles formant
avec deux paralléles données un parallélogramme dontles co-
{és soient proportionnels & deux lignes m et n.

8. Tracer sur le plan d’un triangle une ligne droite, telle
que les distances des sommets de ce triangle & celle droite
soient proportionnelles a des lignes donnees m, n, p.

9. Tracer deux cercles qui soient tangents I'un & I'autre et
touchent une ligne droite en deux points donnés, la somme ou
la différence de leurs rayons étant égale a une liene donnée.

SCDLYON 1




VINGT- SEPTIEME LEGON

Proerasue. — Polygones réguliers. — Tout polygone régulier peut étre insu
et circonserit 4 un cercle.— Le rapport des périmétres de deux polygom
réguliers, d'un méme nombre de colés, est le méme que celui des raye
des cercles circonscrits®. — Le rapport d'une circonférence 4 son diamil
est un nombre constant.

DEFINITIONS

1. On appelle polygone réyulier lout polygone, convexe
concave, qui a ses colés ¢gaux et ses angles égaux. Le triang
équilatéral et le carré sont des polygones réguliers.

2. Un polygone est inscrit dans un cercle lorsque tous s
sommels se (rouvent sur la circonférence de ce cercle. Ré:
proguement, on dit que le cerele est circenser it au polygont

Un polygone est circonscrita un cercle, lorsque tous ses cilé
i sont tangents & la circonférence de ce cercle. On dit alm
| que le cercle est inscrit dans le polygone.

3. On appelle limite d'une grandeur variable une grandeu
fixe, de laquelle la grandeur variable peut approcher indéfii
ment sans pouvoir I'égaler. 3

i THEOREME 1
Tout polygone régulier ABCD..... peut étre inscrit dans I

cevele ef lw élre circonscrit.

* La longueur de la circonférence du cercle sera considérée, sans démonsit
tion, comme la limite vers laquelle tend le périmétre d'un polygone inserl
dans cette courbe, & mesure que ses cdtés diminuent indéliniment.
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Je dis: 1° que la circonférence tracée par trois sommets
conséeulifs A, B, C passe par le sommet suivant D.

Par les milieux Ket L des cotés AB, BC du polygone, j'éléve
; . des perpendiculaires sur AB et BC; ces per-

pendiculaires se coupentau point 0, qui est

le centre de la circonférence déterminée

ppar les trois sommets A, B et C. Pour dé-
/ montrer que la droite OD esl égale au
rayon OA decette circonférence, je super-
pose les deux quadrilatéres OLBA, OLCD,
en pliant la figure suivant la droite OL; comme les angles
droits OLB, OLC sont égaux, le coté LC prend la direction
deLB, et le point C s’applique sur le point B, puisque L est le
milien du coté BC. Pareillement, les angles LCD, LBA du poly-
gone régulier étant égaux, ainsi que ses cotés CD, BA, la droite
CD prend la direction de BA, etle point D se place sur le
pointA. Or, les droites OD,04, dont les extrémités coincident,
sont égales ; donc la circonférence déerite du point O comme
centre, avee le rayon OA, passe par le sommet D.

Je prouverais de méme que celte circonférence passe par
les autres sommets du polygone ABCD....: ce polygone ré-
gulier peut donc étre inscril dans un cercle.

9 Les coOlés AB, BG, ete., du polygone ABC.... étant des
cordes égales du cercle circonscrit, les perpendiculaires
0K, OL, etc., abaissées du centre O sur ces cordes, sont
aussi égales (13, I); la circonférence décrite du point O
comme cenire, avec le rayon OK, passe dés lors par les milieux
K, L, etc., des cOtés- AB, BC, ele., et est tangente & chacune
de ces lignes (15, II). Par conséquent, le polygone régulier
ABC.... peut élre circonscrit a un cercle.

Remarque. Le point O, qui estala foisle centre des cercles
inserit et circonscrit, se nomme centre du polygone régulier.

On désigne sous le nom de rayon et d’apothéme du poly-
gone régulier le rayon du cercle circonserit et celui du cercle
Inscrit.

On appelle angle au centre du polygone régulier Pangle de
deusrayons conséculifs OA,0B. Les angles aucentre sont égaux,
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puisqu’ils interceptent des arcs égaux (15, I) sur la circon-
ference circonserite; le rapport de chacun de ces anglesi

, . i o 2
I'ange droit est donc égal a (E)’ n élant le nombre des cotis

du polygone régulier supposé convexe.

THEOREME I

Si L'on partage une circonférence en un nombre quelconque
& arcs égaux AB, BC, CD, etc., 1° les cordes de ces ares forment
un polygone régulier convexe, inscrit dans la circonférence.

9 Les tangentes, menées par les points de division, forment
aussi un polygone régulier convexe, circonscrit & la circonfé-
rence.

1° Les ares AB, BC, CD, elc., étant égaux, leurs cordes sont
égales (11, 1IT), et le polygone inscrit ABC.. a ses cotes egaux,
Je dis que ses angles sont égaux aussi: en

4 L. clfet I'angle inscrit ABG a pour mesure
/ 0 (15, IV) la moiti¢ de la somme des arcs AL,
{ 4{ DC, compris entre ses cdlés; I'angle inscrit

/¢ BCD a de mémé pour mesure la moitié de

<>  |a somme des arcs BA, AD, compris enire

ses colés. Or, les arcs DG et BA sont égaux ; doncl'angle ABC

est égal & I'angle BCD. Je démontrerais pareillement I'égalilé

des autres angles du polygone inscrit ABCD...., qui est dés
lors régulier.

90 Le polygone EFG..., formé par les tangentes mences al
circonférence par les points A, B, C, etc., est aussi régulier. En
effet, je remarque d'abord que chacun des triangles EAB, FBC,
elc., est isocéle, puisque les tangentes menées a un cercle par
un point extérieursont égales (19,VI); etje dis que ces triangles
sontégaux, parce qu'ilsont un cdlé ¢galadjacent a deux angles
égaux chacun  chacun. Soient, par exemple, les deux triangles
EAB, GCD : leurs colés AB, CD sont égaux par suite de Uhypo-
thése ; angle EAB, qui a pour mesure la moiti¢ de l'arc AD
{15,1V, c), est égal a I'angle GCD mesuré par la moitié de P'arc
CD. 1l en est de méme des angles EBA, GDC; donc les triangles
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EAB, GCD sont égaux. De la résultent: 1° I'égalité des angles

E, F, G, etc., du polygone; 2° I'égalité des langentes EB, FB,

FC, GC, etc., et, par suite, celle des cotés EF, FG, etc., du po-
lygone qui est dés lors régulier.

Corornaire. — Lorsqu’on divise une circonférence en un eer-

tainnombre departies éqgales AB, BC,etc., en dix par exemple,

et qu'a partir de A, on joint les points de

division de n en n par des lignes droites, n

w~ étant un nombre entier moindre que la moi-

% (e tié de 10, on forme un polygone réqulier

\ \_\T concave de 10 cités, sin est premieravec 0.

V2 / ¢ Mais, lorsque les nombres n et 10 ne sont

S pas premiers enire cuw, et que d est leur

plus grand commun diviseur, le polygone régulier, ainsi cons-

SrEc, A0t Sor
fruit, n'a quei cotes.

Je suppose d’abord n égal & 3 et, par suite, premier avec
10; je joins dés lors, de trois en trois, a partir de A, les dix
points A, B, G, D, etc., quldmsent la circonférence en dm par-
ties égales, ¢ esl,-a dire que je prends, & la suite les uns des au-
tres, des arcs égaux 4 'arc AD qui représente les trois dixiémes
delacirconférence, et je tire les cordes de cesarcs. Comme les
deux nombres 3 et 10 sont premiers entre eux, leur plus petit
commun multiple est égal 4 3><10 ou 30 ; par conséquent la
somme de 10 arcs égaux a AD égale 3 fois la longueur dela cir-
conférence, et c'est le plus pelit mulliplede I’arc AD qui con-
tienne un nombre exact de fois la circonférence. Les cordes
deces 10 arcs forment dés lors une ligne polygonale fermce,
puisqu'elle commence au point A et se termine 4 ce point.
Cette ligne a dix cotés et, par suite, dix sommels qui ne sont
autres que les dix points de division de la circonférence ; elle
forme donc un décagone régulier concave, car ses cdlés sont
éyidemment égaux, ainsi que ses angles, et chacun de ses

Otés traverse sa surface.

Je suppose en second lieu n égal & 4, nombre qui n'est pas
premier avec 10, c’est-4-dire que je joins de quatre en quatre
les dix points de division de la circonférence. Je reviens alors

AM,— ELEWM, 9

*

SCD LYON 1




130 GEOMETRIE.

au point de départ A, aprés avoir tracé les cordesde 5 arcs con-
sécutifs, égaux a I'arc AE qui représente les quatre dixiémes
de la circonférence ; car la somme de ces 5 arcs égale 9 fois

les% dela circonférence ou 2 fois la longueur de cetie courbe.

Le polygone régulier concave formé de cetle maniére n’a donc
que 5 cotés, c’est-d-dire autant qu'ily a d'unités dans le quo-
tient du nombre 10 par le plus grand commun diviseur 2
des nombres 10 et 4.

On a donné le nom de polygone étoiléa tout polygone régu-
lier concave, & cause de sa forme. Il ya un seul penfagone
étoils, trois heptagones étoilés, un seul oclogone étoile, un
seul décagone étoilé, elc.

Remarque. Si V'oninscrit dans un cercle donné un poly-
gone régulier convexe, parexem ple un hexagone, et ensuite les

polygonesréguliers dont le nombre des colés

/ est de deux en deux fois plus grand, c’est-a-
1) dire les polygonesde 12, 24, 48, elc., colés;

les périmétres de ces polygones vonten crois-
/ sant, tout en restant moindres que la circon-

térence dans laquelleils sont inscrits et dont
2 : ils s’approchent indéfiniment. Il en est de
méme de leurs surfaces qui différent de moins en moins du
cercle. On exprime ces faits en disant que la circonférence etle
cercle sont les limites vers lesquelles tendent le périmélre el
lu surface d'un polygone régulier inscrit dont le nombre des cotés
augmente indéfiniment; et d’aprés le programme, on regarde
comme acquise au cercle, ou o sa circonférence, toule pro-
priété démontrée pour la surface ou le périmélre d’un polygone
réqulier, indépendamment du nombre et de la grandeur de se

chtés.

THEOREME III

4o Deux polygones réquliers qui ont le méme nombre de cotés
-ont semblables. : ‘

9 Le rapport des périmdtres de ces polygones est le méme
que celui de leurs rayons ou de leurs apothémes.
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Soient les hexagonesréguliersABC..., AB'C'..;je dis1°qu'ils
sontsemblables.

En effet, lasomme des angles de 1'hexagone ABC égale 2>< 4
3 ou 8 angles droits (9,1V); par

B' suite, chaque angle de ce poly-

¢ gone régulier égale lesg d’'unan-
S gle droit. Il en est de méme de

D chacun des angles de I'hexagone

 régulier A’B'C’; les polygones ABC, AB’C’ ont donclesangles
égaux chacun a chacun. De plus, leurs cotés sont proportion-

AN By
(H

B BC s ey
N etc., sont identiques d’aprés

I'hypothése ; par conséquent, ces polygones sont semblables.

90 Soient O et 0’ les cenires des hexagones ABC, A'B'CY; je
tire les rayons OA, OB, 0’A’, OB, etles apothémes OM, O'M".
Ces polygones étant semblables, leurs périmétres sont propor-
tionnels & deux cotés homologues quelconques, par exemple
AB, A’B"(21,1X). Or, les triangles isoc¢les OAB, O’A’B’ ont les
angles 0,0’ égaux et compris entre cOtés proportionnels ; done
ils sont semblables (21, 111), et le rapport de AB & A’B’ égale ce-
lui de 0A & 0’A’. Les périmétres ABC, A’B'CY sont par suite
proportionnels aux rayons OA, O'A’.

Enfin, les triangles rectangles OAM, O’A’M’, dont les angles
aigus AOM, A’0'M’ sont égaux comme moiliés des angles au
centre égaux AOB, A’0’B’, sont semblables (21, II), et le rap-
port des rayons OA, 0’A’ égale celui des apothémes OM, O'M'.
Donc les périmélres ABC, A’B'C’ sont aussi proportionnels
aux apothémes OM, O'M’.

' nels, car les rapports

THEOREME IV

Deux circonférences sont proportionnelles & leurs rayons.

Pinscris, dansdeux circonférencesdontlesrayons sont Retr,
deux polygones réguliers ayant le méme nombre de cotés, par
exemple deux hexagones; le rapport des périmétres de ces
polygonesest égal i celui de leurs rayons R et r (II1). Sij'inscris
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152 GEOMETRIE.
ensuitelespolygones réguliers dontlenombredescotés est deux
fois plus grand, ¢’est-a-dire les polygones de 12 cotés, le rap-
: port de leurs périmétres
est aussi égal & ¢elul des
rayons R et r. Cette rela-
! tion entre les périmétres
des polygones réguliers,
semblables et inserits dans
les circonférences données,
a done lieu, quels que soient le nombre et la grandeur de
leurs cotés; par conséquent, elle existe aussi pour les limites
de ces périmétres, Cest-d-dire que le rapport des deux
civconférences R et r est le méme que celui de leurs rayons.

Conouzame I. — Le rapport d'une circonférence & son dia-
méfre est constani.

Car les circonférences étant proportionnelles & leurs rayons
ou & leurs diamétres, le rapport d’une circonférence quelcon-
que R & son diamétre 2R égale celui de toule autre circonfé-
rence r 4 son diameétre 2r.

Ce rapport constant, qu'on désigne ordinairement parla
lettre grecque =, est égal & 3,14159265558979.... ; le géometre
Lambert a prouvé, en 1761, que ce nombre est irrationnel;
mais sa démonstration ne peut étre donnée dans ces Legons de
géométrie ¢lémentaire. Deux cent cinquante ans avant notre
ére, Archiméde a trouvé, pour la premiére fois, que = est com-

: il 10 o
pris entre les nombres 3 ;—g et 75 on se sert généralement

1 . . 5 .

du plus grand, 3 +, qui surpasse = de moins d’un demi-cen-

tieme. Adrien Métius, géométre du xvi° siécle, a donné pow

valeur approchée du méme rapport le nombre ‘;»f—gqui n'en

différe pas d’'un demi-millioniéme, et qui est remarquable

par la maniére dont il est formé avec les trois premiers non

bres impairs 1, 3 et 5.

1) résulte de ce que le rapport dune circonférence i son dix

métre est constant, que, pour calculer la longueur d'une cir- |
conférence dont le diamétre est donné, il faut multiplier ¢
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diamétre par le nombre = ; et réciproquement, pour calculer la
grandeur du diaméire d’une circonférence donnée, il faut divi~
ser ceite circonférence par le nombre =. Ces deux régles sont
comprises dans la formule suivante :

CircR =2R >< Ty
c'est-a-dire
Ci_I‘G R— 2zR.
Cororame IL. — Calculer la longueur 1 d'un arc de n degrés,
le rayon R de cet arc étant donné.
La circonférence décrite aveclerayon R étant égale 2 2 =R,
l'arc d'un degré, qui en est. la trois-cent-soixantiéme partie,

L1 BR Bare 65 g
a pour mesure m ou m, arc de n egres a donc pour

St mlt zhn e
mesure n fois 130° °% 130" On a par suite la forn_]ule
e =in
~ 180

qui sert & calculer I'une des trois quantités [, R, n, lorsque:
les deux autres sont données.

THEOREME V

Deux arcs semblables, ¢’ est-a-dire deux arcs qui ont le méme-

nombre de degrés dans des circonférences différentes, sont 7

proportionnels & leurs rayons.
Soient R, R’ les rayons, et I, I’ les longueurs de deux arcs.
semblables dont le nombre des degrés estn; on a (IV):

=Bn . alin
= m, et!l -—m’.
En divisant ces égalités membre 2 membre, on trouve
b i
I =pE Rr'

cest-a-dire que les arcs semblables sont proportionnels 3 leurs
rayons,
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THEOREME VI

Si du sommet d'un angle BCD, comme centre, on décrit une
A circonférence avec un rayon quelconque CB,
' i et qu'on prenne pour unité Pangle au centre
" ACB qui intercepte un arc AB égal aurayon,
Y Tangle BCD a pour mesure le rapport de Uare
BD, compris entre ses cotés, au rayon CB.
En effet, on a (15, II)

BCD BD

ACB™ AB’
mais V'arc AB est égal par hypothése au rayon CB; par con-
séquent,

BCD BD

ACB  CB’

_ Cetle égalité démontre le théoréme énoncé; car le rapport
BCD I eBls e i

| Acp! o son égal cp exprime la mesure de l'angle BCD,
puisqu’on prend I'angle ACB pour unité.

Remarque I. Si on désigne par a la mesure de I’angle
BCD évalué au moyen de l'unité précédente, par R le rayon
CB et par [ la longueur de I'arc BD, ces trois quantités sont
li¢es par la relation :

I=aR
qui est d'une trés-grande ulilité dans la Trigonométrie.

Remarque II. Pour calculer le nombre de degrés conte-
nus dans Punité d’angle ACB, il suffit de supposer I égal & R
dans la formule connue (IV, c)

|l
180’
et d’en déduire ensuite la valeur de n; on trouve
n—= @ =57°17"44".
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PROBLEMES NUMERIQUES

1. Calculer, & moins d’un millimétre, et sans le secours des
logarithmes, la circonférence qui a pour rayon la diagonale
d’un carré de 0%,5 de coté, et faire voir que 'on a obtenu Iap-
proximation demandée.

2. Galculer, & moins d'un kilométre, le rayon de la circon-
férence de la terre.

3. Calculer le rayon d’'un arc de 25° 15’ dont la longueur
est de 8%,50.

4. Deux arcs de méme longueur ont été décrits avec des
rayons de 0™,25 et de 0™, 18. L’un est de 15° 20’; quel est le
nombre des degrés de 1'autre?

PROBLEMES GRAPHIQUES

1. Décrire une circonférence égale 4 la somme, ou 4 la dif-
férence de deux circonférences données.

2. Sideux polygonesréguliers semblables sont placés de telle
sortequel’un soit inscrit et I'autre circonscrit au méme cercle,
la circonférence de ce cercle est moyenne proportionnelle
enire la circonférence inscrite dans le premier polygone et la
circonférence circonscrite au second.

3. Si on fait rouler un cercle dans un autre cerele de rayon
double, de manicre qu'ils soient toujours tangents, un point
de la circonférence du cercle mobile décrira un diamétre du
cercle fixe.

4. Lorsqu’on divise une circonférence en n parties égales par
les points A, B, C, etc., et-qu’a partir de A on joint ces points
de2en 2, de 3 en 3..., et, en général de I en h par des lignes
droites, on forme un polygone régulier concave de n cotés,
siles nombres n et I sont premiers entre eux.

Mais, si ces nombres ne sont paspremiers entre eux, et que
d soit leur plus grand diviseur commun, le polygone régulier

n .
concave n'a que p) cotés.
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136 GEOMETRIE.

5. 11y a autant de polygones réguliers de n cotés que d’u-
nités dans la moitié du nombre qui exprime combien il existe
de nombres entiers moindres que n et premiers avec lui. *

6. La somme des angles intérieurs, formés par les cotés
consécutifs d’un polygone régulier de n cotes, est égale a au-
tant de fois deux angles droits qu’il y a d'uniteés dans n — 2h,
1 étant le nombre de fois que l'arc sous-tendu par le coté
du polygone contient la n* partie dela circonférence circon-
scrite.

La somme des angles extérieurs, formés par chaque coté et
le prolongement du coté précédent, est égale a 4hanglesdroits,
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Prograune. — Inscrire dans un cercle de rayon donné un carré, un hexagone
régulier, un décagone régulier. — Maniére d’évaluer le rapport approché de
la circonférence au diamétre, en calculant les périmelres des polygones
réguliers de 4, 8, 16, 32... cdtés, inscrits dans un cercle de rayon donné.
~— Mélhode des isopérimélres.

PROBLEME 1

Inscrire un carré dans un cercle donné OA.
Jetire deux diamétres AC, BD, perpendiculaires’un & l'autre,
B et je joinsleurs extrémités par les cordes AB,
N BC, CD, DA. Le quadrilatére ABCD est un
\ carré (27, II); car la circonférence OA esl
‘N |© /" divisée en quatre parties égales (15, I) par
N les quatre angles au centre AOB, BOC, COD,
S DOA, qui sont égaux comme droits.

Pour caleuler le rapport du coté AB au rayon AO, ilsuffit de

remarquer que le triangle ABO est rectangle, et qu'il donne :
AB*=A0?+B0*= 2A0%;
en effet, il en résulte que
AB
A0~ V2

Cette égalité montre que le rapport du coté d'un carré au
rayon du cercle circonscrit est irrationnel; elle sert & calculer
l'une de ces deux lignes, lorsque 'autre est donnée.

Cororramme. — Si on divise en deux parlies égales les ares
sous-tendus par les cdtés du carré ABCD, les points de divi-
sion et les sommets du carré partageront la circonférence OA
en huit arcs égaux ; on inscrira done l'oclogone régulier
convexe en tracant les cordes de ces ares (27, 1L.).
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138 GEOMETRIE

Pour inscrire le polygone régulier convexe de 16 cotés, on
divisera en deux parlies égales les arcs sous-tendus par les |
cotés de 'octogone régulier, et on tracera les cordes des moi-
tiés de ces arcs. En continuant ainsi celte hissection, on
obtiendrales polygones réguliers convexes de 32, 64,... cotés,

PROBLEME II

© Inscrire un hexagone régulier, un triaungle équilatéral dans
un cercle donné OA.

1° Soit AB le coté de I’hexagone régulier inscrit dans le
cercle OA ; je dis qu’il est égal au rayon.

i En effet, 'angle AOB du triangle isocéle
0OAB égale% ou 25 d’angle droit, puisque c'est

¥ % I'un des angles au centre de 1'hexagone
(27, I); la somme des deux autres angles

x ® A, B de ce triangle égale dés lors 2 angles

droits moins %, ou -g— d’angle droit; mais ces angles sont égaus,

donc chacun d’eux vaut%d’ang]e droit, et le triangle OAB

est équilatéral; le coté AB de l'hexagone régulier est, par
suite, égal au rayon OA. Pour construire ce polygone, ilsuf-
fit donc de tirer dans le cercle six cordes conséculives qui
soient égales au rayon.

9° On inscrit le triangle équilatéral BDF, en tracant les
cordes BD, DF, FB, qui joignent de deux en deux les sommets
de I’hexagone régulier; car les trois points B, D, I divisent
évidemment la circonférence en trois parties égales.

Pour calculer le rapport du coté BD au rayon OA, je tire
le diamétre AD; I'angle ABD du triangle BAD étant droit
(15, IV, c), j'en conclus successivement :

BD*= AD* — AB? = 4A0* — AQ?,
ou
BD* = 3A0%,
et, par suite,

BD
A0 V3
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Celte égalité prouve que le rapport du coté du triangle équi-
Jatéral au rayon du cercle circonscrit est irrationnel; elle
sert & calculer I'une de ces deux lignes, lorsque l'autre est
donnée.

CororrARE. — Pour inscrire dans le cercle OA les polygones
réguliers convexes de 12, 24, 48, etc., cdtés, on divise en 2,
4, 8, etc., parties égales les arcs sous-tendus par les cotés de
P'hexagone régulier inscrit, et I'on tire les cordes des nou-
yeaux arcs.

PROBLEME IIT

Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné OA.

i Soit AB le coté du décagone régulier con-
N vexe inscrit dans le cercle OA; je dis qu'il est
égal au plus grand segment du rayon, divisé

en moyenne et extréme raison.
En effet 'angle AOB du triangle isocéle OAB

o) : 3 .
vaut 1 ou 7 d’angle droit, puisque c'est 'un des angles au

centre du décagone régulier convexe (27, I). La somme des
deux autres angles A, B de ce triangle égale dés lors 2 angles

: e e 8 - :
droits moins =, ou w d’angle droit; mais ces angles sont

: 4 :
égaux, donc chacun d’eux égale g’ d’angle droit, ou le dou-

ble de I'angle AOB.

Cela posé, je divise 'angle BAO en deux parties égales par
la droite AC; celte ligne partage le coté OB du triangle OAB
en segments proportionnels aux cotés adjacents (20, I), cest-
a-dire que

A0 0OG

AR BC
Or, les angles COA, CAO du triangle OAC sont égaux, puis-
qu'ils valent chacun%d’angle droit; donc les cotés CO, CA,

opposés & ces angles, sont égaux. Le triangle ABGa aussi deux
angles égaux, carl'angle ACB, exlérieur au triangle OAG, égale
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la somme des deux angles intérieurs AOC, CAO, c'est-2-dire
g d’angle droit, comme I'angle ABC: le cOté AB égale dés lors
AC et, par suite, OC. En remplacant dans I'égalité précédente

les deux droites AO, AB par OB et OC qui leur sont respecti-
vement égales, on a

0B 0OC,

0¢— BC’
par conséquent le point C divise le rayon OB en moyenne et
exiréme raison, et le coté AB du décagone régulier convexe,
mscrit dans le cercle OB, est égal au plus grand segment OC
de ce rayon.

Remarque. Soit R le rayon du cercle donné, le coté du
décagone régulier convexe, inscrit dans ce cercle, est égal a

RAE=1) (95, vim).

Conovraire I. — Si I'on joint de trois en trois les sommets du
décagone régulier convexe par deslignes droites, on forme le
décagone étoilé (27, IL c); je dis que la différence des cotés
des deux décagones réquliers, inscrits dans le méme cercle, est
égale au rayon, et leur produit égal au carré du rayon.

En effet, soient AB et ACles cOlés du décagone régulier con-
vexe et du décagone éloilé, inserits dans le cercle OA ; je tirele

diamétre AD et les rayons 0B, OC. La droite AG

divise en deux parlies égales 'arc BD, el par
suite I'angle BAD, puisque chacun des ares BC,
¢ (D est le double de 'arc AB; il résulte aussi de
ladémonstration du probléme III, quecette droite
qui renconire le rayon OB au point E, le divise en
moyenne et extréme raison, et que les lignes OE, AEsont égales
a AB. Par conséquent, I'excés du cdté AC du décagone étoilé
surle cdté AB dudécagoneconvexeestégal a CE. Or,I'angle ACO
du triangle isocéle OAC égale I'angle CAO, et par suite I’angle
BAG; donc les friangles OCE, ABE ont deux angles égaux chacun
a chacun, el sont semblables. Mais le triangle ABE est isocéle,
donc le triangle OCE I'est aussi, et la différence CE des cotés des

b

SCDLYON 1



FIGURES PLANES. — XXVIII* ET XXIX¢ LECON. 141

deux décagones réguliers est égale au rayon OC du cercle cir-
conscrit. ]

Je remarque ensuite que les triangles isocéles OAC, OAE,
qui ont un angle commun OAG, adjacent & leurs bases AC, AO,
sont quiangles et semblables; on a dés lors

AC_ 40

A0 AD’
En remplacant, dans celte égalité, laligne AE par AB qui lui
est égale, on en déduit

AC><AB=A0%

ce qui démontre que le produit des cotés AG, AB des deux
décagones réguliers est égal an carré du rayon.

Il résulle des deux propriéiésprécédentes qu’on peul obienir
les cotés des deux décagones réguliers par la méme consiruc-
tion, c'est-a-dire en cherchant deux lignes dont la différence
soit égale au rayon et le produit égal au carré du rayon. La
plus grande de ces deux lignes sera le coté du décagone étoilé,
et la plus petite,.le coté du décagone convexe. Mais celte con-
struction n’est autre que celle par laquelle on divise le rayon
en moyenne et extréme raison : par conséquent, les deuxsolu-

. tions qu’on trouve en généralisant cette derniére question cor-
respondent aux deux maniéres d’inscrire un décagone régu-
lier dans un cercle. Soit R le rayon de ce cercle, on aura dés

lors Rgéﬂili_) pour I'expression du coté du décagone étoilé.

Cororrate II, — En joignant de deux en deux, par des lignes
droites,les sommets du décagone régulier convexe, on inscrit
le pentagone régulier convexe, puisque chaque coté de ce po-

SRR SHIG o O . "
lygone sous-tend un arc égal & ;5 ou de la circonférence.

Pour calculer le rapport du coté de ce pentagone au rayon
du cercle circonscrit, on se sert du théoréme suivant que je
vais démontrer : Le carré du cdté du pentagone régulier con-
vexe égale la somme des carrés du ¢bté du décagone régulier
convexe et du rayon.
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Soient AD et BC les cotés du pentagone et

du décagone réguliers convexes, inscrits dans
. le cercle OA. L’angle CBO du triangle isocéle

0BG vaut é d’angle droit d’aprés ce qui pré-

céde ; il égale donc I'angle au centre AOB du
penlagone. Or, ces angles sont alternes-internes par rapport
aux droites 0A, BC; donc ces lignes sont paralléles.

Cela posé, je trace par le point O une paralléle ala droite
AB, et, du point D ot elle rencontre la droite BG, je méne la
tangente DE au cercle OA. Le quadrilatére ABDO étant un pa-
rallélogramme, le coté BD est égal au rayon OA, et le coté OD
¢égala BA ; je remarque enoutre quela tangente DE est égaleau
cOté BB du décagone régulier convexe, puisque chacune de ces
lignes est moyenne proportionnelle entre la sécante DB et sa
partie extérieure DC. Lestrois cotés OD, DE, OF dutriangle rec-
tangle ODE sont donc égaux respeclivement aux cotés du pen-
lagone et du décagone réguliers convexes, inscrits dans le
cercle OA, el au rayon de ce cercle, de sorte qu'on a

0D*= OE*+DE*.
En remplacant dans cette égalité les lignes OF et DE par leurs
valeurs en fonction du rayon, on trouve

D= \/ﬁﬂ L ps—1)
4

ou
et
0D=5/10—2 5.

CororLare I1I. — Sil'onjoint de deux en deux les sommets
du pentagone régulier convexe, on oblient le pentagone étoilé.
On démontre, au moyen d’une construction analogue a celle
qu’ona faite pour lepentagoneconvexe, et par unraisonnement
semblable,quele carré dupentagone éloilé est égal & la somme des
carrés du coté du décagone étoilé et durayon. En désignant dés
R(V5-+1)' | 1 RV 10 +2/5
__4.._. ,0u ,_u.__.é...__.-.

lorsle rayon parR,on a 4

pour le c6té du pentagone étoilé.
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Cororuaire IV, — Pour inscrire dans le cercle OA les polygo-
nes réguliers convexes de 20, 40, 80, etc., cotés, on divise
en 2, 4, 8, etc., parties égales, les arcs sous-tendus par les
cotés du décagone régulier convexe, inscrit dans ce cercle, et
I'on tire les cordes des nouveaux arcs

PROBLEME IV

Inserire un pentédécagone régulier dans un cercle donné QA.

Je prends un arc AB égal au sixiéme de la cir-
conférence OA, et j'en relranche I'arc BC égal
au dixieme de celte circonférence, le reste AG

en est le quinziéme, car la fraction %surpasse

. 1 2 1 '
la fraction g5 de 75, ou gz Par conséquent,

la corde de P'arc AG est le colé du pentédécagone régulier
convexe inscrit dans le cercle OA.

CoroLame I.— On peut inserire trois pentédécagones éloi-
lés, en joignant de 2 en 2, de 4 en 4 et de 7 en 7 les sommets
du pentédécagone convexe.

Les deux théorémes suivants font connaitre les longueurs
des eotés de ces quatre pentédécagones en fonction du rayon :

1. Le coté du pentédécagone convexe et celui du deuxiéme
pentédécagone étoilé sont égaux, l'un d la somme et Uautre a la
différence de I'apothéme du decagene convexe, inscrit dans le
méme cercle, et de la hauteur du triangle équilatéral consiruit
sur le coté de ce décagone.

Soit AB un arc sous-tendu par le
rayon; je prends de part et d’autre du
point B les arcs BC, BC” égaux chacun
an dixieme de la circonférence, et je
tire les cordes AC, AC’. Ces droites sont
les colés du pentédécagone convexe et
du deuxiéme pentédécagone étoilé, car
la différence et la somme des deux

Lront il Gy : 1 4
fractions ¢ et 15 égal nt respectivement iz et 5.
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Cela posé, j’abaisse du pointB la perpendiculaire BP surla
droite AC et la perpendiculaire BP sur la droite AC'. Les
triangles rectangles ABP, ABP’ qui ont
’hypoténuse commune et un angle aigu
égal sont égaux; done leurs cotés AP,
AP’ sont égaux aussi. Pour la méme
raison, le triangle BCP est égal au
triangle BC'P’, et le cdté CP égal au
eote C’P’; par conséquent les cotés AC,
A(’ du pentédécagone convexe et du
deuxiéme pentédécagone étoilé sont égaux I'un a la somme
des deux droites AP, CP et I'aulre & leur différence. Or, la
droite AP est égale & I'apothéme OM du décagone régulier
convexe BC, parce que les triangles rectangles ABP, OCM sont
égaux; et la droite CP est la hauteur du triangle équilatéral
construit sur BC, puisque I'angle BCP du triangle rectangle
BCP a pour mesure la moitié de I'arc AB, et qu’il est dés lors
égal au tiers d'un angle droit (6, I &t 5, I) ; ce qui démontre
le théoréme énonce.

Pour exprimer les lignes AC, AC’ en fonction du rayon 04
que je désigne par R, je remarque 1° qu'on a dans le triangle
rectangle BCP

S T b A
CP:\/BC‘——4- ot T
9° que, si l'on tire le diamétre CD et la corde BD, I'apothéme
OM est paralléle & BD et égal & la moitié de cette droite qui
n’est autre que le cotédu penfagone étoilé, inscrit dans le
cercle OA; car I'arc BD est égal aux quatre dixiémes ou aux
deux cinquiémes de la circonférence. On a donc (23, III) ;

AC =7 [VI0+ 25— (y5—1) 3]

ot Ac':%[\/w}a‘f5+(\/§_ 1)\/5]. -

2° Les cotés du premier pentédécagone étoilé et du troisieme
soni égaux U'un & la somme et Uaulre & la différence de la hau-
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teur du triangle équilatéral construit sur le coté du décagone
dtoilé, inscrit dans le méme cercle, et de Uapothéme de ce de-
cagone.

Soit AB le coté du décagone éloilé,
inscrit dans le cercle OA; je prends a
partir du point B les arcs BC, BC’ égaux
chacun au sixiéme de la circonférence,
et je lire les cordes AC, AC. Ces droites
sont les cotés du premier pentédé-
cagone étoilé et du troisiéme, parce
que la somme et la difféx ence des deux

fractions 1% et 1 egalent respectlvement e E CeIa posé,

jabaisse du poinl B la perpendiculaire BP sur Ia droite AC et
la perpendiculaire BP’ sur AC’; je démontre ensuite, comme
dans le cas précédent, que chacune des droites AP, AT” est la
hauteur d’un triangle équilatéral construit sur le coté AB du
décagone étoilé, el que les droites CP, C'P’ sont égales & I'apo-
théme OM du méme dumgone ce qu’il fallalt démontrer.

Pour calculer les expressions des lignes AC, AC’ en fonetion
du rayon R, il suffit de remarquer que I apotheme OM est Ia
moitié de la corde de I'arc BD, ou du coté du pentagone régu-
lier convexe, inscrit dans le cercle OA ; on a par suite (23,11I) :

W — ,f [(\/5+;) \f5—-\/10—2\/5]
ot AC= [(\/)_1_1)\,’3-1-\/10 2\/5]

Corovraire II. — On inscrit les polygones réguliers convexes
de 30, 60, 120, etc., cotés, en divisant en 2, 4, 8, elc., parties
égales }es ares sous—tendus par les cotés du pcn[édécagone
convexe, et en tracant les cordes des nouveaux arcs.

Remarque sur les quatre problémes précédents. Pour cir-
conscrire un polygone régulier a un cercledonné, il suffit d'in-
scrire dans ce cerele un polygone régulier du méme nombre
de cotés, et de mener des langentes par ses sommels (27, II).

PROBLEME v
Lerayon AB d'un cercle etlecité BG d'un polygone régulier -

M. ELEM. 10
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convexe, inscrit dans ce cercle, étant domnés, calculer le coté
du polygone régulier convexe qui a deux fois plus de cotés que
le précédent, et est inscrit dans leméme cercle.
- Je trace le diamétre DF perpendiculaire au
71, ¢0té BC du polygone donné, et la corde BD;
&\ celte corde est le coté du polygone demandé,
= puisque Varc BD est la moitié de I'arc BC
! (12, I). Je commence par calculer I'apothéme
AE du polygone donné : le triangle ABE étant
rectangle, il en résulte que

AE= /AP —DE;
or, Ia ligne droite BE est la moitié de la corde BC (12, ), , done

le carré de BE égale le quart du carré de BG, et j'ai la for-
mule :

AE:\/ABE—-g.

J'obtiens ensuite le coté BD du polygone demandé,en remar-
quant qu'il est moyenne proportionnelle entre le diamétre DF
et sa projection DE sur ce diamétre (23, I, c). Mais DF est
égal & 2AB, et DE égal & AB— AL; par conséquent j’ai la nou-
velle formule ;

BD =/2AB(AB— AE),
qui fait connaitrele colé BD en fonclion du rayon donné AD
et de I'apothéme AE déja caleulé.

Remarque. Pour faciliter I'application des deux formules
précédentes, jedésigne par R le rayon AB du cercle donné, par
¢ le coté BC du polygone proposé, par dle diamétre du cercle
inscrit dans ce polygone ou le double de son apothéme AE, et
enfin par ¢ le coté BD du polygone demandé. La formule de
laquelle on déduit la valeur de V'apothéme AE devient alors:
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La longueur du c6té BD est donnée par I'égalité suivante :
¢ =\R(2R—d). (b)

PROBLEME VI

Caleuler le rapport de la circonférence au diamétre.

La solution compléle et pratique de ce probléme fait partie
dn cours de mathématiques supérieures ; aussi s'agit-il bien
woins de donner, dans cette legon, une méthode pour calcu-
ler le rapport de la circonférence au diamétre que de faire
concevoir la possibilité de calculer ce nombre.

Cela posé, je vais chercher la longueur de la circonférence
dont le rayon est égal & un métre. En divisant par 2 le nombre
qui exprimera cette longueur, j'aurai la valeur du rapport de
la circonférence au diamétre, puisque Ie diamétre du cercle
considéré est égala 2 mélres. La circonférence étant la limite
des polygones réguliers convexes et inscrits, dont le nombre
des cotés croil indéfiniment, si je calcule les périmétres des
polygones réguliers convexes de 4, 8, 16, etc., cotés, in-
serits dans le cercle dont le rayon égale un métre, ces péri-
métres différeront de moins en moins de la circonféreuce,
ef, en prenant la longueur de I'un de ces périmétres pour
celle de la circonférence, je commetirai une erreur d’aulant
moindre que le polygone considéré aura plus de cotés.

Soient donc ¢, ¢', €", ¢™,.... les cotés des polygones réguliers
de 4, 8, 16, 32,.....c0tés inscrits dans le cercle dont le rayon
égale un metre, et d, &', d*, d",..... les diamétres des cercles
insrits dans ces polygones. J'ai ¢=/2 (1) ; et je déduis suc-
cessivement des formules (¢) et (b) du probléme V, les va-
leurs suivantes des quantités ¢!, ¢%,.....d, d'....:

o = d = \i—c?
¢ = \f—Q_——(E d = \/4——.:,"
i \/‘2_—-_(?: o — \/4_——?
o T PO —
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En effectuant ces calculs, je trouve.

¢ = 1,41421356 d =1,41421356
¢ = 0,76556686 @ = 1,84775907
¢ = 0,39018064 4" = 1,96157056
o — 0,19603428 4 — 1,99056945
" = 0,09815535 v = 1,99759001
o = 0,04908246 4" = 1,99939764
o = 0,02454308 d = 1,99984940

Par suite, les périmétres de polygones réguliers convexes de
4, 8,16, 32, 64, 128, et 956 cotés, inscrits dans le cercle
dont le rayon égale un métre, sont :
4 ¢ = 5,668
8 = 6,12293
16 ¢+ = 6,24289
32 ¢ = 6,27510
64 ¢ = 6,28066
128 ¢ = 6,28255
256 ¢ = 6,28303

Le calcul précédent ne fait pas conmaitre 'approximalion
avec laquelle le périmétre du polygone régulier de 256 cotés
auquel je m'arréte, représente la longueur de la circonfé
rence circonscrite. Si je suppose celte circonférence cgaled
6",28503, le rapport de la circonférence au diamétre sera
égal & la moitié de 6,28303, ou a 3,141515. En comparant
ce nombre 4 la valeur connue de %, savoir 5,1415926535....,
on voit qu'il n’en differe pas d'un dix-milliéme.

Remarque. On peut réduire le calcul précédent a la re-
cherche des diamétres d*, d", d™, elc, et du coté ¢” du poly-
gone auquel on veut s'arréter. En effet, si on remplace dans

la formule
J'=y\4—d?

le coté ¢ par sa valeur\2 -d, on trouve
d'=y2 +d;

par conséquent, chaque diamétre peut étre calculé au moyen
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du précédent. On a dés lors :

d =2
d'=\2+d
= \/2"& d'
— \/Q—I—d"'
¢l enfin, " =y2—d".

Ces derniéres formules conduisent & une expression du
nombre =. Je remarque, en effet, que le double de 'apothéme
du polygone régulier de 2% cotés, inscrit dans le cercle dontle

rayon est un métre, égale \/2 +V2-++y2+etc., le nombre
des radicaux superposés étant K — 1. Par conséquent, le coté
du polygone régulier de 2+* colés, inscrit dans le méme cercle,

égale \/2 — \/2 + \/ 244/ 2 +-ete., et la moitié de son péri-
méfre a pour expression

2V2—Var Vot yoron,
Sijesuppose que le nombre K el, par suite, le nombre 2%+ des
cités. de ce dernier polygone croissent indéfiniment, j’aurai

= = limife 2"\/2—\/2 —{—\/2~{- \/‘Z_-Jr«etc.
Dans cette formule le nombre des radicaux superposés est
ézal a K.

PROBLEME VII

Etant donnés le rayon et Uapothéme d'un polygone régulier,
caleuler le rayon et Papothéme d'un polygone régqulier de méme
périmetre et d’'un nombre double de cotés.

Soit AB le coté d'un polygone régulier inscrit dans te cercle
CA; je désigne par r son rayon CA, et par
a son apothéme CG que je construls en
abaissant du point C le rayon CD perpen-
diculaire sur la droite AB. Je tire ensuite
les cordes AD, BD, etla droite qui joint les
milieux E, F de ces cordes. A cause d=
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la similitude des triangles DEF, DAB (24, 111), la droite EF est
la moitié de AB; et, comme les droites CE, CF divisent res-
“ pectivement en deux parties égales lesangles
. ACD, BCD, I'angle ECF est aussi la moitié de |
T'angle au centre ACB du polygone AB. Par
conséquent, si je décris un cercle du point
C comme centre avec CE ou CF pour rayon, |
la droite EF sera le coté d'un polygone ré.
gulier inscrit dans ce cercle, de méme périmelre que le po-
lygone AB et dun nombre double de cotés. Je désigne son
rayon CE par r’, et son apothéme CK par a'.
La droite EF, paralléle a AB, divise la droite DG en deux
parties égales, puisque le point E est le milieu de AD (20, l);
on a, par conséquent,

CKSCD*Q‘CG,
S r-ta
ou k== 2

Le triangle CDE étant reclangle, on a aussi

CE =4/ (D .CK,

ou v =10

Remarque. Des deux droites CE, CD,la premiére est per
pendiculaire et la seconde, oblique 4 la corde AD; par const-
quent le rayon 1’ est plus petit que le rayon 7. L’apothémed
est, au contraire, plus grand que Yapothéme a, puisque (6
n’est qu'une partie de CK.

Corourame 1. — Le rayon d'un cercle est la limite des rayons
et des apothémes des polygones réguliers dont le périmetre st
égal & la circonférence du cercle et dont le nombre des ol
croft indéfiniment.

Soient CA et CGle rayon et I'apothéme d'un polygone régle
lier quelconque dont le périmétre est égal 4 la circonférent®
d'un cercle donné R; je dis d’abord quele rayon R est compris
entre CA et CG.

En effet, le périmétre du polygone élant plus grand quelt
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circonférence inscrite dans ce polygone et plus petit que la
circonférence circonserite, on a :

270G << 2=R < 2=CA,
ou CG <R << CA.

Cela posé, je double le nombre n des cdtés du polygene ré-
gulier sans changer la longueur I de son périméire ou dela
c1ru0nlérence R; le rayon CA du polygone diminue, tandis que

son apothéme CG augmente ; par conséquent, leur différence
CA — CG décroit. Or, on a dans le triangle CAG :

CA — CG << AG,
ou CA—-—CG <i1
2n

puisqﬁc AG est la moitié du coté AB ou de El,- la différence

CA — CG tend donc vers zéro, si 'on double indéfiniment le
nombre n. Le rayon CA et l'apolhé,me CG, entre lesquels le
rayon constant R est touloura compris, tendent dés lors indéfi-
niment vers ce rayon qui est, par suite, leur limite commune.

CoroLeatze II. — Le probléme précédent conduit a un calcul

du rapport de la circonférence au diamétre plus rapide et plus
simple que celui qui a été indiqué dans le probléme VI de
cette lecon. Je vais expliquer ce nouveau procédé qu’on appelle

méthode des isopérimétres.

Soit proposé de calculer le rapport de la circonférence au

diaméire & Tom Préss Je prends une circonférence dont la lon-

ueur soit de 4 métres, et jevais calculer son rayon R. D’aprés
2 €L} Y P

sa définition, le nombre = sera égal & 5= ou a=. Comme le

QI{ R’
rayon R est la limite des rayons et des apothémes des poly-
gones réguliers convexes, dont le périmétre est égalala cir-
conférence R et donl le nombre des cotés croit indéfiniment,
oncongoit quesije caleulelesrayons etles apothémes des poly-
gones réguliers convexes de 4,8, 16, 32,... c6tés, dont le péri-
métresoit de 4matres, ces rayons et ces apothémes différeront
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de moins en moins de R, et, en prenant la longueur de I'un de
ces rayonsou de ces apothémes pour celle de R, je commettrai

2 ; Z
sur le nombre R OU T une erreur d’autant moindre que le po-

lygone régulier, correspondant a ce rayon ou a cet apothéme,
aura plus de cotés.

Soient done r, 7', 1", ... les rayons, eta, @/, a”, ... les apo-
thémes des polygones réguliers de 4, 8, 16, ... cotés dontle
périmétre est de 4 métres; on a pour le carré

r—= \/LQ_, et a=

?

bD| ==

puisque le coté du carré a 1 metre de longueur. En appliquant
aux polygones réguliers isopérimetres de 8, 16,... cotés, les
formules du probleme précédent, on trouve successwement :
Pour l'octogone régulier

r+a

2 ?
Pour le polygone régulier de 16 cotés

W ’
e —; a :

et ainsi de suite.

Sil'on s’arréte au polygone régulier isopériméire de 4><2¢
¢

¢olés, K élant un nombre entier quelconque, lenombre=,ou i

i

i i - L7
= etapl = uin i

et "= \/ 7l

sera compris entre les nombres 3—{\ et ?TK; il faul donc qu’on ait
252 1
O e S A0
et, par suite,
g 'y
2.10%

Comme I'apothéme ax et le rayon 7y sont plus grands chacun

— Oy < 5 7o

que I'apothéme % du carré, leur produit agrg est plus grand

que ~; on salisfera donc a l'inégalité précédente en détermi-
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nant 75 et @, de maniére qu’on ait
1

’"K—ﬂ’ﬁ<W1

1
'E— g <l fom+t

el @ fortiori,

1 :
0% prés, il faut con-
tinuer le calcul des rayons et des apothémes des polygones iso-
périmétres, jusqu’a ce qu'on trouve un polygone dont le rayon

Par conséquent, pour avoirle nombre = 4

et I'apothéme différent d'une quantité moindre que oo °t

prendre ce rayon ou cet apothéme pour la valeur cherchée du
rayon de la circonférence de 4 métres.
Enremarquant que la moyenne arithmétique des nombres 0

etl est%, et que lamoyenne géométrique des deux nombres 1
et% est ‘/—Z, on déduit des formules précédentes cetie régle
simple pour calculer Je nombre = avec une approximation
donnée :

Formez une suite de nombres dont les deux premiers soient 0
et 1, et dont chacun des suivants soit alternativement moyenne
arithmétique-et moyenne géométrique entre les deux précédents.
Gontinuez ce caleul jusqu'd ce que deux termes conséculifs aient
les m 4+ 1 premiéres décimales communes, puis divisex le nom-
bre 2 par lun quelconque de ces deux termes, en calculant m
chiffres décimaux dans cette division. Le quotient sera la valeur
dex =L pres.

10™

Voici le tableau des valeurs des rayons et des apothémes des
polygones réguliers de 4, 8, 16, ..., 2048 cotés, pour calculer
% i un cent-milliéme prés,

e e a-— 0 50000005 - r — 10707107
e o —a.— 0605555 . ., o, —0,655281
dh ey — 0628407 o —=10.640729
80 o =0,632575 . . o 1 =0,687613
e o0, —0,656108 . . . | 7, =101636870
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La premicre moitié des chiffres de a, et r, élant la méme, on
peut remplacer leur moyenne géométrique par leur moyenne
arithmétique qui n’en différe qu’au dela de la sixiéme déci-
male*, En opérant de méme pour les lermes suivants, on ré
duit le calcul & prendre des moyennes arithmétiques.

198, . . . a—0636402 . . . . 1,— 0,636634
956 . . . . q,=0,636588 . . .. r,=10,636630
512 . . . . 6,=0,636612.. . . . 1,=0,636624
1024 . . o ..ag=0,636648 . . . . 7;,—10,6356621
9048 , . . . a,=0,636620 . . . . 7,—=0,656620
Comme la différence des valeurs de r, et de @, est moindre
qu'un millioni¢me, la valeur de = est
i
0,636620
& un cent-milliéme prés.

—5,14159,

PROBLEMES NUMERIQUES

1. Calculer le coté et 'apothéme de l'octogone régulier
convexe en fonction de son rayon. — Faire une application
des deux formules en supposant le rayon égal a 4,50.

9. Calculer le coté et 'apothéme du dodécagone régulier
convexe en fonclion de son rayon. — Faire une application
des deux formules en supposant le rayon égal & 17,50.

5. Démontrer que le rapport d'une circonférence & son dia-
métre est compris entre les nombres 3 et 4, par la seule con-
sidération des périmélres de I'hexagone régulier inscrit dans
celte circonférence et du carré circonscrit.

4. Vérifier que la somme des cotés du carré et du (riangle
3quilatéral, inscrits dansun méme cercle, surpasse la moilié
de la circonférence de ce cercle d’'une quantité moindre qu'un
demi-centiéme du rayon.

5. Si I'on construit un triangle rectangle dont les cotés de

* Voir la démonstration de ce théordme dans Ja 25¢ legon de mes Legons
nouvelles d’elgébre.
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P’angle droit soient égaux au diamétre d'une circonférence et a
I'excés du triple du rayon sur le tiers du coté du triangle équi-
latéral inscrit, 'hypoténuse de ce friangle rectangle repré-
sente, & 0,0001 du rayon, la moitié¢ de cette circonférence.

PROBLEMES GRAPHIQUES

1. Une circonférence et un point étani donnés, tirer de ce
point une sécante qui divise la circonférence en deux arcs
proportionnels aux nombres 11 et 13.

9. Le coté du triangle équilatéral circonscrit 4 un cercle est
le double du coté du triangle équilatéral inscrit dans ce cercle.

3. L’apothéme de I'’hexagone régulier inscrit dans un cercle
est égal & la moitié du coté du triangle équilatéral inscrit dans
le méme cercle.

4. Si la distance des centres de deux cercles qui se coupent
a angle droit est égale au double de I'un des rayons, la corde
commune est le coté de I'’hexagone régulier inscrit dans I'un
de ces cercles et le coté du friangle équilatéral inscrit dans
l'autre.

5. Quel est lelien géométrique des points tels que la somme
des carrés des distances de chacun d’eux aux sommets d'un po-
lygonerégulier, quia un nombre pair de cdtés, soit constante?

6. Décrire une circonférence telle que le périmétre du carré
inscrit dans celte courbe soit égal & celui du triangle équila-
téral circonscrit & une circonférence donnée,

1. Construire un losange dont le c6lé ait une longueur don-
née et soit aussi moyenne proportionnelle entre les deux dia-
gonales. ;

3. Construire un carré dont on connait la somme, ou la dif-
ference de la diagonale et du coté.

= Y
)
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Prosrawe. — De I'aire des polygones et de celle du cercle, — Mesure de Yair
du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du trapéze, d'un polygone

quelconque. — Méthode de la décomposition en triangles et en trapézes rece
tangles.

DEFINITIONS

1. On prend pour base d’un parallélogramme ABCD un coté

R » quelconque DC de ce quadrilatére. La perpen-
diculaire EF, qui mesure la distance de la
hase DC au coté opposé AB, a regu le nom de
hautewr du parallélogramme.
2. Un trepeze est un quadrilatére dont deux catés 0pposés
s r__ p sont paralléles. Tout trapéze ‘ABCD a pour
bases ses colés paralleles AB, CD, et pour
hauteur la perpendiculaire EF' qui mesure la
¢ distance de ses deux bases,
5. On appelle aire I'é¢tendue superficielle d'une figure quel-
conque.
Si deux figures ont des aires égales, sans avoir la méme
forme, on dit qu’elles sont équivalentes.

D K C

(=]

E

THEOREME 1

Deuz rectdngles ABCD, ABEF, de méme hauteur AB, sont
proportionnels & leurs bases BC, BE.
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Je suppose e rapport des bases BC, BE égal & 2 (13, déf. 2);

ces lignes ont dés lors une commune mesure BG, contenue
+x 1 e p O fois dans BC et 3 fois dans BE. Par les
|’7P points G, H, etc., qui divisent BC en 5 parties
J - égales, j'éléve des perpendiculaires sur cetle
5-¢ # E ¢ droite; ces perpendiculaires parlagent le rec-
tangle ABCD en cing rectangles ABGK, KGHL, LHEF,... égaux
entre eux (10, V, ¢); car leurs bases BG, GH, HE,...... sont
égales par hypothése, et leurs hauteurs AB, GK, Hlsiile
sont aussi, comme paralléles comprises enfre paralléles. Or,
le rectangle ABEF est formé de trois de ces rectangles partiels;
par conséquent, les rectangles ABCD, ABEF ont une com-
mune: mesure ABGK qu’ils contiennent autant de fois que
Jeurs hases BC, BE contiennent leur commune mesure BG, et

le rapport —i—ﬁ% des surfaces de ces rectangles est égal & %,

ou au rapport g—g de leurs bases.

CoroviAlre. — Deux rectangles de méme base sont propor-
tionnels & leurs hauteurs.

THEOREME IT

Deux rectangles quelconques sont proportionnels aux pro-
duits de leurs bases par leurs hau-

1 h,[_;,— teurs.
5 7 SoientR, R/, deux rectangles, b, ',
(eurs hauteurs et b, b’, leurs bases;
K G jeconstruisun rectangle R” qui ait la
b mémebase b que le premier rectan-

gle, et la méme hauleur I’ que le second. Les deux rectangles
R, R”, ayant la méme base b, le rapport de leurs surfaces est
¢gal & celui de leurs hauteurs (I), cest-i-dire quona:

ot : il

A5 Bn hr'
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comme les hauteurs des rectangles R”, R’ sont aussi égales,
j'en conclus pareillement que

R _b
R0 b

Je multiplie ensuite les deux égalités précédentes membre i
membre, et, aprés la suppression du facteur R” commun aux
deux termes du premier produit, je trouve:

i R kb
i BT W><h”
Ezemple.— Soient h = 17,5, b =5",2, '= 1" 2et b=2"4,

ona:

R 15><02 iSEe el
R 1,22,k 12><% 5

Le rectangle R est donc égal aux % du reclangle R".

I
i
M
it THEOREME 111

L'aire d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa
Lauteur, si Uon prend pour unité de surface le carré construit
sur Punité de longueur.

Soit a mesurer le rectangle R dont je re-
. - présente la base par b et la hauteur par h;je

L prends pour unité de surface le carré construit
sur l'unité de longueur, et j'ai, d’ apres le théo-

b

réme précedent :

?: li}—zi—];, ou R=b><h.
JP : Or, les nombres R, b et h sont les mesures du rectangle, de sa

base et de sa hauteur donc I'égalité précédente exprime que
Paire de ce rectangle est égale au produit des deux nombres qui
représentent les mesures de sa base el de sa hauteur.

On énonce ordinairement ce résullat de la maniére suivante:
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L aire d’un rectangle est égale au produit de sa base par sa
hauteur.

CorortAlRe. — L'aire d'un carré est égale au produit de sa
hase par sa hauteur, c’est-a-dire égale a la seconde puissance de
gon cOte.

Réciproquement, la seconde puissance d'un nombre quelcon-
que peut étre considérée comme Uaire du carré dont le colé est
égal & cenombre. Ce corollaire et sa réciproque expliquent la
synonymie des mots carré et seconde puissance d’un nombre,
. ¢mployés dansl'arithmétique.

Remarque. Si I'on prend le métre pour unité de longueur,
le métre carré sera I'unité de surface.

THEOREME IV

L'aire d'un parallélogramme ABCD est égale au produit de
i ¢ o S base AG par sa hauteur BE.

/ ~/ Par les exirémités A et B de la base du pa-
IT’ rallélogramme ABCD, j'éléve des perpendicu-
5 B Jaires sur cetle ligne jusqu'a la rencontre du
cdlé opposé DC, et je dis que le parallélogramme ABCD est
équivalent au rectangle ABEF.

En effet, les triangles rectangles ADF, BCE ont les hypoté-
nuses AD, BC égales comme cdtés opposés du parallélo-
gramme (10, 1); leurs cdtés AF, BE, adjacents aux angles
droits F et E, sont égaux par une raison semblable ; donc ces
triangles rectangles sont égaux (6, V).

Je remarque ensuite qu’en relranchant successivement du
quadrilatére ABCF chacun de ces {riangles, le parallélogramme
ABCD et le rectangle ABEF que je trouve pour restes sont
équivalents. Or, le rectangle a pour mesure AB><BE (IlI);
donc l'aire du parallélogramme est aussi égale & AB><BE,
¢'est-2-dire au produit de sa base AB par sa hauteur BE.

CorgruamRe. — Deux parallélogrammes qui ont les bases
égales sont proportionnels & leurs hauteurs.— Si deux paral-
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lélogrammes ont leurs hauteurs égales, ils sont proportionnels
a leurs bases. :

THEOREME V

L'aire d’un triangle est égale & la moitié du produit de sa base
par sa hauteur.

Soit ABG letriangle donné; des extrémités A et G du coté AC

je méne des droites AD, CD, respeclivement

A B
E paralléles aux deux autres cotés BC, BA. Les
/ triangles ABC, ACD sont égaux; car ils ont

— les trois cOlés égaux chacun & chacun, puis-
que le quadrilatére ABCD est un parallclo-
gramme (10, I.). Par conséquent, le triangle ABG est la
moiti¢ du parallélogramme ABCD, quiala méme base BCet
la méme hauteur AE que lui.

Or, le parallélogramme a pour mesure le produit BG >< AR
(IV); donc I'aire du triangle est égale & la moitié du méme
produit, c’est-a-dire & la moitié du produit de sa base BC par
sa hauteur AE.

Conorrame I. — Deux triangles quiont les bases égales sont
proportionnels & leurs hauleurs. — Si deux triangles ont les
hauteurs égales, ils sont proportionnels & leurs bases.

Corortame II. — Deux triangles qui ont les bases égales et
les hauteurs égales sont équivalents.

Cororrame 1II. — Soit ¢ la longueur du coté d'un triangle

1

¢quilatéral ; la hauteur de ce triangle est égale a \/ gl

b
BRI L (RIS (‘-\/3. ;
c’est-a-dire a —gi par conséquent sa surface a pour mesure
i Ll
2 4

Si l'on suppose, par exemple, le coté ¢'du triangle équilaté-
ralégale & 10 mélres,l’aire de ce triangle sera égalea 433015,
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THEOREME VI

L'aire d'un trapéze ABCD est égale au produit de sa kauteur
AEpar la demi-somme de ses bases AB, CD.

Je prolonge la base inférieure DC d’une longueur CF égale &

la base supérieure AB, et je tire Ia ligne

droite AF qui coupe le colé BG au point

G. Les triangles ABG, CGF ont un coté
© &gal, adjacenta deux angles égaux chacun
a chacun; en effet, les cotés CF, AB, sont égaux par hypo-
these ; 'angle ABG égale 'angle FCG, parce qu’ils sont alternes-
infernes par rapport aux deux paralléles AB, CF et & la sé-
cante BC ; il en est de méme des angles BAG, CFG ; les triangles
ABG, CGF sont done égaux. Si je les retranche successivement
de la figure ABGED, le trapéze ABCD et le triangle AFD que
Jlobliens pour resles sont équivalents ; mais le triangle a pour

1 0 3 . .
mesure AE>< 5 DF; -done l'aire du trapéze égale aussi

AE < % DF, c'est-a-dire le produit de sa hauteur AE par la
demi-somme de ses deux bases DC, AD.

Conorame. — Le trapéze ABCD a qussi pour mesure le pre-
duit de sa hauteur AE par la droite GH qui joint les milienz
et G de ses cotés non paralléles AD, BC.

En effet, les deux triangles ADF, AIIG, qui ont un angle
commun compris enfre colés proportionnels, sont semblables
(24, I1); le rapport de GH a DI est donc le méme que celui de
dlla AD, c’est-a-dire que la droite GI ¢gale la. moitié de la
droite DF, ou la moitié de la somme des hases AB, CD, du tra-
péze. Par suite, ce quadrilatére a pour mesure le produit de
4 par GIL.

PROBLEME 1

Mesurer la surfuce d'un polygone quelconque.
Ge probléme est susceplible de plusieurs solutions que je
¥as exposer successivement:

AN, — ELiN, 11

SCD LYON 1




162 GEOMETRIE.
1° Pour évaluer I'aire d'un polygone ABCDE tracé sur le pa-
pier ou sur le terrain, on le décompose

=

P en triangles, soil en menant les diago-
/ ¢ males d'un sommet, par excmpleA, i
A tous les aulres; soit en tirant des lignes
\ droites d'un point quelconque O de sa
\ surface & tous ses sommels. On calcule
I

b ensuiteles aires de cesiriangles, et I'on
en fait la somme. Le résultat de celte
addition est la mesure de la surface du

R0y Rlpa s ¢ polygone proposé.
SN, 2° Lorsque le polygone dont on de-
’// B mandela mesure est {racé sur le papier,
E‘*-—\_i__:‘l on peut le transformer en un iriangle

5 qui lui soit équivalent, et mesurer en-
suite la surface de ce iriangle.

Pour compléter cette solution, je vais indiquer comment o

transforme un polygone, par exemple le pentagone ABCDH, en
% un triangle équivalent. Je tire la di-

.]]/”\ gonale BD quirelranche du pentagone
e : e
2 / \ \‘ le iriangle BDC, et je méne par I

\ sommet G de ce triangle la droile (L
8 —‘1“—*‘—____& paralléle a BD. Je prolonge -ensuile
L lecdté AB du polygonejusqu’a laren-
contre de CL, et je joins leur inlersection L au point D parla
droite DL. Le triangle CBD, est équivalent au {riangle LBD (V),
‘parce qu'ils ont la méme base BD.et les hauleurs égales, leurs
sommets C et L se trouvant sur une paralléle a la base, Dis
lors, si je remplace dans le pentagone ABCDH e triangle (B
par le triangle équivalent LBD, le nouveau polygone LBAID
est équivalent au pentagone ; mais les trois points A, B, Iy
élant en ligne droite, la figure LBAIID n’a que qualre cilés
Par conséquent, j'ai transformé, par la conslruction préct:
dente, le polygone proposé en un autre qui lui est équivalent
et a un col¢ de moins.
En appliquant celte construction au quadrilatére ALDI,je

\
\

le transforme en un triangle DKL quilui est équivalent, Lair |
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de ce triangle est par suite égale 4 celle du pentagone ABCDH,
3° Lorsque le polygone est tracé sur le terrain, on emploie
de préférence la méthode suivante :
. Soit & évaluer V’aire du polygone
82y ) ABCDHKL ; on tire la plus grande
. Tl diagonale CK, et par les sommets
el iip o8 on extérieurs & cette ligne on méne
L% / des perpendiculaires sur sa direc-
Pt gih tion. Ces perpendiculaires décom-
u posent la figure en triangles rectan-
gles et en trapézes. On calcule ensuite les aires de ces figures
partielles, et I'on en fait la somme.
Ce procédé est préféré dans I'arpentage, 4 cause de Ia facilité
avec laquelle on trace des perpendiculaires sur le terrain, au
moyen de I'instrument appelé équerre d’arpenteur.

PROBLEME II

Construire un carré équivalent & un polygone.

A 1 8i le polygone proposé est le triangle
I 71\ ABG, je tire sa hauteur AD et je désigne par X
e \ le coté du carré qui lui est équivalent.
¢ n/ ¢ Laire du triangle est égale & ;—BG > AD(V),
¢t celle du carré, égale a X2 (I1I), Pour que le carré soit équi-
valent au triangle, il faut done qu’on ait ;

X*= 2 BC >< AD;

X

J'en conclus que
AD
X

6

-Q«BC

Cest-d-dire quele colé X du carré demandé est moyenne pro-
portionnelle entre la hauteur AD et la moitié de la base BC du
triangle donné,

2° 8i la surface du polygone proposé a pour mesure le pro-
duit de deux lignes droites connues, comme il arrive pour le
parallélogramme et le trapéze, on démontre, par un raison-
fiement analogue au précédent, que le coté du carre équivalent

Y
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a ce polygone est moyenne proportionnelle entre les deux
lignes dont le produit exprime la mesure de sa surface.

5. Lorsque Paire du polygone proposéne s’exprime pasim-
médiatement par le produit de deux lignes droites, on trans-
forme ce polygone en un {riangle équivalent (Probléme I), et
I'on construit ensuile le carré équivalent & ce trian gle.

PROBLEMES NUMERIQUES

1. Calculer, 4 moins d’un centimétre carré, 'aire du rec-
tangle dont la base est égale 2 10,75 et ladiagonale a 157,25,

9 (Calculer Pune des hauteurs et I'aire du triangle dont les
cotés sont égaux respectivement & 17,20, 1=,85 et 27,25.

5. L'aire d’un trapéze est égale & 20347°,60 ; sa hauteur est
de 18,40, et sa hase inférieure de 54 48. Calculer sa base
supérieure & moins d’un centimétre.

4. Calculer en hectares I’aire d'un hexagone régulier dont
le coté a 450 métres de longueur.

5. Calculer, & moins d'un centimétre carre, I'aire d’un oclo-
gone régulier inscrit dansun cercle dont le rayon est de 2%,25. -

6. Calculer en hectares V'aire d'un losange dont le coté est
égal & la plus petite diagonale, en sachant que la longueur de
chacune de ces lignes est de 20 ,50. _

7. Calculer, & un centimétre prés, le coté du carré équiva-
lentau triangleéquilatéral dont'apothéme a2”,50 delongueur,

PROBLEMES GRAPHIQUES

1. L'aire d'un trapéze est égale au produit de I'un des colés
non parallélespar ladistancede ce coté aumilieu du coté oppose.

9. Tracer par le sommet G d'un friangle ABC une ligne
droite MN telle que le trapéze qu’elle forme avec le coté AD el
les perpendiculaires menées des deux autres sommets A, B,
sur MN soit équivalent & un carré donné.

5. Si les angles A, A’, des deux triangles ABC, A’B'C’ sont
- gaux ou supplémentaires, les aires de ces triangles sont pro-

portionnelles aux produits AB><AG, AR < A'CY, des colés
qui forment les angles A, A’ s

4. Transformer un triangle reclangle en un triangle isoctle
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qui lui soit équivalent et qui ait avec lui un angle commun.
Combien ce probléme a-t-il de solutions ?

5. Transformer un polygone régulier en un autre polygone
régulier qui lui soit équivalent et ait deux fois plus de cotés.

6. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une
ligne droite perpendiculaire & I'un de ses cotés,

7. Diviser un {riangle en trois parties proportionnelles &
des longueurs données, en joignant un point de I'intérieur i
tousles sommets.— Cas particulier dans lequel les trois lignes
données sont égales. _

8. Inscrire dans un cercle un trapéze dont la hauteur etla
surface sont données. (La grandeur d’une surface est détermi-
née par le coté du carré qui lui est équivalent.)

9. La position et la longueur de deux lignes droiles élant
données, trouver le lieu du point tel qu'en le joignant aux
extrémités de ceslignes on forme deux triangles dont lesaires
solent proportionnelles & deux lignes droites données M et N.
Examiner le cas d'égalité de M et N.

10. Par un point donné sur le plan d’un angle, mener une
sécante telle que P’aire du triangle qu'elle fait avec les cotés
de cet angle soit égale & un carré donné, :

11. Par un point donné sur le plan d'un angle, mener une sé-
cante (elle que le produit des distances du sommet de angle
aux deux points d’intersection soit égal & un carré donné.

12. Le produit de deux cotés d'un Lriangle est égal au produit
dela hauteur, perpendiculaire au troisiéme coté, par le dia-
métre du cercle circonscrit. — Déduire de ce théoréme que
laire d'un (riangle est égale au produit de ses trois cotés di-
visé par le double du diamétre du cercle circonscrit.

13. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une
paralléle & une ligne droite donnée.

14. Mener par un sommet d'un quadrilatére une ligne droite
qui divise sa surface en deux parties équivalentes.

15. Si dans un quadrilatére quelconque on méne par les
milieux de chacune des diagonales une paralléle & laulre, et
quon joigneleur pointde concours aux milieux des cotésdu qua-
drilatére, il scra partagé en quatre quadrilatéres équivalents.
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Procrasie. — Relations éntre le carré construit sur le cbté d'un triangle op-
posé & un angle droit, ou-aigu, ou obtus, et les carrés consiruits sur les
deux aufres colés

REMARQUE

La vingt-troisiéme legon et la vingt-quatriéme renferment
plusieurs théorémes dans lesquels on considére le produit de
s deux lignes droites. Or, on sait (30, II) qu'un ftel produit
i peut-étre considéré comme la mesure de l'aire du reclangle
* construit sur ces deux lignes ; par conséquent, ces théorémes
sont susceptibles d'une interprélation purement géométrique
et, par suite, d'une démonstration nouvelle. J'examinerai seu-
lement les trois théorémes relalifs au carré d'un coté d'un
triangle, opposé & un angle droit, ou aigu, ou obtus.

THEOREME I

Le carré construit sur I'hypoténuse d'un friangle rectangle
est équivalent @ la somme des carrds construits sur les deus
autres coles.

Soit ABC un triangle dont I'angle BAG

B estdroit ; je construis un carré sur chacun

/ de ses coles, et je dis que le carré BCDE

fait sur ] hypoténuse BC est équivalent d la

i somme des carrés ABFG, ACHK faits sur
les deux aufres colés AB, AC.

e J'abaisse du sommet A de 1'angle droil

BT la perpendiculaire AM sur 'hypoténuse;

le prolongement MN de cette ligne partage le carré BCDE en
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deux rectangles BEMN, GDMN, respectivement équivalents aux
carrés ABFG, ACHK, qui leur sont adjacents. En effet, I'aire
du rectangle BEMN est le double de celle
du triangle ABE, parce qu'ils ontla méme
" hase BE et les hauteurs égales, le som-
met A du triangle étant sur le prolonge-
ment de la base supérieure MNrdu rec-
tangle (30, 111 et V). Pareillement l'aire
du carré ABFG est le double de celle du
_ triangle BCF, puisqu'ils -ont la méme
hase BF et les hauteurs égales, le sommet C du triangle étant
sur-le prolongement de la base supérieure GA du carre. La
démonstration de 1'équivalence du rectangle BEMN et du carré
ABEG revient done a celle de I'égalité des deux triangles ABE,
BCF. Or, d’aprés la construction de la figure, les cotés DI et
BC de l'un égalent respectivement les colés BA et BE de
Pautre ; de plus, les angles FBG, ABE, compris enfre ces
cdtés, sont égaux parce que chacun d’eux est égal 4 l'angle
ABG augmenté d’un angle droit. Donc les triangles ABE, BCF,
sont égaux (3, IV), et le rectangle BEMN est équivalent au
carré ABI'G. _ ' :

Je prouverais de méme l'équivalence du rectangle CDMN
eldu carré ACHK , par conséquent, le carré BCDE fait sur 1'hy-
poténuse BC est équivalent dla somme des carrés ABFG, ACIIK,
faits sur les deux autres edtés AB, AG.

ConoLratne I — Les carrés faits sur les deux cotés de I'angle
droit du triangle rectangle ABC sont proportionnels aux projes-
tions de ces cotés sur ' hypoténuse. '

En effet, le rapport des carrés ABFG, ACHEK, estle méme
que celui des rectangles BEMN, €DMN, qui leur sont équiva-
lents; par conséquent, il est égal au rapport des hases BN,
CM, de ces rectangles qui ont la méme hauteur MN (30, I).

Conotame IL. — Les carrés [aits sur Uhypoténuse et lun des
cdtés de Tangle droit du triangle rectangle ABG sont propor-
tionnels & I'hypoténuse et & la projection du cdté de l'angle droit
ar L hypoténuse.

SCD LYON 1




158 GEOMETRIE.

Le rapport des carrés BCDE, ABIG, est le méme que celui du
carré BCDE et du rectangle BEMN ; par conséquent, il est égal
au rapport des bases BG et BM de ces rectangles qui ont la
méme hauteur BE,

THEOREME II

Dans tout triangle, le carré construit sur un cdté opposé i un
angle aigu est équivalent & la somme des carrés consiruits sur.
ies deux autres cotés, diminuée de deux fois le rectangle qui

§ aurait pour dimensions l'un des cdlés

N5 . . .

5 de U'angle aigu et la projection de I’ au-
" tre coté sur le premier.

Soit ABG un triangle dans lequel le
coté BG est opposé & 'angle aigu BAC;
je construis un carré sur chacun des

J cotés de ce triangle, et je dis que le
MRy carré BCDE fait sur le coté BG est équi-
valent & la somme des carrés ABFG, ACHK, faits sur les deux
eités AB, AC, moins le double du rectangle ayant pour dimen-
sions le colé AB et la projection du coté AC sur AB.

J'abaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires
AN, BS, CP, sur les cotés opposés; ces perpendiculaires par-
tagent les {rois carrés en six rectangles. Je vais démontrer que
deux rectangles consécutifs et placés sur les cotés d'un méme
angle, par exemple BEMN, BFPO, sont équivalents. En effet,
l'aire du rectangle BEMNes! le double de celle du triangle ABE,
parce qu'ils ont laméme base BE et les hauteurs égales, le som-
met A du triangle étant sur le prolongement de la base supé-
rieure MN du rectangle (30, IlI et V) ; par la méme raison, V'aire
du rectangle BFPO est le double de celle du triangle BCF. La dé-
monslrationde I'équivalence des deux rectangles BEMN, BFPO,
revient donc a celle de 1'égalité des triangles ABE, BCF. Or,
d’aprés la construction de la figure, les cotés BA, BE, du pre
mier triangle sont égaux respectivement aux cbiés BF, BC, du
second, et les angles ABE, FBC, compris entre ces colés sont
égaux, parce que chacun d’eux est la somme de I'angle ABC et
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d'un angle droit. Done les triangles ABE, BCF, sont égaux (3,
¥); les rectangles BEMN, BFPO sont par suite équivalants.

T - Jeprouveraisdemémel'équivalence

o des reclangles DCMN, CHSR, et celle

: n desrectanglesAKSR,AGPO. Par consé-

G
74
\‘

~,% 0\ quentle carré BCDE est équivalent & 1a
B e somme des rectangles BFPO, CHST, ou
/ a celle des carrés ABFG, ACIK, dimi-

F

i
:
H

- nuée des deux rectangles équivalents
BESTEE =D AGPO, AKSR. Or le rectangle AGPO a
pour mesure le produit AG ><A0 (30, I11), ou AB><AO; on a
donc :

BC*= AB* + AC> — 2AB >< AO.
il est évident d’ailleurs que la ligne droite AO est la projeclion
du c6l¢ AC de l'angle aigu BAG sur 'autre colé AB de cet
angle.

THEOREME III

Dans tout triangle, le carré construit sur un coté opposé o un

angle obtus est équivalent & la somme des carrés construits sur

les deux autres cotés, augmentée de deux

fois le rectangle qui aurait pour dimensions

- Vun des cotés de Uangle obtus et la projec-
twon de U'autre coté sur le premier.

Soit ABG un triangle dans lequel le coté

BC est opposé & I'angle obtus BAC ; je con-

struis un carré sur chacun des cotés de ce

triangle, et je dis que le carré BCDE fait
sur le coté BC est ¢quivalent & la somme des carrés ABFG,
ACHK, faits sur les deux autres cotés AB, AC, augmentée de
deux fois le reclangle ayant pour dimensions le coté AB et la
projection du c6té AC sur AB.

Jahaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires
AN, BS, CP, surles colés opposés; ces perpendiculaires el les
edlés des trois carrés font six rectangles BEMN, CDMN, BFPO;
AGPO, CHISR, AKSR. Je démontre, comme dans le théoréme
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précédent,l’équivalence de deux rectangles consécutifs et placés
sur les cdtés d'un méme angle ou sur leurs
prolongements ; par conséquent, le carré

>0 BCDE est équivalent 4 la somme des rec-
langles BFPO, CHSR, ou & celle des carrés
ABFG, ACHK, augmentée des deux rectan-
gles équivalents AGPQ, AKSR. Or, le rec-
tangle AGPO a pour mesure le produit
AG>< A0 (30,1II), ou AB><AO; on a done:

BC* = AB® + AC? + 2AB >< AO.

11 est d’ailleurs évident gne laligne droite AO est la projec-

tion du c6té AC de I'angle obtus sur 'autre coté AB de cet

- angle.

PROBLEMES

1. Démontrer que le carré construit sur la diagonale d'un
carré estle double du carré proposé.

2. Le carré fait sur lasomme de deux lignes droites est équi-
valent & la somme des carrés fails sur chacune de ces lignes,
augmentée du double de leur rectangle.

5. Le carré fait sur la différence de deux lignes droites est
équivalent & la somme des carrés faits sur chacune de ces
lignes, diminuée du double de leur rectangle.

4. Le rectangle constiruit sur la somme et la différence de
deux lignes droites est équivident & la différence des carrés
de ces lignes.
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.ProcrauME. — Le rapport des aires de deux polygones semblahles est le méme
que celui des carrés des cotés homologues. — Construire un carré dont le
rapport & un carré donné soit égal au rapport de deux lignes données. —
Construire un rectangle équivalent 4 un carré donné et dont les cotis adja-
cents fassent ine somme ou aient enlre eux une différence donnée. — Appli-
cation 4 la construction des racines des équations du second degré 4 une
neonnue.

THEOREME I

Les aires de deuz triangles semblables ABC, A'B'C’, sont pro-
portionnelles aux carrés de leurs
/%\\ o cotés homologues.
/’ a ‘ﬁ Les triangles ABC, AB'(,étant
Pl LIS R L semblables, leurs bases AB, A'B’,
; P TP qont proportionnelles & deus co-
tés homologues ; par conséquent, j’ai Pégalilé
AB AC
A — g
Des sommets C et C' je (ire les lignes droites CD, G’D', respec-
tivement perpendiculaires aux bases AB, A’B’. Les triangles
reclangles ACD, A’C’'D’, sont semblables (21,11, ¢), car ils ont
les angles aigus A et A’ égaux par hypothése ;il en vésulte que
€D -~ AC
CDITE A
Je multiplie membre 4 membre les deux égalités précédentes,
ot je trouvee F
AB > €D . AC?
e TR T
Or, Paire du triangle ABC est égale & la moitié du produit
AB>< CD, et ’aire du triangle A’'B'C’ égale 4 la moitié du pro-
dnit B’ >< ¢D’ (30, V) ; donc le rapport des aires de ces trian-
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gles est le méme que celui des carrés de leurs cdtés homo.
logues AC, A’C".

THEOREME II
Les aires de deux polygones semblables ABCDE, A'B'C'D'E!,

B sont proportionnelles aux carrés de leurs
¢ cotés homologues.
2L Je décompose les deux polygones sem-
\>D blables ABCDE, A’B'C’D'E’, en un méme
nombre de triangles semblables, en tracant
£ o leurs diagonales homologues par les deux
@c' sommets homologues A et A’ (21, VII). Les
&% deux triangles ABG, A’B'(Y, étant sembla-
¥ bles, j’ai égalité (I)
ABC AC?,

ATBI SRR
il résulte aussi de la similitude des triangles ACD, A’C’D’ que
ACD - AC
O AGE:
Les deux égalités précédentes ayant un rapport commun, j'en
conclus
ABC - ACD
AR AED
c'est-d-dire que les triangles semblables dans lesquels j'ai dé-
composé les polygones ABCDE, A’B'C’D'E’, sont proportionnels.
ABG ACD ADE - ;
00 A0 ADE sont donc égaux, et1'ona
ABC+ACD+ADE  ABC
ABC+ACD +AVE  ABC°
Or, le numérateur ABC + ACD—+ ADE est égal a L'aire du poly-
gone ABCDE, et le dénominateur A’B'C’ + A'C'D’ + A’D'E’ égal &
l'aire du polygone A'B'C'D'E’; donc les aires de ces polygones
semblables sont proportionnelles aux aires de deux triangles
semblables ABC, A’'B'C’, ou aux carrés des deux cotés homo-
logues AB, AB’ (I).

Les rapports
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PROBLEME I

Construire un polygone semblable & un polygone donné, et
tel que son rapport a ce polygone soit
égal & celui de deux lignes droiles
données.

Je suppose 1° que le polygone
donné soit un carré; je désigne par A
\  son coté, par X le coté du carré de-
mandé et par B, C, les deux lignes données; il s'agit de déter-
miner X de telle sorte qu'on ait:

X2 B
| BT

Cela posé, je prends sur une ligne droite indéfinie la lon-
gueur DE égale a B, et, & la suite, une longueur EF égale a C.
Je décris une demi-circonférence sur la ligne DF comme dia-
métre, puis je méne la ligne droile EG perpendiculaire 4 DF,
cette ligne coupe la circonférence au point G que je joins aux
points D et I par les cordes GD, GI'. Je prends ensuite sur GF
une longueur G égale au coté A du carré donné; je mene par
e point Hune paralléle 4 DF, et jela prolonge jusqu’au point K
attelle rencontre GD. La droite GK estle coté du carré demande.

En effet, I'angle HGK du triangle GIK étant droit (15, IVz:els
ena (32,1, c): ' :

GK* , KL
IR = T

Mais les paralléles KH, DI, sont divisées en parties propor-
tionnélles (21, VI) par les lignes droites GK, GL, G, issues
du point G, ¢’est-d-dire que

Kl Dk

L=
par conséquent, oL a aussi

GK*  DE

GIF — EF'
ou hien

GK* B

A
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La ligne droite GK est donc le coté X du carré cherche,
2. Soil donn¢ un polygone quelconque A; je désigne par ¢
3 . Vun de ses cotés, par @ le coté homologue dy
i polygone demandé X, et par b, ¢, les deuy
' lignesdroiles données.
Jai, par hypothése,

X
K — 'é_\

et
Nl
AT @

4 cause de la similitude des polygones (), il en résulte que
2 )
iy

La construction du coté @ est donc ramende 3 celle d’un
carre qui soit au carré du ¢oté a dans le rapport des deux
lignes b et ¢.

Je construisla ligne droite 2 d’aprés la méthode précédente,
et je fais sur cette ligne un polygone semblable au polygone
donné A (25, VIII), en regardant toutefois les lignes z et q
comme deux colés homologues,

Remarque. — Si le rapport des deux polygones était ex-
primé par celuide deux nombres, je prendrais pour leslignes
b et ¢ deux lignes droites proportionnelles aux deux nombres
donnés, et je ferais ensuite la construction précédente.

PROBLEME I

Construire un reclangle équivalent & un carré donné, et dont
les cbtés fassent une somme ou aient entre eug ane différence
donnée.

Cette question revient & construire la base et la hauteur du
reclangle, c'est-a-dire deux droites dont la somme ef le pro-
duit, ou la différence et le produit, sont donngés (25, VIet VII).
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Emplei de I'algébre dans Ia résolution des
problémes de géomdirie.

PRINGCIPE DE L’'HOMOGENEITE=.

On a parfois recours & l'algébre pour résoudre les pro-
. blémes de géométrie. On désigne alors les données et les in-
connues par des lettres, et I'on écrit les équations du probléme
en faisantusage des théorémes de la géométrieet enappliquant
les régles de I'algébre. Je suppose qu'on raméne chacune de
ces équations a n'avoir que des termes ralionnels et entiers,
c'est-d-dire qu'on fasse disparailre les radicaux et les dénomi-
naleurs, sielle en contient; je dis que I'équation, ainsi trans-
formee, est homogeéne.

Dans la démonstration de cet important 1héoréme, connu
sous le nom de principe de I'homogénéité, on regarde comme
évident que loufe relation qui exisie enire les lignes d'une
figure de géoméirie ne change pas avec Uunilé employée pour
mesurer ces lignes; ainsi, le carré de 'hypoténuse d'un triangle
rectangle égale la somme des carrés des deux cotés de I'angle
droit, quelle que soit I'unité linéaire. 1l en résulte que toute
équation d’un probléme de géométrie, exprimant un mode de
dépendance des inconnues et des données de la figure, n'é-
prouve aucune modification, lorsqu'on change la grandeur
de I'unité linéaire qui a servi & écrire cetle équation, en sup-
posant, comme je l'ai déja dit, que celte unité nesoit pasl'une
des lignes données.

* Pour comprendre la démonstration Jde ¢e principe, il importe de se rap-
peler les définitions suivantes s

On nomme degré d'un mondme entier le nombre des facteurs algébriques
de ce terme; ce nombre est égal & la somme des exposanis de toites les
lettres du monéme,, Ainsi, le terme 8atbtc est du huitiéme degré. — Un
polynéme entier est homogéne, lorsque tous ses termes 5006 du méme degré,
Tel est le polyndme ;

Ba*b—3ab>+-65°,

dont tods les iermes sont du troisiéme degré,

SCD LYON 1




176 GLEOMETRIE,

Cela posé, considérons I'une des équations auxquelles con.
duit un probléme; pour démontrer qu’elle est homogéne, jo
change l'unité linéaire et J’en prends une seconde qui soit
m fois plus petite que la premiére. Les nombres qui expri-
maient les mesures des différentes lignes de la figure de-
viennent m fois plus grands, de sorte que chaque terme de
I'équation doit étre mulliplié par m, ou m2, ou m?, etc., selon
qu’il est du premier degré ou du second, ou du troisiéme, etc.;
parconséquent, cette équation ne sera indépendante du nombre.
m, c'est-a-dire de la variation de 1'unité linéaire, qu’aufant
que tous ses termes auront ¢té multipliés par la méme puis-
sance de m, ce qui exige qu'ils soient tous du méme degré.

RemarqueI. — Si I'on emploie la trigonométrie dans Iy
mise en équation d'un probléme de géométrie, il importe de
se rappeler que les lignes {rigonométriques ne sont que des
nombres, de sorte qu’il ne faut pas les compter en évaluant
les degrés des termes de I'équation. :

Remarque II. Lorsque, dans une équalion entiére et ho-
mogéne, on remplace 'une des leltres de cetle équation par le
nombre 1, les degrés des termes qui contiennent cetle lettre
diminuent, et I'équalion cesse d'étre homogéne. Par consé-
quent les équations d'un probléme de géométrie ne sont pas
homogenes, lorsqu'on prend I'une des lignes données pour
unité de longueur.

Construction des racines des dJquations des
denx premiers degrés & une seule inconnue
et de I'équation bhi-eavrde.

La construction des racines d'une équation quine contient
qu’une inconnue consiste Aremplacer les calculs qu'il faudrait
elfectuer pour avoir les valeurs de ces racines, par un systéme
d’opérations graphiques exécutées sur les lignes données et
fuisant connaitre les grandeurs des lignes inconnues.

Pour faire ces tracés, on ne se sert que dela régle et ducom-
pas. Parmi les équations dont il est possible de construire les
racines avee ces instruments, je ne considérerai que celles qui

~
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sont du premier ou du second degré, et les équations bi-
carrées. ‘

1° Equations du premier degré.

Si I'équation considérée est du premier degré, la valeur de
I'inconnue a I'une des formes suivantes :
ab abed abe = de
5 2 ol gET e TR e ae g P
les constantes a, b, ¢, etc. étant les représentations numé-
riques de lignes droites données. :
Pour construire la premiére valeur de , il faut ajouter & la
longueur @, ou en retrancher la longueur b. La seconde valeur
de  est la qualriéme proportionnelle aux lignes ¢, a et b
Quant & la troisiéme valeur, on la construit par autant de
quatriémes proportionnelles qu’il y a de facteurs linéaires
dans son dénominateur. En effet, si I'on prend deux incon-
nues auxiliaires telles qu'on ait :

B— 0= —

ab cy
= ) 2= '_I'c};
: : dz
il en résulte que r=—.

)

Par conséquent, on construira d'abord la quatridme pro-
portionnelle y aux trois lignes e, a, b, puis la quatriéme pro-
portionnelle z aux trois lignes f, ¢, y; et I'inconnue z sera la
quatriéme proportionnelle aux troislignes ¢, d, z.

Enfin, on raméne la quatriéme valeur de z 4 la forme de Ia
troisiéme, au moyen de deux inconnues auxiliaires yet z,
choisies de maniére qu’on ait g

aby=def et ga=Ukl;

car on en déduit

__ab{e=Ly)

g e
On commencera donc par construire z et y au moyen de qua-
triémes proportionnelles; I'inconnue # s'obliendra par le
méme procédé, puisque les facteurs ¢==y, h==z sont des
lignes connues.

AM, - ELEM, 12
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9° Equations du second degré*.

Je supposerai d'abord que I'équation soit incompléte ef
qu’elle ne contienne que le carré de I'inconnue avec un terme
constant; cette équation sera de I'une des deux formes sui-
vantes :

dr —abs o — ot b,

Dans I'un et 'autre cas, I'inconnue a deux valeurs égales et de
signes confraires; il suffit dés lors de construire celle qui est
positive. Il est évident que la racine positive de la premiére
équation est moyenne proportionnelle entre les deux lignes
a, b, et qu'on obtient celle de la seconde équation en construi-
sant le coté d'un carré égal 4 la somme ou a la différence des
carrés des lignes a et b.

Je considére en second lieu I'équation compléte du second

degré qui est susceplible de'une des quatre formes suivantes:
Tt —ar=bi—0, (1)
ziFar-Lb*=0, (2)
ot —ax — =0, (3)
*+ax—b=0. (4
Je remarque d’abord que les racines de la seconde équation
sont égales & celles de lapremiére et de signes contraires; car
on déduit la seconde de la premiére en y remplagant & par
— x; comme la quatriéme équation résulte de la troisiéme par
le méme changement de @ en — &, il suffit d’expliquer la
construction des racines des deux équations (1) et (3).
Je commence par 1'équation
_ 2 —ax+ b*=0,
et je désigne par 2’ et 2 ses deux racines que je suppose réelles
et qui sont dés lors positives, puisque leur somme a el leur
produit b* sont positifs; on a donc
4z’ =a,
£ e
Ces relations rameénent la question & un probléme connu:
* Voir, dans mes Lecons nouvelles d'algébre, 3¢ édilion, les propriétés des

équations du second degré et l'application des quantités négatives & la réso-
lution des problémes.
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Gonstruire deux lignes x"et x” dont la somme et le produit sont
donnés (25, VI). Ceite construction fait connaitre immédiate-~
ment la condition de réalité des racines, qui est
= 2b.
Quant & I'éguation
2 —ar— =0,

dont les racines ont des signes contraires, je représente par z’
la racine positive et par z” la valeur absolue de celle qui est
négative; on a, par suite,

2 —all—a
el Thad == h%
La question proposée revient done au probléme suivant : Con-
struire. dewix lignes x' et x” dont la différence et le produit sont
donnés (25, VIL).

5° Equations bi-carrées *.

Une équation bi-carrée ne peut avoir que I'une des quatre
formes suivantes :

ot —ata? bt =0, (1)
T4 =0, (2)
t— o — bt =0, (3)

-’ — b =0. (4
La seconde de ces équations, qu’on déduit de la premidre en
y remplagant * par — 2?, n’a que des racines imaginaires; il
1’y a donc pas lieu de construire ces racines. Comme la qua-
triéme équation résulte de la (roisiéme par le méme change-
ment de x* en — a2, il suffit de montrer comment on peut
construire les racines réelles de 1a premiére et de la troisiéme
équation. On commence par ramener ces deux équations au
second degré, en posant
14

yétantuneligne auxiliaire. Ces équations deviennent, en effet,

y’-—-i—y Ep=A

Voir les propriétés des équations bi-carrées dans mes Legons nouvelle
dalgébre.

I8
e
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On construit leurs racines d’aprés la méthode précédem.
ment donnée, et I'on obtient 'inconnue « en cherchant une
moyenne proportionnelle entre la ligne b et chacune des va-
leurs réelles et positives de la ligne auxiliaire .

Remarque. On peut appliquer celle méthode algébrique
a la résolution des problémes suivants :

1° Diviser une ligne droite de longueur donnée en moyenne
et exiréme raison.

2° Inscrire un carré donné dans un autre carré, aussi donné.

3° Construire un cercle tangent & la fois & un cercle, i une
corde de ce cercle et au diamétre perpendiculaire 4 cette corde.
(On calculera le rayon du cercle demandé.)

4° Inscrire dans un triangle un rectangle d’aire donnée.

5° Diviser la surface d'un triangle en moyenne et exiréme
raison par une perpendiculaire ou une paralléle & I'un de ses
cotés.

PROBLEMES

1. Faire un carré égal a la somme ou a la dilférence de
deux carrés.

2. Deux polygones semblables élant donnés, construire un
polygone qui leur soit semblable, el soit équivalent & leur
somme ou & leur différence.

5. Construire un triangle qui soit semblable & un {riangle
donné, et-dont les sommets soient placés sur trois circonfé-
rences concentriques, ou sur trois lignes droites paralléles.

4. Diviser un triangle en un nombre quelconque de parties
équivalentes par des parall¢les & 1'un de ses cotés.

5. Construire un triangle équilatéral équivalent a la somme
ou 4 la différence de deux polygones donnés.

6. Inscrire dans un triangle donné un triangle semblable
a un autre triangle donné.

7. Mener par un point donné une ligne droite qui divise la
surface d'un trapéze en deux parties proportionnelles & des
lignes données m et n.

8. Construire sur une base donnée un triangle équivalent
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3 un polygone donné, et tel que la droite qui joint son som-
met au milicu de la base soit moyenne proportionnelle entre
les deux autres colés.

9. Deux droites paralltles et deux points étant donnés, {ra-
cer par ces points deux lignes droites qui se coupent sur I'une
des paralléles et forment avec I'autre un triangle équivalent
4 un carré donné.

10. Diviser un trapéze en un nombre quelconque de parties
équivalentes par des paralléles a ses bases.

11. Diviser, par une paralléle & la base, la surface d'un
triangle de telle sorte que I'aire du trapéze soit moyenne pro-
portionnelle entre les aires des deux (riangles.

12. Les périmétres de deux (triangles semblables sont pro-
portionnels aux rayons des cercles inscrits et aux rayons des
cercles circonscrits. — Les aires de ces triangles sont propor-
tionnelles aux carrés des mémes rayons.

13. Par un point situé sur la bissectrice d’un angle, mener
une sécante telle que la partie de cetle droite comprise dans
Iangle soit d"une longueur donnée. — Ce probléme, dansle cas
particulier de I'angle droit, est connu sous le nom de Probléme
de Pappus, célehre géométre grec qui vivait au IV® siécle,
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Proeramur, — Afre'd’un polygone’ régulier. — Aire'd'un cercle, d'un secteur,
et d'un segment de cercle. — Rapport des aires de deux cercles de rayons
différents,

THEOREVE 1

L'aire d'un polygone régulier convexe est égale au produit de
son périmétre par la moitié de son apothéme.
Soit 0 le centre d'un polygonerégulier convexe, par exemple
d'un hexagone ABCDHK; de ce point je
méne les rayons 0A, OB, efc. , aux sommels
A, B, ete. Ces lignes décomposent le poly-
¢ goneen autant detriangles qu’il ade colés;
et ces triangles sont égaux entre eux, parce
qu’ils ont les trois colés égaux chacuni
chacun (27,1). J'abaisse du centre 0 la per-
pendiculaire OP sur le coté AB; cette ligne OP est la fois I'apo-
théme du polygone et la hauteur du triangle OAB, qui a déslors
pour mesure le produit de sa base AB par la moitié de OP
(30, V). Or, I'aire du polygone proposé est la somme des aires
de six triangles égaux 4 0AB, puisque ce polygone est convexe

et qu'il a six cotés; doncelle égale six fois le produit AB X%E,
c'esl-a-dire le produit du périmétre 6AB du polygone par
la moitié de son apothéme OP.

Corovrame, — Le rapport des wires de deux polygones régu-
liers du méme nombre de cotés est égal & celui des carrés de
leurs apothémes, ou de leurs rayons,
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Les deux polygones réguliersayant lemémenombre de cotés
sont semblables (27, I) ; par conséquent, leurs surfaces sont
entre elles commeles carrésdes edtés homolognes (33, 1), on
des périm Mtres. Or, les périmétres sont proportionnels auxapo-
{hémes el aux rayons des deux polygones réguliers (27, IiI);
done le rapport des surfaces de ces polygones est égal au rap-
port des carrés de leurs apothémes, ou de leurs rayons.

Remarque. Laire d'un polygone quelconque, circonscrit &
un cercle, est égale au produit de son périmétre par la moitié
du rayon du cercle inscrit.

La démonstration de ce théoréme est identique & celle. du
théoréme précédent.

THEOREME I

L’aire d'un cercle est égale awproduit de sa: circonférence par

la moitié de son rayon.
Jinscris d’abord dans le cercle un polygone régulier con-
vexe; par exemple un hexagone, puis les polygones réguliers
convexes de 12, 24, ele., cbtés. L'aire de
chacun de ces polygones est égale au produit
de son périmétre par la moitié de son apo-
théme (). Comme cette régle est indépen-
dante du nombre et de la grandeur des co-
. tés des polygones réguliers inscrits, elle est
applicable au ecercle qui est la limite des
surfices de ces polygones; par conséquent, I'aire du cercle
-est égaleau produit de son périmétre, ou de sa circonférence,
par la moitié de son apothéme quin’est autre que son rayon.
Cororraire.—Je désigne par R le rayon du cercle donné,

et j'ai déslors

A R
cercle B=circ. R ><.—;2 :

Si, dans celte expression de l'aire du cercle R, je remplace
wre. R par sa valeur 2zR (27, 1Y, c), je trouve :

cercle R = =%
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Il résulte de cette égalité : 1° que pour caleuler I nire d'un cercle
donit lerayon est donné, on peut multiplier le carré de son rayon
par le rapport de la circonférence au diamétre ; 2° qu'on obtient
réciproquement la longueur du rayon dun cercle dont Uaire
est donnée, en divisant par = le nombre qui exprime cetle aire,
et extrayant la racine carrée du quotient,

THEOREME III

L'aire dun secteur est égale au produit de la longueur de son

arc par la moitié de son rayon.

M Soient C le centre et CA le rayon d’un cercle;;
je dis que l'aire du secteur ACB est égale au pro-
duit de la longueur de I’arc AB parla moitié du
rayon CA.

En effet, on a (15, I, c)
sect, ACB _ arcAB
cercleCA ~ cire.CA®

et, en mullipliant les deux termes du dernier rapport par Ia
moitié du rayon CA,

CA
sect. ACB irc £ >< 9
cercle CA Sihe A %

Le cercle CA ayant pour mesure le produit cire. CA >< CQA (1),

il résulte de 1'égalité précédente que

sect. ACB=arc AB < %A

Remarque. Si I'on désigne par R le rayon CA, el parn.

le nombre des degrés de I'arc AB, on a IIE:S (27, IV, ¢) pour la

longueur de cet arc; 'aire du secteur ACB est par suite égale
Rn R ~B’n
e e
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Exemple : Caleuler a un kilométre carré prés I'aire du sec-

teur de 23° 27" dansle cercle dont la circonférence & 40,000
kilométres de longueur.

Si on remplace dansla formule T i e rayon R par sa valeur

360
400001 et la quantité n par 23°, 27, ou 23°, 45, ona

2Ji
(40000)2 >< 23,45
47 >< 3560
pour la mesure de la surface du secteur proposé. En calcu-
lant cette mesure & une unité prés, on trouve 8293741 kilo-
métres carrés. °

Cororratre. — L'aire d'un segment de cercle est égale & Iexcés
dela longueur de son arc sur la moitié de la corde de l'arc double,
multiplié par la moitié du rayon.

En effet, Vaire du segment AMB est égale a la différence

des aires du secteur CAMB et du triangle CAB.

CA, .

Tl’ S1

j’abaisse du sommet B du triangle BAG la per-

pendiculaire BD sur le coté opposé CA, et que

je prolonge cette droite jusqu’au point E ot elle

rencontre la circonférence, le triangle a pour mesure

B &2, ou ¥

corde en deux parhes égales (12,I). Par conséquent, l'aire du

segment AMB égale

BE CA

(arcAB— ?) X5

ce qui démontre le théoréme ¢énoncé, puisque I'arc sous-
tendu par la corde BE est le double de I'arc AB.

Lorsque la corde BE estle coté de I'un des polygones ré-
guliers qu’on sait inscrire, on peut calculer cette corde en
fonction du rayon par les moyens que donne la géoméirie
(28, 1IT), et oblenir 1'aire du segment AMB. Dans tous les
autres cas, il faut aveir recours & la Trigonomélrie.

Le secteur a pour mesure arc AB ><

> C;l ; car le rayon CA divise I'arc BE et sa
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Exemple: Caleuler; & moins d’un centimétre carré, 'aire du
sezment de90° dansuncercle dont lerayona 0,12 de longueur.

L'arc de 90°, ou le quart de la circonférence, étant
égal = >< 0,06, et la moitié de la corde de l'arc de 180°
égale au rayon, I'aire du segment a donc pour mesure
(= >< 0,06 —0,12).>< 0,06, ou

(r—2) (0,06

En calculant ce produit & 0,0001 prés, on trouve 0,0044;
par suite, I'aire du segmenl est de 41 centimétres carrés.

THEOREME IV L

Les aires de deux cercles sont proportionnelles aux carrés de

leurs rayons. ;
En’'effet, soient S et §' les aires de deux cercles, R et R
leurs rayons ; ona (II):

S=—=xRY,
et

S’ —==R";
dés lors

S s

§oRe

CoroLtame I. — Les aires de deux secteurs semblables, c'ests
a-dire terminés par des arcs semblables, sont proportionnelles
aux carrés de leurs rayons.

Soient S et §’ les aires de ces secteurs, R et R’ leurs rayons,
et n le nombre des degrés de leurs arcs; on a (IIl, c) :

=R*n
5= %60’
et
=h*n
=T
360 '
par' conséquent
By B
T
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Conorrame 1. — Les aires de deux segments semblables,
¢'est-a-dire terminés par des ares semblables, sont proportion-
nelles auz carrés de leurs rayjons.

Car le secteur et le triangle dontla différence est égale &
un des segments sont respectivement semblables au secteur
et au triangle qui forment I'autre segment. :

PROBLEMES

1. Exprimer 1'aire du cerele en fonction de sa circon(é-
rence. Faire une application de la formule trouvée, en calcu-
lant & un kilométre earré prés laire d’un méridien ter-
restre.

2. Etant donné un hexagone régulier ABCDEF, on joint les
sommets de deux en deux par les diagonales AG, BD, CE, DF,
EA, FB, el l'on propose: 1° de démontrer que le polygone
ahedef formé parles inlersections des diagonales conséeutives
sera régulier; 2° de trouver le rapport de la surface de ce po-
Iygone & celle de I'hexagone donné.

3. 8i, sur les cotés de 'angle droit d'un triangle rectangle
comme diamétre, on décrit des demi-circonférences quisoient
extérieures au triangle, chacune de ces courbes fait, avec la
demi-circonférence menée par les sommets du triangle, une
figure qui a la forme d'un croissant et qu'on nomme lunule
& Hippocrate, géométre grec du V° siccle. Démontrer que la
somme des surfaces des deux lunules est équivalente a la sur-
face du triangle rectangle.

4. Décrire un cercle qui touche intérieurement un cercle
donné et divise sa surface en deux parties proporlionnelles a
des lignes donunées.

5. La surface comprise enire deux eirconférences concen-
triques est équivalente au cercle qui a pour diamélre une
corde de la circonférence extérieure, tangente & la circonfé-
rence inlérieure.

6. Décrire deux circonférences concentriques telles que la
plus petite divise en deux parties équivalentes la surface com-
prise dans la plus grande.
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7. Quel est le rapport des aires des hexagones réguliers in-
scrit et circonserit au méme cercle ?

8. L'aire d'un dodécagone régulier convexe est égale au
triple du carré de son rayon.

9. La somme des perpendiculaires abaissées d'un point
quelconque de I'intérieur d’un polygone régulier sur tous les
colés de ce polygone est constante.

10. Si I'on parlage le diamétre AB d’un cercle en deux seg-
ments quelconques AC, CB, et qu'on décrive d'un coté de la
droite AB une demi-circonférence sur le premier segment
comme diamétre, et de 'aufre coté une demi-circonférence
sur le second segment, I'ensemblede ces deux lignes courbes
divise la surface du cercle donné en deux parties proportion-
nelles aux segments AC, CB du diamétre AB.

11. Prenez sur la circonférence d'un cercle deux arcs AB,
BC, respectivement égaux au quart et au sixiéme dela circon-
- férence ; menez ensuite une sécante par le point A et le milieu
dela droite BC; la corde intercepiée sur cette sécante repré-
seute, & moins d’un milliéme du rayon, le coté du carré équi-
valent au cercle.

12. Si I'on tire dans un cercle trois rayons OA, 0B, OC, for-
mant entre eux des angles de 120°, et qu’on prenne sur ces
droites les longueurs 0A’, OB, OC’, égales au coté du carré
inscrit dans le cercle, le triangle équilatéral A’B'C’ est équi-
valent a I'hexagone régulier inscrit dans le méme cercle.

13. Construire sept hexagones réguliers égaux, de maniére
que six d’entre eux aient deux sommels situés surune circon-
férence donnée et un coté commun avec le septiéme, qui doit
avoir le méme centre que cette circonférence. — Démontrer
que le polygone concave, formé de ces sept hexagones, est
équivalent & I'hexagone régulier inscrit dans la eirconférence
donnée.

FIN DES FIGURES PLANES.
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FIGURES DANS L'ESPACE

PREMIERE ET DEUXIEME LEGON

Procnaie : Du plan et de la ligne droite. — Deux droffes qui se coupent
déterminent la position d’un plan. — Conditions pour quune droite soit
perpendiculaire & un plan. — Propriétés de la perpendiculaire et des obli-
ques menées d'un méme point & un plan.

DEFINITIONS

1. Le plan est une surface telle que la ligne droite, meneée
par deux points quelconques de celte surface, coincide avec
elle dans toute son étendue.

La position d'un plan dans U'espace n'est pas déterminée,
s'il n'est assujelti qu'a la condition de passer par une ligne
droite donnée; car on peut le faire tourner sur cette ligne
comme axe sans qu'il cesse de la contenir, et le faire passer
successivement par tous les points de I'espace.

9. 1l résulte de Ja définition précédente que toute ligne
droile qui traverse un plan, c'est-a-dire qui se trouve en partie
d'un coté de ce plan et en partie de Pautre cote, ne peut avoir
qu'un point commun avec lui, puisqu’ils ne coincident pas.
Par conséquent, lorsqu'un plan et une ligne droite se coupent,

\
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leur intersection est un point. Ce point a recu le nom de pied
de la ligne droite.

3. Une ligne droile et un plan qui se rencontrent sont per-
pendiculaires I'un & T'autre, sila ligne droite est perpendicu-
laire & toutes les lignes droites qu'on peut mener par son pied
dans le plan.

On dit quune ligne droite est oblique 2 un plan, lorsqu’elle
le rencontre saus étre perpendiculaire A toules lés lignes
droites qu'on peut mener par son pied dans ce plan.

THEOREME 1

On peut faire passer un plan par deux lignes droiles qui se
coupent, et l'on ne peut en faire passer qu'un seul.

\ Soient AB et AG deux lignes

\/ droites qui se coupent au point A,

o » Je méne un plan queleonque P par

A sinnind L la ligne droite AB, et je le fais

W \ o {ourner autour-de cetie ligne jus-

\ qu’a ce qu'il passe par le point C de

¢ Vautre ligne droile AC. Dans cette

derniére position, le plan P a deux points A et G communs

avec la ligne droite AC; il la contient donc tout enliére. Par

conséquent, on peut faire passer un plan P par les deux lignes
droites AB, AC qui se coupent.

Je dis en second lieu que tout autre plan Q mené par ces
lignes coincide avec le plan P. Pour le démontrer, je tire
d'un: point quelconque L du plan.Q une ligne droite LM, qui
rencontre les deux lignes droites AB, AC. Les points d'inlersec-
tion M et N sont situés dans le plan P, qui conlient par hypo-
thése les deux lignes AB, AC; la ligne droile LM et le point L
du plan Q se trouvent dés lors dansle plan P. Donc les plans P
et Q ont tous Jeurs points communs, et coincident dans toute
leur étendue.

B

CoroLame I. — Une ligne droite et un point, extérieur @
cette ligne, déterminent un plan et w'en déterminent qu'un seul.
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(ar, si I'on méne par le point donné une ligne droite qui
coupe la ligne droite donnée, ces deux lignes déterminent un

plan et n’en déterminent qu'un seul.

Cororrame II. — Trois points qui ne sont pas en ligne droite
déterminent un plan et n'en déterminent qu’un seul.

En effet, les lignes droites qui joignent 'un des trois points
aux deux autres ne déterminent qu'un plan.

Cororrame III. — Deux lignes droites paralléles ne détermi-
nent quwun plan.

Par définition, deux lignes droites paralléles sont situées
dans un plan; je dis en outre qu’elles ne déterminent qu'un
plan, caronn’en peut mener qu'un seul par I'une de ces lignes
etun point quelconque de I'autre.

Cororratie IV. — On peut conclure du théoréme précédent
que deux plans coincident dans toute leur étendue : 1° s'ils ont
deux droites communes, qu'elles soient concourantes ou paral-
leles; 2° s’ils ont une ligne droite et un point, extérieur @ celle
ligne, communs 'un & l'autre; 3° s'ils ont trois points communs,
qui ne soient pas en ligne droite.

Cororramre V. — Deux iignes droites A, B, données d'une ma-
niere quelconque dans 'espace, ne sont pas généralement situées
dans un méme plan.

En effet, si 1'on méne un'plan P par la droite A et un point b
dela droite B, ce plan ne contiendra pas généralement la droite
B, et ne sera que traversé par elle. Dans ce cas, aucun plan ne
pourra passer par les deux lignes droiles A, B'; car s'il en exis-
tait un, il devrait coincider avec le plan P, puisqu’il contien-
draif avec lui la droite A et le point b. Par suile, la droite B

serait comprise dans le plan P; ce qui est contraire & I'hyyo-
thése.

Remarque. — Pour représenter un plan, surface illimitée qui
- a pas de forme, on trace sur ce plan un polygone quel-
- conque, parexemple un quadrilatére; mais il faut concevoir ce
plan prolongé indéfiniment au dela du contour de ee polygone.

i
|
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THEOREME II

-Si deuz plans M et N se coupent, leur intersection est une
ligne droite.

Soient A et B deux poinls communs aux plans M et N; cha-
cun de ces plans contient la ligne droite AB, qui, dés lors, fail
partie de leur intersection. Comme les plans M et N ne peu-
vent avoir de point commun hors de cetle ligne, puisqu'ils ne
coincident pas (I, c), laligne droite AB est la seule ligne suivan(
laquelle ces plans se coupent.

THEOREME 111

Une ligne droite est perpendiculaire & un plan lorsqu'elle est
perpendiculaire & deux lignes droites, menées par son pied dans
ceplan.,

Soit B lintersection de la ligne
droite AB el du plan MN; je suppose
AB perpendiculaire & chacune des

- ¥ deux lignes droites BC, BD mendes
) DgZ S par son‘pied dans le plan MN, et je

dis qu’elle est aussi perpendiculaire

\ a toute autre ligne droite, telle que
BI, tracée par le poini B dans ce plan,
En effet, je tire la ligne droite DC dans le plan MN, de ma-
nicre qu'elle rencontre les trois lignes BC, BD, BI; et je joins
par des lignes droites chacune des intersections G, D, I, aux
deux points A, K, pris sur la droite AB 4 la méme dislance de
son pied B. Les triangles ACD, KCD sont égaux, carle coté €D
leur est'commun; les cotés CA, CK, sont égaux, parce que la
droiteBC est perpendiculaire au milieu de AK (P., 6, II*), et les
cotés AD, DK le sont aussi pour la méme raison. Par suite, les
angles ACD, KCD, opposés aux cotés égaux DA, DK, sont égaux.
Les deux triangles ACI, KCI, ont dés lors un angle égal com-
pris entre deux cotés égaux chacun a chacun; donc le coté Al
est égal & K1. Chacun des deux points I et B étant également

* Les renvois a la Géométrie plane sont indiqués par la lettre P,

B
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¢loigné des extrémités de la droite AK, la droite Bl est perpen-
diculaire & AK. Réciproquement, AK est perpendiculaire a BI,
ct, par suite, au plan MN.

CororLame. — Si I'on méne par la ligne droite AB différents
plans ABC, ABD, etc., ef quon éléve
par le point B de cette ligne, dans cha-
cun de ces plans, les perpendiculaires
BC, BD,... sur AB, le lieu géométrique
de ces perpendiculaires est un plan.
f En effet, soit MN le plan déterminé

par les deux perpendiculaires BC, BD;
je dis qu'il contient toutes les autres. Je méne par la ligne
droite AB un plan quelconque ABE qui coupe le plan MN sui-
vant la ligne droite BE, et je fais remarquer que AB est per-
pendiculaire & BE, puisqu’elle est perpendiculaire par hypo-
thése au plan MN. Par conséquent la perpendiculaire, élevée
par le point B sur la droite AB dans le plan ABE, est comprise
dans le plan MN. Réciproquement, toute droite menée par le
point B dans ce plan est perpendiculaire & la droite AB; donc
le plan MN est le lieu géométrique demandé.

A

b E

THEOREME IV

On peut mener par un point donné O un plan perpendicu-
luire & une ligne droite donnée AB, mais on ne peut en mener
qu'un seul.

) 1° Je suppose le point O situé sur la
droite AB, et j'éléve par ce point les per-
pendiculaires 0C, OD sur AB, dans deux
plans différents. Le plan MN-conduit par
ces deux lignes est perpendiculaire & Ia
droite AB, puisque cette ligne est per:

_pendiculaire aux deux droites OG, OD,

menées par son pied dans ce plan (III).

Tout autre plan passant par le point O est oblique a [a droite
AB, car il n'y a que le plan MN qui contienne toutes les per-

pendiculaires élevées par le point O sur cette droite (III, c).
AM. — ELEM. 15
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2°8i le point O est donné hors de la droite AB, jabaisse
% de ce point la perpendiculaire OP sur AR
dans le plan que déterminent le point 0 e
la ligne AB. Je fuis remarquer ensuite que
le plan demandé doit couper la droite AB
au méme point P que OP, puisque cetle
ligne est la seule perpendiculaire qu’on
% puisse mener du point O sur AB, et jen
conclus que ce plan n'est autre que le plan perpendiculaire
& la droite AB mené par le point P. Pour en achever la con-
struction, il suffit donc d’élever par le point P la perpendicu-
laire PC sur AB dansun aufre plan que ABO, et de faire passer
un plan MN par les deux droites PO, PC.

THEOREME V

On peut mener par un point donné O une ligne droite perpen-
diculaive & un plan donnéMN, mais onne peut en mener quune.

1° Je suppose le point O situé dans le
plan MN; et je tire par ce point une droite
quelconque AB dans ce plan. Je méne
ensuile par le méme point le plan CDE
perpendiculaire & la droite AB (IV) ; soit
CD son intersection avec le plan MN. Je
trace dans le plan CDE la ligne droite OF
perpendiculaire & €D, et je dis qu'elle est perpendiculaire au
plan MN.

En effet, la ligne droite AB, perpendiculaire au plan CDE,
est perpendiculaire & la ligne droite OF menée par son pied
dans ce plan ; dés lors OF est perpendiculaire aux deux lignes
droites AB, CD du plan MN et, par suite, 4 ce plan (III).

Tonte autre ligne droite, menée par le point O dans le plan
CDE ouw & I'extérieur, est oblique au moins 4 I'une des deux
lignes droites CD, AB; par conséquent, elle n’est pas perpen-
diculaire au plan MN.

2° Si'le point 0 est situé hors du plan MN, je trace dans ce
plan une droite quelconque AB, et je méne par le point O le
plan OAG perpendiculaire & catte ligne (Iv). Soit AG son in-
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tersection avec le plan MN; je tire dans le plan 0AC la ligne
droite OP perpendiculaire & AC, et je dis qu’elle
0 est perpendiculaire a toute autre ligne droite
BP du plan MN et, par suite, a ce plan.
y Pour le démontrer, je prends sur le pro-
longement de OP une longueur PO’ égale 2 PO,
b Y puis Je tire les droites 0’A, 0B, OA et OB. La
droite AB élant, par hypothése, perpendicu-
lire au plan OAC, les angles OAB, 0'AB sont droils, et les
tiangles BAO, BAO ont un angle égal compris entre deux
cotés egaux chacun & chacun; car le coté AB leur est com-
mun, et les droites AQ, AQ’ sont égales parce qulelles s'é-
cartent ¢galement de AP perpendiculaire au milieu de la
droite 00’. Donc ces triangles sont égaux, et le coté BO est
¢gal & BO'; le triangle OBO’ est par suite isocéle, et la droite
B qui joint son sommel B au milieu de sa base 00’ est per-
pendiculaire & cette base. Dés lors la droite 00’ est perpendi-
culaire au plan MN.

Toute autre droite 0B, menée par le point O jusqu’a la ren-
wnire du plan MN, est oblique & ce plan; car, sije tire la
droite BP qui joint les pieds des deux droites OP, OB, I'angle
OPB du triangle BOP est droit, puisque la droite OP est per-
pendiculaire au plan MN; par conséquent I'angle OBP est aigu,
¢t la droite OB oblique au plan MN.

THEOREME VI

Si on mne, d'un point A extérieur au plan MN, la perpendi-
tlaive AB et différentes obliques AC, AD, AE, etc., sur ce plan,
1° La perpendiculaire AB est plus courte que toule oblique;
1 2" Deua obliques AC, AD, qui-s’écartent égale-
| ment dupied de la perpendiculaire sont égales ;
3° De deux obliques AD, AE, inégalement
e eloignées dw pied de la perpendiculaire, celle
) g@\ qui {s’en dearte le plus est la plus grande.
\ " 1°Dans le plan ABC, la ligne droite AB
¢t perpendiculaire, et la ligne droite AC oblique & l'intersec-
| tion BG. des deux plans MN et ABG ; par conséquent la perpen-
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diculaire AB au plan MN est plus courte que l'oblique AG
(Bsr6sill)s

92° Je suppose les distances BG, BD égales
entre elles, et je dis que I'oblique AC est
égale & Poblique AD.

En effet, les triangles ABG, ABD sont
N ggaux, parce qu'ils ont un angle droit com-
pris entre deux cotés égaux chacun & chacun; donc leurs hy-
poténuses, c¢’est-a-dire les obliques AC, AD, sont égales.

5° Soit la distance BE plus grande que BD; je dis que 'obli-
que AR est plus grande que I'oblique AD.

Je prends sur BE une longueur BF égale a BD, et je fire
la ligne droite AF. Les obliques AD, AF au plan MN sont
égales, puisqu’elles s'écartent également de la perpendiculaire
AB. Mais les trois lignes droites AB, AE, AF sont cornprises
dans le méme plan ABE, et la premiére est perpendiculaire
la ligne droite BE, tandis que les deux autres sont obliquesi
cette ligne; la plus grande de ces obliques est donc AE, qui
s'écarte le plus de la perpendiculaire AB (P., 6, II). Par con-
séquent AT est aussi plus grande que AD.

Remarque. — On mesure la distance du point A au plan )
par la perpendiculaire AB abaissée de ce point sur le plan.

Corortaike. — Le lieu géométrique des pieds des obliques,
égales a la ligne droite AC et passant par le méme point 4,
est la circonférence décrite du pied de la perpendiculaire AB
comme centre, avec un rayon égal a BC.

De 1a résulte cette construction pour mener une perpends-
culaire sur un plan MN par un point A extérieur & ce plan: on
fixe au point A 'une des extrémités d'une corde dont la lon-
gueur soit égale 4 AC, et I'on marque avec l'autre extrémité
sur le plan donné trois points G,D, F, également éloignés ded;
puis on détermine le centre B de la circonférence passant par
des points G, D, F. Ce centre est le pied de la perpendiculaire
demandée, qu'on obtient dés lors en tirant la droite AB.

A

THEOREME VII
Si, par le milieu A dela ligne droite BC, an méne un vlas
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MN perpendiculaire & cetie ligne, 1° tout point du plan est
dgalement €loigné des extrémités de BG; 2° tout point extérieur
au plan est inégalement distant des mémes

2 extrémités.
X E 1° Soit D un point du plan MN; je tire
E les lignes droites DA, DB, DG, et je fais
N remarquer que DA est perpendiculaire au
milieu de BC dans le plan BDC. Par con-
G

séquent, le point D de cette ligne droite
est également éloigné des extrémités de BCG (P., 6, III).

2°D'un point quelconque E, extérieur au plan MN, je tire
les lignes droites EB, EC, et je dis qu’elles sont inégales.

En effet, le plan EBC coupe le plan MN suivant la ligne
droite AD perpendiculaire au milieu de BC; donc le point E,
extérieur a AD, n’est pas situé 4 la méme distance des deux
points B et G (P., 6, 1II).

CoroLLatre, — Le lieu géométrique des points de Uespace éga-
lement ¢loignés de deux points donnés est le plan perpendic -
laire au milieu de la ligne droite qui joint ces deux points.

THEOREME VIII

Si, du pied P d'une ligne droite PO perpendiculaire au
- plan MN on abaisse une perpendiculaire
AN ligne droite qui joint le pied A de cette
. seconde perpendiculaive -a un point quel-
M
perpendiculaire & BC.

Je prends sur BC les distances AB, AC,
droites 0B, OC. Dans le plan MN, les obliques PB, PC, a la
droite BC sont égales, puisqu’elles s'écartent également de la
ques au plan MN, sont également ¢loignées de la droite OP
perpendiculaire & ce plan, et, par suite, égales entre elles (VI).

sur une ligne droite BG de ce plan, toule
conque O de la premiére est elle-méme
tgales entre elles, et je tire les droites PB, PC, ainsi que les
perpendiculaire PA (P., 6, II); donc les droites OB, OC, obli-
Dés lors le iriangle OBG est isocéle, et la droite AO qui joint
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son sommet O au milien A de sa base est perpendiculaire 3
cetle base.

Remarque.—Cette proposition, connue sous le nom de tiiéy.
réme des trois perpendiculaires, prouve que le plan OPA est
perpendiculaire & la ligne droite BC.

Conrovraire.—La figure précédente monire que les deus
lignes druvites BC, OP, qui ne sont pas comprises dans un méme
plan, ont une perpendiculaire commune AP, et que cette perpen-
diculaire mesure leur plus courte distance, Car toute aufre
ligne droite OB, qui joint deux points quelconques O et B des
lignes droites OP, BC, est plus grande que OA, et, par suite,
plus grande que PA.

PROBLEMES.

1. Tracer par un pointdonné une ligne droite qui rencontrs
deux lignes droites non situ¢es dans le méme plan.

2. Toute ligne droite, également inclinée sur trois lignes
droites qui passent par son pied dans un plan, est perpendicu-
laire & ce plan.

3. Quel est le lien géométrique des points d’'un plan égale-
lement éloignés de deux points donnés hors de ce plan?

4. Quel est le lieu géométrique des points de Pespace égale-
ment éloignés de trois points non situés en ligne droite?

5. Quel est le lieu géométrique des pieds des perpendicu-
laires, menées d'un pmnt extérieur & un plan sur les diffé-
rentes lignes droites qu’on peut tirer dans ce plan par un point
donné?

6. Quel est le lieu géométrique des points de Iespace tels
que la différence des carrés des distances de chacun d’entre
eux a deux points donnés soit constante?

7. Trouver sur une ligne droite un point tel que la différence
des carrés de ses distances 4 deux points donnés soit égale &
un carré donné,

8. Trouver sur unplan le lieu géométrique des points tels
que la somme des carrés des distances de chacun d’entre eux
a deux points donnés hors du plan soit constante.
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ProerauyE : Parallélisme des droites et des plans,

DEFINITIONS

1. Une ligne droite est paralléle 4 un plan lorsqu’elle ne
peut le rencontrer, quelque loin qu'on prolonge celte droite
et le plan.

2. Deux plans sont paralléles s'ils ne peuvent se rencontrer,
quelque prolongés qu'ils soient.

THEOREME I

Si deuzx lignes droites sont paralléles, tout plan perpendicus
lnire & U'une est aussi perpendiculaire & Uautre.

Soient AB et CD deux lignes droites pa-
ralléles; je suppose le plan MN perpendicu-
laire & AB, et je dis qu’il est aussi perpendi-
culaire a CD.

En effet, le plan déterminé par les deux
paralléles AB, CD (I) coupele plan MN suivant la ligne droite
AC. Or Ia ligne droite AB, perpendiculaire au plan MN, est per-
pendiculaire & la ligne droite AC menée par son pied dans ce
plan; donec la ligne droite CD, paralléle & AB, est aussi per-
pendiculaire & AC (P., 7, II).

Pour démontrer que CD est perpendiculaire & une autre
ligne droite du plan MN, je tire dans ce plan la ligne droite
CE perpendiculaire &4 CA, et je joins le point C & unpoint quel-

conque B de AB par la ligne droite CB. Il résulte du théoreme 2t

/

J,[ 2 ; |
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des trois perpendiculaires (1, VIII) que laligne droite CE est
perpendiculaire & CB et, par suite, au plan ACB (1, III); par
consequent, la ligne droite CD, menée par le point C dans ce
plan, est perpendiculaire a CE. Or CD est déja perpendiculaire
4 CA, donc elle est aussi perpendiculaire au plan MN, qui con
tient les deux lignes droites CA et CL.

THEOREME 11

Si deux lignes droites AB, CD, sont perpendiculaires aw 1:6me
plan MN, elles sont paralléles.

En effet, la paralléle menée & la ligne
droite AB par le point C, ot la droite (D
rencontre le plan MN, est perpendiculaire
a ce plan (I); elle coincide donc avec CD
qui, par hypothése, est aussi perpendi-
culaire au plan MN (1, V).

CoroLtare. — Deuw lignes droites A et B, paralléles & une
troisieme G, sont paralléles entre elles.

Car, si je méne un plan perpendiculaire 4 la ligne droite C,
ce plan sera aussi perpendiculaire aux lignes droites A, B, qui
sont paralléles & C (I); les deux lignes A et B sont donc paral-
léles I'une a I'autre (II).

THEOREME III

Si la ligne droite AB est paralléle & une ligne droite CD située
dans le plan MN, elle est aussi paralléle o ce plan.

B Le plan ABCD, détermine par les deux pa-

ralléles AB, CD, coupe le plan MN suivant la

ligne droite CD; par conséquent la ligne

droite AB, qui est située dans le premier de

ces deux plans, ne peut rencontrer le second

MN, puisqu’elle est supposée paralléle & leur intersection CD:

M

N

THEOREME IV

Si, par la ligne droite AB, paralléle au olan MN, on fu-
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passer un plan qui coupe le plan MN, leur intersection CD est
paralléle & la ligne droite AB. ;

En effet, les lignes droiles AB et CD ne
peuvent se renconfrer, puisque la premiére
AB est paralléle au plan MN, qui contient la
seconde CD. Or ces lignes sont situées dans
le méme plan -ABCD; elles sont donc paral-
1éles.

ConorrAme. — Si la ligne droite AB et le plan MN sont pa-
ralléles, la paralléle menée & AB par un point C'du plan MN est
située dans ce plai.

Car le plan déterminé par la ligne droite AB et le point G
coupe le plan MN suivant une ligne droite CD paralléle AB;
puisque la ligne droite AB est paralléle au plan MN (IV).

THEOREME V

Les portions AG, BD, de deux lignes droites paralieles, come
prises entre une ligne droite AB et un plan MN paralléles, soné
épales.

B En effet, le plan des deux paralléles AC,

BD coupe le plan MN suivant une ligne droite

CD parallele & AB, puisqu'il passe par la

ligne droite AB qui est, par hypothése, pa-

¥ ralléle au plan MN (IV). Par conséquent, le

quadrilatére ABCD est un parallélogramme, et les lignes droites
AC, BD sont égales.

ConotrARE. — Une ligne droite et un plan paralléles sont
partout également distanis. :

De deux points quelconques A et B de la ligne droite AB,
paralléle au plan MY, j’abaisse les perpendiculaires AC, BD sur
ce plan; ces lignes sont paralleles (I) et, par suite, égales
entre elles. Donc la ligne droite AB et le plan MN sont partout
¢galement distants.

A

THEOREME VI

Deus plans EF, GH, perpendiculaires a la méme ligne droite
AB, sont paralleles.
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En effet, ces plans ne peuvent se rencontrer, puisqu’on ne
peut mener par aucun point de 1'espace deuy

-
>
=

plans perpendiculaires & la méme ligne droite
~AB (1, IV),
7' ' Cororuame. — Le lieu géomélrique des
B i

droites, menées parallélement au plan MN par
leméme point A, est un plan paralléle aw plan MN.

e Je méne du point A une paralléle quel-
i conque AB et la perpendiculaire AC au plan
. MN. Ces deux lignes déterminent un plan
/,___c 5/ quicoupe le plan MN suivant une droife CD

N paralléle & AB (IV), dés lors la droite CD et
sa parallele AB' sont perpendiculaires a AC. Les parall¢les au
plan MN, menées par le méme point A, sont donc perpendicu-
laires & la droite AC. Réciproquement, toute droite AB per-
pendiculaire & la droite AC est paralléle au plan MN. En effet,
le plan mené par AB et AC coupe le plan MN suivant une
droite CD, perpendiculaire & AC, de sorte que la droite AB est
paralléle a CD (P., 7, 1) et, par suite, au plan MN; par con-
séquent, le lieu géoméirique demandé est un plan perpendi-
culaire & AC (1, II), c’est-a-dire paralléle au plan MN.

THEOREME VII

Les intersections AB, CD de deux plans paralléles EF, GIH,
# T— Dbar un méme plan ABCD, sont paralléles.

Les lignes droites AB, CD, situées respec-
tivement dans les plans paralléles EF, GH,
ne peuvent se renconlrer. Or, ces lignes se
y (rouvent aussi dans le méme plan ABCD ; donc
c elles sont paralléles.

D

THEOREME VIII

Si dewx plans sont paralléles, toute ligne droite perpendicu-
laire & U'un est aussi perpendiculaire & Uautre.
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Soit AB une ligne droite perpendiculaire au plan EF; je dis
__ qu'elle est aussi perpendiculaire au plan GH
o/ paralléle aEF.
L Par le point d'intersection B de la ligne
AB et du plan GH, je tire dans ce plan une
| _—5/ ligne droite quelconque BD, et je remarque
B i - ; 4
ensuite que le plan déterminé par les deux
lignes AB, BD coupe le plan EF suivant une ligne droite AC
paralléle 4 BD (VII). La droite AB, perpendiculaire au plan EF
par hypothése, est aussi perpendiculaire & la droite AC et, par
- suite, & sa parallégle BD. Or, BD est une droite quelconque
menée par le pied de AB dans le plan GH; donc la droite AB
est perpendiculaire & ce plan.

E

G

CorortAme I. — Deux plans A et B, paralléles & un troisieme
C, sont paralléles enire euz.

Car, si je méne une droite perpendiculaire au plan G, cette
droite est aussi perpendiculaire aux plans A et B, qui sont dés
lors paralléles I'un & 'autre (IV).

CorortAre 1I. — On ne peut mener par un point qu'un seul
plan paralléle & un plan donné. '

THEOREME IX

Les portions AC, BD de deux lignes droites paralléles, com-
prises entre deux plans paralléles BEy GH, sont égales.

Le plan des deux droites paralléles AC,

Zf//ﬁ/A BD coupe les deux plans parzﬁléles EF, GH

suivant deux droites AB, CD, qui sont aussi

paralléles (VII). Par conséquent, le quadri-

latére ABCD est un' parallélogramme, et ses
edtés opposés ACG, BD sont égausx.

Coroviame. — Deux plans paralléles EF, GH sont partout
dgalement distants. :

De deux points quelconques A et B du plan EF j'abaisse les
perpendiculaires AC, BD sur le plan GH; ces droites sont pa-
rallgles (Il) et, par suite, égales entre elles. Donc les plans pa-
ralleles EF, GH sont partout également distants.

G | —
2 ===

~ G H
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THEOREME X

Trois plans paralléles M, N, P interceptent des seqgments pro-
portionnels sur deux lignes droites AG, DF qu'ils renconirent.
Soient A, B, G les points ot la droite AC
rencontre les plansM, N, P, et D, E, F, les
intersections de chacun des mémes plans et
de la droite DF; je tire du point A la droite
AH paralléle & DF, et je méne le plan des
deux droites AG, AHl. Ce plan coupe les plans
paralléles N et P suivant les droites BG, CH
qui sont paralléles (VII); il en résulte que
(Pi5:20,:0)
AB  AG
BCTGH
Mais les droites paralleles AG, DE sont égales, puisqu’elles
sont comprises entre les plans paralléles M et N (IX), etla droite
GH est égale & EF pour la méme raison ; par conséquent

AB_DE
BC  EF

THEOREME X1

Si deux angles non situés dans le méme plan ont leurs cbtés
paralléles, ils sont égaux ou supplémentaires, et leurs plans
sont paralléles.

Je considére 1° deux angles BAC, EDF, dont les cotés soient
paralléles et dirigés dans le méme sens deux a deux, et je dis

p__ qu'ils sont égaux.

Je prends, sur les cotés paralléles AB, DE,
les longueurs AB, DE, égales entre elles, et
sur les deux autres cotés,les longueurs éga-
les AC,DF; je tire ensuite les droites AD, BE,
CF. Le quadrilatére ABED, dont les cotés
opposés AB, DE sont égaux et paralléles,
est un parallélogramme ; par conséquent, les deux autres
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cotés AD, BE sont aussi égaux et paralleles. Or, la droite AD
est égale et parallele & CF pour la méme raison; donc les
deux droites BE, CF sont égales et paralléles & laméme droite
AD, et, par suite, égales et paralléles entre elles (I, c). Il en
résulte que le quadrilatére BCFE esl un parallélogramme, et
que ses cdtés opposes BC, EF sont égaux; les triangles ABG,
DEF ont dés lors les cotés égaux chacun a chacun, et I'angle
BACopposé au coté BCest égal d langle EDF opposé au cotéEY,

9° Les angles proposés sont encore egaux, sileurs cOtés pa-
ralléles ont des directions contraires.

Démonstration identique & celle du méme théoréme de la
Géométrie plane (P., 9, 1).

3° Ces angles sont supplémentaires, si deux cotés paralleles
ont la méme direction, et les deux autres des directions con-
traires.

Démonstration identique & celle du méme théoréme de la
Géométrie plane (P., 9, 1).

/o Pour démontrer le parallélisme des plans ABG, DEF, je
fais remarquer que les lignes droites AB, AC sont paralléles au
plan DEF, puisqu’elles sont respeclivement paralléles aux li-
gnes droites DE, DF de ce plan (IIT); le plan déterminé par les
lignes droites AB, AC est donc paralléle au plan DEF (VI, ¢).

Remarque I. — On appelle angle de deux lignes droites, non
situdes dans le méme plan, Uangle constant que forment les
paralléles menées & ces lignes par un méme point de I'espace.

Remarque 1I. — Une ligne droite est perpendiculaire & un
plan, lorsqu’elle est perpendiculaire a deux lignes droites
quelconques de ce plan.

PROBLEMES.

1. Mener une paralléle & une ligne droite, de maniére qu’elle
renconire deux autres lignes droites qui ne sont pas comprises
dans un méme plan.

2. 5i une ligne droite et un plan sont perpendiculaires 4 la
méme droite, ils sont paralléless
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3. 8i deux plans qui se coupent passent par deux lignes
droites paralleles, leur intersection est paralléle & ces lignes.

4. Lorsque deux plans qui se coupent sont paralléles i une
méme ligne droite, leur inlersection est paralléle a cetle ligne,

9. Mener par une ligne droite un plan paralléle a une autre
ligne droite.

6. Mener par un point un plan parallélea deux lignes droites
données, ou 4 un plandonné.

1. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances
4 deux plans paralléles sont proportionnelles & deux longueurs
données m et n.

8. Tout plan, paralléle & deux cotés opposés d'un quadrila-
tére gauche (quadrilatére dont les cotés ne sont pas compris
dansun méme plan), divise les deux autres cités en segments
proportionnels. ; ;

9. Les lignes droites qui passent par les milieux des cotés
opposés d’un quadrilatére gauche se rencontrent, et leur in-
tersection est située au milieu de la ligne droite qui joint les
milieux des diagonales.
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ProcrayuE ¢ Lorsque deux plans se rencontrent, la fizure que forment ces
plans, terminés 4 leur intersection commune, s'appelle angle diédre. —
Génération des angles diédres par la rotation d'un plan autour d'une
droite, — Diédre droit. — Angle plan correspondant & 'angle diédre. —
Le rapport de deux angles diédres est le méme que celui de leurs angles
plans,

DEFINITIONS

1. On appelle angle diedre la figure formée par deux plans
ABC, DBC, qui se coupent et sont terminés 2
A » leur intersection BC. Cette ligne droite BG est
I'aréte de I'angle diédre qui a les deux plans ABC,
DBG pour faces. :

G On désigne un angle diédre par deux letires
placées sur son aréte, quand cetle ligne droite
n'est pasl'aréte d'un autre angle diédre. Dans le cas contraire,
on écrit une letfre sur chacune des faces et deux lettres sur
l'aréte; puison énonce celles-ci entre les deuxautres. Ainsil’an-
gle dicdre ABCD a pour aréte la ligne droite BC, et ses deux

faces ABC, DBC passent respectivement par les points A, D.
La grandeur d’un angle diédre, par exemple de l'angle
ABCD, ne dépend que de I'écartement de ses faces, qu'il faut

loujours concevoir prolongées indéfiniment. Pour se faire une .

idée de cette grandeur, on suppose le plan DBC d'abord appli-
qué sur le plan ABC; puis on le fait tourner autour de I'aréte
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BC jusqu'a ce qu’il ait repris sa position primitive. La quan-
tité dont le plan DBC a tourné est précisément ce qui constitue
la grandeur de 'angle diédre ABCD.

2. Deux angles diédres sont adjacents lorsqu’ils ont la méme
aréte, une face commune, et qu'ils sont placés des deux edtés
de cette face.

3. Un plan ABP est perpendiculaire ou oblique & un plan MN

qu’il coupe suivant la ligne droite AB,

% selon qu’il fait avec celui-ci deux an-

gles adjacents MABP, NABP, égaux ou

= inégaux. -

M/ |/ On nomme angle diédre droit tout

/ ;N angle diédre dont I'une des faces est
= perpendiculaire a I'autre.

4. Deuxangles di¢dres sont opposés & I'aréte lorsque les faces
de I'un sont les prolongements des faces de 'autre.

THEOREME I

Si, par deuz points quelconques F et K de U'aréte d'un angle

diedre ABCD, on méne deux plans EFG,

3 HKL, perpendiculaires & cette ligne, les an-

gles EFG, TIKL formés par les intersections de

~ces plans et. des faces de Uangle diedre sont
égauz.

En effet, les plans EFG, HKL, perpendicu-

g laires & la ligne droite BC, sont paralléles

(3, VI); ils coupent done chacune des faces

del'angle diedre A CD suivant deux lignes droites paralléles

(3, VII). Par conséquent, les angles EFG, HKL, qui ont leurs

colés paralléles etdirigés dans le méme sens, sont égaux (3, XI).

B

H

Remarque. — L’angle constant EFG, dont les deux cotés
sont perpendiculaires & I'aréte BC, a regu le nom d'angle plan
« correspondant & I'angle diédre ABCD,
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THEOREME II

Si les angles plans qui correspondent & deux angles diedres
sont égauz, les angles diédres sont aussi égaux.

Soient deux angles diédres AB, GH, dont les angles plans
correspondants C BD, THK, sont égaux; je dis que ces anglcs
diédres sont aussi égaux.

En effet, je superpose les angles plans égaux CBD, IHK, cn
appliquant le coté BC sur HI et le coté BD sur HE. L aréte BA
perpendiculaire au plan de Pangle CBD (1, Iil) prend alors la
direction de l'aréte IIG perpen-
diculaire au plan de P’angle IHK,
et les plans ABG, GHI, qui
ont par suite deux lignes droites
communes, coincident dans toute

i leur étendue. Il en est de méme
g dF sk des deux plans ABD, GHE; par

: ; conséquent, les deux angles dié-
dres CABD, IGHK sont égaux.

A G

CoRrorLatRE, — Si Vangle plan correspondant & un angle
diédre est droit, cet angle diédre est aussi droit.

Soient MN et AD deux plans qui se
coupent suivant la ligne droite DE; j'é.
léve par un point quelconque O de celle
ligne les perpendiculaires 0A," OB sur
DE dans les plans AD et MN. Les angles
adjacents AOB, AOC, formés par ces deux
lignes droites, sont les angles plans cor-
respondants aux anglc% diédres adjacents ADEN, ADEM; si
I'angle AOB est droit, je dis que I angle diédre ADEN est aussi
droit.

En effet, les angles supplémentaires AOB, AOC sont égaux
puisque I'angle AOB est droit; donc les deux angles diédre
adjacents ADEN, ADEM, que le plan AD fait avec le plan MN,
sont aussi égaux et, par consléquent, droits.

AM, — ELEM, 14
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THEOREME III
Le rapport de deux angles diedres quelconques CABD,
GEFH, est égal a celui des
angles plans correspondants
CBD, GFH.
Je suppose  rapport des
deux angles plans CBD, GFH

/ egala 2 (P., 15, def. 2); ces
\Q id

angles ont alors une com-
mune mesure CBI contenue
5 fois dans/CBD et 3 fois dans GFIL. Cela posé, je partage I'angle
di¢dre CABD en cing angles diédres égaux 4 I'angle di¢dre CABI,
en menant un plan parson aréte AB et chacune des droites BI,
BK, BL, BM, qui divisent sun angle plan CBD en cing parties
égales (IT). Les plans, menés par I'aréte EF de angle diédre
GEFH et par chacune des droites FP, F(, qui divisent son angle
plan en trois parlies égales, partagent aussi cet angle diédre
en {rois angles di¢dres égaux a I'angle CABI, puisque chacun
des angles plans correspondants est égal a I'angle CBI. Par
conséquent, l'angle diédre CADI étant contenu 5 fois dans
I'angle di¢dre CABD et 3 fois dans I'angle di¢dre GEFL, Ie rap-

port de CABD a GEFH est égal a —5-, on a done

A E

G

5
CABD _ CBD
GEFH ~ GFI'

THEOREME 1V

Tout angle diddre.a la méme mesure que Uangle plan corres-
X e pondant, si U'on prend pour unités
un angle diédre quelconque et I'angle

plan qui lui correspond.
Soit & mesurer 'anglediédre CABD
avec un angle diédre quelconque
— Ly IGHK pris pour unité ; je conviens
D £ d'évaluer Il'angle plan CBD cor-
respondant & l'angle diédre CABD, en prenant pour unilé
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langle plan IHK, qui correspond & I'angle diédre IGHK, et
j'ai (1II)

CABD  CBD

IGHK — THK'
Or, ces deux rapports égaux exprimen{ respectivement les
mesures de 'angle diédre CABD et de son angle plan CBD;
donc la mesure de cet angle diédre est la méme que celle de
son angle plan. On énonce ordinairement ce résultat de la
maniére suivante : l'angle diédre CABD @ pour mesure Pangle
plan correspondant CBD.

Remarque.— On prend généralement pour les unités d’angle
diédre et d’angle rectiligne I'angle diédre droit et I'angle plan
correspondant, ¢'est-a-dire 'angle rectiligne droit.

THEOREME V

Si deux plans AC, AE se rencontrent, 1° les angles diédres
“adjacents CABE , DABE sont supplémentaires, 2° les angles
diédres CABE, DABF, opposés par I'aréte, sont
égaux.
1° Je méne le plan CDEF perpendiculaire
b 4 l'intersection AB'des deux plans AC, AE.
Les angles plans CBE, DBE, correspondant
aux deux angles diédres adjacents CABE,
DADE, valent ensemble deux angles droits; donc la somme de
ces angles diédres égale aussi deux angles diédres droits.
2° Les angles plans CBE, DBF, correspondant aux angles
diédres CABE, DABF, opposés par l'aréte, sont égaux comme
opposeés au sommet ; donc les angles di¢dres CABE, DABF sont
aussl égaux.,

THEOREME VI

Si deux angles diédres adjacenis CABE, DABE sont sﬁpple’—
mentaires, leurs faces non communes ABC, ABD sont-comprises
dans le méme plan.
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* Soit CDE un plan perpendiculaire & I'aréte AB des deuxangles
diédres supplémentaires CABE, DABE ; les
angles plans CBE, DBE correspondant & ces
angles diédres sont aussi supplémentaires;

\ leurs cotés non communs BC, BD sont done
en ligne droite. Les plans ABG, ABD ont

dés lors deux lignes droites communes AB, CD, et coincident

dans toute leur étendue (1, I).

C

PROBLEMES .

1. Lorsque deux plans paralléles sont coupés par un méme
plan, les quatre angles diédres aigus qui en résultent sont
égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — Déconr
poser cet énoncé en cing autres, en se servant des dénomina-
tions d’angles diédres alternes-internes, alternes-externes,
‘correspondants, internes ou exlernes du méme coté.

Les réciproques de ces théorémes ne sont vraies que si les
arétes des deux angles diédres que I'on compare sont paral-
léles. '

9. Deux angles diédres qui ont les arétes paralléles sont
égaux ou supplémentaires, si leurs faces sont paralléles ou
perpendiculaires chacune & chacune, '
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Procranye : Plans perpendiculaires entre eux. — Si deux plans sont perpendi-
culaires 4 un troisiéme, leur intersection est perpendiculaire a ce troisiéme.

DEFINITIONS

On appelle projection d’un point sur un plan le pied de la

. perpendiculaire abaissée du point sur ce plan.
La projection d'une ligne quelconque sur un plan est le lieu
des projections des différents points de cetle ligne sur ce plan.

THEOREME I

Si la ligne droite DC est perpendiculaire au plan AB, tout
plan DCE mené par cette ligne est aussi perpendiculaire au
plan AB.

Soit EF l'intersection des deux plans AB, DE; par le pointC;
ot la droite DC renconire le plan AB, je
tire dans ce plan la droite CG perpendicu-
laire &4 EF. L’angle plan DCG, correspon-
dant a l'angle diédre DEFB, est droit, puis-
que la ligne droite DC est perpendiculaire
au plan AB; donc l'angle diédre DEFB est
droit (5, II, c), et le plan DCE perpendi-
culaire-au plan AB.

E

THEOREME II

Si les plans AB, DE sont perpendiculaires 'un & Uautre,
toute ligne droite, menée dans Pun de ces plans de maniére
qu'elle soit perpendiculaire & leur intersection EF, est perpen-
diculaire & Pautre plan. :
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Je tire dans le plan DE la droite DC perpendiculaire & EF,
et je dis qu’elle est aussi perpendiculaire au

) plan AB. ;
Pour le démontrer, je méne par le point
C la droite CG perpendiculaire & EF dans le
“plan AB. L'angle diédre DEFB est droit,
& puisque les plans AB, DE sont perpendicu-
laires 'un & T'aulre; donc I'angle plan DCG,
correspondant & cet angle diédre, est droit. Il en résulte que la

E

~ droite DC est perpendiculaire aux deux droites EF, CG, et,
- par suile, au plan AB qui contient ees deux lignes.

THEOREME I
Si deux plans AB, DE sont perpendiculaires l'un 4 Uautre,
oute perpendiculaire élevée sur l'un de ces
plans par un point de leur intersection EF est
située dans l'autre.
e En effet, la perpendiculaire élevée sur le
£ ¢ ; plan AB par un point quelconque C.de Vinter-
E section EF doit coincider avec la droite CD,

menée perpendiculairement sur EF, par le méme point G, dans
le plan DE; car CD est aussi perpendiculaire au plan AB (I).

Remarque. — Le plan DE, perpendiculaire au plan AB, est
le lieu des. perpendiculaires élevées sur le plan AB par les dif-
férents points de l'intersection EF de ces deux plans.

CoroLrater. — Siune ligne droite AB. est oblique & un plan
MN, sa projection sur ce plan est une ligne droite.

J'abaisse de deux points quelconques
A et B de ladroite ABles perpendiculaires
AC, BD sur le plan MN. Ces droites sont

/ :L_IE__J{-J-J! paralléles (3, 1I), et le plan qu’elles déter-
C 2 ¢ minent est perpendiculaire au plan MN (I);

je dis que D'inlersection CD de ces deux

plans est la projection de AB sur MN.
En effet, les perpendiculaires abaissées des différents points
de la ligne AB surCD sont paralléles 2 AC, et, par'suite, situées
dans le plan ABDC; le lieu des pieds de ces perpendiculaires

D
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est-a-dire la projection de la droite AB sur le plan MN, est
donc la droite CD suivant laquelle les plans MN, AD'se coupent.

THEOREME IV

Si deuw plans AC, AD qui se coupent sont perpendiculaires d
un troisiéme plan MN, leur intersection AB est aussii perpendi-
culaire aw plan MN.

Soit B le point ot1 le plan MN est rencontré par l'intersec-
tion AB des deux plans AC, AD; si jéléve
par ce point uneperpendiculaire sur le plan
MN, cette droite est comprise dans chacun
des plans AC, AD, perpendiculaires & MN
par hypothése (I1I) ; elle coincide donc avec
! leur intersection AB, qui est dés lors per-

pendiculaire au plan MN.

THEOREME V

A

Si une ligne dreite AB est oblique & un plan MN ; Pangle
quelle fait avec sa projection sur ce plaw est le plus petit des
angles que cette ligne fait avec toutes les droites qu'on peut
mener par son pied A dans le plan MN.

J'abaisse d’un point quelconque B de la droite AB laperpen- :
diculaire BC sur le plan MN; la droite AC, qui joint les pieds
A et C des deux lignes BA,BC, est'la pro-
jectionde AB sur ce plan (III, c) JJedis que
I'angle BAC est moindre:que 'angle BAD
formé par AB et toute autre droite AD,
menéeipar le point A dans le'plan MN.

En-effet, si je;prends la longueur AD
égale & AC et que je tive la drmte BD, cette: ligne est oblique
au planMN et, par conséquent, plusig @rande que:la perpendi-
culaire BC. (1, VI). Les triangles ABC, ABD ont dés lors un cdté
inégal et les deux autres cotés égaux chacun & chacun;, done-
1angle BAC, opposé au plus. petit: coté BG, est moindre que
'angle BAD, opposé au plus grand cdté BD (P 33V, )
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Remarque I. — L'angle BAD que l'eblique AB fait avec AD
croit avec I'angle GAD, formé par AD et la projection AC de AR,

En effet, soit I'angle CAE plus grand que CAD; je déeris une
circonférence du point A comme centre, avec le rayon AC. La
corde CE est plus grande que CD (P., 11, 1V) ; donc I'oblique BE
est plus grande que 'oblique BD. Les triangles ABE, ABD, ayant
par suite un coté inégal et les deux autres colés égaux chacun
& chacun, I'angle BAE opposé au coté BE est plus grand que
I'angle BAD opposé au coté BD (P., 5, V, ¢).

Remarque II. — On mesure l'inclinaison d'une droite sur
un plan par I'angle que cette ligne fait avec sa projection sur
ce plan.

PROBLEMES.

1.8i deux plans perpendiculaires & un troisiéme passent par
deux lignes droites paralléles, ils sont eux-mémes paralléles.
— Les projections de deux lignes droites paralléles sur le
méme plan sont paralléles.

2. Si une ligne droite est perpendiculaire & un plan, la pro-
jection de cette ligne sur un plan quelconque est perpendicu-
laire & I'interseclion des deux plans,

3. Tracer la perpendiculaire commune & deux lignes droites
qui ne sont pas situées dans le méme plan.

4. Quel est lelieu géométrique du milieu d'une ligne droife
de longueur constante, dont les extrémités sont assujetlies a
rester sur deux autres lignes droites rectangulaires et non si-
tuées dans le méme plan ?

5. Quel est le lieu géomélrique des points également dis-
tants de deux plans qui se coupent?

6. Quel est le lieu géométrique des points également distants
de trois plans dont les trois intersections sont paralléles?

7. Une ligne droite est également inclinée sur deux plans
qui se coupent, lorsqu’elle les renconire en des points égale-
ment distants de leur intersection. — La réciproque est vraie,

8. Toute droite, oblique 4 un plan, est perpendiculaire &
une droite menée par son pied dans ce plan.
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PoGRANME Angles triédres. — Chaque face d'un angle triédre est.plus petite
que la somme des deux autres. — Si I'on prolonge les arétes d'un angle
tritdre au dela du sommet, on forme un nouvel angle triédre qui ne peut
lui étre superposé, bien qu'il soit composé des mémes éléments. Ces deux
angles triédres sont dits symétriques 'un de l'autre. 5

gi deux angles triédres ont leurs faces égales chacune & chacune, les
angles diédres opposés aux faces égales sont égaux chacun & chacun, et les
denx angles triédres sont égaux ou symétriques.

La somme des faces d'un angle polyédre convexe est plus petite que
quatre angles droits.

Propriété de l'angle triédre supplémentaire.

La somme des angles diédres d'un angle triédre est comprise entre deux
droits et six droits. — Analogie et différence entre les angles triédres et les
triangles rectilignes.

DEFINITIONS

1. On appelle angle polyédre la figure formée par plusieurs
plans, tels que SAB, SBC, SCD, SDE, SEA, qui
passent par le méme point S, el sont terminés &
leur intersection SA, SB, SC, SD, SE.

Le point S est le sommet de l'angle polyédre
qui a pour arétes les droites SA, SB, etc. Les an-
gles ASB, BSC, etc., formés par deux aréles con-
sécutives quelconques, sont les faces de I'angle

polyédre S.
11 faut au moins trois plans pour former un angle polyédre;
on donne le nom d’angle triédre a celui qui n'a que trois faces.
Un angle triédre est rectangle s'il a un angle diédre droit;
birectangle s'il en a deux, et trirectangle si ses trois angles
ditdres sont droils. )

2. Un angle polyédre est convexz s'il se trouve entiéremen
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d’un méme c6té de chacun des plans prolongés indéfiniment
qui le forment. On dit qu'il est concave dans le cas contraire,

Il est évident que le plan ABCDE, qui rencontre toutes log
¢, arétesdel'angle polyédre convexe S d'un méme
i i), coté du sommel, coupe sa surface suivant up
polygone convexe ABCDE.

3.0n dit que deux angles polyédres, tels
que SABCDE , SA’B'C’D'E’, sont opposés par e
sommet lorsque les arétes de I'un sont les pro-
longements des arétes de 1'autre.

On démontrera dans cette lecon que deux
;[ angles polyédres opposés par le sommet ontles
faces égales et les angles diédres égaux cha-
cun & chacun, mais qu'en général ils ne sont pas superpo-
sables. :

THEOREME 1

Ghacun des angles plans qui forment un angle triédre est
moindre que la somme des deux autres.

s Soit SABC 'angle triédre formé par les an-

= gles plans ASB, BSG, CSA; si ces trois angles
sont égaux, le theoreme est évident. S'ils
sont inégaux, et que I'angle ASB soit le plus
~Ab grand des frois, "il suffit de démontrer le
théoréme pour cetiangle; car il est encore évi-
dent pour les deux autres BSC, CSA, quisont déja moindres
que l'angle ASB seul.

Cela posé, je fais dans le plan SAB I'angle BSD égal 4 1'angle
BSC; le cotéSD se trouve dans l'angle ASB qui est par hypo-
thcse plus grand que BSC. Je tire ensuite une ligne droite qui
rencontreles (rois lignes'SA, 8D, SB dumémecoté du pointS;
soient' A, D et B les points d’mlersectmn respectifs. Je prends
sur I’ aréte SCunelongueur SCégale & SD, et jeméne un plan
par la droite AB et le point C; ¢e plan coupe les faces ASC,
BSC de I'angle triédre suivant les droites AG et BE.

Les triangles: BSC, BSD sont égaux, car ils: ont un angle
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¢gal compris entre deux cotés égaux chacun a chacun; par
conséquent les deux autres cotés BG, BD sont égaux aussi, et
la droite AD, différence des deux cotés AB, BC du triangle
ABC, est moindre que le troisiéme eoté AG (P., 3, I, c). Les
triangles ASD, ASC ont dés lors un coté inégal et deux cotés
égaux chacun a chacun, savoir : le coté AD moindre que
AC, le coté SD égal & SC, et le coté SA commun. L'angle ASD
opposé ‘au coté AD est par suile moindre que l'angle ASG
opposé au cdté AC (P, 3, IV, ¢); or l'angle BSD est par hypo-
thése égal & langle BSC, donc on a:

ASD 4+ BSD < ASC -+ BSC,
ou ;
ASB < ASCG + BSC.

"THEOREME 11

Deuz angles triddres SABC, SA'B'C, opposés par le sommet,
ont tous lewrs éléments, faces et angles diédres, égaux chacun &
chacun ; mais ils ne sont superposables que si Pun ou laulre a
deus faces éyales-

Ln effet, les faces ASB, A’SB’ des angles triédres SABC,
SA’B'C’ sont égales comme opposées par le
sommet (P., 2, IIT); il ensest de méme des
faces ASC, A'SC’, ainsi que des, faces
BSC, B'SC’. L’angle diédre BSAC est égal
a l'angle diédre B’SA’C’, parce qu'ils sont
opposés par Iaréte (5, V); les angles diédres
ASCB, A’SC/B’ sont ainsi égaux pour la
-oméme raison, ainsi que. les angles diédres
ASBC, A’SB'€. :

Je dis maintenant que, sil'angle triedre
SABC a deux faces égales, les angles triédres SABC, SA'B'CY
sont superposables; mais qu’ils ne le sont pas lorsque 'angle
tridgdre SABC. a toules ses faces inégales.

Je suppose d’abordla face ASC del'angle triédre SABC égale
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& la face BSG, et je fais coincider les deux angles di¢dres égaux
ASBC, A’SB’(Y, enplagant 'aréte SC sur I'arg(e
SCetle plan SC'B’ sur le plan SCA; car les plans
SC’A’,SCB s’appliquent alors 1'un sur Iautre,
a cause de I'égalité des deux angles diédres,
Cette superposilion étant effectuée, je fais re-
marquer que les angles B'SC’, ASC sont égau,
parce que chacun d’euxest égal & I'angle BS(;
dés lors I'aréte SB’ prend la direction de SA,
Par une raison semblable, 'aréte SA’ s"appli-
que sur SB; le plan SB’A’ coincide par suite avec le plan SAB,
el les angles triédres SABC, SA’B'C’ sont égaux.

Je suppose, en second lieu, que 'angle triddre SABC n’ait pas
de faces égales, et je superpose encore les angles diédres égaux
ASCB, A’SC’B’; mais alors I'aréte SB” ne prend pasla direction
de SA, parce que les angles B'SC’, ASC ne sont plus égaux;
pareillement I'aréte SA’ ne s’applique pas sur SB, de sorte que
le plan SB’A’ ne coincide pas avec le plan SBA. Les angles
triedres SABC, SA’B'C’ sont donc inégaux.

Remarque. — L'impossibilité de faire coincider les deux an-
gles triédres SABC, SA'B'CY, lorsque I'angle SABC n’a pas deux
faces égales, provient de ce que les faces de cet angle ne sont
pas assemblées dans le méme ordre que les faces qui leur sont
respectivement égales dans I'autre angle triédre. On voit, en
effet, que les deux faces égales ASC, A’SC’ se trouvent 1'une
a la droite et I'autre a la gauche de I'aréte CC".

Par un raisonnement analogue au précé-
dent, on démontre que deuz angles polyédres
SABCDE, SA'B'C'D'E’, opposés par le sommet, ont
tous leurs éléments, faces et” angles diddres,
égaux chacun & chacun, mais qu'en général ils
ne sont pas superposables, parce que leurs
faces égales ne sont pas -disposées de la méme
maniére. On exprime ces différentes propriétés
de deux angles polyédres opposés par le som-

met, en disant que ces angles sont symétriques.
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THEOREME I1I

Si un angle triddre SABGa deux faces égales CSA, CSB,
les angles diedres SB, SA opposés a ces faces sont égauzx, et ri-
ciproquement.

Soit SA’B'C’ I'angle triedre formé par les
prolongements desarétes de I'angle triédre
SABC; ces deuxangles opposés par le sommet
sont égaux, puisque les faces CSA, CSB de
P'angle triédre SABC sont égales par hypo-
thése (II), et leur superposition prouve I'é-
galité des angles diédres SB, SA”. Or I'angle
diedre SA” est aussi égal a I'angle diédre SA,
parce qu'ils sont opposés par l'aréte (5, V);
donc les angles diédres SB, SA, opposés aux faces égales GSA,
(SB de I'angle triédre SABC, sont égaux.

Réciproquement, on démontre par un raisonnement analo-
gue au précédent que si un angle triédre SABC a deuzx angles

diedres égaux SA, SB, les faces CSB, CSA, opposées a ces angles,

sont égales. :

CoroLLAIRE. — Si les trois faces d'un angle triédre sont égales,
ses trois angles diédres sont aussi égaux, et réciproquement.

THEOREME IV

Si deux angles triédres ont leurs faces équles chacune a cha-
cune, leurs angles diédres opposés auw faces égales sont égaus
s chacun & chacun, et les
deuzangles triédressont
égaux ou symétriques.

Soient SABC, SA'B'C,
' deux angles triédres;
je suppose les faces
ASB, BSC, CSA du
premier égales respectivement aux faces A'S'B/, B'S'C, C'S'A’ du
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second, el je dis d’abord que I'angle diédre BASC est égal §
I'angle diedre B’A’S'C. .

Par un point queleonque D de I'aréte SA je méne un plan
perpendiculaire 4 cette droite; il coupe les deux faces de Fan-
gle diédre BASC suivayg
les droiles DE, DF, qui.
sont aussi perpendicy-
laires 4 SA, et dont I'ap.
¢ gle EDF sert de mesure
a T'angle diédre BAS(,
Comme chacun des an.
gles ASB, ASC, dont les plans forment I'angle diédre BASC,
peut étre aigu, droit'ou obtus, le plan EDF peut rencontrer
chacune des deux droites SB, SC, ou &tre paralldle i I'une ef
couper I'autre, ou étre paralléle 4 ces deux lignes, ou bien ren-
contrer leurs prolongements au dela du point 8. Pour éviter
U'examen de ces différents cas, je prends sur les arétes deI'an-
gle triédre S les longueurs égales SA, SB, SC;.je méneun plan
par les trois points A, B, C, el je substitue 3 I'angle triédre$§
'angle triédre formé par les plans ASB, ASG, ABC. Ce nouvel
angle triédre a I'angle diédre BASC commun avec I'angle fri¢-
dre 8, et le plan EDF rencontre ses ardtes AB, AC, aux points
E et F, puisque les angles BAS, CAS, adjacents aux bases AB,
AC des triangles isocéles SAB, 'SAC, sont aigus.

Cela posé, je prends sur les arétes de 'angle triedre §' les
longueurs $'A’, SBY, S'C’ égales a.84, et je fais passer un plan
par les trois points A’, B/, (. Je prends ensuite sur A’S’ une
longueur A’D’ égale & AD, et je méne par le point I’ un plan
perpendiculaire 4 l'aréte: S'A”. Ce plan coupe les' trois faces
ARB, AT, AB'C” de Pangle triédre A’ suivant les droites
DE’, D'F’, B'F’, et 'angle plan E'D'F’, dont les cotés sont per-
pendiculaires a I'aréte A’S’, sert de mesure 4 I'angle diédre
B'A'S'C’. 11 s'agit donc de démontrer I'égalité des deux angles
EDF, EDF’.

Les triangles SAB, §’A’B’ sont égaux, puisqu'ils ont par hy-
pothése un angle égal compris en(re deux colés égaux chacun
a chacun; donc I'angle SAR estégalalangle S'A'B’ et le ¢gté AB
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ggal au coté A’D". Je démontrerais de méme 1'égalité des trian-
gles SAC,S'AC eticelle des triangles SBC,S'B'(Y; il en résulte
que l'angle SAC est égal a I'angle S'A’CY, et que les cotés AC,
BC sont égaux respectivement aux edtés A’C/, B'C. Les deux
iriangles ABG, A’B'C ayant les trois edtés égaux chacun & cha-
cun, leurs angles BAC, B’A’C/ sont aussi égaux. Cela posé,
je fais remarquer que les triangles rectangles ADE, A'D'E’
ont un coté égal adjacent & deux angles égaux chacun a cha-
cun, et j'en conclus que le coté DE est égal & D'E’ et le coté
AE égal 3 AE'. La comparaison des deux triangles rectangles
ADE, AD'E’ prouve de méme I'égalité des cdtés DF, DT’ et
celle des cotés AF, AF. Les deux triangles AEF, A’EF’ ont
dés lors un angle égal compris entre deux cotés égaux chacun
3 chacun, et sont égaux ; done le coté EF esl égal au.cote 0 8
Les triangles DEF, IVE'F’ ont par conséquent les trois colés
égaux chacun & chacun, et Pangle EDF, opposé au coté EF, est
égal & angle E'D'F’, opposé au coté E'F.

Je dis, en second lieu, que les angles tricdres SABC, S'AB'C
sont dgaux ou symétriques, selon que leurs faces égales sont
semblablement ou inversement disposécs. Je suppose d'abord
les faces égales semblablement placées, et je superpose la face
A8 sur la face ASC qui lui est égale; comme les angles
disdres SA, S’A’, opposés aux faces égales B'S'C’, BSC, sont
égaux, le plan A’S'B’ s'applique sur le plan ASB, et la droite
B’ sur la dnoite SB, puisque l'angle A’S'B’ est égal & T'angle
ASB. Les deux faces B’S'C’, BSG coincident par suite, et les
deux angles triédres S’A’BCY, SABC sont égaux.

Je suppose, en second lieu, les faces égales des deux angles
riédres inversement placées ; I'angle trigdre S’ et le symétri-
que de Vangle triddre S ont dés Tors leurs faces égales chacune
3 chacune et semblablement placées; ils sont done égaux, et
les angles (riédres S, S sont symétriques.

THEOREME V

La somme des angles plans qui forment un angle polyédre
convexe est plus pelite que quatre angles droits. '
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Soit SABCDE un angle polyédre convexe, formé par les
angles plans de ASB, BSC, CSD, DSE,
ESA; je le coupe par un plan qui
rencontre toutes ses arétes du mamg
coté de leur intersection S; je prends
un point quelconque O & intérieyy
de la section ABCDE, et je le joins par
des lignes droites & tous les sommets,
: Le polygone ABCDE est décomposé ey
aulant de triangles qu’il a de cotés, ou en autant de triangles
que son planen détermine sur les faces de 1'angle polyédre §,
Cela posé, si on considére successivement les divers angles
triédres que le plan de la section ABCDE fait avec les faces de
I'angle polyédre S, on a dans I'angle triédre ABSE (1) :
SAB + SAE> BAE;
on a de méme dans I'angle triédre BCSA :
SBA +SBC> ABC,

et ainsi de suite. En ajoutant membre & membre les inéga.
lités précédentes, on trouve que la somme des angles SAB,
SBA, SBC, etc., formés sur les bases AB, BC, ete. des triangles
SAB, SBC, etc., est plus grande que celle des angles inté-
rieurs BAE, CBA, etc. du polygone ABCDE, ou plus grande
que la somme des angles OAB, OBA, OBC, elc. formés sur les
bases AB, BC, etc. des triangles OAB, OBC, etc. Or la somme
dc tous les angles des triangles SAB, SBC, etc. est égale a celle
de tous les angles des triangles 0AB, OBC, etc., puisqu'il ya
le méme nombre de triangles de part et d’autre; il faut done
que, dans le premier groupe de triangles, la somme des an-
gles qui ont le point S pour sommel commun soit moindre
que celle des angles qui, dans le second groupe de triangles,
ont leurs sommets au point 0. Par conséquent, la somme des
angles plans ASB, BSC, CSD, etc., qui forment I'angle polyédre
S, est moindre que quatre angles droits.
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THEOREME VI

Sy, d'un point quelconque de Taréte d'un angle diédre, on
déve des perpendiculaires sur ses faces,
2 de maniére que chacune de ces droites se
trouve, par rapport & la face sur laquelle
elle est perpendiculaire, du méme cdlé que
Uautre face, Vangle des deux perpendicu-
laires est le supplément de angle plan cor-
respondant & U'angle diédre.

D'un point quelconque B de 'aréte BD
d’un angle diédre ABDG, j'¢léve la perpen-
diculaire BC” sur le plan ABD du coté de
la face CBD, et la perpendiculaire BA” surle plan CBD du coteé
de la face ABD. Le plan de ces deux droites coupe les faces
de T'angle diédre suivant les droites BA, BC qui sont per-
pendiculaires & Paréte BD, et forment dés lors angle plan
correspondant & I'angle di¢dre; je dis que I'angle A'BC’ est
le supplément de cet angle plan ABG. ;

En effet, la droite BG/, perpendiculaire au
plan ABD, est, par suite, perpendiculaire &
la droite BA qui passe par son picd dans ce
plan ; pour la méme raison, la droite BA’
est aussi perpendiculaire & la droife BC; par

7B conséquent, les deux angles ABC, A’B'C’ ont
AV / les cotés perpendiculaires chacun a chacun.

49 Or, si I'angle ABC est aigu (fig. 1), T'angle
A'BC’ est plus grand que l'angle droit ABC, c’est-a-dire
oblus; et, si l'angle ABC est oblus (fig. 2), 'angle A’B( est plus
pelit que 1'angle droit ABC/, c'est-a-dire aigu; donc, dans I'un
et Lautre cas, I'angle A’BC’ est le supplément de l'angle ABL.

D

Scolie. Le théoréme est encore vrai lorsque 'angle ABG est
droit; car B( se confond alors avec BC, et BA” avec BA; donc
langle A’BC’ est droit, C'esl-d-dire qu’il estle supplément de
'angle ABC.

AN, — ELEM. 15
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THEOREME VII

Si du sommet A d’un angle triedre ADCD on éléve les per-

A pendiculaires AB', AU/, AD sur ses

7 ~—~~__p* [rois faces, de maniére que chacune

de ces droites se trouve, par rapport

@ la face sur laquelle elle est perpen-

D diculaire , du méme coté que I'aréte

opposée o celle face, I'angle triédre

AB'CD’ a pour faces les suppléments des angles diédres de
Pangle triédre ABCD; et réciproquement.

La perpendiculaire AB’, élevée par 1e point A de l'aréte de
I'angle di¢dre BADC sur la face CAD, se trouve, d’apres I'hy-
pothése, du méme coté du plan CAD que l'aréle AB ou que
'autre face BAD. La perpendiculaire AC’ ‘4 la face BAD est
aussi du méme cdté du plan BAD que l'autre face CAD. Par
conséquent, 1'angle B’AC’ est le supplément de I'angle plan
correspondant a 'angle diédre BADC (VI).

Je prouverais, de méme, que les angles C’AD’, D’AB’ sont les
suppléments respeclifs des angles plans correspondants aux
an,'les diédres CABD, DACB.

Réciproquement, les faces de I'angle driédre ABCD sont les
suppléments des angles diédres de I'angle triédre AB'C'D’

Je remarque d’abord que la droite AD est perpendiculaire 4
la face B'AC’ de l'angle triddre AB'C'D’, puisqu’elleest perpen-
diculaire aux deux droites:AB’, AC’ qui passent par son pied
dans ce plan (E., 1, II); je dis, en outre, que celle droite se
trouve du méme cété du plan B'AC’ que I'aréte AD’ de 'angle
triédre AB'C'D’. En effet, les deux droites AD, AD’ éfant, par
hypothése, du méme coté du plan

\
|
\
i
1
1
|
i
1
|
|
i

o

S

a ce plan, 'angle DAD est aigu; par
conséquent, les deux droitesAD, AD’
se trouvent aussi du méme coté du
plan B’AC’. qui est perpendiculaire

-~ sur la droite AD.
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Je dénrontrerais de méme : 1° que la droite AC est perpendi-
culaire 2 la face B'ADL’ de I'angle triédre AB'C'D" et qu'ellese
trouve du méme coté de cetle face que l'aréte opposée AC’;
9° que la droite AB est perpendiculaire ala face C'AD’ duméme
angle triédre, et qu'elle est du méme coté de cette face que
laréte opposée AB'. De 1a je conclus, en vertu de la proposi-
jion directe, que I'angle BAC est le supplément de 'angle plan
correspondant & I'angle diedre B’AD'CY, etc.

Scolie. Les deux angles triédres ABCD, AB'C'D’ sont dits
supplémentaires.

THEOREME VIII

1o Chaque angle diédre d'un angle triédre, augmenté de deux
angles diédres droits, est plus grand que lo somme des deux
autres angles diédres.

9 La somme des trois angles diédres d'un angle triédre est
comprise entre deux angles diédres droits et siz angles disdres
droits. :

1° Soient A, B, C les rapports des trois angles diédres d'un
angle tricdre 4 I'angle diédre droit ; les faces de I'angle triedre
supplémentaire, rapportées & I'angle plan droit, sont repré-
sentées respectivement par

2—4, 2—B, 2—C.
Or, chacune de ces faces est moindre que la somme des deux
autres (I); donc on a :

2 —A<<2—B+42—C

5
i
|
!‘

=

P Eemme oy S e~

', par suite,

A4+2>B+0C,

9° La somme des ‘trois faces de 'angle triédre supplémen- i

taire est positive et plus petite que quatre angles droits (V). Par
conséquent, on a

} 6—A—B—-C>0 i'

et Gl Gacd:
on en déduit successivement :

A+B+C<6 f
et A+B+C>2. |
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Scolie. 11 importe de remarquer ’analogie qui exisle entre
les propriétés de I'angle triédre et celles du triangle. On passe
des unes aux autres en substituant aux cotés et aux sommets
du triangle les faces et les arétes de l'angle triédre.

1% Exeweie. Chaque cdté d'un triangle est moindre que la
somme des deux aulres.

Chaque face d’un angle triédre est moindre que la somme des
deux autres.

2° Exeneie. Si un triangle a deux angles égaux, les angles
0pPOsés & ces colés sont égaux.

Si un angle triedre a deux faces égales, les angles diddres
opposés & ces faces sont égauzx.

3° Exemeie. Si deus triangles ont les trois cotés égaux chacun
a chacun, les angles opposés au cotés égaux sont égauz.

Si deux angles (riedres ont les trois faces égales chacune o
chacune, les angles diédres, opposés aux faces égales, sont
égauzx, etc. :

Il n’est pas moins important de remarquer que si & chaque
propriété du triangle, correspond une propriété de 'angle tri-
edre, la réciproque n’est pas toujours vraie. Ainsi la propriété
de la somme des faces d'un angle tri¢dre d’étre moindre que
quatre angles droits, n’a pas d’analogue dans le triangle.

PROBLEMES.

1. Quel est le lieu géométrique des points également dis-
tants des trois faces d'un angle triédre?

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi-
gnés des trois arétes d'un angle triédre? i

3. Les plans, menés perpendiculairement aux faces d'un
angle triédre par les arétes opposées a ces faces, passent par
une méme droite.

4. Les plans, menés par chacune des arétes d’un angle
triédreet la bissectrice de la face opposée a cetle aréle, passent
par une méme droite.

5. Toute section, faite dans un angle triédre rectangle par
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un plan perpendiculaire & l'une de ses aréles, est un triangle
rectangle.

6. Le point de rencontre des hauteurs du triangle qu’on
obtient en coupant un angle triédre trirectangle par un plan,
esl la projection du sommet de I'angle triédre sur ce plan.

7. Si Pon coupe un angle tritdre trirectangle par un plan
quirencontre ses trois arétes, 1°le triangle intercepté sur cha-
cune des faces est moyenne proportionnelle entre sa projeclion
sur le plan sécant et la section que ce plan détermine dans
Pangle triédre; 2° le carré de cette section est égal 4 la somme
des carrés de ses projections sur les faces de 'angle iriédre.

8. Couper un angle polyédre & quatre faces par un plan tel
que la section soit un parallélogramme.

9. Les perpendiculaires, abaissées d'un point pris & I'inté-
rieur d’un angle triédre sur les faces de cet angle, sont les
arétes d'un second angle triédre qui a pour faces et pour an-
gles diddres les suppléments des angles diédres et ceux des
faces du premier.

10. La plus grande face d'un angle triédre est opposee au
plus grand angle driédre, et réciproquement.

11. La somme des angles que les arétes d’uti angle triédre
font avec les faces qui leur sont respectivemeiri opposées, est
moindre que la somme des trois faces, et plus grande que la
moitié de cette somme.
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HUITIEME ET NEUVIEME LECON

Procrauye : Des polyédres. — Parallélipipede. — Mesure du volume du parak
1élipipéde rectangle; du parallélipipéde quelconque, du prisme triangulaire,
du prisme queleconque.

DEFINITIONS

1. Un polyddre est un corps lerminé en tous sens par des
plans. Les polygones formés par les intersections de ces plans
sontles faces du polyddre, et leur ensemble constitue sa surface.

On.appelle angles d'un. polyédre les angles polyédres queses
faces font entre elles ; — sommets, les sommets de ses angles;—
arétes, les cotés de ses faces; — diagonale, toute droite qui
joint deux de ses sommets non situés dans la m¢me face.

On désigne sous les noms, particuliers de tétraédre, d’hexa-
edre, d’octaddre, de dodécaddre et d'isocuédre les polyédres qui
ont qualre, siz, huit, douse et vingt faces.

9. Un polyédre est régulier, lorsque ses angles sont égaux
et que ses faces sont des polygones réguliers égaux.

Il n’y a que cing polyédres réguliers, qui sont : 1° le
tétraédre régulier, dont la surface est composée de 4 triangles
équilatéraux, assemblés 3 4 3 autour de chaque sommet;
9 Thexzaddre régulier, ou cube, quiest formé de 6 carrés,
réunis 3 4 3 autour de chaque sommet: 30 Uoctaédre réqulier,
qui est composé de 8 triangles équilatéraux, assemblés 4ad
autour de chaque sommet; 4° le dodécuedre régulier, ayant
pour faces 12 pentagones réguliers, assemblés 3 & 5 autour de

chaque sommet ; 5° Visocaédre réqulier, dont la surface est com-
posée de 20 triangles équilatéraux, réunis 5a5autour dechaque
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sommet. On reconnait facilement qu’il n'y a.quescesicing po-
lyédres réguliers, en cherchant combien on peut former d’an-
gles polyédres n'ayant pour faces que des angles de polygones
réguliers. En effet, 1° avec 'angle du triangle équilatéral, qui

vaut%d’hngle droit, on peut construire trois angles polyédres

ayant 3, 4 ou 5 faces, puisque la somme: des faces d'un angle
polyédre est moindre que 4 angles droils(7,V), etque lasomme
de plus de 5 angles égaux a ,.a% égale ou surpasse 4 angles
droits. On verrait de méme qu’on ne peut former qu'un seul
angle polyédre avec I'angle du carré, avec l'angle du. penta-
gone régulier, et que cet angle polyédre n'a que trois faces,
mais qu'il est impossible d’en consiruireavec les angles de tous
les autres polygones réguliers.

3. Un polyédre est convexes'il est tout entier d’'un méme cote
de chacun des plans prolongés indéfiniment qui le terminent.
Dans le cas contraire, on dit qu'il est concave.

Un plan coupe la surface d'un polyédre convexe suivant un
polygone convexe, puisque ce polygone est tout entier d’'un
méme coté de chacune des droites qui’ le forment. Une ligne
droite ne peut rencontrer, par suite, la surface d’un polyedre
convexe enplus de deux points.

4. On distingue parmi les polyédres le prisme et la pyra-
mide. Occupons-nous d’abord du prisme.

" Un prisme est un polyédre qui a deux faces égales et paral-
1¢les, unies par des parallélogrammes.

On: donne le nomide bases aux deux faces égales et paralléles
du prisme, et celui de fuces latérales aux divers parallélo-
grammes qui composent leireste:de sa surface.

La hauteur d'un prisme est la distance des plans de ses
hases. On' sait que cette distance a pour mesure la perpendi-
culaire abaissée:d’un point quelconque del'une des bases sur
l'autre (3, IX, c).

Pour construire un prisme, je prendsun polygone quel-
conque; pan exemple le pentagone ABCDE, el je- méne par ses
sommets, d'un méme coté de son plan, les droiles AF, BG, CH,
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DI, EK, paralléles et égales entre elles. Je tfrace ensuite leg
cotés du polygone FGHIK, qui & pour
sommet les extrémités de ces paralléles,

A O b et je dis que le polyédre ABCDEFFHIK est

un prisme. Je remarque, en effet, que

chacun des quadrilatéres AK, EI, DH, CG,

BF est un parallélogramme, puisqu'il g

deux cotés égaux et paralleles d'aprésle

construction. Les pentagones BCDEF,
FGHIK ont, par suite, les cotés égaux et paralléles chacun &
chacun; ils sont done égaux, et le polyédre A, qui a deux faces
égales et paralléles, unies par des parallélogrammes, est un
prisme.

5. Un prisme est triangulaire, quadrangulaire, pentagonal,
hexagonal, efc., selon que sa base est un triangle, un quadri-
latére, un pentagone, un hexagone, elc.

6.0n dit qu'un prismeest droifou oblique, lorsque les plansde
ses faceslatérales sont perpendiculaires ou obliques a ceux des
‘bases. Les faces latérales d'un prisme droit sont des rectangles,

7.8ilon coupe un prisme par un plan qui rencontre toutes
les faces latérales, la portion de ce prisme comprise entre le
plan sécant et I'une des bases est ce qu'on appelle un prisme
fronqué, ou un fronc de prisme.

8. Onappelle volume d'un polyédre la grandeur du lieu qu'il

- occupe dansI'espace. — Si deux polyédres ontle méme volume

sans avoir la méme forme, on dit qu'ils sont quivalents.

9. 0n nomme parallélipipéde tout prisme dont
| les bases sont des parallélogrammes. —Dés lors
le parallélipipéde est compris sous six faces qui
sont des parallélogrammes.

10.Lorsque les bases d'un parallélipipéde droit
sont des rectangles, on désigne ce polyédre sous le nom de
parallélipipede rectangle, et I'on dit qu’il a pour dimensions les
longueurs des trois arétes issues d’'un méme sommet.

Le parallélipipéde rectangle dont les faces sont des carrés est
appelé cube ou hexaédre régulier.

SCD LYON 1




FIGURES DANS L’ESPACE. — VIII* ET IX® LECON. 253
THEOREME I

Les sections MNOPQ, RSTUV, fuites dans un prisme AK par
deus plans paralléles qui renconirent toutes ses faces latérales,
sont des polygones éganx.

En effet, les deux plans paralléles MO, RT
coupent la face AG du prisme suivant les
droites MN, RS, qui sont paralléles (3, VII);
donc le quadrilatére MNSR est un parallélo-
gramme, et les parallcles MN, RS sont égales.
Je prouverais de méme que les cbtés NO,
OP, elc. de la section MNOPQ sont paralléles
et égaux respectivement aux cotés ST, TU, efe.
dela section RSTUV. Ces polygones ont aussi les
angles égaux chacun A chacun; car leurs angles, considérés
deux & deux, ont les cotés paralléles et dirigés dans le méme
sens (3, XI) : ainsi 'angle MNO est égal & 'angle RST, I'angle
NOP égal 4 'angle STU, etc. Done les sections MNOPQ, RSTUY,
qui ont les cotés égaux et les angles égaux chacun & chacun,
sont égales. ;

ConotLame. — Toute section faite dans un prisme par un
plan paralléle & sa base est égale 4 cetle bhase.

Remarque. — On appelle section droile d'un prisme foute

section faite dans ce polyédre par un plan perpendiculaire &

ses arétes latérales.

THEOREME II

Deus prismes sont égaux s'ils ont un angle digdre égal, com-
pris entre une base et une face latérale égales chacune & chacune
et semblablement placées.
u Soient la base ABCDE du prisme
| S AK égale & la base A'BCDE’ du
- ! | prisme A’K’, la face latérale ABGF

| égale & la face latérale A’B'G'F, et
By l'angle diédre AB égal 4 'angle di¢dre
1" [/ AB’; je dis que lesprismes AK, AR’
¢ sont égaux, si leurs faces égales
sont semblablement placées dans leurs plans respectifs.

|
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Pour le démontrer, je superpose les deux polygones égauy
1 ABCDE, AB/C’D’E! de/maniére qu'ils
i 7K coincident, et je remarque ensuite
que le plan A'B'G’ s’applique sur lo
plan: ABG, & cause de 'égalité des
deux dngles diddres AB, A’B’. Les
D’ parallélogrammes ABGF, ABGT
¢ étant égaux par hypothése et pla-
cts de la méme maniére dans. leurs plans respeclifs, 1'angle
A'B/G' égale dés lors 'angle ABG ; 1'aréte B'G’ prend par suile
la direction de l'aréte BG. Or ces droites sent égales; donc
leurs extrémités G et G’ se confondent.

La coincidence des deux bases inférieures ABCDE, A’B/C’IVE!
et.celle des deux arétes BG, B'G’ étant établies, les arétes laté-
rales C'I, 'K/, ete. du prisme A’K’, qui sont paralléles & B/,
s'appliquent respectivement sur les arétes latérales CH, DK, elc.
du prisme AK, qui sont paralléles & BC, et les sommets des
bases supérieures G'IVK’L'F’, GHKLF coincident deux & deus.
Les prismes AK, A’K’, étant ramenés 4 avoir les mémes som-
mels, ne font plus qu'un méme polyédre; ils sont donc égaux.

Conorrare. — Deux prismes droits AK, A’K’ sont égauz, §'ils
ont les bases égales et les hauteurs égales.

En effet, I'angle di¢dre droit AB est égal & I'angle diédre
droit A’D’, et les rectangles ABGF, A’B'G'F’, qui ont les. hases
égales et les hauteurs égales, sont égaux. Les prismes AK, A'K’
ont donc un angle diédre égal compris entre une base et une
face latérale égales chacune 4 chacune et semblablement dis-
posées; par conséquent, ils sont égaux,

THEOREME 111

Tout' prisme oblique est équivalent & un prisme droit, ayant
pour hauteur Pune des arétes latérales du prisme oblique ef
pour base sa section: droite.

Soit le;prisme oblique: AK, quira pour bases les polygones
ABCDE et FGHEL; je méne par les extrémités A et F de
Paréte latérale AT les plans' AB/C/, FG'H' perpendiculaires
a celte droite. Les sectirus AB'CD'E’, F&/IVK'L! sont deux
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polygones égaux, puisque leurs plans sont paraliéles (1) ;
par’ conséquent, le polyédre AB/CD'E/FGHKL!
est un prisme droil, quia pour hauteur I'aréte
. latérale AF du prisme oblique AK et pour base
la section droite AB/C/D'E’. Je dis que ces deux
prismes sont équivalents. '

Je- commence par démontrer: I'égalité des

déux polyédres ABGDEB/C/DES, FGHEIG'HKL,
" quon obtient en retranchant successivement

A les deux prismes AK, AK’ de tout le polyédre

ABCDEFGHEL. A cet effet, je superpose les deux sections
sgales AB'C'DE!, FGIKL, de maniére qu'elles coincident;
les arétes BB, G’G, qui sont respectivement perpendiculaires
3 cos sections, et qui ontla méme longueur AF—B(, prennent
alors 1a méme direction, et leurs extrémités B, G s'appliquent
I'une sur Lautre. [len est de méme des sommets C et H; des
sommets D et K, ainsi que des sommets E et L. Par conse-
quent, les deux polyédres convexes AB/CD, FG'HK, que je ra-
méne i avoir les mémes sommets; cuincident et sont égaux.

Je remarque, en second lieu, que si je relranche successi-
vementces deux polyédres égaux de la figure entiére AB'C'FGK,
les deux polyddres restants, ¢'est-3-dire les deux prismes AK,
AR’ doivent olre équivalents; donc le prisme oblique AK est
équivalent au prisme droit AK’, qui a pour hauteur I'une des
arétes latérales du prisme oblique, et pour base sa section
droite.

THEOREME IV

Lesfaces opposéesd’un parallélipipede sont éyales et paralléles.

Soil le parallélipipéde AG, qui a pour
bases les parallélogrammes ABCD, EFGH;
_ces deux quadrilatéres sont égaux, et
leurs plans sont paralléles d’aprés la
définition du parallélipipéde. Je dis que
les autres faces opposées, par exemple
ABFE et DCGH, sont aussi égales el que
leurs plans sont paralléles.
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Ces parallélogrammes ont un angle égal, compris entre deuy
colés égaux chacun & chacun. En effet, le coté AB est égal au
coté DG, parce qu'ils sont opposés I'un & I'autre dans le paral-
lélogramme ABCD; le coté AE est ¢gal a DH par une raison
semblable, et I'angle BAE est ¢gal a I'angle CDI, parce que
leurs cotés sont paralléles deux 4 deux et dirigés dans le méme
sens. Par conséquent, les deux faces opposées ABFE, DCGH
sont egales (P.,10,V), et leurs plans sont paralléles, puisqu'ils
contiennent les angles BAE, CDH, dont les cotés sont paral-
1éles chacun & chacun (3, XI).

Remarque. — On peut prendre pour bases d’un paralléli
pipede deux faces opposées quelconques; car elles sont égales
et paralléles.

CoroLtame. — Toute section faite dans un parallélipipéde
par un plan qui rencontre deux faces opposées est un parallé-
logramme.

Car cete section est un quadrilatére dont los cotis 0pposés
sont paralléles, comme intersections de deux plans paralléles
par un méme plan (3, VII).

THEOREME V

Le plan menépar deuz arétes opvosées d'un parallélipipéde
divise cepolyédre en deuz prismes Iriangulaires qui sont équi-
valents

Soit le parallélipipéde AG, dans

¢ lequel les arétes BF, DH sont oppo-
sées I'une & l'autre; ces droites,
étant paralléles 4 la méme aréte AR,
sont paralléles entre elles (3, 11, c), et

le plan qu’elles déterminent partage
le parallélipiptde AG en deux polyé-
dres ABDEFH, BCDFGH ,» qui sont
des prismes triangulaires. En effet, les deux faces triangulaires
ABD, EFH du premier polyédre ont les ctés égaux 'et paral-
1éles chacun & chacun ; donc elles sont egales, et leurs plans
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sont paralléles (3, XI). Ce polyédre est par suite un prisme,
car ses autres faces sont des parallélogrammes. 1l en est de
meéme du polyédre BCDEGH.

Jé dis maintenant que ces deux prismes triangulaires sont
squivalents. Ce théoréme est évident si le parallélipipéde AG
ost droit, car les deux prismes, qui sont aussi droits, ont leurs
hases égales et la méme hauteur; ils sont donc égaux (1L, ¢).

Pour démontrer le méme théoréme lorsque le parallélipi-
péde AG est oblique, je méne le plan MNOP perpendiculaire
aux aréles latérales des deux prismes, et je fais remarquer
que le prisme oblique AFH est équivalent au prisme droit qui
aurait pour base la section droite MNP du prisme oblique, et
pour hauleur son aréte latérale BF (III); pareillement, le
prisme oblique CFH est équivalent au prisme droit, ayant
pour base sa seclion droite NOP, et pour hauteur son aréte
latérale BF. Or, les hases MNP, NOP des deux prismes droits
sonit égales, parce qu'elles ont les trois cotés égaux chacun a
chacun; ces prismes ont en oulre la méme hauteur BF; done
ils sont égaux (II, ¢). Les prismes obliques AFH, CFH sont
par suite équivalents.

THEOREME VI

Deus parallélipipédes rectangles de méme base sont propor-
tionnels & leurs hauteurs.

Soient ABCDE et ABCDK deux parallélipi-

E B pédes rectangles, ayant la méme base ABCD

SR e et les hauteurs inégales AE, AK ; je supposele

rapport de ces hauteurs égal a % (P.,15, déf. 3);

ces droites ont dés lorsune commune mesure
AO contenue 5 fois dans AE et 3 fois dans AK.
B @ Parles points O, R, K, 8, qui divisent AE en

5 parties égales,je méne des plans perpendicu-
laires A celte droite; ces plans déterminent dans le paralléli-
pipéde AE des sections qui sont paralléles & la base ABCD
(3, VII) et, par suite, égales & celle base (1). Le parallélipipéde
AE est donc divisé en cinq parallélipiptdes rectangles égaux,
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car leurs bases sont égales et leurs haufeurs égales (II) ; le pa-
rallélipipéde AK contenant trois de ces parallélipipédes par-
tiels, ces deux polyédres ont une commune mesure ABCDO,
qu’ils contiennent respectivement aufant de fois que les hau-
teurs AE, AK contiennent leur commune mesure AO; par
conséquent, le rapport des deux parallélipiptdes rectangles
ABCDE, ABCDK, qui ont la méme base ABCD, est aussi égal 3
gl, ou au rapport de leurs hauteurs AE, AK.
THEOR EME Vi1

Deux parallélipipédes rectangles de méme hauteur sont pro-
portionnels @ leurs bases.

Soient P et P’ deux parallélipipédes rectangles de méme
hauteur h, dont les hases respectives R, R” ont pour dimen-
sions les lignesa, b et a', b’. Je construis un parallélipipéde
rectangle P sur les trois lignes h, a, b’, et je le compare d'a-
bord au parallélipipéde P. Ces deux polyédres ont une face
égale quia pour dimensions les lignes h, a, et que je prends
pour leur hase; ils sont donc proportionnels a leurs hauteurs
b, V' (VI), c’est-a-dire que

: P 1 b
P e
Les deux parallélipipédes P”, P ont aussi une base égale, dont
les dimensions sont et ’; par conséquent , on a aussi (VI):
Plisin

Cela posé, jemultiplie les deux égalités précédentes membre

4 membre; je divise ensuife les deux termes du premier pro-
duit par le facteur commun P", et je trouve

P ax<h

|
Or, les rectangles R et R’'sont proportionnels aux produits
§ b, 4" % V', de leurs bases par leurs hauteurs (P., 50, 1I);

onc :

d

PR
PR
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THEOREME VIII

Deux parallélipipedes rectangles quelconques sont propor-
sionmels aux produits de leurs bases par leurs hauteurs.

Soient P et P’ deux parallélipipédes reetangles, ayant pour
hases les rectangles R, R et pour hauteurs les tignes h, h'.Je
construis un parallélipipéde rectangle P de méme baseR que
e parallélipipéde P, et 'de méme hauleur b’ que le parallélipi-
pede P. Les deux parallélipipédes P, P”, ayant la méme base,
sont proportionnels aux hauteurs ket (VI), c'est-a-dire que

DA eh
IR
comme les parallélipipédes rectangles P", P’ ont la méme

hauteur, ils sont proportionnels & leurs bases R, R’ (VII), et -,

Py
P R
Cela posé, je multiplie les deux ¢galités précédentes membre
3 membre; je divise ensuite les deux termes du premier pro-
duit par leur facteur commun P, et je trouve
P TR STh
PL R R

‘THEOREME IX

Le volume d’un parallélipipéde rectangle est égal au pro-
duit de sa base par sa hauteur, si I'on prend pour les unités de
vohume et de surface le cube et le carré faits sur Punilé de lon
ueur.

Soit'a mesurer le volume d'un parallélipipéde rectangle Py
ayant le rectangle R pour base et laligne hpour hauteur; je
prends pour les.unités de volume et de surface le cube et le
careé construits sur 1'unité de longueur, et jai, d'aprés le
théoréme précédent :

b=l el
T A B

Or, les nombres P, R et h sont les mesures respectives

du ‘parallélipipéde rectangle, de sa base et de sa hauteur;

ouP =R ><h.

S
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cette I'égalité précédente exprime que le nombre qui représents
la mesure du parallélipipéde rectangle, ¢ est-a-dire son volume,
est égal au produil des deux nombres qui Teprésentent les
mesures de sa base et de sa hauteur. On énonce ordinaire-
ment ce résultat de la maniére suivante : Le volume du po-
rallélipipéde rectangle est égal au produit de sa base par s
hauteur.

Cororraire I. —Soient a et bles dimensions du reclangle R;
on sait que (P., 30, III)

' Ri=ta 5aib;
on a par suile I’égalité :
Pe— it hah

qui exprime que le volume du parallélipipede rectangle est
aussi égal au produit de ses trois dimensions; car les nombres
a, b, hsont les mesures des trois dimensions du parallélipi-
péde P.

Ge nouvel énoncé de la mesure du parallélipipéde rectangle
ne dépend pas de l'unilé de surface.

Corovrame II. — Le volume d'un cube est égal au produit de
ses Irois dimensions, ou & lu troisiéme puissance de son cdté,

Réciproquement, la troisiéme puissance d'un nombre quel-
conque peut élre considérée comme le volume d’un cube dont la
longueur du cdté est représentée par ce nombre.

Ge corollaire et sa réciproque expliquent la synonymie des
mots cube et troisiéme puissance d’un nombre employés dans
I'arithmétique.

Remarque. — Si I'on prend le métre pour I'unité de lon-
gueur, le métre carré sera I'unilé de surface, el le mefre cube,
I'unité de volume.

THEOREME X

Le volume d'un parallélipipéde quelconque est égal au pro-
duit de sa base et de sa hauteur.
Ce théoréme est déjh démontré pour un parallélipipéde rec
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tangle (IX). Il s’agit donc d’en établir la vérité pour le parallé-
lipipéde droit et pour le parallélipipéde oblique.

1° Soit le parallélipipeéde droit AG qui a le

parallélogramme ABCD pour base et la droite

¥ AE pour hauteur ; par un point quelconque A

de I'aréte AB, appartenant a I'une des bases, je

méne un plan perpendiculaire a celte aréte; la

4 B section AEI'D’ est un rectangle, puisque les

faces opposées BE, CH du parallélipipéde AG sont perpendi-
culaires aux bases AC, EG. :

Cela posé, je fais remarquer que le parallélipipéde proposé
AG est équivalent au parallélipipéde droit qui aurait la section
AEHD’ pour base et I'aréte AB pour hauteur (III). Or, ce der-
nier parallélipipéde droit est rectangle, puisque sa base est un
rectangle; il a donc pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur, c’est-a-dire AE >< AD’ >< AB (IX).Déslors le paralléli-
pipéde AG a aussi pour mesure AE>< AD' >< AB, c’est-a-dire
le produit de sa hauteur AE par sa base ABCD, car l'aire de
cette base est égale a AD’ >< AB.

. G
F,
i

9° Soit le parallélipipéde oblique. AG
qui a pour base le parallelogramme
¢ ABCD; par un point quelconque E de
aréte EF, appartenant a I'une des bases,
je méne le plan EKN perpendiculaire &
cette aréte, et je remarque ensuite que le
parallélipipéde proposé est équivalent au
parallélipipéde droit qui aurait la section droite EKNO pour
base et aréte EF pour hauteur (III). Soit ER la perpendicu-
laire abaissée du point E surle plan ABCD; cette droife est &
la fois la hauteur du parallélipipéde proposé AG et celle du
parallélogramme EKNO, car elle est comprise dans le plan de
ce quadrilatére, et perpendiculaire au coté KN (6, 1I). Doncle
parallélipipéde droit apour mesure ER >< NK >< EF'; le volume
du parallélipipéde oblique AG est par suite égal 8 ER><NK><EF,
¢’est-d-dire égal au produit de sa hauteur ER par sa base ABCD
qui a pour mesure NK >< AB, ou NK ><EF.

ML — ELfm, 16

1no G
i ,"
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THEOREME XI

Levolume d’un prisme est égal au produit de sa base par sa
hauteur.

Je considére d’abord le prisme triangu-
laire ABCDEF qui a le triangle ABC pour
base, et dont FG est la hauteur. Sur I'angle
triédre A de ce prisme, je conslruis le pa-
rallélipipéde AK en menant par I'extrémité
de chacune des trois arétes AB, AC, AF, un

* plan paralléle au plan des deux autres. Les
deux prismes triangulaires ABCDEF et BGHDEK dans lesquels
le parallélipipéde est divisé par le plan de ses deux arétes
opposées BD, CE, sont équwalenis (V); le parallélipipéde AK
est donc le douhle du prisme proposé. Or, il a pour mesure le
produit de sa base 2ABC par sa hauteur FG (X); doncle prisme
triangulaire ABCDEF a pour mesure ABC ><FG, c’est-a-direle
produit de sa base ABC par sa hauteur FG.

Soit, en second lieu, le prisme polygonal ABDK; je décom-

pose ce polyédre en prismes (riangulaires, en
¢ menant des plans par l'aréte latérale AF et par

chacune des arétes CH, DK, qui lui sont paral-

1éles, et ne font pas partie de la méme face. Ces
ie prismes ftriangulaires ont la méme hauteur

———|7" que le prisme polygonal, et pour bases les trian-

¢ gles ABC, ACD, ADE, dans lesquels le polygone
ABCDE est décomposé par ses diagonales AG, AD, tirées du
sommet A. Or, chacun d’eux a pour mesure le produit de sa
base par sa hauteur; donc le volume du prisme polygonal
ABCK est égal & (ABC 4 ACD + ADE) >< H, c'est-a-dire égal
au produit de sa base ABCDE par sa hauteur H.

Corownatre I. — Deux prismes qui ont des bases équivalentes
sont proportionnels leurs hauteurs.— Deux prismes sont pro-
portionnels 4 leurs bases, s’ils ont la méme hauteur.

Corotrame I1. — Deux prismes ont des volumes équivalents,
si leurs bases sont inversement pxoportionnelles a leurs hau-
teurs.
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PROBLEMES.

1.Les diagonales d'un parallélipipéde sont inégales, & moins
que le parallélipipéde ne soit rectangle. — Ces droites se di-
visent mutuellement en deux parties égales.

9. Le carré d'une diagonale d'un parallélipipéde rectangle
est ézal 4la somme des carrés des trois dimensions du parallé-
lipipede.

3. Calculer, a un décimétre cube prés, le volume d'un prism¢
droit dont la base est un hexagone régulier, en sachant que
. le coté’ de la base est de 17,56 et la haunieur de 2%,45.

4. Un prisme droit a pour base un triangle équilajéral; son
volume est égal & 1 métre cube, et sa hauteur égale a 0™,30.
Calculer, & un centimétre prés, le coté de sa base.

5. Le volume d’un prisme triangulaire est égal a la moitié
du produit d'une face latérale quelconque par la distance de
cette face a I'aréte qui lui est opposée.

6. Si, sur trois droites parallélesetnon situéesdans le méme
plan, on prend des longueurs AA’, BB’, CC’, égales & une droite
donnée, le volume du prisme triangulaire AA’BB'CC’ est con-
stant, quelles que soient les positions respectives des arétes
AN, BB’ et CC. :

7. Couper un cube par un plan tel que la section soit un
hexagone régulier.

8. Lasomme des distances des sommets d'un parallélipipéde
4 un plan qui lui est extérieur égale huit fois la distance du
point d’intersection des diagonales de ce polyédre au méme
plan. ‘

9. Trouver sur un plan le lieu géométrique des points tels
que la somme des carrés des distances de chacun d’eux aux
sommets d'un parallélipipéde soit égale & un carré donné.

10.. Soit ABCD un rectangle ; du sommet A on abaisse la per-
pendiculaire AE sur la diagonale BD; par le point d'intersec-
tion E de ces deux lignes, on tire la droite EG perpendiculaire
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au coté BCdu rectangle et la droite EH perpendiculaire aucét¢
CD. 1°Démontrer les égalités suivantes :
AB*  EG
ADz o EH.
AE® = BD >< EG >< EH.
9° Déduire de ce qui précéde un moyen de construire une
droite qui soit & une droite donnée dans le méme rapport que
deux cubes donnés.
3° Prouver que les droites DH, BG sont deux moyennes pro-
portionnelles entre EH et EG, c’est-a-dire que l'ona:

EH__DH _BG
DI — BG EG
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Procnamye : Pyramide. — Mesure du volume de la pyramide triangulaire, de |
Ja pyramide quelconque. — Volume d'un tronc de prisme a bases paralléles.
— Exercices numériques,

DEFINITIONS

1. On appelle pyramide un polyédre dont I'une des faces est
un polygone quelconque, et dont les autres faces sont des \
triangles ayant pour bases les cotés de la face polygonale et \
pour sommets un méme point de I'espace. -

On donne le nom de base & la face polygonale, et celui de !
sommet au point commun 4 toutes les faces {riangulaires dont |
I'ensemble forme la surface latérale de la pyramide. — La
hauteur de-Ja pyramide est la distance de son sommet & sa
base. i

Le polyédre SABCDE est une pyramide qui

a pour base le pentagone ABCDE el pour som-

met le point S. Sa surface latérale est composée i
des cinq triangles SAB, SBC, SCD, SDE, SAE,

et sa_hauteur est représentée par la perpendi- 1

culaire SF, abaissée du sommet sur le plan de l

la base. : '

2. Une pyramide est triangulaire, quadrangulaire, pentago- |
nale, ele., selon que sa base est un triangle, un quadrilatére, 1
un pentagone, etc. On donne le nom particulier de tétraédre i
A une pyramide friangulaire.

3. On dit qu'une pyramide est réguliére lorsque sa base est
un polygone régulier, et que la droite qui joint le centre de

|
il
i
!
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ce polygone au sommet de la pyramide est perpendiculaire A
la base. : :

4. Si I'on coupe une pyramide par un plan qui rencontre
toutes les faces latérales, la portion de ce polyédre comprise
entre la base et le plan sécant est appelée pyramide tronquée ou
tronc de pyramide.

TREORBME 1
1° Tout plan abede, paralléle & la base ABCDE d’une pyra-

mide SABCDE, divise les arétes latérales et la hauteur en parties

proportionnelles.
9° La section abede faite dans la pyramide est semblable &

la base.

=
N
iy

1° Je méne par le sommet S de la pyramide
Ie plan MN paralléle & la base ABCD, et je fais
remarquer que les aréles latérales SA, SB,
SC, etc., sont divisées, ainsi que la hauteur SF,

a ; ¢ en segments proportionnels par les trois plans
paralléles MN, ad, AD (3, X). On a donc :
i Sa 8bh ( . |
v L D Eli = m = E€LCusss- Tga ﬁ_‘?

9° Les plans de la base ABCDE et de la
section abede étant paralliles, leurs intersections par chacune
des faces latérales de la pyramide sont des droites paralléles
(3, VII). Les angles ABC, abe ont dés lors les colés paralléles
deux & deux et dirigés dans le méme sens; ils sont donc égaux
(3, XI). Pareillement, I'angle BCD est égal a bed ; Vangle CDE,
égal a cde, etc.
1l résulte aussi du parallélisme des droites AB et ab, que
les triangles SAB, Sab sont semblables (P., 21, I); ona par

suite

AB'SB"
ab — Sb”

La similitude des deux triangles SBC, Sbe donne aussi
BC SB.
be — Sb”
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par conséquent on a:
AB_1e
ab — be’
On prouverait de méme I’égalité des deux rap-
BG CD . . CD
ports — ~g buis celle des deux rapports <’

be’
DE T ;
e et ainsi de suite. Les polygones ABCDE,

abede sont dés lors semblables; car ils ont les
angles égaux et les cotés homologues proportionnels.
ConoutARE. — La scction abede étant semblable & la base
de la pyramide, les aires des ces deux polygones sont propor-
fionnelles aux carrés de leurs cotés homologues (P., 33, 11);
on a donc :
abede  ab®

ABCDE = "AB*
Or, on sait que

ab S Sf

&B SB o SE

par conséquent on a'aussi

abede  Sf*

ABCDE — SF¥
De 1 résulte ce théoréme : Les sections, fuites dans une pyra-
mide par des plans paralléles, sont proportionnelles aux carrés
de leurs distances au sommet- de la pyramide.

THEOREME IF
Si deux pyramides ont la méme hauteur, les sections faites
par des plans paralleles aux
“bases, & la méme distance des
sommets, sont proporlionnelles

aux bases.
Je suppose la hauteur SE dela
pyramide SABG égale & la hau-
' teur S'E de lapyramide SSAB'CY’,
et je prends sur ces lignes les
longueurs égales Se, S'e’; puis je mene par le point e le plan
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abe paralléle & la base ABC, et par le point ¢’ le plan a'b'c’d"
paralléle a la base A’B'C’D’.

La section abe faite dans la pyramide SABC étant paralléle i
la base ABG, les aires de ces polygones sont proportionnelles
aux carrés de leurs distances au sommet S (I); on a denc

abc  Se

ABC — SE*
La section a'b’¢'d’ faite dans la pyramide S’A’B’C’D’ étant aussi
paralléle a la base A’B’C'Y, on a pareillement

ab'e’d  Se*
ATTD = ST
Or les hauteurs SE, S'E’ sont égales par hypothése, ainsi que
les droites Se, S’¢’; par conséquent
abe  a'b'e'd
ABG - ATBIGIY:
CoroLLame. — Si les bases des deux pyramides sont équi-
valentes, les sections abe, a'b'c’d’e’, le sont aussi.

THEOREME III

Deux pyramides sont égales lorsqu’elles ont un angle diédre
€gal, compris enire ume base
et une face latérale égales cha-
cune ¢ chacune et semblable-
ment placées.

La démonstration de ce
“\  théoréme est identique a celle
< qu’on a faite dans la huitiéme

lecon pour établir les condi-
tions d’égalité de deux prismes (8, II).

THEOREME IV

Deux pyramides triangulaires qui ont les bases équivalentes
et les hauteurs égales sont équivalentes.
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Soient SABC, S'A’B'(Y, deux pyramides triangulaires, ayant
leurs basesABC, A’B'(Y,
équivalentes, et leurs
hauteurs égales ; je dis
qu'elles sont équiva-
lex-tes.

Pour le démontrer,

c je place ces pyramides
sur le méme plan, et je
divise 'une de leurs

arétes latérales en un nombre quelconque de parties égales,
par exemple 'aréte SA en quatre parties égales. Par les points
de division D, E, F, je méne ensuite des plans paralléles aun
plan ABC qui contient les hases; chacun de ces plans fait des
sections équivalentes dans les deux pyramides, puisque leurs
bases sont équivalentes (II, ¢).

(ela posé, par les sommets G et I de la section DGH je trace
des paralléles & I'aréte SA jusqu’a la rencontre du plan de la
base ABC, et je tire la droite KL qui joint les deux points
d'infersection. Chacun des quadrilatéres ADGK, ADHL, GKLH
est un parallélogramme, et les triangles AKL, DGH, compris
dans des plans paralléles sont égaux, parce qu'ils ont les cotés
égaux chacun a chacun; le polyédre AKLDGIH est donc un
prisme {riangulaire. Je construis de méme sous chacune des
sections EMN, FRQ de la pyramide SABC un prisme qui ait
celte section pour base, et dont les arétes latérales soient aussi
paralléles & SA et terminées au plan de la section précédente.
Tinscris pareillement dans la pyramide S'A’B'C’ autant de
prismes qu’elle a de sections, et je prends leurs arétes latérales
paralléles a4 S’A’.

Je remarque ensuile que le prisme ADGIH inscrit dans la
pyramide SABC est équivalent au prisme A’D'G’H’ inscrit dans
la pyramide S'A’B'CY, parce qu’ils sont la méme hauteur et que
leurs bases DGI, D'G'H’ sont équivalentes (8, XI). Or, les
prismes DEMN, I/E‘M'N’ sont équivalents pour la méme raison,
tinsi que les prismes EFQR, E'F'Q'R’; donc la somme des
prismes inscrits dans la pyramide SABC est égale a celle des
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prismes inscrits dans la pyramide S’A’B'C’. Simaintenant je
double indéfiniment le nombre des divisions de I'aréte SA, et,
par suile, celui des prismes inscrits dans chaque pyramide,
la somme des prismes inscrits dans SABC ne cesse pas d'étre
égale & celle des prismes inscrils dans S'/AB'C’; par conse-
quent, les limites de ces deux sommes, c'est-a-dire les deux
pyramides* SABC, SAB'C, sont équivalentes.

THEORLME V

Le volume d’une pyramide est égal au tiers du produit de sa
base par sa hauteur.

Soit d’abord la pyramide triangulaire
SABC; je construis sur sa hase ABG un
prisme triangulaire ABCDES dont les arétes
latérales soient paralléles & BS, et je dis que
la pyramide SABC est le tiers de ce prisme.

En effet, le prisme ABCDES est égal-a la
somme de la pyramide triangulaire SABC
et de la pyramide quadrangulaire SACED. Or, le plan SAE
divise la pyramide quadrangulaire en deux pyramides {rian-
gulaires SADE, SACE, qui sont équivalentes (IV), puisqu’elles
ont le méme sommet S, et que leurs bases ADE, ACE, placées

* Gonformément & l'esprit du programme, jadmets que la pyramide SAB

est la limite vers laquelle tend la somme des prisme
inscrits dans ce polyédre lorsque le nombre des prisme
“croit indéfiniment.

_ Cependant, pour démonfrer ce théoréme, il suff-
rait de remarquer : 1° que si I'on méne par le pointf
un plan paralléle 4 la face SBC. ce plan passe pur
chacune des droites IT, OP, KL, puisque les droils
SF, QI, MO, GK, RT, NP. HL sont égales et paral-
ltles; 2 que lexcés de la pyramide SABC sur i
. somme des prismes inscrits est dés lors moindre que
le tronc de pyramide compris entre les plans paralléls
SBC, FKL. Car, la distancede cesplans étant plus petif

que SF qui est 'une des divisions de l'aréte SA, I'épaisseur du tronc de pyra-
mide et son volume, par suite, diminuent indéfiniment, lorsqu'ozn divise 54

en parties  égales de plus en plus petites.
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sur e méme plan, sont égales comme ayant les cotés égaux
chacun A chacun. Je remarque ensuite que les pyramides
SABC, SADE ont des hases égales ABC,SDE, et la méme hauteur

80 que le prisme; donc elles sont équivalentes, et le prisme

ABCDES est le triple de la pyramide SABC. Or, ce prisme a
pour mesure le produit ABG>< SO (8, XI); par conséquent, le

volume de la pyramide est égal & § ABC <80, c'est-a-dire an

tiers du produit de sabase par sa hauteur.

Je considére, en second lieu, la pyramide
polygonale SABCDE, que je décompose en
pyramides triangulaires, en menant un plan
par 'une de ses arétes latérales, par exemple
SA, et par chacune des diagonales de la base
issues du sommet A. Ces pyramides ont pour
bases les triangles ABC, ACD, ADE, dans les-
quelsle polygone ABCDE est divisé par ses diagonales AC, AD,
et pour hauleur la perpendiculaire SO, menée de leur sommet

 commun S sur le plan qui contient leurs bases. Le volume de

chacune de ces pyramides étant ¢égal au tiers du produit de sa
hase par sa hauteur, celui de la pyramide polygonale SABCDE
est égal 1 4 (ABC + ACD + ADE) >< 30, ou au tiers du produit
de sa base par sa hanfeur.

Corozame I. — Toute pyramide est le tiers d'un prisme de

base équivalente et de méme hauteur (8, XI).

Corortame If. — Deux pyramides de méme base sont pro-
portionnelles & leurs hauteurs. — Si deux pyramides ont la
méme hauleur, elles sont proportionnelles & leurs bases.

Corotzame 11I. — Pour mesurer le volume d'un polyédre
quelconque, on le décompose en pyramides ayant pour hases
ses différentes faces, et pour sommet commun un point quel-
conque pris 4 l'intéricur de ce polyedre. On calcule ensuite
levolume de chacune de ces pyramides, et on fait la somme
de leurs mesures.

§'il existe a I'intérieur du polytdre un point également éloi-
gné de toutes ses faces, et qu'on le prenne pour le sommet de
toutes les pyramides, le volume du polyédre sera égal au tiers
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u produit de sa surface {otale par la perpendiculaire abaissée
de ce point sur I'une de ses faces.

9
d

THEOREME VI

Un tronc de pyramide & bases paralléles est équivalent a trois
pyramides, ayant pour hauteur commune la hauteur du trone
et pour bases respectives la base inférieure du tronc, sa base
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases.
1° Je considére le tronc de pyramide (rian-
gulaire ABCDEF, dont les bases ABC, DEF,
sont paralléles. Les plans ECA, ECD, mengs
par la diagonale EC de 1'une des faces laté-
} o rales et par chacun des sommets A, D, exté-
rieurs 2 cette face, décomposent ce polyé-
dre en trois pyramides triangulaires EABC,
ECDF, EACD. La premiére, EABC, a pour face la base infé-
rieure ABC du tronc; si je prends ce triangle pour sa base,
elle aura la méme hauteur que le tronc, car sonsommet E est
* un point de la base supérieure DEF de la pyramide tronquée.
La seconde pyramide ECDF peut étre considérée comme ayanl
pour base le triangle DEF, qui est la base supérieure du tronc;
elle a par suite la méme hauteur que le tronc, puisque son
sommet C est un point de la base inférieure ABC. Quant 2
la troisiéme pyramide EACD, je la transforme en une aufre
GACD de méme base ACD et de méme hauteur (IV), en trans-
portant son sommet E au point &, o la droite EG, menée pa-
rallélement & DA, rencontre le coté AB de la base inférieure
ABC. Je considére ensuite la pyramide GACD comme ayantle
triangle ACG pour base et le point D pour sommet; sa hauteur
est alors égale & celle du tronc. Je dis que sa base ACG est
moyenne proporlionnelle entre les deux bases ABC, DEF de

la pyramide tronquée.

Pour le démontrer, je méne du point G, jusqu'a la ren-
contre de AC, la droite GH paralléle a BC, et je fais remarquer
que le triangle AGH est égal au triangle DEF; en effet, leurs
cotés AG, DE sont égaux comme cotés opposés du parallélo-
gramme AGED, et les angles GAH, AGH sont égaux respecti-
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vement aux angles EDF, DEF, parce qu’ils ont leurs cotés pa-
ralléles deux & deux et dirigés dans le méme
sens (3, XI). Cela posé, je compare successi-
vement le triangle ACG aux deux triangles w
ABC, AGH. Les triangles ACG, ABC ont le i
sommet G commun et leurs bases AG, AB si- i
tuées sur la méme droite ; leurs hauteurs sont

donc égales, et le rapport de leurs aires est le !
méme que celui de leurs bases (P., 30,7V, c), c’est-a-dire que !

ABC  AB

067 46 |
Les triangles ACG, AGH ont aussi la méme hauteur, puisque |
eurs bases AC, -AH sont situées sur la méme droite, et que le !
point G est leur sommet commun ; par conséquent,

ACG__ AC

AGH™ Al

AR AGAD S ; i
Mais les rapporls 16’ Al sont égaux a cause du parallélisme - '

des droites BC, GH (D., 21, I); il résulte donc des deux égalités ‘
précédentes qu'on a |
H ABCE < AUGe :

ACG— AGH’
Cest-h-dire que le triangle ACG est moyenne proportionnelle

entre les deux triangles ABG, AGH.
2° Soit le tronc de pyramide
ABCDEFGH, qu’on obtient en
coupant la pyramide polygonale
SABCD par le plan EFGH paral-
. l&le ala base ABCD ; je construis
“sur le plan ABC une pyramide
triangulaire S'A’B'C’, ayant la
méme hauteur que la pyramide
SABCD et pour base un triangle A’B'C" équivalent au polygone
ABCD (P., 31, prob. I). Ces deux pyramides sont équivalentes,

parce qu'elles ont la méme mesure (V).

Je remarque ensuite que le plan EFG détermine dans ces
pyramides deux sections équivalentes EFGH, ET'G’ (I, c), etj'en
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conclus que la pyramide S’E'F'G’" est équivalente & la pyra.
mide SEFGH. Le tronc de pyramide triangulaire A’B'CETF
est, par suite, équivalent au tronc de pyramide polygonal
ABCDEFGH ; or le fronc de pyramide friangulaire est équiva- |
lent & la somme de trois pyramides qui ont la méme hauteur |
que le tronc, et dont les bases respectives sont la base infe-
rieure du {ronc, sa base supéricure el la moyenne proportion-
nelle enlre ces deux bases. Donc, ete.

Remarque. — Soient B, b les bases d'un tronc de pyramide
dont les bases sont paralléles, et h sa hauteur; son volume V
estégala i h><B~+1h ><b-+1h ><\/Bb, oua s h (B-4-b+ \/Bb).

On peut éviter le calcul de I'une des deux bases B et b,
parce qu’elles sont semblables (I). Eneffet, st I'’on désigne par
A et ¢ deux cOtés homologues de ces bases, ona (P., 33,1I):

b~ dd
B
a 2
et, par conséquent, b=B>< (K) 3

En remplagant b par cctte valeur dans I'égalité
V=1 b (B-+b+yED),
on trouve, aprés I'extraction dela racine carrée :

Bx<h/, a g\ ®
=)

Cette formule, qui n’exige pas d'extraction de racine, est d'une
application plus facile que la précédente.

THEOREME VII

Le volume d’un tronc de prisme triangulaire ABCDEF est égal
ala somme des volumes de trois pyramides
triangulaires, ayant pour base commune la base
v .

inférieure ABC du tronc et pour sommets res-
pectifs les sommets D, E, ¥ de la base supé-
rieure.

Je méne les plans ECA, ECD par la diago-
nale EC de I'une des faces latérales du tronc de
prisme et par chacun de ses sommels A, D, qui sont exté-
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vienrs & cette face. Ces plans décomposernt le tronc en trois
pyramides triangulaires ECAB, ECAD, ECDF.
La premiére, ECAB, a le triangle ABC pour
base et le point E pour sommet; la seconde,
ECAD, est équivalente & la pyramide BCAD,
parce qu’elles ont la méme base GAD, et que

paralléle au plan de leur base. Orla pyramide
BACD peut étre considérée comme ayant le triangle ABC pour
hase et le point D pour sommet; donc la seconde pyramide
ECAD est équivalente & une pyramide qui aurait le triangle
ABC pour base et le point D pour sommet. La troisiéme pyra-
mide ECDF est ¢quivalente ala pyramide ABCF, parce queleurs
bases CDF, CAF sont deux triangles équivalents, et que leurs
sommets E, B se trouvent sur une droite parall¢le au plan de
leurs bases. Mais on peut prendre le triangle ABC pour labase
dela pyramide ABCF et le point ¥ pour son sommet; done le
prisme (ronqué ABCDEF est équivalent a la somme de trois
pyramides ayant le triangle ABC pour base commune et les
points D, E, F, pour sommets.

Remarque. — Soient h, W', h” les distances des sommets
D,E, F, de la base supérieure du prisme tronqué a sa hase
inférieure que je désigne par b, le volume de ce polyédre est
boald 2b><h+2b>< W + Fb><h”,ouaib(h+h' 4 h").

CororLare. — Le volume d'un trone de prisme triangulaire
vt égal au produit de sa section droite par le tiers de la somme
de ses trois arétes latérales.

EXERCICES NUMERIQUES

1. Calculer, & un centimétre cube prés, le volume d'un té-
traedre réqulier dont I'aréte est égale a 0™,60.

Je commence par chercher les expressions de labase et de la
hauteur du télraédre en fonction de ’aréte que je désigne par
a. La base est un triangle équilatéral dont le coté est exprimé

par a; l'aire de ce triangle égale donc a,z-a (P., 30, V, ¢).

leurs sommets E, D sont situés sur une droite .
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Pour calculer la hauteur du tétraédre, je remarque : 1° que
cette droile fait un triangle rectangle avec l'une des arges
latérales et le rayon du cercle circonserit a la base, et que
Paréte latérale est 'hypoténuse de ce triangle ; 2° que lerayon |
du triangle équilatéral dont le coté égale a est représenté par

il
V3
ogale \/ a —3: ouM3 par conséquent, ce polyédre a

2
pour mesure ; <2 4 >< ag_,ou L 1‘/22
sion du volume d'un tétratdre régulier en fonction de son
aréle a.

Si je suppose maintenant I'aréte a égale a 0™,60, je trouve
(0,60)* ></2
12

pour le volume demandé.

2. Calculer, & un décimétre cube preés, le volume d’un tron
de pyramide & bases paralléles, en sachant que la hauteur de e
tronc est de 5 métres et que ses bases sont deux hexagones réqu-
liers dont les cotés ont 0™,80 et 07,60 delongueur.

Si 'on désigne par b la hauteur du tronc de pyramide pro-
posé, par A un coté de sa base inférieure B et par ale coté
homologue de la base supérieure, le volume V de ce polyédre
est donné par la formule (VI, c) :

B><h a a\?
"*‘T(“K“‘(ﬂ))'

Or, I'hexagone régulier construit sur la droite A est égal a la
somme de six triangles équilatéraux construits sur la méme
droite ; par conséquent on a (P., 30, V) :

B GA’\/—

&5, Eall ot
En remplacant B par cette valeur dans 1'expression du volume
V, on arrive & la formule suivante :
h(A* 4+ Aa 4 a?) /3
2

(P., 28, 1I). J'en conclus que la hauteur du téfraédre

- Telle est I'expres-

, ou 25 décimétres cubes 456 centimétres cubes

Vi

SCD LYON 1



FIGURES DANS L'ESPACE. — Xe ET XI* LECON. 257

Pour faire I'application numérique proposée, on prendra
h=3,A=0,80, a=0,60, etl'on trouvera

V = 1,50 (0,644 0,48 + 0,36) /5,
ou V=320 845,

5. Les amas de pierres qu’on fait de distance en distance le
long desroutes ont la forme de prismes quadrangulaires tron-
qués dont deux faces latérales opposées sont des rectangles,
tandis que les deux autres sont des frapézes isocéles, égaux
entre eux. Chacun de ces troncs de prisme a dés lors pour bases
deux trapézes isocéles égaux, et c'est par la plus grande de ses
faces rectangulaires qu'’il s’appuie sur le sol.

Les cot?s AB, BC de U'une des faces rectangulaires d'un amas
de pierres. ABCDAB'C'D” ont 1™,20 et 0™,40 de longueur; les
cités A'B’, B'C’ de U'autre face rectangulaire sont égauz respec-
tivement & 0%,54 et 0™,18. Calculer le volume de cet amas de
pierres dont la hauteur est égale & 0™,80.

Je cherche d’abord l'expression du volume du prisme
' tronqué en fonction des lignes don-
nées; pour cela, je désigne par a et b
les dimensions AB, BC de la face rec-
tangulaire ABCD, par o’ et b’ les di-
mensions A’B’, B'C’ de lautre face
rectangulaire A’B'C’D’, et par d la dis-
tance E'G de ces deux faces. Le plan
mené par les arétes paralléles AB” et DG décompose le prisme
quadrangulaire fronqué en deux troncs de prismes triangu-
laives ABCDA'B’ et A’B'C’D'CD; le premier a pour mesure le
produit de sa section droite EFE’ par le tiers de la somme
Ja+-a’ de sesaréteslatérales (VIL, ¢). Or la base EF du triangle
LFE’ est égale & b, et sa hauteur E'G égale a d; donc sa surface

apour mesure le produit i d, et le volume du tronc de

2
prisme ABCDA'B’ est par suite égal & Ii)—d (2a + a’). Je prouve-

vais de méme que le trone de prisme A’B’C’D'CD a pour mesure

WM. — ELEm 17
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b'g (2¢/+ a); par conséquent, le volume de I'amas de pierres

est égal & g(ﬂ a+a')+ 2a' + a).

b'd
G

Sijesuppose maintenant a = 1,20, b =0",40, &’ =0",04;
b = 07,18, et d= 07,80, je trouve 211 décimétres cubes
520 centimétres cubes pour le volume demandé.

Remarque I. — La formule b—g(ﬁa +a') 4+ Td(S!a’+ a) serl
aussi 4 calculer la capacité des fossés ou cuveties que lon
creuse le long des routes. Si on y fait i’ =0, elle se réduit a

bd

il
Elle exprime alors le'volume d’un:{ronc de prisme triangu-
laire dont les bases sont deux trianglesisocéles égaux, et quia
pour faces latérales un rectangle et deux trapézes isoctles
égaux ; ¢'estla forme qu’on donne aux toits de certains édifices,
aux piles de boulels dans les pares d’artillerie, efc.

Remarque IT. — Si 1 on suppose les rectangles: ABCD, AB'CD
semblables, c’est-a-dire sil'on a: :

@:ioh

g b’
les arétes'AA’, BB, €, DIY, prolongées, concourent au méme -
point. On ‘peut alors considérer le polyédre ABCDABCY'
comme un tronc de pyramide; son volume-est égal a (VI):

20+ a’).

% (ab—+ a’b’ 4 \/abah’).

11 est facile de vérifier l'identité de cette formule et de la pré-
cédente, en tenant compte de la condition

a b
@
PROBLEMES.

1. Leplanbissecteur d'un angle di¢dre d'un tétraédre divise
J'aréle opposée en deux segments proportionnels aux faces
adjacenles.
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9.8i, par le sommet S du tétraédre SABC, on méne la
droite SD formant des angles égaux avec les
faces SAB, SBC, SAG, et qu'on joigne les
sommets A, B, C de la base au point D dans
lequel cette droite rencontre ABC, les trian-
¢ gles DAB, DBC, DAC sont proportionnels aux
faces SAB, SBG, SAC.
3. Les plans bissecteurs des angles di¢dres
d'un tétraédre passent par le méme point. :

4. Les plans perpendiculaires aux milieux des arétes d'un
élraédre passent par un méme point.

5. Déterminer & Vintérieurd un tétraédre un point tel qu'en
le joignant & tous les sommets on décompose le tétraédre en
quatre pyramides triangulaires équivalentes.

6.5i les'angles: triédres ‘A, A’ des deux téiraédres ABCD,
AB'UD  sont égaux, les volumes de ces tétracdres sont pro-
portionnels aux produits AB >< AC>< AD, AB’ >< A’C/>< A'D’
des arétes des deux angles (riédres égaux.

1. Tout plan, mené par les milicux de deux colés opposés
d'un quadrilatére gauche, divise les deux autres cotés en seg-
menls proportionnels. (

8. Tout plan qui passe par les milieux de deux arétes oppo-
stes d'un tétraédre le divise en deux parties équivalentes.

9. On donne deux tétraddres ABCD, A'B'C', tels que les
droites AA’, BB’, CC’, DIV, qui joignent deux 4 deux les som-
mels correspondants, concourent en un méme point. Démon-
trer que, si les faces correspondantes se coupent, les quatre
droites d'intersection sont situées dans un méme plan.

10. Par un point quelconque pris 4 l'intérieur de la base
d'une pyramide réguliére, on éléve une perpendiculaire sur
cette base; cette perpendiculaire rencontre toules les faces
latérales de la pyramide, prolongées au besoin. On demande de
démontrer que la somme des distances des points derencontre

au plan de la base est une quantité constante.
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DOUZIEME ET TREIZIEME LEGON

Procrauye. Plan de symétrie. — Centre de syméirie. — L'étude de la symi-
trie par rapport 4 un point se raméne a celle de la symétrie par rapporti
un plan, en imprimant une rotation de 180° a I'une des deux figures autour
d'un axe perpendiculaire & ce plan et passant par le cenire de symétrie,

Dans deux polyédres symétriques, les faces homologues sont égales cha-
cune & chacune, et l'inclinaison de deux faces adjacentes, dans I'un de ces
solides, est égale & I'inclinaison des faces homologues dans l'autre. —Den
polyédres symétriques sont équivalents.

" DEFINITIONS

1° Deux points a, a’ sont symélriquement placés par rappoil
: 4 un plan MN, si ce plan est perpendiculai
[ 4la ligne droite aa’ et la divise en deux parties
¢égales.
M{ j On dit que deux corps sont symétriques jur
rapport & un plan, lorsque tous les poinis d¢
& leurs surfaces sont, deux & deux, placés symé:
triquement par rapport & ce plan qu’on appell:
plan de symélrie.
2° Deux points a, @’ sont symétriquement placés par rappo
4 un troisiéme ¢, sile point ¢ se troutt
au milieu de la ligne droile aa'.
On dit que deux corps sont symért
ques par rapport & un point ¢, lor§-
que tous les points deleurs surfaces sont, deux a deux, placés
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symétriquement par rapport au point ¢ qu’on appelle centre de
syméirie.

Les points qui se correspondent dans ces deux genres de
symélrie sont nommés points homologues.

THEOREME I

Si deux figures sont symétriques par rapport & un plan MN,
et que trois points A, B, G de l'une soient en ligne droite, les
points homologues A’, B’, €’ de I'aulre sont aussi en ligne droite

Les droites AA’, BB, C(’, qui rencon-
trent le plan MN aux points a, b, ¢, sont
par hypothése perpendiculaires a ce
plan, elles sont donc paralléles (3, TI).
Le plan mené par les droites AB/, AA’
contient dés lors les droites BB’, CC’,
et coupe le plan MN suivant la droile
ab. Cela posé, je fais tourner le trapéze
ABba autour de son coté ab, jusqu’a ce qu'il s'applique sur la
parlie inférieure du plan ABB’A’. La droite aA prend alors la
direction de aA’, puisque ces lignes sont perpendiculaires au
plan MN; et, comme elles sont égales, le point A coincide avec
le point A’. Je prouverais de méme que le point B s’applique
sur B’ et le point C sur C’. Or, lestrois points A, B, C sont en
ligne droite ; donc les points homologues A’, B’, (" sont aussi
en ligne droile.

CoroLrame I. — A unearéle rectiligne AB de I'une des deux

|

b !

__________

et e e B S

figures symétriques correspond une aréte rectiligne A’B’ de

lautre figure.

CoroLame 1. — La droile qui joint deux points A, B est
égale a celle qui joint les points homologues A’, B'..

Carles cotés AB, A'D’ des deux trapézes égaux ABab, A'B'ad
ont la méme longueur.

TUEOREME 11

Si deux figures sont symétriques par rapport & un plan MN,

SCDLYON 1




262 GEOMETRIE.

et que quatre points A, B, C, D de l'une soient dans un plan,
les points homologues A’, B’, (', D’ de I'autre sont aussi dans
un plan.

Ce théoréme est évident, si trois da
points A, B, C, D sont en ligne droite,
puisque les trois points homologues sont
aussi en ligne droite (I). Je suppose dés
lors que {rois de ces poinls ne soient

" pas en ligne droite; et je tire du pointD
une droile qui coupe les cdtés de I'angle

ABC aux points E, F. Le point E étant

sur la droite NB, son homologue E s

trouve sur la droite A’B’; de méme, le
point F’, qui est homologue a F, fait partie de la droite B'C",
Or, les trois points D, E, F sont en ligne droite; donc leurs
homologues I’, £, F sont aussi en ligne droite, et le pointD/
est dans le plan des trois points A’, B, (/.

CoroLtaire I. — A une face plane de I'une des deux figures
symétriques correspond une face plane de 1'autre figure, et ces
faces homologues ont le méme nombre de cotés.

CororLame II. — Deux polyédres symétriques par rapport
- un plan ont le méme nombre de faces.

Corovrare IIl. — Deux polyédres sont symétriques par rap-
port & un plan, lorsque leurs sommels sont, deux & deus,
placés symétriquement par rapport & ce plan.

Car tout point M d'une face quelconque ABCD de I'un deces
polyédres a son homologue M’ dans la face correspondante
A'B'C’D’ de l'autre polyédre. i

THEOREME III

Dans deux polyédres symélriques par rapport & un plan,
1° les faces homologues sont éyales ; 2° l'inclinaison de deur
faces adjacentes, dans un de ces solides, est égale & U'inclinaison
des faces homologues dans l'autre; 3° deux angles polyédres
homologues sont symétriques.

1° Soient ABCDE, A’B'C'D’E’ deux faces homologues de deux
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polyédres symélriques par rapport au plan MN; comme ces
F faces ont le méme nombre de

cotés (IT), je les décompose en
un méme nombre de triangles,
en tirant des diagonales par
leurs sommets homologues A

logues ABC, A’B'C” ont les trois
colés égaux chacun & chacun
en effet, le coté AB est égal au
colé AB, piree que leurs extré
mités sont des points homolo-
gues (I). Les cotés AG, A’C’ sont
égaux pour la méme raison,
ainsi que les cotés BC, B'C’; par conséquent les triangles‘ABC,
ABC’ sont égaux. Je démontrerai de méme I'égalité des
‘triangles homologues ACD, A'CT’, et celle des triangles ADE,
ADE’. Tes deux faces homologues ABCDE, A'B'C'D’E” sont
done égales, puisqu’elles sont composces d’'un mé¢me nombre
de triangles égaux el disposés de la méme maniére.

Je prouverais de méme que les autres faces homologues
des deux polyédres sont égales.

9° Je dis que Vinclinaison des deux faces ABCDE, CDFG de
I'un des polyédres est égale & I'inclinaison des faces homolo-
gues A'B'CD'E, DTG/, de l'autre. Par les deux arétes DE, DF
du premier polyédre je méne un plan qui faitun angle tricdre
avee les faces ABCDE, CDFG. Le plan déferminé par les
deux arles D'E/, D'F' du second polyédre fait aussi un
angle triddre avec les faces ABCDE, CDFG; ces deux
angles triédres ont les trois angles plans égaux chacun a
chacun.

En effet, les angles CDE, G'D'E’ sont égaux, comme angles
homologues des polygones égaux ABCDE, A'B'C'D'E’; de méme
les angles CDI, (/D'F” sont égaux, parce qu'ils sont homolo-
gues dans les polygones égaux CDFG, C'/F'G’. Enfin, si je tire
les droites EF, E'F, les triangles DEF, DT, qui ont pour som-
mels des points homologues des deux polytdres, sont égaux,
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et Pangle EDF est égal & E'D'F”. Par conséquent, 1'inclinaison
des deux faces CDE, CDF de I'angle triddre D est égale & 1'in-
clinaison des deux faces homologues C'D'E’, C'D'F’ de 'angle
triddre I’ (7. IV).
3° Soient 'angle C formé par les quatres faces BCD, DCG,
GCH, HCB de I'un des deux polyédres, et I'angle C’ formé par
les quatre faces homologues B'C'D’, I'C'G!, G/C'H’, H'C'B’ de
‘I'autre polyedre; je dis qu’ils sont symétriques. En effet, 1° ils
ont les angles plans égaux chacun & chacun, comme angles
homologues de faces égales dans les deux polyédres; 2° leurs
angles diédres homologues sont égaux, parce qu'ils mesurent
les inclinaisons des faces du premier polyédre et des faces
homologues du second; 3° la disposition des parties égales
n’est pas la méme dans ces deux angles polyédres, car si 'on
superposait les deux faces homologues ABCDE, AB'C’'D'E/, en
faisant coincider le colé A’B’ avec AB et le coté B'C avee BC,
I'un de ces angles serail au-dessus du plan ABC et I'autre au- -
dessous; les angles polyédres C et (7 sont donc symélriques.

Cororraree I. — Deux polyédres symétriques par rapport
un plan ne sont pas superposables.
Car leurs angles polyédres ne sont pas égaus.

Corourame II. — Deux polyédres P, P’ sont égaugx, s'ils sont
symélriques & un méme polyédre P” par rapport & deux plans
différents.

En effet, les polyédres P et P” ont leurs faces égales chacune
a chacune et leurs angles polyédres symétriques; il en est de
‘méme des polyédres P’ et P”. Par conséquent, les polyédres P
el P’ ont les faces égales ct les angles polyédres égaux chacun
& chacun, ils sont done égaux.

THEOREME IV

Si deuz polyedres P et P’ sont symétriques par rapport a un
plan MN, on peut les placer de maniére qu'ils soient symélriques
par rapport a un point quelconque o de ce plan; et récipro-
quement. -
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Soient @, ¢’ deux points homologues quelconques des po-

lyédres P, P’ et b le milieu de la droite aa’
z . berpendiculaire au plan MN; j'éléve par l¢
A point o la perpendiculaire zy sur ce plan,
M puis j'abaisse du point a’ sur ay la perpen-
/ ".—‘Jbz diculaire a’c que je prolonge d’une lon-

/ gueur ca” égale a ca’. Je tire ensuite les
“}\r‘ v droite oa, oa”, et je dis qu’elles sont éga-
- les et que l'une est le prolongement de

Y 'aulre.

En effet, le colé ob du rectangle oba’c est égal & ca’ ou i ca”,
el le coté oc égal & ba’ ou a ba; par conséquent, les deux
triangles abo oca” ont un angle droit compris entre deux
edlés gaux chacun i chacun, et sontégaux. J’en conclus 1'éga-
lilé de leurs hypoténuses oa, 0a”, et celles de leurs angles oab,
a"oc. Or, les angles oab, oa étant alternes internes par rap-
porl aux paralléles aa’, zy, la somme des deux angles adja-
cents zoa", xoa est égale & la somme des deux angles supplé-
mentaires zoa", a"oc, ou a deux angles droits; donc la droite
oa" est le prolongement de ao, et les deux points a”, ¢ sont
symétriquement placés par rapport au point o.

Cela posé, je suppose le polyédre P invariablement lié 4 la
droite ay, et je le fais tourner sur cette droite comme axe.
Dans ce mouvement de rotation, la droite ca’ perpendiculaire
i l'axe 2y engendre un plan (4, III, ¢), et le point «’ vient
se placer au point @”, aprés avoir décrit une demi-circonfc-
rence dans ce plan. Comme il en est de méme de chucun des
points du polyédre P’, on voit que si ce polyédre tourne sur la
droite zy jusqu'a ce que chacun de ses points ail décrit une
demi-circonférence, il sera symétrique, dans sa derniére posi-
tion, au polyédre P par rapport au peint o, puisque les points

~deces polyédres seront deux 4 deux symétriquement placés
par rapport & o, comme le sont les points a et a”.

Réciproquement : Si deux polyédres P et D" sont symétriques
par rapport & un point o, on peut les placer de maniére qu'ils
soient symétriques par rapport & un plan quelconque MN pas-
sant par ce point.

ST e U R
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Y éléve par le point o la perpendiculaire xy sur le plan MN; et
je fais tourner le polyédre P" autour de cette droite comme axe,
jusqu'a ce'que chacun de ses points ait déerit une demi-circon-
férence. Jedémontrerais ensuite par un raisonnement ana-
logue au précédentque, dans sa nouvelle position, le polyédre
P" estsymélrique au polyédre P par rapport au plan MN.

Conorrame 1. — Un polyédre n'a: quun symétrique, quelle
que soit la maniére dont on construise ce dernier polycdre.

Corowrae II. — Le plan déterminé
par deuz arétes opposées BD, B'D d'uy
v parallélipipéde ABCDA'B'CY divise ce
polyédre en deux prismes triangulaires,
symélriques par rapport au point d'inter-
section O de ses diagonales.
Car le point O divise chacune des dis-
gonales du parallélipiptde en deux parties égales.

THEOREME V

Deus polyédres symétriques P et P’ peuvent étre décomposés
en un méme nombre de pyramides symélriques.

Je place les deux polyédres P et P’ de maniére qu'ils soienl
symétriques par rapport & un plan MN; je prends un poinl
quelconque O & 'intérieur du premier et je détermine son
homologue 0’ dans le second. Je décompose ensuite le polyédre
P en autant de pyramides qu'il a de faces; en menant des
plans parle point O et chacune des ardtes de sa surface; j¢
décompose de méme- le polyédre P’ en autant de pyramides
qu'il a de faces, en menant des plans par le point 0" et che
cune des aréles de sa surface. Ces polyédres contieznent It
méme nombre de pyramides, puisqu'ils-ont le:méme nombre
de faces; et ces pyramides sont deux & deux symétriques, cr
leurs sommets sont symétriquement placés par rapport i

plan MN (II, c. m).
~ Conourame, — Sil'on méne les diagonales homologues dans
les faces homologues-des polyédres P et P’, ces polyédres
peuvent ¢tre considérés comme composés d'un méme nombre
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de tétraédres symétriques, ayant pour sommets les points
homologues O et 0'.

THEOREME VI

Deux: polyédres symétriques sont équivalents.

Soient d’abord deux.pyramides symétri-
ques; je les place de maniére que leurs
bases coincident, et queleurs sommels S; S
se trouvent de différents cotés du plan-de

4 ’ leur base commune ABCDE. Les points §,
\ / S’ sont dés lors placés symétriquement

S

par rapport au plan ABC, et les hauteurs
SF, S'F des deux pyramides sont égales.
Par conséquent, ces pyramides qui ont la
méme hase et les hauteurs égales sont’
équivalentes (10, V).

Je considére, en second lieu, deux polyédres symétriques
quelconques, et je les décompose en un méme nombre de
pyramides symétriques (V). Ces pyramides élant deux a deux
équivalentes, les deux polyédres sont, par suite, équivalents,

(3
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! Prograuwe : Polyédres semblables. — En ¢ pant une pyramide par un plan

i paralléle 4 sabase, on détermine une pyramide partielle semblable & la pre-
i miére. — Deux pyramides triangulaires qui ont un angle diédre égal com-

i pris entre deux faces semblables et semblablement placées, sont semblables

DEFINITIONS

Deux polyédres sontsemblables s'ils ont les faces semblables
chacune a chacune, et queleurs angles polyédres formés par
les faces semblables soient égaux.

Deux points, deux lignes, deux faces, deux angles ditdres ou
polyédres, qui se correspondent dans deux polyédres sembla-
bles, sont appelés homologues. Ainsi, deux angles polyédres
égaux sont des angles homologues, et leurs sommets, des poinls
homologues. Pareillement, deux arétes, deux diagonales, ler-
minées & des sommets homologues, sont des lignes homo-
logues. Enfin, deux faces semblables sont aussi des. faces ho-
mologues.

THEOREME T

Les arétes homologues de deux polyédres semblables P et I’
sont proportionnelles.

Il est d’abord évident que les cotés homologues de deux

faces homologues quelconques des polyédres seniblables D et

_ P sont proportionnels, puisque ces faces sont des polygones

; semblables. Je remarque ensuite que le cot commun a deux
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faces adjacentes A, B du polyedre P est homologue au coté
commun aux deux faces adjacentes A’, B', qui sont respective-
ment homologues & A et B dans le polyedre P’; doncle rapport
de similitude (P., 21, déf.) des deux faces homologues A, A’
est e méme que celui des deux autres faces homologues B, B'.
Par suite, les arétes homologues des deux poly&dres P, P’ sont
proportionnelles.

THEOREME II

En coupant une pyramide par un plan paralléle & sa base on
délermine une seconde pyramide semblable & la premiére.

& Soit abed la section faile dans la pyramide
SABCD par un plan parallele asa base ABCD;
je dis que les pyramides Sabed, SABCD sont
semblables.

Je remarque d’abord que leurs faces
“ 177" homologues sont semblables. En effet, le
- plan de la section abed étant paralléle 4 la
: ¢ base de la pyramide SABCD, les polygones
abed, ABCD sont semblables (10, I) ; les triangles homologues
Sub, SAB sont aussi semblables, car ils ont les angles égaux
chacun & chacun, & cause du parallélisme des droites ab et
~ AB, etc. ;

Je dis, en second lieu, que les angles polyédres homologues
des pyramides Sabcd, SABCD sont égaux. L'angle polyédre S
leur est commun; pour démonlrer I'égalité des deux angles
tri¢dres homologues @ et A, je les superpose en placant le
sommet a sur le sommet A, I'aréle aS surl'aréte AS, et faisant
coincider le plan Sad avec le plan SAD. L'aréte ad prend alors
la direction de l'aréte AD, parce que I'angle Sad est égal
i T'angle SAD; pareillement, le plan Sab sapplique sur le
plan SAB, & cause de 1'égalité des deux angles diédres dSab,
DSAB, et l'aréte ab prend la direction de I'aréte AB, puisque
les deux angles Sab, SAB sont égaux. Dés lors la troisiéme
face dab de I’angle triédre a coincide aussi avec la troisiéme
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face DAB de l'autre angle tri¢dre A, et ces deux angles triédres
sont égaux. Il en est de méme des deux angles triédres b et
B, elc. Donc les pyramides Sabed, SABCD, qui ont les faces
semblables chacune & chacune et les angles polyédres homo-
logues égaux, sont semblables.

270

THEOREME III

Deux pyramides triangulaires qui ont un angle diédre égal
compris enlre deux faces semblables chacune & chacune et sem-
blablement placées, sont semblables.

Soient SABG, S'A’B'C’ deux pyramides triangulaires qui ont
lesanglesdiédres AB,A'B’ égau,
etdont les faces SAB, S'A’B’ sont
semblables ainsi que les faces
ABG, A’B'CY; jedis que ces pyra-
mides sont semblables, si toute-
fois les faces SAB, ABC de la
, pyramide SABC ont la méme
disposition relative que les faces
homologues S’A’B’, A'B'C’ de

'autre pyramide S'A’B'C’.

Je prends d’abord sur 'aréte BA une longueur Ba égale )
I'aréle B’A’; puis je méne par le point a le plan acs parallélea
Ia face AGS de la pyramide SABC. Ceplan détermine une pyra-
mide saBc semblable a SABG (II); je vais démontrer qu’elleest
egale & la pyramide A'B'C’. Je remarque, en effet, que 'angle
dicdre aB est égal par hypothése & I'angle dicdre A'B/, et le
triangle saB égal au triangle S’A’B’, parce que chacun d’eux
est semblable au triangle SAB et que leurs cotés homologues
aB, A’B’ sont égaux. Le friangle aBc est aussi égal au triangle
A’B'C” pour la méme raison; donc les pyramides triangulaires
saBe, SA'B'C, qui ont un angle didre égal compris entre
deux faces égales chacune a chacune et semhlablemcnt placées,
sont égales (10, II). La pyramide S'A’B'C’ est, par suite, sem
blable & la pyramide SABC.
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PROBLEMES

1. Deux pyramides polyganales sont semblables lorsqu’elles

onl un angle diédre égal compris entre une base et une face
laterale semhlables chacune a chacune et semblablement
placées.

9. Les surfaces des deux pyramides semblables sont propor-
lionnelles aux carrés de deux arétes homologues.

5. Couper une pyramide par un plan paralléle & sa base, de
manitre que la surface de la pyramide déterminée par ce plan
et celle de 1a pyramide donnée soient proportionnelles aux
deux longueurs m et n.

4. Sideux pyramides semblables ont leurs faces homologues
paralleles chacune & chacune, les droites qui joignent lcurs
sommets homologues concourent au méme point.

5. Sil'on divise dans un méme: rapport les droites mences
d’un point a tous les sommels d'une pyramide, les points de
division peuvent étre considérés comme les sommets d'une
seconde pyramide semblable & la premiére.

6. Si 'on méne par les sommets d'un tétraédre des plans
paralléles aux faces opposées, le tétraédre formé par ces plans
est-il semblable au premier tétraédre?
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Prognaune : Décomposition des polyédres semblables en pyramides {riangy.
laires semblables. — Rapport de leurs volumes. — Exercices numé-
riques.

Centre de similitude de deux polyédres semblables et semblablement placés,

THEOREME I

Deux polyédres semblables peuvent étre décomposés en un
méme nombre de pyramides triangulaires semblables et semble-
blement placées.

Soient P et P’ deux polyédres semblables ; je commence par
diviser en triangles sembla-
bles leurs faces homologues,
\" qui, ‘comme ABCDE ¢
» ABCD'E’,nesont pas trian-
\ gulaires. A cet effet, je trace
'/ les diagonales homologues
de ces polygones ; ces lignes
v décomposent les surfaces

des deux polyédres en un
mémenombrede triangles semblables et semblablement placés.

Cela posé, je partage le polyédre P en pyramides triangu- |
laires, ayant pour bases les divers triangles dans lesquels ja
décomposé sa surface, et pour sommet commun un point quel-
conque O, pris & I'intérieur de ce polyédre. Pour déterminer
dans l'autre polyédre P’ le point homologue 4 0, je méne
par I'une de ses arétes, par exemple A’B’, un plan qui forme
a l'intérieur de ce polyédre, avec la face A’B'C/I'E/, tn angle
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diédre égal & I'angle diédre OABG; je construis ensuife dans
ce plan le triangle A’B’0’ semblable au triangle ABO en
faisant les angles A'B'0’, B'A’0’ égaux respectivement aux
angles ABO, BAO. Le sommet (/ du triangle A’B'0’ étant
homologue au sommet O du triangle ABO, je partage le po-
» lyédre P’ en pyramides trian-
gulaires, ayant pour sommet
commun le point ()’ et pour
w bases les différents triangles
1\ dans lesquels j’ai divisé sa
7 el el
\ ’y surface. Les deux polyédres
/" P etP sontalors décomposés
3 en un méme nombre de py-
: ramides triangulaires, sem-
blablement placées; je dis que ces télraédres sont semblables
deux a deux.

Je considére d’abord les tétratdres OABE, OBDE, OBCD, et
les tétratdres homologues O’A'B'E’, O'B'D'E!, O'B'C'D’ qui ont
pour hases les triangles semblables dans lesquels j’ai décom-
posé les faces homologues ABCDE, A’B'C'VE des deux po-
lyédres. Les tétraédres OABE, 0’A’B’E’ sont semblables, parce
quils ont les angles di¢dres égaux AB, A’B’, compris entre
deux faces semblables chacune a chacune et semblablement
plactes (12, I1I) ; par conséquent le triangle OBE est semblable
au triangle homologue O’B’E’, et I'angle diédre OBEA égal a
l'angle di¢dre homologue O'B'E’A’. Les deux tétraédres sui-
vants OBDE, O'B’D’E’ sont aussi semblables pour la méme rai-
son; car leurs bases BDE, B'D'E’ sont semblables par hypo-
(hése, ainsi que leurs faces latérales homologues OBE, O'B'E’, et
langle di¢dre OBED est égal & I'angle diédre O'B'ETY, puisque
leurs suppléments OBEA, O'B'E’A’ sont égaux. Je prouverais
e méme la similitude des deux tétraddres OBGD, O'B'CD’.

Je considére, en second lieu, les tétraédres correspondant 2
deux autres faces homologues CDFG, C'D'F'G’ des polyédres
Pet P, adjacentes aux faces ABCDE, ABC'D'E, et je dis que
ces [élraédres sont aussi semblables deux & deux. En effet, les
tétratdres homologues OCDF, O'C’D'F’ ont leurs bases CDF,

AN, — ELiy, &
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CDT" semblables par hypothése; leurs faces latérales OCD, :
0'C’D’ sont aussi sembla-
bles, & cause de la simi-
litude des tétratdres OBCD,
0B'C’D’; de plus, l'angle
. diédre OCDF est la diffe-
rence des deux angles dié-
dres BCDF, BCDO. Or T'an-
gle BCDF égale langle
B'C’D'F’, parce qu'ils sont
homologues dans les deux polyédres semblables P, P, el 'angle
BCDO égale 'angle B'C’D'0Y, parce qu’ils sont homologues
dans les tétraédres semblables OBCD, O'B'C’D. Par conséquent,
I'angle diédre OCDF égale la dilférence des angles diédres
C'D'F’, BCD'0Y, cest-a-dire Vangle diédre O'C'D'I”. Les é-
traédres OCDF, O'C’D'F* sont donc semblables, puisqu’ils ont
un angle diddre égal compris entre deux faces semblables
chacune 4 chacune et semblablement placées. Je prouveraisde
méme la similitude des autres télraédres correspondant aux
deux faces CDFG, CD’F'G/, et ainsi de suite. Dés lors les po-
lyédres P et P’ sont décomposés en un méme nombre de pyr-
mides triangulaires semblables et semblablement placées.
Corortae. — On peut prendre le point O sur lasurface
méme du polyédre P. Si ce point coincide avec I'un des sou-
mels de P, par exemple avec A, le point 0 coincidera avecle
sommet A’ homologue & A, et les aréles latérales des tétraddes
dans lesquels on décomposera les polyédres P et P’ seront des
diagonales homologues de ces polyédres. Par conséquent, le
diagonales homologues de deux polyédres semblables sont pro-
portionnelles & leurs arétes homologues (12, I).

THEOREME I1

Récii)roquement : Deux polyédres P et P', composés dun
méme nombre de pyramides triangulaires semblables et sen
blablement placées, sont semblables.

Je dis d’abord que si deux pyramides OABE, OBDE du po-

SCD LYON 1



FIGURES DANS L'ESPACE. — XVe ET XVI¢ LEGON. 275

lyédre P ont leurs bases ABE, BDE comprises dans le méme
plan, il en est de méme des bases A’'B’E’, B'D'E’ des pyramides
homologues O’'A’B'E’, O'B'D’E’ du polyédre P’.

En effet, les triangles ABE, BDE étant situés dans le méme
plan, les deux angles diédres adjacents OBEA, OBED valent
ensemble deux angles diédres droits (5, V). Or, les angles
diédres homologues OBEA, O'B’E’A’ des deux tétraédres sem-
blables OABE, O"A’B'E’ sont égaux ; les angles diédres OBED,

O'B'E'D’ sont aussi égaux

pour la méme raison. Par

conséquent, les angles dié-
dres adjacents O'B'EA’,
, O'BED" sont supplémen-
taires, ce qui exige que
leurs faces non communes

B'E’A’, B'E'D’ soient dans

le méme plan (5, VI).

Cela posé, je fais remarquer que le polyédre P ayant une
face ABCDE composée de trois triangles ABE, BDE, BCD, les
triangles A’B’E’, B'D'E’, B'C’D’, qui leur sont respectivement
semblables, forment la face correspondante A’B’C’D’E’ de I'autre
polyedre P’; or ces deux faces homologues sont composées
d'une méme nombre de friangles semblables et semblable-
ment placés, donc elles sont semblables (P. 21, VIII). Il en
est de méme des faces CDFG, C’'D'F’G’, et ainsi de suite.

Je dis, en second lieu, que I'inclinaison de deux faces adja-
centes ABCDE, CDFG du polyédre P est égale 4 celle des deux
faces correspondantes A'B'C’'D'E’, C'D'F'G’ du polyédre P'. Je
remarque, en effet, que l'angle diédre BCDF est égal & la
somme des angles diédres BCDO, FCDO; or les angles diédres
homologues BCDO, B'C/D'0’ des tétracdres semblables OBCD,
OB'CD’ sont égaux, ainsi que les angles diédres homologues
FCDO, F'C'D'0 des tétraddres semblables OCDF, O'C’DT". Par
conséquent, I'angle diédre BCDF égale aussi la somme des
angles diddres B'C'D'0r, F'CDO, cest-a-dire I'angle diédre
BCDF. -

1l vésulte évidemment de ce que les faces homologues des
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polyédres P et P’ sont semblables, également inclinées et
semblablement placées, que leurs angles polyédres homo-
logues, tels que SABCD, S'A’B'C'D’, ont tous leurs éléments,
. faces et angles diédres, égaux
chacun & chacun et semblable-
ment placés; par conséquent
ils sont superposables et, dés
lors, égaux enire eux. Les po-
' lyddres P et P’ sont donc sem-
_ blables, puisqu’ils ont leurs
6 faces semblables chacune & chacune et leurs angles polyédres
homologues égaux.

S

THEOREME III
Les volumes de deux pyramides semblables sont proportion:
nels aux cubes de leurs arétes homologues.
1 Soient SABCD, Sabed, les deux pyramides semblables, que
| je suppose placées 'une dans 'autre de
maniére que leurs angles polyédres coin-
cident. Les bases ABCD, abed de ces
pyramides sont alors paralléles, et leurs
hauteurs SO, So se mesurent sur la
méme droite SO, menée perpendiculal
rement aux bases par le sommet cont
mun S.
Les pyramides SABCD, Sabed élant semblables, leurs bases
" ABCD, abed sont aussi semblables, et les aires de ces poly-
sones sont proportionnelles aux carrés de leurs cotés homo:
i logues (P., 33, 1I), ou aux carrés de deux arétes homologues
i des pyramides (12, I); on a done
' ABCD  SA*
. —M === 'SE_,_'.
Or le plan abed, paralléle a la base ABCD de la pyramide SABCD,
divise les droites SA, SO en segments proporlionnels (10,1
par conséquent, on a aussi
SO SA
So~ Sa’
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En multipliant membre & membre les deux égalités précé-
dentes, on trouve que

ABCD >< 50 _ SA®
abed ><So — Sa*’
or, les volumes des pyramides SABCD, Sabed sont égaux res-
pectivement aux tiers des produits ABCD >< S0, abed >< So
(10,V); par conséquent, le rapport de ces volumes est le méme
que celui des cubes de leurs arétes homologues SA, Sa.
Conoare. — Les hauteurs de deux pyramides semblables
sont proportionnelles & deux arétes homologues.

THEOREME IV

Les volumes de deux polyédres semblables P et p sont propor-
tionnels aux: cubes de deux arétes homologues A et a.

Je décompose les deux polyédres semblables P et p en un
méme nombre de tétracdres semblables (1), soientV, V/, V", ...
les volumes de ceux qui forment le polyédre P, el v, o', o",...
les yolumes des tétracdres correspondants du polyédre p. Les
pyramides triangulaires homologues élant semblables, et les
aréles homologues des deux polyédres étant proportionnelles
(12,1), on a (1) :

et, par conséquent,
v VI 'V'ﬂ’ AS
ey A
on en déduit :
Y V-V AT
I S S L
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¢’est-a-dire que les volumes des polyédres P etp sont propor-
tionnels aux cubes des arétes homologues A et a.

CoroLiAlRE. — Les surfaces de deux polyédres semblables sont
proportionnelles aux carrés de leurs cotés homologues.

THEOREME V

Si Pon joint un point quelconque O aux sommets d'un
polyédre ABCDEFGHK , et quon
prenne sur les droites OA, 0B, 0G,...
des points a, b, c,... tels que

e =0b . Qo -

O_A. = @ = m — ...,
r étant un nombre donné, le polyédre
abedefghk est semblable au polyédre
ABCDEFGIK.

En effet, je considére une face
quelconque FGKH du polyedre don-
né, et je méne parle point funplan
paralléle 4 FGKH;; ce plan divise les
arétes OF, OG, OH, OK de la pyra-
mide OFGHK en segments propor-
tionnels (10, I), et passe dés lors
par les points g, h, k; les points ho-
mologues aux sommets du polygone
FGHK sont done dansun méme plan,
et le polygone fghk qu'ils détermi-
nent est semblable 3 FGHK. Je prouverais de méme que les
autres faces homologues des deux polyédres sont semblables.

Pour démontrer 1'égalité de deux angles polyédres homo-
logues, tels que A et g, il suffit de remarquer que leurs arétes
homologues sont paralléles et dirigées dans le méme sens. Car
ces angles polyédres ont alors leurs faces homologues égales
(P, 9, 1), et leurs angles diedres homologues égaux (7, V),
ils sont donc égaux. Les deux polyédres abe..., ABC..., qui
ont par suite les angles polyédres égaux chacun & chacun et
les faces homologues semblables, sont semblables.
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Scolie I. Si au lieu de prendre les points a, b, ¢... sur les
droites 0OA, OB, OC, on les prenait sur les prolongements de
ces droiles a parlir du poinl O, on démontrerait comme ci-
dessus la similitude des faces homologues des deux polyédres;
mais les angles polyédres homologues, tels que A et a, ont
leurs arétes homologues paralléles et dirigées en sens con-
raires, de sorte que I'angle polyédre a est égal au symétrique
de A. Les deux polyédres abe..., ABC... ne sont donc pas
semblables.

Scolie II. On dit, dans le premier cas, que les deux polyédres
sont homothétiques directs, et dans le second qu'ils sont homo-
théliques inverses; le point O est leur centre de similitude. De
la résulte ce nouvel énoncé du théoréme précédent.

1° Deux polyédres homothéliques directs sont semblables.

2° Deux polyedres homothétiques inverses ont leurs faces ho-
mologues semblables, et leurs angles polyédres homologues sy-
métriques.

THEOREME VI

Réciproquement : 1° Si deux polyédres semblables ont leurs
fuces homologues paralléles, les droites qui joignent leurs som-
mets homologues concourent aussi en un méme point.

2 Si deux polyedres ont leurs faces semblables et paralléles
chacune & chacune, et que leurs angles polyddres homologues
soient symélriques, les droites qui joignent leurs sommels ho-
mologues concourent aussi en un méme point.

EXERCICES NUMERIQUES

1. La hauteur d'une pyramide est égale & 4™,50, et sa base
est un carré dont le coté a 1™,20 de longueur. Calculer les di-
mensions correspondantes d'une pyramide semblable dont le
volume est de T metres cubes 290 décimétres cubes.

Soient ¢ le coté de la base et h la hauleur de la seconde

pyramide; le volume de la premiére étant égal it% (1,2)*>< 4,5,
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¢'est-#-dire d 2 métres cubes 160 décimétres cubes, on a (III) .

e
1,27 (&DF 2,160

il en résulte que

729 (1,27 93<1,2
¢ = OBt 1B )

© 799 (4,5F 945

ol PN Tt

En effectuant les calculs indiqués, on trouve :
o=11=:80% etth —=165T7H.

9. Calculer le volume d'un parallélipipéde rectangle dont la

i surjace est égale & 3 mélres carrés, et dont les dimensions sont
proportionnelles aua trois nombres 4, 6 et 9.
[ Je calcule d’abord la surface et le volume du parallélipi-
péde rectangle dont les dimensions sont 4 métres, 6 métres
el 9 métres. La surface est composée de six rectangles, parmi
lesquels deux ont pour dimensions 4 métres et 6 métres;
deux autres ont pour dimensions 4 métres et 9 métres; enfin
les dimensions des deux derniers sont 6 métres et 9 mélres.
Donc la surface totale de ce parallélipipéde est égale i
L A< 63<2+4><9><24-6><9><2 ou & 228 metres carrés. Quant
i a son volume, il est égal & 4><6><9 ou & 216 mélres cubes.

Cela posé, je fais remarquer que ce parallélipipéde estsem-
blable au parallélipipéde cherché, parce qu'ils ont leurs faces
semblables chacune 4 chacune et leurs angles polyédres homo-
logues égaux (1) ; par conséquent, leurs volumes sont propor-
tionnels aux cubes deleursarétes homologues, etleurs surfaces
proportionnelles aux carrés des mémes aréles (IV). Dés lors,
sije désigne parV le volume inconnu ef par A son aréte home-
logue & 4 métres, j'aurai (IV) :
AT
216 64’

.,.‘-
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La derniére de ces égalités donne, toute réduction faite ¢

Y
£— \/Tg’

et la premiére devient, par la substitution de cette valeur de A,
N 8

216 64 (Y19
Jen conclus que
24
~iy
ou V=07 326012.

PROBLEMES

| . Caleuler, & uncentimetrepres, les dimensions d un paralle-
lipipéderectangle, en sachant qu'elles sontiproportionnellesaux
4
nombres %7—; a%v et que son volume est égalé 2 métres cubes.
9. Mener un plan paralléle & la base d'une pyramide, de
elle sorte qu’il divise le volume de ce polyédre en deux
parties proportionnelles & deux lignes données m etn.
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DIX-SEPTIEME ET DIX-HUITIEME LECON

Proeraume : Cone droit & base circulaire. — Section paralléle 4 la base, —
Surface latérale du cone, du trenc de cone a bases paralléles, — Volume du
cone & bases paralléles”.

DEFINITIONS

1. Lorsqu’une ligne droite ou courbe se meut dans I'espace,
le lieu des positions qu’elle y occupe successivement est une
surface ; aussi on donne 4 cette ligne le nom de génératrice de
la surface, et celui de directrices aux lignes qui dirigent le
mouvement de la génératrice.

x Toute surface qui n’est pas plane, ni formée
par la réunion de surfaces planes, est appelée
\ surface courbe.

On distingue parmi les surfaces courbes celles
qu'on nomme surfaces de révolution. Une sur-
face de révolution est engendrée par la rotation
y dune ligne quelconque ABC sur une ligne
droite fixe zy, a laquelle elle est lice d’une ma-
y niére invariable. La ligne droite xy est I'axe
de la surface.

On désigne sous le nom de paralléle d'une surface de révo-
lution toutesection plane, perpendiculaire & 'axe. Les sections
failes par des plans qui passent par I'axe sont les méridiens de
celte surface.

* L'aire du cone (ou du cylindre) sera considérée, sans démonstration,
comme la limite vers laquelle ‘end l'aire de la pyramide inscrite (ou du
Prisme inscrit), 4 mesure que ses faces diminuent indéfiniment
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9. On appelle cone droit & buse circulaire le corps engendré
par la rolation d’un triangle rectangle SAO sur I'un des cotés
de son angle droit SOA, par exemple sur le
coté S0. 4

I’autre coté OA de l'angle droit décrit un
cercle dont le plan est perpendiculaire & I'axe
SO (1, II, ¢), et qu’'on nomme base du cone : le
point S est le sommet de ce corps, et la droite
S0 en est la hauteur. L’hypoténuse SA du triangle rec-
tangle SAO engendre une surface de révolution qu’on appelle
surface convexe du cone; la droite SA arecu le nom d’apo-
théme.

3. Par analogie, on appelle surfuce conique la surface en-
gendrée par une droite AB, assujettie & passer
toujours par un point fixe A, et a tourner aufour
de ce point en s'appuyant sur une ligne courbe
donnée BCD, qui est la directrice de la surface.

Si la directrice est une courhe fermée, et
qu'on coupe la surface conique par un plan BCD
qui rencontre toules les positions de la génératrice d'un méme
cté du sommet A, on désigne sous le nom de cdne le corps
compris entre ce plan et la surface conique; il a pour base la
face BCD, pour sommet le point A, et pour hauteur la distance
de son sommet & sa base.

4. Deux cones droits 2 base circulaire sont semblables, si
leurs hauteurs sorit proportionnelles aux rayons de leurs bases,
Cest-2-dire s'ils sont engendrés par des triangles rectangles
semblables.

5. On appelle apothéme d’une pyramide réguliére SABCDE,
la perpendiculaire SG abaissée de son sommet S
sur un coté quelconque AB de sa base ABCDE.
Cette droite SG a une longueur constante : en
effet, d'aprés la définition de la pyramide régu-
liére, les aréles latérales SA, 8B, SC... s'écartent
également de la perpendiculaire SF abaissée du
sommet sur la base; elles sont donc ¢gales (1, VI).
De la résulte. 1'égalité des riangles isoctles, SAB, SBC, SCD,....
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qui composent la surfuce latérale de la pyramide, car ils ont
les trois cotés égaux chacun a chacun. Les hauteurs de ces
triangles, c'est-d-dire les perpendiculaires menées du point §
sur les divers cotés de la base ABCDE sont done égales entre
elles. 3

Une pyramide est inscrite dans un cone lorsqu’elle a Je
méme sommet, et que sa base estinscrite dans celle du cone,
On dit réciproquement que le cone est circonserit & la pyra-
mide.

Si I'on inscrit dansun cone droit & base circulaire une pyra-
mide dont la base soit un polygone régulier, cetle pyramide
est réguliére; car la droite quijoint le centre de sa base & son
sommet esl perpendiculaire & la base, puisqu’elle coincide
avec l'axe du cone.

THEOREME I

Toute section faite dans un cone droit & base -circulaire par
un plan paralléle & sa base est un cercle.

Soil le cone engendré par la rotation du triangle reclangle
SAO sur le coté SO de I'angle droit SOA ; ja-
baisse d'un point quelconque B de la généra-
trice SA la perpendiculaire BC sur 1'axe SO.
Pendant la rotation du triangle SAO, la droile
BC engendre un plan perpendiculaire & S0
(1, III, c), et le point B, doiit la distance au
point C est constante, déerit sur ce plan une
circonférence de cercle qui a le pont C pour
centre. Par conséquent, toute section BC faite dans le edne
droit SAO & base circulaire par un plan perpendiculaire a axe,
c'esl-a-dire paralléle & la hase du cdne (5, VI), est un cercle
qui a son centre sur I'axe SO.

Remarquel. — Ce théoréme est un cas particulier de celui-ci,
dont la démonstration est identique & la précédente : Toute
section faite dans une surface de révolution par un plan per-
pendiculaire & I'aze est un cercle.

Remarque II. — SiT'on coupe un céne circulaire droit SAO
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par un plan BC paralléle & sa base OA, la portion du cone
comprise entre la base et la section esl appelée cone tronqué
ou [ronc de cone @ bases paralléles.

Les cercles OA, CB sont les deux bases du tronc de cone,
qui a pour apothéme la partie AB de I'apothéme SA du cone
comprise entre ses bases.

THEOREME II

Lu surface latérale d’une pyramide réguliére a pour mesure
le produit du périmétre de sa base par la moitié de son apo-
theme. 5

Soit SABCDE une pyramide réguliére qui a le polygone
s régulier ABCDE pour base, le point S pour
\ sommet, et la droite SG pour apothéme; sa
surface latérale est la somme des triangles SAB,
- SBC, SCD,... qui ont pour bases les cotés AB,
iri=3p BC, CD... du polygone ABCDE, et pour hau-
F teur commune l'apothéme SG de la pyramide

¢ (déf. 5). Or, chacun de ces triangles a pour me-
sure la moitié¢ du produit de sa base par sa hauteur; donc
ln surfice latérale de la pyramide régulitre SABCDE a

pour mesure (AB -+ BC +- CD+...) X%v ¢'est-d-dire le pro-

duit du périmétre AB -+ BC 4 CD+... de sa base par la moi-
tié de son apothéme SG. A

Remarque. — Si U'on inscrit dans un cdne droit SOK a base
5 circulaire une pyramide réguliére quelcon-
que, par exemple la pyramide quadrangulaire
SABCD, dont V'apothéme est SL, et qu'ensuite
on double indéfiniment le nombre des edtés de
sa base, 'apothéme SL croit, sans pouvoir éga-
w7 11 S ler Papothéme SK du cone dont il s'approche
\L ' ‘ndéfiniment. La surface latérale de la pyra-
SAA—=" mide augmente par suite, et différe de moins
en moins de celle du cone ; il en est de méme des volumes de
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ces deux corps. Aussi je considérerai Papothéme, la surface
convexe et le volume du cone comme les limites vers lesquelles
tendent respectivement I'apothéme, la surface latérale et lepo- |
lume d’une pyramide réguliére inscrite, lorsque le nombre de go5 |
faces qugmente indéfiniment ; et je regarderai comme acquise
aw cone toule propriété démonlrée pour une pyramide régy-
ligre inscrite, indépendamment du nombre et de la grandeur
de ses faces.

THEOREME III

La surface convexe d'un cone droit a base circulaire a pour
mesure le produit de la circonférence de sa base par la moiti
de son apothéme. , :

J'inscris dans le cone droit SOX & base circulaire une pyra-
mide réguliére quelconque, par exemple Ia
pyramide quadrangulaire SABCD, puis les py-
ramides réguliéres dont les bases ont 8, 16,...
cOtés. Les surfaces latérales de ces pyramides
vont en croissant, et ont pour limite la surface
convexe du cone SOK qui leur est circonserit:
or, chacune d’elles a pour mesure le produit du

- - périmétre de sa base par la moilié de son apo-
théme, quels que soient le nombre et la grandeur des faces
qui la composent ; donc la surface convexe du cone SOK a aussi
pour mesure le produit de la circonférence de sa base parla
moitié de son apothéme (II, Rem.).

Remarque. — Soient A I'apothéme d’un cone droit & base
circulaire et R le rayon de sa base; sa surface convexe a pour
mesure : >

mR><A.

Pour avoir la mesure de sa surface totale, il faut ajountera
la quantilé = R >< A la mesure de la base du cdne, c'est-d-dire
=R%, etl'ona:

=R (A + D).

SCD LYON 1




FIGURES DANS L’ESPACE. — XVIl¢ ET XVIII* LECON. 2817

Corortare. — La surface convexe d'un cone droit SBC a
base circulaire a pour mesure le produit de son
apothéme par la circonférence du paraliéle DE,
également distant du sommet et de la base.

En effel, le rayon DE de ce paralléle égale la
i\ moitié du rayon CB de la base, puisque le pointD
est le milieu de SC; on a par suite (P, 27,1V) :

%circ. (B >< SB = circ. DE >< SB.

THEOREME IV

La surface convexe d'un tronc de cone droit & bases paral-
leles a pour mesure le produit de la demi-somme des circonfé-
rences de ses bases par son apothéme.

Soit ABED un trone de cone égal a la différence des

deux cones de révolution
§ SAC, SDF, dont les bases
¢ AB, DE sont paralléles. Par
I'extrémité A de la généra-
trice SA, j’éléve sur cette
droile une perpendiculaire
quelconque AG, que je
prends égale & la circonférence CA de la base inférieure du
cone tronqué. Je tire ensuite la droite SG, et je méne par le
point D, otr la génératrice SA coupe la base supérieure du
trone, la droite DII paralléle & AG. Je dis d’abord que cetle
droile est égale & la circonférence du cercle FD.

En effet, la droite SC étant I'axe du cone SAG, les triangles
SDF, SACsont rectangles et semblables; on a done (P, 27 , V) :

sD __FD _ cir. KD

SA -CA G
Les triangles SDH, SAG sont aussi rectangles et semblables;
on a dés lors :

s_ D
: SAT AG’
et, par suite,

cir. FD _ DH

cir. CA — AG’
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Or, la droite AG est, par hypothése, égale a cir. CA; doncly
droite DH est aussi égale a cir. FD.

Je remarque, en second lieu, que lasurface convexe du cone
SAC a pour mesure %— cir. GA >< SA (IlI); elle est donc équiva.
lente & la surface du triangle rectangle SAG, qui est mesuré

pur% AG>< SA. De méme, la surface convexe du cone SDF est

équivalente au triangle rectangle SDH; par conséquent, Iy
surface convexe du cone tronqué ABED est équivalente i la
surface du frapéze AGHD. Or, I'aire de ce trapéze est égale i
D e (AG —;— DH
tronc du cone ABED a pour mesure le produit de son apothéme
AD par la demi-somme des circonférences CA FD de ses
bases. :

Cororrame. — Si 'on méne par le milieu K de 1'apothéme
AD la droile KN paralléle & AG et le plan KL paralléle aux bases
du cone tronqué, la droite KN est égale a la circonférence LE,
Or, le trapéze a pour mesure AD >< KN (P., 31, IV, ¢); donc
la surface convexe d'un ironc de cone droit ABDE, dont les
bases sont paralléles, a pour mesure le produit de son apothéme
AD par la circonférence du paralléle KL, également éloigné de
ses bases.

) (P., 13, VI); donc la surface convexe du

THEOREME V

Le volume d’'un cone droit & base circulaire est égal au tiers
du produit de sa base par sa hauteur.

Jinscris dans le cone droit SOK & base
circulaire une pyramide réguliére quelcon-
que , par exemple la pyramide quadran
gulaire SABCD, puis les pyramides régu-
liéres dont les bases ont 8, 16,.... cotés.
Les volumes de ces pyramides vont en crois
sant, et ont pour limite le volume du cone
SOK qui leur est circonscrit; or, chacun
d'eux a pour mesure le fiers du produit de sa base par s
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hauteur, quels que soient le nombre et la grandeur de ses faces;
donc le volume du cone SOK a aussi pour mesure le tiers du
produit de sa base par sa hauteur (I, Rem.).

Remarque. — Soient R le rayon de la base et Il la hauteur
d'un cone droit a base circulaire; son volume est égal &

%«ﬂiix II.

CororLaleE. — Les volumes de deux cones droits & hase
circulaire sont proportionnels a leurs bases si leurs hauteurs
sont égales. — Lorsque deux cones. droits & base circulaire
ontdes bases égales, leurs volumes sont proportionnels & leurs
hauteurs.

THEOREME VI

Un tronc de cdne droit & bases paralléles est équivalent & trois
cones droits ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc
el pour bases respectives la base infcrieure du tronc, s¢ base
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases.

A Soit ABFD le {ronc de cone

\ égal & la différence des deux
/E__\\. cones droils SAB, SDF, dont les
i bases AB, DF sont paralléles; je
construis sur le plan de la base
inférieure du cone tronqué une

X pyramide triangulaire GHKL dont
labase HKL soit équivalente au cercle AC et la hauteur GR
égale & la hauteur SC du cone SAB. Jz dis d’abord que le
plan de la base supérieure du cone tronqué détermine dans la
pyramide une section MNO équivalente au cercle ED.

En effet, les bases du {ronc de cone étant paralléles, le plan
SCA coupe la base supérieure du tronc de cone suivant une
droite ED paralléle & CA, et le rapport des rayons CA, ED égale
celui des hauteurs SC, SE; on a donc :

cercle CA ~ CA*  S8(C?

cercle ED — ED* — SE

AN, — ELEM, 19

M/
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Il résulte aussi du parallélisme des plans MNO, HKL, que
(105 Eey)
HKL GR®
MNO ™ GP*

Or, les droiles GR et SC sont
égales par hypothése, ainsi que
les droites GP et SE; par consé-
quent on a :

cercle CA_ HKL
cercle ED -~ NNO
Mais le triangle IIKL est, par construction, équivalent au cercle
CA; doncle triangle MNO est aussi équivalent au cercle ED.
Je remarque en second lieu que le cone SAC a pour me-

sm'e% cercle CA >< SC; il est donc équivalent & la pyramide

KL qui a pour mesure SIIKL >< GR. De meme, Te cone SDE

et la pyramide GMNO sont équivalents; done le tronc du. cone
ABFD est équivalent au tronc de pyramide HELMNO. Le vo-
lume de cette pyramide tronquée élant ¢gal a (1 0, VI)

% PR (IIKL ~+ MNO + /TIKL >< NN0),

le tronc de cone a pour mesure

%CE (cercle CA + cercle ED + / cercle CA >< cercle ED ),
c’est-a-dire qu'il est équivalent & la somme de trois cones,
ayant pour hauteur commune la hauteur CE du tronc, et ponr
hases respectives les cercles CA et ED, ainsi que la moyenne
proportionnelle entre ces deux cercles.

Remarque. — Soient R, r et Il les rayons des bases et la
hauteur du cone tronqué; ona : :

%— = II (R*+ r* + Rr)

pour l'expression de son volume.

PROBLEMES

1. Si deux cones droits & base circulaive sont semblables,
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leurs surfaces convexes sont proportionnelles aux carrés des
rayons de leurs bases, et leurs volumes proportionnels aux
cubes des mémes rayons.

2. Diviser la surface latérale d'un cone droit 4 base circulaire
en deux parties équivalentes par un plan paralltle i sa hase.

3. La surfoce tolale d'un cone droit 3 base circulaire est
égale 210 métres carrés, et le rayon de sa base égala 17,2,
caleuler, & un centimétre prés, I'apothéme et la hauteur du
cone, puis son volume, a moins d'un centimélre cube.

4.8i l'on fait tourner suceessivement un triangle rectangle
autour de chaque colé de son angle droit, les volumes des deux
cdnes qu'il engendre sont inversement proportionnels & leurs
haufeurs.

5. 5i I'on considére un tonneau comme la somme de deux
troncs de cone égaux, réunis par leur grande base, quelle est,
a un centilitre prés, la capacité d’un tonneau qui a 1,52 de
longueur, et dont les diamétres de la bonde et du fond sont
égaux respectivement 4 0™,88 et 0™ 64? '

L'hypothése précédente donne :

%‘EH (R*+Rr+1?)

pour la mesure du tonneau, I étant sa longueur, R le rayon
deJa bonde et r le rayon du fond. Le volume ainsi calculé est
trop petit; en remplacant le produit Rr par R?, on obtient Ia
formule

LRI(OR ),
proposée par Qughtred el employée en Angleterre pour le
jaugeage des fonneaux.

6. Le colé ¢ d'un triangle équilatéral étant donné, calculer
la surface totale et le volume du céne engendré par la rotalion
de ce triangle autour de sa hauteur. — Délerminer, 4 un cen-
liméire prés : 1° la valeur de ¢ pour laquelle la surface totale
ducone égaleun métre carré; 2° celle pour laquelle le volume
¢st d'un mélre cube. — (On dit qu'un cone est dquilatéral
lorsque la. section faite par un plan passant par I'axe est un
triangle équilatéral.)
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Prosnaxne . Cylindre droit & base circulaire, — Mesure de la surface latérale
ot du volume, — Extension aux cylindres droits & base quelconque.

DEFINITIONS

1. On appelle eylindre droit & base circulaire le corps en
gendré par la rolation d'un rectangle ACDK sur
L J'un de ses colés, par exemple GD.

Les colés CA, DK, perpendiculaires & 1'axe (D,
décrivent des cercles égaux et paralléles quisonl
| lesbases du cylindre. Ce corps a pour hauteur
A’(::;(l /—}a droile CD qui mesure ladistance de ses bases. L1
v surface de révolution engendrée par le colé Ak

paralléle & I'axe se nomme surfuce convexe du cylindre.
9. Par analogie, on appelle surface cylindrique la surface
engendrée par une ligne droite AA’, assu-
. jetlie & se mouvoir parallclement a une

D
i
1
i
I
|
I
1
1

‘E\% iw droite fixe MN, en s'appuyant sur une dires
T trice courbe ABC.
& Si celte directrice est une ligne fermée,
AT et qu'on coupe la surface cylindrique pir

e

AMB I ™ deux plans paralléles ABC, AB'C’ rencon
- trant la droile MN, le corps compris eultt
ces plans el la surface cylindrique a regu le nom de eylindre.
Te cylindre a pour bases ses deux faces planes ABC, AB'C, ¢
pour hauteur la distance des plans de ses bases.

5. Deux cylindres droils & base circulaire sont semblables
¢i leurs hauteurs sont proportionnelles auy rayons de lews
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hases, ¢'est-d-dire s'ils sont engendrés par des reclangles sem-
blables.

4. Un prisme est inscrit dans un cylindre, lorsque ses hases
sont inscrites dans les bases correspondantes du eylindre. —
On dit réciproquement que le cylindre est circonserit au
prisme.

THEOREME I

La surface latérale d'un prisme droit a pour mesure le pro-
duit de sa hauteur par le périmétre de sa base.

Soit le prisme droit qui a pour hases les poly-
. gones égaux ABCDE, A'B’C'D'EY; sa surface la-
térale est la somme des rectangles AB’, BC/,

CD’,.... qui ont la méme hauteur AA’ que le

prisme, et dont les bases sont les colés AB, BC,

CD.... de la base ABCDE de ce polyédre. Or,

I'aire de chacun de ces rectangles est égale au
produit de sa base par sa hauteur (P., 50, III) ; donc la sur-
face latérale du prisme a pour mesure :

(AB+ BC + CD +...) < AX,
cest-i-dire le produit du périmétre AB + BC + CD +- ... de,
sa base par sa hauteur AA'.

Remarque. — Si 'on inscrit dans un cylindre droit ABC'D' &
base circulaire un prisme régulier quel-
conque, par exemple le prisme & base
carrée ABCDA’B'C’D’, et qu’ensuite on
double indéfiniment le nombre des colés
de sa base, la surface totale de ce prisme
augmente, fout en restant moindre que
celle du cylindre circonscrit dont elle s'ap-
proche sans cesse. Il en est de méme du
volume du prisme, qui différe de moins en
moins de celui du cylindre.
~ Aussi je considérerai la surface convexe d'un cylindre droit
base circulaire et son volume comme les limites vers lesquelles
tendent respectivement la surface latérale et le volume d'un
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prisme inscrit dont le nombre des cotés de la base croit indefini-
ment, et je regarderai comme acquise au cylindre toute pro-
priété démontrée pour le prisme indépendamment du nombre o
de la grandeur des cotés de sa buse.

THEOREME II

La swface convexe d’un cylindre droit & base circulaire o
pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence de
sa base.

Jinscris dans le cylindre droit ABC’D" & base
circulaire un prisme régulier quelconque, par
exemple le prisme & base carrée ABCDA'B'CY,
puis les prismes réguliers dont les bases onf
8, 16.... colés. Les surfaces latérales de ces
prismes vont en croissant, et ont pour limile
commune la surface convexe du cylindre ABCT
qui leur est circonscrit (1, Rem.). Or, cha-
cune d'elles a pour mesure le produit de
sa hauteur par le périmétre de sa base, quels que soient le
nombre et la grandeur des faces qui la composent; donc la
surface convexe du cylindre ABC'D’ a aussi pour mesure l¢
produit de sa hauteur AA’ par la circonférence de sa base ABC.

Remarque. — Soient II la hauteur de ce cylindre et R le
rayon de sa base, la mesure de sa surface convexe est égale
QmiBin< .

Pour avoir I'expression de la surface totale de ce cylindre,
il faut ajouter 2 2= R >< 1l ia mesure 2= 1R* de ses deux bases
(P., 34, 11), et I'on trouve :

2=z R (4 2).

THEOREME [II

Le volume d'un cylindre droit & base circulaire est égal av

produit de sa buse par sa hauleur.

Jinscris dans le cylindre droit ABC'D' 4 base circulaire
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un prisme régulier quelconque, par exemple le prisme a
base carrée ABCDAB'C’'D’, puis les prismes
réguliers dont les bases ont 8, 16.... cotés. Les
volumes de ces prismes vont en croissant, et
ont pour limite commune le volume du cy-
lindre ABC’D’ qui leur est circonscrit (1,Rem.).
Or, chacun d’eux a pour mesure le produit de
sa hauleur parsa base, quels que soient le nom-
bre et la grandeur de ses faces latérales ; done
le volume du cylindre est-aussi égal an produit
de sa hauteur par le cercle qui lui sert de base.

Remarque. — Soient I le rayon de la base d'un cylindre et
Ilsa hauteur; le volume de ce corps est ¢gal a = R* >< II.

Cororrame., — Un cone droit & base circulaire est le tiers
d'un cylirdre droit de méme base el de méme hauteur (14, V).

Cororrame 1I. — Un tronc de cone droit & buses paralléles esg
équivalent & la somme d'un eylindre et d'un cone droits, & base
drculuire, qui ont la méme hautewr que le tronc, et dont les
bases ont ‘respectivement pour rayons la demi-somme el la
demi-difference des rayons des bases du tronc.

SiR et 7 sont les rayons des bases du cone tronqué, et quell
soit sa hauteur, on sait que son volume V est égala (14, VI, ¢) :

% = H (R* 4 Rr—+1%).

Or, en vertu de I'identité facile & vérifier
% Bl |
e ems (L) (1),

on peut mettre I'expression de V sous la forme suivante :
2 SEwoNE
Ve=x (EL".E) ><Il+i—z (R‘—)?> > 1L

2 3

On voit alors que V est égal & la somme des volumes d'un
¢ylindre et d’un cone droils, & base circulaire, qui ont la
m¢me hauteur II que le cone tronqué, et dont les rayons des
R+r R—r

5 O

| -

bases sont égaux respectivement &
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Lorsque la différence des rayons R et » sera assez petite

(LN
pour que le volume %7: (B 3 1) >< Il du cone soit négligeahle

: R +»\* ;
relativement au volume = o ><H du cylindre, on cal-
culera de préférence le volume du cone tronqué par la formule
approximative

]
s (Ei;;’) < IL.

On fait une application conlinuelle de cette formule pour le
eubage des troncs d’arbre qui ne sont pas équarris. En effet,
on considére un tronc d’arbre non équarri comme équivalent
aun cylindre droit de méme hauteur, qui aurait pour base la
section faile parallélement aux bases du tronc par le miliey
de sa longueur. -

La méme formule a été employée au jaugeage des tonneaus,
Dans cette hypothése H désigne 1a longueur du tonneau, R le
rayon de la bonde et » celui du fond. Le volume ainsi calculé
est beaucoup trop petit; on se sert maintenant en France d'un
autre mode de jaugeage proposé par Dez, ancien professeur i
I'Ecole militaire. Il consiste a considérer un tonneau comme
équivalent 4 un cylindre ayant pour hauteur la longueur du
tonneau, et pour rayon de sa hase I'excés du rayon de la bonde
sur Ies% de la différence des rayons de la bonde et du fond.

On a par conséquent :

v-:ﬁ[n ——ELRSZQ]RXH.

THEOREME IV

1o La surface convexe d'un cylindre droit dont la base n'est
pas circulaire @ pour mesure le produit du périmétre de sa bast
par sa hauteur.

9° Le volume de ce cylindre est égal au produit de sa hauteur
par sa base.

Les démonstrations des deux parties de ce théoréme sont |
identiques 4 celles des théorémes Il et III; mais les bases des
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prismes inscrits dans le cylindre ne sont plus des polygones
réguliers.

PROBLEMES

1. Si deux cylindres droits & base circulaire sont sembla-
bles, leurs surfaces convexes sont proportionnelles aux carrés
des rayons de leurs bases, et leurs volumes proportionnels
aux cubes des mémes rayons,

2. Calculer, & un millimétre prés, les dimensions du litre
qu'on emploie pour les liquides, en sachant qu'il a la forme
d’un cylindre droit & base circulaire, et que sa hauteur est le
double du diamétre de sa base.

3. Calculer, & un millimétre prés, les dimensions du litre,
du décalitre et de 1'hectolitre qu’on emploie pour les matiéres
stches, en sachant qu’ils ont la forme de cylindres droits &
base circulaire, et que la hauteur de chacun d’eux est égale
au diamétre de sa base.

4. Inscrire dans un cone droit & base circulaire un cylindre

droit dont la surface convexe soit égale & un cercle donné. —
Maximum de celte surface.
9. La hauteur d’un céne droit & base circulaire est égale &
,20 et le rayon de sa base égal & 1™,80. Calculer, & 'un dé-
cimétre cube prés, le tronc de cone que I'on obtient en cou-
pant le cone proposé par un plan paralléle & sa base, a Ia
disfance d'un centimétre de cette base.

0. Laquelle des deux formules, proposées par Qughired et
par Dez pour le jaugeage des tonneaux, donne le plus grand
volume?

1. Caleuler le rayon intérieur d'un tube de verre parfaite-
ment cylindrique, en sachant que ce tube pése 90 grammes
lorsqu'il est vide, et 150 grammes lorsqu’on y introduit une
tolonne de mercure ayant 9 centimétres de longueur. (L
densité du mercure est égale & 13,568.)

8. Mener un plan paralléle & la base d’un cylindre droif et
trculaire, de maniére qu'il divise sa surface convexe en deux

parties felles que la hase du cylindre soit moyenne propor-
tionuelle entre elles.

an
i
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9, Déterminer les dimensions d’un cylindre droit & hag
circulaire, en sachant que sa hauleur est égale & la moiliédy
rayon de sa base et que sa surface totale est équivalente a
cercle donné,

10. La surface totale d’un cylindre droit & hase circulan
est égale au cercle dont le rayon a deux métres de longueur,
sa hauteur est d’un mélre. Calculer son volume a un cenli
métre cube prés.

11. Pour relirer Peau d'un puits, on se sert d'une pomp
dont le tube a un diamétre intérieur égal & d. La coursedy
piston est égale a h; D estle diamétre du puils et Hla pro-
fondeur de I'eau. Quel sera le nombre des coups de pistn
néeessaires pour retirer eau du puils?

On supposera dans la formule d égal & 07,12, hégal 0735,
D égal 21*,05, et1l égal & 27,88.

12. Diviser une ligne droite donnée en deux parties tells
qu'en prenant 'une pour la hauteur et l'autre pour le rajn
de 1a base d'un cylindre droit et circulaire, la surface conve
de ce corps soit ¢gale & un cercle donné. — Quel est lepls
grand des deux cylindres qui répondent la question?
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VINGTIEME ET VINGT ET UNIEME LECON

ProcrawxE : Sphére. — Sections planes, grands - cercles, petits cercles.—
poles d'un cercle. — Etant donnée une sphére, trouver son rayon.— Plan

tangent. — Angle de deux arcs de grand cercle. — Notions sur les triangles
gphiériques : leur analogie parfaite avec les angles triédres

DEFINITIONS

1. On appelle sphére le corps engendré par la rotation du
demi-cercle AMB sur son diamétre AD.

Il résulte de cetle définition que la sphére
est terminée par une surface de révolution
dont tous les poinls sont également Eloignés
du centre C de la généralrice AMB; aussi on
donne au point Cle nom de centre de la sphére.

On nomme rayon la droite menée du centre
d’une sphére & un point quelconque de sa sur-
face. — Tous les rayons sont égaux.

Les droites qui passent par le centre d'une sphére el se ter-
minent aux points ou elles rencontrent sa surface s'appellent
diamétres. — Tous les diamétres sont égaux, car chacun d’eux
est le double d'un rayon.

2. Un plan est tangent & une sphére s'il m'a qu'un point
commun avee elle; ce point est appelé point de contact.

3. Deux sphéres sont tangentes en un point lorsqu’elles ont
le méme plan tangent en ce point.

4. Lorsque deux plans paralltles coupent une sphére, on
appelle zone la portion de la surface de la sphére comprise
entre ces plans. — La zonea pour hauteur la distance des deux
plans paralléles, et pour bases les deux seclions que ces plans
font dans 1a sphére.

¥
<
D

w
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Une zone n’a qu'une base si I'un des deux plans paralléle
qui la déterminent est tangent & la sphére. Alors on I'appell
aussi calotte sphérique.

5. Lorsque deux arcs de cercle fracés sur unesphére se cou.
pentenun pointA, on dit qu'ils font un angleen ce point, etl'oy
prend pour sa mesure, comme dans la géométrie plane(1, IV),
I'angle que forment les tangentes menées & ces arcs par lesom.
met A dans le sens des ares mémes.—Si les deux arcs considg-
rés appartiennent & des circonférences de grands cercles, leur
angle a la méme mesure que 'angle diédre formé par les plans
des deux cercles; car chacun de ses cdtés est perpendiculaire
au diamétre suivant lesquels les grands cercles se coupenf
(P Sl

6. Un polygone sphérique est la portion de la surface d’ung
sphére comprise entre plusieurs arcs de grands cercles.

Ces arcs de grands cercles sont les cdiés du polygone; lis
angles qu'ils forment et les sommels de ces angles sont ls
angles et les sommets du polygone sphérique.

Le polygone sphérique qui a trois cotés est le triangle sphé
rique.

7. 0n dit qu'un polygone sphérique est convexe lorsqu'iles
silué d'un méme coté de chacune des circonférences de grands
cercles qui le forment. Il est concave dans le cas contraire.

Le périmétre d’un polygone sphérique convexe ne peut évi
demment étre rencontré en plus de deux points par un arcd:
grand cercle.

8. Les plans des arcs de grands cercles, qui forment un pr
lygone sphérique ABCD, déterminent au cenlit
0 de la sphére un angle polyédre OABCD, doil
les angles diédres ont les mémes mesures que
les angles du polygone, et dont les angles plans
AOB, BOG, etc. sont mesurés par les cotés cor
respondants AB, BC, etc. de ABCD; car cé

arcs sont décrits avec le méme rayon. |

Si on prolonge les faces de 1'angle polyédre OABCD au deli |
du sommet 0, I'angle polyédre symétrique OA'B'C'D' interceplt |
sur la surface de lasphére un polygone AB'C'D', dont les an- |
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ples et les colés sont égaux & ceux du polygone ABCD; mais
Jes parties égales des deux polygones élant disposées dans un
ordre inverse, comme celles des deux angles polyédres symé-
friques, ces polygones ne sont pas superposables. Ils sont sy-
méfriques par rapport au cenire O de la sphére.
Pour construire un triangle sphérique qui soit symétrique
4 4 un {riangle donné ABC, on peut
décrire deux arcs de cercle, des extré-
milés Aet B de I'undes cotés du trian-
gle ABC comme poles, avec des dis-
tances polaires égales respectivement
aux deux autres cotés AG, BC; puis
B joindre le point d’intersection C' de
ces arcs aux deux points A et B par des ares de grands cercles.
e triangle ABC', ainsi construit, serale triangle demandé. En
effet, les plans des arcs de grands cercles, qui forment les
riangles sphériques ABG, ABC/, déterminent au centre O de
la sphere deux angles (ritdres symétriques 0ABC, OABC
car leurs angles plans sont évidemment égaux chacun a cha-
cun, el inversement disposés par rapport au plan de leur face
commune AOB.

o

THEOREME I

Toute section faite dans une sphére par un plan est un cercle.

Je suppose d’abord que le plan donné passe par le centreO
de la sphére OA; il rencontre alors sa surface en des points
tgalement éloignés du point 0. Donc la section est un cercle
qui a le méme centre et le méme rayon que
la sphére.

Si le plan ne passe pas par le centre 0, et
qu'il coupe la surface de la sphére suivant
la courbe ABD, j'abaisse du point O la per-
pendiculaire OC sur le plan de cette courbe.
Les rayons 04, 0B, elc. de la sphére, menés
aux différents points A, B, ele. du contour dela section, sont
obliques au plan ABD et égaux enire eux; ils s'écartent donc
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également de la perpendiculaive OC (1, VI), et la courbe ABD,
qui a tous ses poinis éyalement distants.du point G, est ung
circonférence de cercle dont le rayon CA: est moindre que le
rayon OA de la sphére.

Remarque. — Les cercles qui ontle méme centre et, par
suite, le méme rayon que la sphére, se nomment grands
cercles. — Tous les grands cercles sont égaux. — Deux grands
cercles se coupent swivant un diamétre de la sphére, puisqu'ils
passent I'un et I'aulre par son centre, -

Tout cercle qui ne passe pas par le cenire de la sphére se
nomme petit cercle, parce que son rayon est moindre que celui
de la sphére. — Le centre C d’un petit cercle CA et le centre 0
de la sphére se trouvent sur une droite perpendiculaire au plan
du cercle. ;

On appelle péles d'un cercle ABD les exirémités P et I’ du
diamétre de lasphére perpendiculaire a ce cercle. Cette déno-
minalion provient de ce que le diamétre PP peut ttre consi-
déré comme l'axe de Ja surface de révolution qui termine la
sphére. — Deux cercles paralléles ont les mémes poles (3, VII).

Cororraire I. — On peut tracer une circonférence de grand
cercle par deux points de la surfuce d'une sphére.

Car, si I'on méne un plan par le centre de la sphére et les
deux points donnés, ce plan coupe la surface de la sphére sui-
vant la circonférence d'un grand cercle.

Lorsque le centre et les deux points de Jasphére ne sont pas
en ligne droite, ils ne déterminent qu’un plan (1, I), et "onne
peut tracer alors quune circonférence de grand cercle par les
% deux points donnés. Dans I'hypothése con-

{raire, les deux points donnés sont les extré-
mités d'un méme diamétre par lequel on peu

D . g
‘ ’ mener une infinité de grands cercles.

R Corowrame II. — Tout grand cercle ADD

* divise la sphérve CA et sa surfuce en deux parties égales.
En effet, si I'on pose les zones ABDEM, ABDEN sur un
méme plan, el qu'on fasse coincider ensuile leurs bases qui

A
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- gont égales au cercle CA, ces zones coincideront aussi, puis-
que lous leurs points sonl également éloignés du point G,
centre commun & la sphére et a leurs bases.

Conorrame IIT. — Deux grands cercles se divisent mutuellement
" en deux parties égales.
Carla droite suivant laquelle ils se coupent passe par le
centre de la sphére, c'est-d-dire par le centre de chacun des
deux cercles.

THEOREME II

1° Deuz petits cercles égaux sont également éloignds du centre
dela sphére;
2 De deux petits cercles inégaux le plus grand est le plus
rapproché du centre de la sphére.
Le plan mené par le centre G de la sphére CA et par les
centres F, G de deux pelits cercles FA, GD
T coupe la sphére suivant le grand cercle ABED
“ et les deux petils cercles suivant leurs dia-
¢ métres AB, DE, qui sont des cordes de ce
grand cercle. Par conséquent, 1°les distances
CF, CG sont égales, si le diamétre AB est égal
audiamétre DE (P., 13, I), c’est-a-dire silesdeux pelils cercles
sont égaux; 2° la distance CG est moindre que CF, si le dia-
meétre DE est plus grand que le diamétre AB (P., 13, 1), c’est-
b-dire si le cercle GD est plus grand que le cercle FA,

B

B

Remarque. — Les réciproques des deux parties de ce théo-
réme sont évidentes.

THEOREME 111

Tous les points de la circonférence ABC d'un cercle de la
sphere sont également éloignés de chacun des deux poles P, P’
de ce cerele.

En effet, le pied I de la perpendiculaire abaissée du pole
P'sur le plan ABC étant le centre de la circonférence IA {0,

SCD LYON 1




304 GEOMETRIE.

les droites PA, PB, PC, etc., menées du pole aux différents
points A, B, G, etc., de cette courbe, sont égales, parc
P qu'elles s'écarlent ¢galement de la perpen
diculaire PI (1, VI); les points de la rir
conférence ABC sont donc a la méme dis-
tance du pole P. Je prouverais de mémg
=7/ quils sont également éloignés de Taulr
¥ pole I’.
1l vésulte aassi de cette démonstration que les arcs de grands
cercles PA, PB, PC, etc., menés du pole P a la circonférenc
ABC, sont égaux, puisque leurs cordes sont égales.

Remarque. — Cette propriété du pole d'un cercle de la sphére
est analogue & celle du centre de ce cercle; aussi, en se sa-
vant d'un compas a branches courbes, on décrit les arcs d
cercle sur la sphére avec la méme facilité que sur un plan,
On prend la distance des pointes du compas eégale & celledu
pole & I'un des points de la circonférence qu'on veut déerire,
on place ensuite I'une des poinles du compas au pole donné,
et Uon trace la circonférence avec I'autre pointe.

Yappellerai distance polaire d'un cercle de la sphére la dis
tancedu pole de ce cercle a I'un des points de sa circonférence;
et, des deux poles d'un petit cercle, je ne considérerai désor-
mais que celui qui est situé sur le méme hémisphere quec:
cercle.

CorouLare I. — Le centre d'une sphére, le pdle et le cenlre
d'un cercle quelconque tracé sur celte sphére, sont sur unemen:
ligne droite perpendiculaire au plan du cercle.

Ce théoréme peut étre décomposé en six autres, analoguesd
ceux qui sont énoncés dans le premier corollaire de la 12° legon
des Figures planes.

CoroutalRe 1. — La distance polaire du
grand cercle est égale & la cordedu quadrans.

Soit P 'un des poles du grand cercle AR
de la-sphére OA ; I'angle droit POA dontle
sommel est situé au centre de la circonf:
rence du grand cercle PAP’ intercepte u
arc PA égal au quart de cette circonférence

SCDLYON 1



o=

t

FIGURES DANS L'ESPACE. — XX+ ET XXI* LECON. 3505

Or, la corde de cet arc est la distance polaire du grand cercle
AB(; donc, etc.

CororLatre III. — On peut obtenir le pdle d'un grand cercle
ABC de la sphére OA, 1° en prenant deux points quelconques
A, B, sur la circonférence ABG, et décrivant, de ces points comme
poles, deux arcs de grands cercles dont l'intersection sera le
point P5 2° en tracant un grand cercle APG perpendiculaire au
cercle ABG, et prenant, & partir du point A, un arc AP égal au
quart de la circonférence APC.

En effet, 1° les angles POA, POB étant
droits d'aprés la construction, la droite PO
est perpendiculaire zux deux rayons OA, OB,
et, par suite, au plan OAB (1, 1II) ; donc le
point P est le pole du cercle ABC.

2° Les deux plans APC, ABC sont perpen-
diculaires par hypothése. Or, la droite OP, située dans le
premier de ces plans, est perpendiculaire 4 leur intersection A€
(6, IT) ; donc elle est perpendiculaire au second, et le point P
est le pole dn cercle ABC.

Cororrame 1IV. — Deux grands cercles sont perpendiculaires
lorsque le pole de l'un est sur la circonférence de I autre. :
Gar le second passe parle diamélre de la sphére perpendi-
culaire au premier (6, I).

THEOREME 1V

Le plan perpendiculaire & Uextrémité d'un rayon de la sphére
est tangent & cette sphére.

Réciproquement, fout plan tangent & une sphére est perpen-
diculaire aurayon du point de contact.

1° Je méne par I'extrémité A du rayon OA dela sphére O le
plan BAC perpendiculaire a celte droite,
et je dis qu'il est tangent & la sphére.

En effet, la distance OD du centre 0 a
un point quelconque D du plan BAC,
autre que le point A, est plus grande que
le rayon OA perpendicu’laire a ce plan

(L,VI); donc le point D est extérieur 4 la sphére, et leplan BAC
AN, — 1B, 20
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n’a par suite que le point A commun avee la surface dela
sphére, c'est-d-dire qu'il est langent & cetle surface.

Réciproquement, si le plan BAC touche la sphére OA au
point A, il est perpendiculaire au rayon OA.

Car tout point D du plan BAC, autre que le point A, étant
par hypothése extérieur a la surface de la sphére, le rayon 04
estla ligne la plus courte qu’on puisse mener du centre 0 au
plan BAC; il est donc perpendiculaire & ce plan (1, VI).

Cororzame I. — Par un point de la surface d'une sphére, on
ne peut mener qu’'un plan langenta cette surface (1, 1V).

Corortame II. — Le point de contact de deux sphéres tangen-
tes est situé sur la droite qui joint leurs céntres. .

Car la perpendiculaire an plan langent, menée par le point
de contact, passe par chacun des cenlres des deux sphéres.

TIHEOREME V

L'angle BAD de deux arcs de grands cercles AB, AD a pour
“mesure l'are de grand cercle BD déerit de son sommet A comme

pole entre ses cotés AB, AD.

Le point A étant le pole de I'arc de grand cercle BD, chacun
des arcs AB, AD est un quadrans, et les
angles au centre AOB, AOD sont droits.
Donc I'angle BOD est 'angle plan corres-
pondant & I'angle diédre BACD, et I'arc BD
qui mesure l'angle BOD, mesureaussi I'angle
BAD formé par les deux arcs de grands
cercles AB, AD (17, I).

Corovraize 1. — Sion prend sur la circonférence BD et dans
le méme sens chacun des arcs BP, DP’, ¢gal a un quadrans,
le point P est un péle de I'arc AB, le point P est aussi un
pole de I'arc AD, et Parc de grand cerele PP’ égale I'arc BD.
Donc angle BAD a pour mesure l'arc de grand cercle qui joint
les poles P et P’ de ses cotés AB, AD,

Corowr.aire I — Le lieudes poles des grands cercles qui
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forment avec le grand cercle BAG un angle égal 4 BAD, est la
circonférence décrite du point P comme pole avec la distance
polaire PP,

Le lieu des diamétres de la sphére, perpendiculaires aux
plans des mémes cercles, est la surface conique de révolution
quiale point O pour cenlre, la droite OP pour axe et la droite
0P’ pour génératrice.

Cororate III.— Si on prolonge les arcs BA, DA au dela de
leur intersection A, les angles BAD, EAF, opposés au sommet,

sont égaux; les angles adjacents BAD, DAE sont supplémen- .

faires.

THEOREME VI

1° Chaque colé d'un triangle sphérique ABC est moindre que
lusomme des deux autres.
2° La somme des trois cotés de ce triangle est moindre que la
arconférence d’un grand cercle.
En effet, soit O le centre de la sphére; les
"QF plans des arcs de grands cercles qui forment
\B,: i le triangle sphérique ABC déterminent un
/

/ angle triédre OABC, dont les angles plans

0
triangle ABC. Or, I'angle plan AOB est moindre que la somme
des deux autres BOG, COA (E, 7,1); donc I'arc AB est aussi
moindre que la somme des arcs BC; CA.

En second lieu, la somme des trois faces AOB, BOC, COA
est moindre que qualre angles droits (E, 7, V); donc le
périmétre du triangle ABC est moindre que la circonférence
d'un grand cercle.

CoroLtame. — Chaque coté d’un triangle sphérique est plus
grand que la différence des deux aulres colés.

Remarque. — La démonstration du théoréme précédent
prouve que chaque propriété de 'angle friédre, relative a ses
faces ou & ses angles, appartient aux cOtés ou aux angles du
triangle sphérique; il existe done une analogie parfaite entre
le triangle sphérique et I'angle triédre. Ainsi, d’aprés le théo-

sont mesurés par les cOtés correspondants du -
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reme VIII de la septidme lecon des figures dans T'espace,
1° chaque angle d’un triangle sphérique, augmenté de deuz an-
qles droits, est plus grand que la somme des deuz autres; 2'ly |
somme des trots angles d'un triangle sphérique est plus grande |
que deuzx angles droits; plus petite que six angles droits ; ek,

PROBLEME 1

Etant donnée une sphére, trouver son rayon.
Je prends deux points quelconques M et N sur la sphér
: donnée. Du point M comme pole, je décris un
arc de cercle avec une distance polaire arbi-
Y traire ; je trace ensuite, avec la méme dislance
polaire et du point N comme pole, un second
arc de cercle qui coupe le premier en un poinf
A également ¢loigné de M et N. Je détermine de méme deux
autres points B, C, également ¢loignés des points M et N. Le
centre de la sphére et les points A, B, G sont compris dans
un méme plan perpendiculaire au milien de la droite MY,
puisque chacun d’eux est a la méme distance des extrémitis
M et N de cette droite (1, VIII); par conséquent, la section que
ce plan fait dans la sphére est un grand cercle.

Je prends ensuile, avec un compas, leslongueurs des cordes
AB, BC, AC, et je construis un triangle avec ces trois droites.
Le rayon du cercle circonscrit & ce triangle est égal au rayon
de la sphére.

PROBLEME 11

Tracer une circonférence de grand cercle par deua poinls
A et B de la surface d’une sphére.

Des points A et B comme poles, je décris
deux arcs de grands cercles; ces arcs se¢ ref-

| contrent au point P, I'un des deux poles di |
grand cercle qui passe par les points A et B
(Il c. ). Je trace ensuite du point P commt |
pole la circonférence du grand cercle AB. 1
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(lororLARE. — Si les points donnés A et B sont les extrémités
d'un diamétre de la sphére, le probléme proposé a une infi-
nité de solutions; car les arcs de grands
cercles décrits des points A et B comme
poles coincident, et tout point de la circon-
férence de grand cercle CDE dont ces ares
font partie est le pole d'un grand cercle pas.
sant par les deux points A et B.

PROBLEME III

Par un point A de la surface d'une sphére, mener un arc de

grand cercle perpendiculaire & une circonfé-

rence de grand cerle donnée CBD.
¢ » Du point A comme pdle, je trace un arc
w de grand cercle jusqu’a la rencontre de la
circonférence CBD, et je décris de leur point
d'intersection P comme péle 'arc de grand cercle AB. Cet arc

est perpendiculaire & la circonférence donnée CBD, puisqu
son pole P se trouve sur cette circonférence (IV).

PROBLEME IV

Diviser un arc de grand cercle en deux parties éqales.
Je détermine sur la sphére deux points C et D qui soient
également éloignés des extrémités de I'arc donné AB, et je
joins ces deux poinfs par un arc de grand
cercle (Prob. II). Le plan de cet arc est
perpendiculaire au milieu de la corde AB

w (4,.VI); il divise - done T'are-en deux. parties
égales.

(onorraire. — I/arc CD divise aussi en deux parties égales
chacun des arcs de pelits cercles qu'on peut mener par les
i%ux points A et B; car tous ces arcs ont la méme corde

Remarque. — La construction précédente sert aussia tracer
un arc de grand cercle DC perpendiculaire au milieu d'un arc
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de cercle quelconque qui joint deux points donmés A et B,
(Théor. 1V.)

PRORLEME V

Tracer le petit cercle déterminé par trcis points A, B, G de
la surface d'une sphére.

Je trace les arcs de grands cercles DE, FG, reSpectncmcnl
perpendiculaires aux milieux des arcs AB, B(
(Prob. IV, Rem.). Ces arcs se renconirent enun
point P également distant des trois points A, B
et C. Je décris ensuite du point P comme pole,
avec la distance polaire PA, une circonférence
de cercle qui passe par les trois points donnés.

Cororrame. — Cefte construction sert & trouver le pole dun
petit cercle donné. ;

REMARQUE SUR LES POSITIONS RELATIVES DE DEUX SPHERES

Deux sphéres, comme deux cercles, peuvent avoir I'une par
rapporl a 'autre cinq positions différentes, auxquelles corres-
pondent les cing théorémes suivants :

1° Si deux sphéres qui n'ont aucun point commun sont exté-
vieures 'une o Uautre, la distance de leurs centres est plus
grande que la somme de leurs rayons.

90 Si deux sphéres se touchent extéricurement, la distance d¢
leurs cenlres est égale & la somme de leurs ragons.

5° Lorsque deux sphéres se coupent, 1° la distance de leurs
centres est moindre que la somme de leurs rayons et plus grande
que la différence des mémes rayons; 2° la ligne d'intersec
tion de leurs surfaces est une circonférence située dans ui
plan perpendiculaire & la droite qui joint les centres de cé
spheres. 1

4 Lorsque deux sphéres se touchent intérieurement, la dis
tance de leurs centres est égale & la différence de leurs rayons.

5° Si deux sphéres, qui w'ont aucun point commun sont mté
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rieures I'une & I'autre, la distance de leurs centres est moindre
que la différence de leurs rayons.

La démonstration directe de ces théorémes est identique a
celle que j'ai donnée pour les théorémes correspondants du
cercle (P., 14). Je ferai remarquer néanmoins que ces théo-
rémes sont évidents, sil'on considére les deux sphéres comme
engendrées par deux cercles situés dans le méme plan, et
tournaint autour de la droite qui passe par leurs centres.

Pour démontrer le second cas du troisiéme théoréme, je
prends deux sphéres qui se coupent, puis je méneun plan par
leurs centres A, B, et par un point quelconque
G de Jeur interseclion, ce plan détermine deux
grands cercles AM, BN, dont les circonférences
se rencontrent au point C. Cela posé, si je fais
tourner le plan ABC sur la droite AB comme
axe, chacune des circonférences AM, BN en-
gendre la surface sphérique qui lui corres-
pond, et le point G décrit un paralléle commun & ces deux
surfaces de révolution; par conséquent, les sphéres AM, BN
se coupent suivant ce paralléle.

Les réciproques des cing théorémes précédents sont évi-
dentes.

PROBLEMES

1. Quel est le lieu géométrique des centres des sections faites
dans une sphére par des plans passant : 1° par une droile don-
née; 2° par un point donné?

2. La somme des aires des cercles, suivant lesquels les trois
faces d'un angle triédre trirectangle coupent une sphére, est
constante pour une position donnée du sommet de cet angle
triédre. . .

La somme des carrés des distances du sommet de I'angle
triédre aux six points ot les trois arctes de cet angle ren-
contrent la surface de la sphére, est aussi constarte.

3. Quel est le lieu géométrique des points de I'espace, tels
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que le rapport des distances de chacun d’entre eux a deux
* points fixes soit constant?

4. Quel est le lieu géométrique des points de 'espace éga-
ment éclairés par deux lumidres d'inégale intensité?

5. Les tangentes menées & une sphére par un point extéricur
sont égales. — Le lieu géométrique de ces tangenles est une
surface conique de révolution, et celui des points de contact est
une circonférence située dans un plan perpendiculaire & la
droite qui joint le centre de Ia sphére au point donne.

6. Trouver un point tel qu’on voit de ce point trois sphéres
données sous le méme angle.

7. Quel est le lien géométrique des centres des sphéres qui
coupent deux sphéres données suivant des grands cercles?

8. Quel est le lieu géométrique des centres des sphéres qui
coupent trois sphéres données suivant des grands cercles?

9. Mener par une droite donnée un plan tangent & une
sphére.

10. Les plans qui touchent deux sphéres extérieurement
rencontrent au méme point ladroite menée par leurs centres.
— Il en est de méme des plans qui touchent deux sphéres in-
térieurement.

11. Mener par un point donné un plan tangent a deux
sphéres.

12. Mener un plan tangent & trois sphéres.

13. Mener par une droite un plan qui coupe deux sphéres,
de maniére que les rayons des sections soient proportionnels.
a ceux des sphéres.

14. Mener par un point un plan qui coupe trois sphéres de
maniére que les rayons des sections soient proportionnels &
ceux des sphéres.
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ProGRAMME : Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulidre,
tournant autour d’un axe mené dans son plan et par son centre. — Aire
de la zone, de la sphere entiere.

DEFINITIONS

1. On appelle ligne brisée réquliére une ligne brisée, plane
¢t convexe, dont les cotés sont égaux et les angles égaux.

Toute ligne brisée réguliére peut étre inscrite dans le cercle
ot lui étre circonscrite, comme le périmétre d'un polygone
régulier, dont elle différe en:ce que son angle au centre n’est
pas généralement une partie aliquote de quatre angles droits
(05275 1),

Une ligne brisée réguliére a un centre, un rayon et un apo-
héme qui sont le centre et les rayons des cercles circonscrit et
inscrit. On donne aussile nom de diamétre a toute droite
menée par son centre.

Pour inscrire une ligne brisée réguliére dans un arc de
cercle, il suffit évidemment de diviser cet arc en un nombre
quelconque de parlies égales, et de tracer les cordes des arcs
conséeutifs (P., 27, II).

2. La portion de plan comprise entre une ligne brisée régu-~
litre et les deux rayons extrémes de cette ligne se nomme
secteur polygonal réqulier,
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THEOREME I

Si Uon fait tourner sur une droite indéfinie xy, comme ax,
une droite limitée AB qui soit dans le méme plan avec l'aze o {
d'un méme coté de cette ligne, la surfacc de révolution qu'ell,
engendre a pour mesure le produit de la génératrice AB par |y
circonférence que décrit le miliew M de cetle droite.

La droite AB peut avoir trois positions
différentes par rapport & 'axe xy.

1° Je suppose AB paralléle & ay, o
A8 b ¥ jahaisse des points A, B, M, les perpendi
culaires AC, BD, MO, sur I'axe. Dans sa révolution autour deay,
le rectangle ABCD engendre un cylindre droit & base circulair
dont la ligne AB décrit la surface convexe; on a donc (16, lI):

surf. AB = AB >< cir. OM.

2° Si la droite AB n’aancun point commun avec I'axe, sans

. -, lui ¢tre paralléle, j'abaisse encore les per

r pendiculaires AC, BD, MO sur zy. Le tr-

__péze ABCD, en tournant autour de zy, en-

£ ¢ % » Y gendre un tronc de cone droit, & hass

paralléles, dont la ligne AB décrit la surface convexe ; dés lors

on a aussi (14, 1V, ¢):

surf. AB = AB ><¢ir. OM.

3° Lorsque 1'une des extrémités de AB, par exemple A, el

située sur 'axe 2y, la perpendiculaire B

s détermine un triangle rectangle AB qu

A __engendre un céne droit en tournant autour
f ® Y de oy. La ligne AB décrit la surface con
vexe de ce cone, par conséquent on a encore (14, III, ¢.):

surf. AB = AB ><eir. OM.

A M

THEOREME II

La surface engendrée par une ligne brisée réguliére BCIE,
tournant autour d'un diamétre xy qui ne la coupe pas, a pou
mesure le produit de la circonférence inscrite dans la ligne bre |
sée par la projection KP de cette ligne sur I'aze. |
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Soient O le centre et OG I'apothtme de la ligne brisée régu-
licre BCDE; celte ligne, en tournant auteur de son diamétre
zy, décrit une surface égale & la somme des surfaces engen-
drées par ses cotés BE, CD, DE.

Je méne par le milieu G du coté BG la droite GH perpendi-
culaire & I'axe zy, et j'ai, d’aprés le

o [ théoréme précédent :
[y s surf. BC = BC >< cir. HG.
: Pour transformer celle mesure, je

e O ¥V {ire les droites BK, CL, perpendicu-’

laires 4 I'axe ay, et la droite BM paralléle au méme axe. Les
triangles rectangles BCM, GOII sont semblables, parce qu’ils
ont leurs cotés perpendiculaires chacun & chacun (P., 24,V);
il en résulte que
BC 0G _ cir. 0G
| BY —IC ~ or. IG°
0On a dés lors
BC >< cir. HG = BM >< cir. 0G,
et, par suite,
surf. BC=BM x< cir. 0G,
ou bien, & cause de I'égalité des droites BM et KL,
surf.BC = KL >< cir. 0G.
Soient LN et NP les projections des cotés CD, DE, sur I'axe
de rotation; on démontrerait, par un raisonnement analogue

au précédent, que
surf. CD = LN >< cir. OG,
et surf. DE = NP >< cir. 0G.

En ajoutant les trois égalités précédentes, membre & membre,

et remarquant que la somme sw f. BG - surf. CD - surf. DE

w'est autre que surf. BCDE, on Lrouve :
surf.BCDE = (KL + LN+ NP) >< cir. 0G,
ou surf. BCDE = KP >< cir. 0G.

Corowwarre I. — La surface engendrée par un demi-polygone
régulier ABCEF d'un nombre pair de cdtés, tournant autour de
son diamétre AF, a pour mesure le produit de la circonférence
inscrite dans ce polygone par le diamétre du cercle circonseril.
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Car la projection du demi-périmétre ABCEF sur I'axe est |e
diamétre AF du cercle circonscrit au polygone.

CoroLrare II. — L’'égalité

surf.BC = KL >< ¢ir. 0G,

précédemment démontrée, conduit a ce théoréme : La surface |
déerite par une droite BC qui tourne autour d'un axe xy, situé
dans le méme plan, a pour mesure le produit de la projectionKL,
de cette droite sur U'axe par la circonférence dont le rayon est
égal & lo perpendiculaire GO, élevée au miliew de la droite BC
jusqu’'a la rencontre de l'axe.

THEOREME IIT

Une zone a pour mesure le produit de sa hauteur par la
circonférence d'un grand cercle.

Je considére la zone engendrée par I'arc de cercle BD tour-

» nant autour du diamétre AM ; soit EF sa hauteur,

/ﬁlé E que je détermine en abaissant des extrémités de
°f I'arc BD les perpendiculaires BE, DF sur I'axe AM.
o\ ‘; J'inscris ensuite dans I'arc BD la ligne brisée ré-

k guliére BCD, dont I'apothéme est OI. La surface

—  que décrit cette ligne en tournant autour de AM

est évidlemment moindre que la zone BD qui I'enveloppe de
toutes parts, et leur différence diminue de plus en plus, si je
double indéfiniment le nombre des cotésdelaligne inscritedans
l'arc BD ; la zone BD est donc la limite vers laquelle tend la sur-
face décrite parlaligne brisée BCD, lorsque le nombre des cotés
de cette ligne croit indéfiniment, Or, quel que soit le nombre,
la surface engendrée par la ligne brisée réguliére BCD a pour
mesure le produit de la projection EF de cette ligne sur l'axe
par la circonférence inscrite OI (I); par conséquent, la zone
a aussi pour mesure le produit desa hauteur EF par la circon-
férence du cercle OA, c'est-i-dire par la circonférence d'un
erand cercle de la sphére dont la zone BD fait partie.

Corortame I. — Soient H la hauteur de la zone et R le rayon
de la sphére, on a .

soneé= 2z ><1l.
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Cororvaire II. — Dans la méme spheére, ow dans des sphéres
dgales, deux zones soni proportionnelles & leurs hauteurs.

THEOREME 1V

La surface d'une sphére a pour mesure le produit de son dia
métre par la circonférence d'un grand cercle.
Soit la sphére engendrée par le demi-cercle ABG
L , lournant autour de son diametre AG; la demi-cir-
. conférence ABG étant la somme des deux arcs AB,
' BG, la réunion des deux zones engendrées par ces
\IG arcs forme la surface de la sphére. On a (II) :
zone AB= AE >< cir. CA
et zoneBG = EG >< cir.CA;
si l'on additionne ces égalités membre & membre, on trouve :
surf. sph. CA = (AE -+ EG) >< cir. CA
el, par suite,

A

surf.sph. CA = AG >< cir. CA.
Corortatre I. — Soient R le rayon d'une sphére, D son dia-
métre et S sa surface, on a :
S=2Rx<2zR=4xR%
Il résulte de cette valeur deS quela surface de la sphére est
dule & quatre fois U'aire d'un grand cercle (., 34, 1I).
On a aussi :
, S=Dx<zD==D%
Cororcae Il — Les surfaces de deux sphéres sont propor-
tionnelles aux carrés de leurs rayons ou de leurs diaméires.

PROBLEMES

1. $il’on inscrit dans un demi-cerele un demi-polygone ré-
gulier d'un nombre pair de cotés, et qu'en lui circonscrive un
demi-polygone semblable, la surface de la sphére engendrée
par le demi-cercle tournant autour de son diamétre sera
moyenne proportionnelle entre les surfaces engendrées par les
deux polygones.
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9. Toute zone 4 une base est équivalente & un cercle ayan| |
pour rayonla corde de I'arc qui engendre la zone. Ce théoréme
est-il applicable & une zone a deux bases?

3. Exprimer la surface d’une sphére en fonclion de la cir-
conférenced ungrand cercle. — LEvaluer en myriamétres carrés
la surface de la terre supposée sphérique.

4. Circonscrire A une sphére un cone droit dont la surface
convexe soil le double de la base.

5. Inscrire dansune sphére un cylindre droit dont lasomme |
des deux bases soit le double de la surface latérale.

6. Inscrire dans une sphére un cone dontla surface convexe
soit équivalente & celle dela calotle sphérique qui est terminée
au méme cercle.

7. Couper une sphére par un plan tel que la section soit
équivalente a la différence des deux zones dans lesquelles ce
plan partage la surface de la sphére.

8. Couper une sphére par un plan tel que I'aire d’un grand
cercle soit moyenne proportionnelle encwre les deux zones que
ce plan détermine.

9. Couper une sphére par deux plans paralléles également
éloignés du centre de la sphére, de manicre que la somme des
aires des deux seclions soit e"ale a l'aire de la zone comprise
entre les deux plans.

10. Inscrire dans une sphére un cone dont la base soit équi-
valente 4 la moitié de la surface convexe.

11.Un cone équilatéral élant inscrit dans une sphére, déter
miner entre quelles limites peut varier la différence des sec-
tions faites dans ces deux corps par un plan parallele a la base
du cone. — Dans quelle position du plan sécant la différence
des deux sections est-elle ¢gale aux deux tiers de I'aire d'un
grand cercle de la sphére?

Remarque. — La plupart des problémes précédents sont
d’excellents exercices sur les équalions du second degré.
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pposranE ¢ Mesure du volume engendré par un friangle tournant autour d'un
axe mené dans son plan par un de ses sommets. — Application au secteur
polygonal régulier tournaut antour d'un axe mené dans son plan et par son
centre. — Volume du secteur sphérique, de la sphére entiére et du segment
sphérique.

DEFINITIONS

1. Le volume engendré par un secteur circulaire DCE tour-

nant autour du diamétre AB qui lui est exlérieur,

. &' sappelle secteur sphérique. Il a pour base la zone
x ’l que déerit I'arc DE du secteur circulaire.

2. Un polyédre est circonscrit & une sphére,
lorsque chacune de ses faces est tangente a la
sphére. On dit réciproquement que la sphére est
uscrite dans le polyédre.

Au contraire, un polyédre est inscrit dans une sphére, lors-
que tous ses sammels sont des points de la surface sphérique.
La sphére est alors circonscrite.

G

B

THEOREME I

Le volume du corps engendré par un triangle ABC qui
tourne autour d'une ligne droite xy, mende dans le plan de
i triangle par son sommet A, sans traverser sa surface, est
fal au tiers de la distance du sommet A au coté opposé BC;
Multiplié par la surface que décrit ce coté en tournant autour
le l'aze xy.

Le triangle ABC peut avoir trois positions différentes par
Tapport & I'axe xy.

1*Je suppose le coté AB situé surl’axe, etjabaisse du som-
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met opposé € la perpendiculaire CE sur ce cdté. Le volum
¢ engendré par la révolution du triangle
D ABC est égal a la somme ou & la diffp.
A rence des cones droits engendrés par les
#=—i— ¢t 5 y triangles rectangles ACE, BCE, tournan|
autour de zy, selon que la perpendiculaire CE est & lint.
rieur ou & l'extérieur du triangle AB(,
Or,ona (14, V) : '
cone ACE = 1 = CE*>< AR,

=CE*><BE; |

c

1

(2 TS

et cone BCE =

par conséquent, on a aussi :
vol. ABC= ;= CE* >< AB.

Cela posé, jabaisse du sommet A'la perpendiculaire AD sur |
le colé opposé BC, et jeremplace dans Vexpression precédent:
du volume ABC le produit AB >< CE par le produit BC >< 4)
qui lui est égal ; car chacun de ces produits exprime le doubl
de I'aire du triangle ABC (P., 30, V). Il en résulte que

vol. ABC = 3 = CE>< BG>< AD.

Or, la surface convexe du cone BCE a pour mesure =GE B
(14, 11I); on a donc :
vol. ABC = surf. BC>< %AD.

9° Si aucun des cotés AB, AC ne coincide avec l'axe, le colé
CB opposé au sommet A peul rem
o contrer I'axe, ou lui étre paralléle. Jo
%!{\ suppose d'abord que le prolongement
de CB rencontre xy au point F, d

j'abaisse du sommet A la perpendici-
laire AD sur CB. Le triangle ABC égale dés-lors la différence
des friangles ACF,ABF, et le volume qu’il engendre en tour

nant sur 'axe 2y égale aussi la différence des volumes enger-
drés par les triangles ACF, ABF. Or,

vol. ACF = surf. CF >< 5 AD,

et vol. ABF = surf. BE ><1 AD,
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) on a donc

i vol. ABC= surf. BG>< 5 AD,

5 5° Le theoréme précédent étant vrai, quelque petit que soit
1l ' l'angle que le coté BC fait avec l'axe, on

’ peut en conclure qu'il est encore vrai lors-

quecet angledevientnul, ¢’est-t-direlorsque
sw—y BG devient paralléle & ay.

Au resle, voici une démonstration directe
| decethéoréme dans le cas du parallélisme des droites BC etxy.
Jabaisse des extrémités de BC les perpendiculaires BH, (G sur
1y, et je fais remarquer quele volume engendré par le triangle
ABC, tournant autour de xy, est la somme des volumes engen-
p | dréspar les triangles ABD, ACD. Or, le cone engendré par le
o triangle rectangle ABH est égal au tiers du cylindre engendré
I par le reclangle AUBI (16, 111, c); donc le triangle ABD en-
o gendre, dans sa révolution autour de I'axe ay, un volume égal
aux deux tiers du méme cylindre ADBH. Je démentrerais de
méme que le volume produit par la rotation du triangle ACD
autour de 2y est égal aux deux tiers du cylindre produit par
larotation du rectangle ADCG autour du méme axe; par con-
séquent, le triangle ABC engendre un volume égal aux deux
tiers de la somme des cylindres engendrés par les rectangles -
ADCG, ADBH, ¢’esl-a-dire égal aux deux tiers du cylindre en-
gendré par le rectangle BCGH. On a dés lors : -

i vol. ABG= 2 =AD*><BC,

I Mais la surface convexe du cylindre BCGH a pour mesure
1 %AD><BC (16, I1); on a donc:

vol. ABC=surf. BC3<} AD.
; Cororraime. — Sile triangle ABC est isocéle, et que la droite
i Yo MN soit la projection du coié BG sur l'axe

| X\B zy, on a (19, II, ¢) :
iy / surf. BC—MN >< cir, AD.
‘TW )y — -y etpar suite, :
| vol. ABC = = AD* ><MN.
. Par conséquent, le volume engendré par un triangle isocéle qui

AN — friw, 21
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tourne autour d’'un azxe, situé dans son plan et passant par son
sommet sans traverser sa surface, est égal aux dewx tiers de Iy
\m‘o'jeclion de sa base sur ['aze, multipliés par U'aire du cercle
Q.4 a pour rayon la hauteur de ce triangle.

THEOREME 11

Le volume du corps engendré par un secteur polygonal régu- ‘
lier OBCDE qui tourne autour du diameéire Xy, extérieur o s
surface, est égal au produit de la surface que décrit le péri
métre BCDE du secteur polygonal par le tiers de son apotheme.

Soient O le centre et OG 'apothéme de la ligne brisée ré:

gulicre BCDE; je tire les rayons
o 0C, OD, qui décomposent le sec
4 9&\\ \ teur polygonal OBCDE en (rian
(_[\\\ \ gles isoceles. Dans sa révolution
AL —o W 7 aulour de I'axe xy, cc secteur er
gendre un volume égal & la somme
des volumes engendrés par les triangles isoctles OBC, BLD,
ODE. On a dés lors (1) :
vol. OBC = surf. LG X%OG,
vol. OCD = surf. €D < ; OG,
et vol. ODE = surf. DE>< 1) 0G;
en ajoutant ces ¢galilcs membre & membre, on trouve qué
vol. OBCDE = (surf. BC— surf.CD <+ surf. DE) %OG,
ou
vol. OBCDE = surf. BCDE >< 3 @G-

Conoreae I — Soit LM la projection de laligne brisée régl-

litre BGDEsur axe ay, on a (19, 1) =

surf. BCDE = LM >< cir. OG,
et, par suite,

vol. OBCDE = 270G >< LM.

Par conséquen!, le volume engendré par le secteur POuygont|
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réqulier OBCDE tournant autour du diamétre xy, extérieur & sa
surface, est égal aux deux tiers du produit de la projection de la
ligne brisée réquliére BCDE sur U'axe xy par Uaire du cercle
inserit dans celle ligne.

CoroLtaire Il. — Le volume engendré par un demi-polygone
réqulier ABCDE d'wii nombre pair de cotés, tournant autour de
son diamétre AF, est égal aux deux liers du cercle inscrit par
le diamétre du cercle circonscrit.

Car la projection AF du périmétre ABCDEF sur I'axe n'est
aulre que le diamétre du cercle circonscrit au polygone.

THEOREME III

Le volume d'un secteur sphérique est égal au produit de la
sone qui lui sert de base par le tiers du rayon de la sphére.

Je considcre le secteur sphérique engendré par le secteur
circulaire AOD tournant autour du diawnétre AE,
et J'inscris la ligne brisée régulicre ALCD dans
l'arc AD. Le volume engendré par le secteur poly-
gonal régulier OABCD, tournant autour de I'axe
AE, est moindre que celui du secteur sphérique
qui lui est circonscrit, et la différence de ces vo-
lumes diminue de plus en plus, si je double
Indéfiniment le nombre des colés de la ligne brisée régulicre
ABCD; le secteur sphérique AOD est donc la limile vers la-
quelle tend le volume engendré par le sccteur polygonal,
lorsque le nombre des colés de ce secteur croit indéfiniment.
Or, quel que soitle nombre, le volume engendré par le sectenr
polygonal OABCD est égal au produit de la surface que décrit
la ligne brisée ABCD par le tiers de son apothéme OL (1I). Par
conséquent, le volume du secteur sphérique AOD cst aussi
¢gal au produit de la zone que décrit I'arc AD par le tiers du
rayon OA de cet are, c'est-d-dire par le licrs du rayon de la
sphere dont le secteur sphérique AOD fait partie.

Cororrame. — Soient R le rayon de la sphére et Il la hauteur
de la zone qui sert de base au secteur sphérique, ona (19, I1I) :

zone H = 2zR < I,
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0

et, par suile,
sect. sph. R= %xRixH.

Donc un secteur sphérique a aussi pour mesure les dewx tiers
du produit de la hauteur de la zone qui lui sert de base par
Paire d'un grand cercle de la sphere.

THEOREME IV

Le volume d'une sphére est égal au produit de sa surface por

le tiers durayon.
Soit la sphére engendrée par le demi-cercle ABD,

A
BQE tournant autour de son diamétre AD; je tire un
~l¢ rayon quelconque (B, et je considére la sphér
comme la somme des secteurs sphériques engen-
o drés par les deux secleurs circulaires ACB, BCD.
Or, on a (HI) :
sect. sph. ACB = zone ABX%CA,

~G

et sect. sph. BCD =zone BDX%CA.

1l en résulte que
sphére GA = (zone AB —+ zone BD) é CA,

ou sphére CA = surf. sphér. CA>< %CA :

Conowame I. — En désignant par R le rayon de la sphére,
par D son diamellre et par V son volume, on a:

e S e
V == d‘ﬁBEX—S:;ﬁR“’

: hgh o
et V:ﬁD”XEZE';D.

Conotaie 11, — Les volumes de deua sphéres sont propor
tionnels aux cubes deleurs rayons ou de leurs diamelres.

THEOREME V

Le volume d'un polyédre convexe, circonscrit & une sp héne, o |
égal au produit de sa surfacepar le tiers du rayon de la sphert]
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(ar, si 'on meéne un plan par le centre de la sphére et par
chacune des aréles du polyédre, onle décompose en pyramides
q'on peut considérer comme ayant pour bases les différentes
faces du polyédre, et pour sommet commun le centre de la
sphére. Or, chacune de ces pyramides a pour mesure le pro-
duit de sa base par le tiers de sa hauteur, c¢'est-i-dire par le
tiers du rayon de la sphere (10, V); done, ete.

CorotLARe. — Les volumes de deux polyédres convexes, cir
conserits & la méme sphére ow & des sphéres égales, sont pro-
portionnels & leurs surfaces.

THEOREME VI

Le volume engendré par un segment circulaire BMD, tournant
sur-le diamétre AN qui lui est extérieur, est égal a la moilié
dw volume d'un cone dont la base a pour rayon la corde BD du
seqment, et dont la hauteur est égale & la projection EF de cetle
corde sur Paxe Al

Le segment circulaire BMD éfant égal & la diffé-
rence du secleur circulaire CBMD et du triangle
e CBD, le volume qu’il engendre en tournant sur
AH comme axe est égal a la différence des -
lumes engendrés par le secteur circulaire el le
triangle. Or, on a (E, 20, III) :

vol. CBMD = 2+CD* < EI';
s0il GG la hauleur du (riangle isocéle CBD, on a pareilleinent
(80, Jyec.). ¢ '

vol. CBD = 2 =(G? >< EF,

done vol. BMD = 2=(CD*— (6?) >< EF;
mais, le triangle CDG étant reclangle, il en résulle que
oDt 06t =Der = 22
4

on a, par conséquent,
vol. BMD = { =BD* S< EF.

Remarque. — Sile segment circulaire est égal & un demi-
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cercle, le volume qu’il engendre est celui de la sphére, et I'on
a, en remplacant BD et EF par AH dans la formule préce-
dente,

sphere CA = ¢=AIP,

expression déja trouvée pour le volume de la sphére en fone.
tion de son diamétre.

THEOREME VIL

Le volume d’un segment spheérique est égal & celui d'une
sphére qui a powr diamétre la hautewr du seqment, augmenté de
la demi-somme des volumes de deux cylindres ayanl pour hau-
teurs et pour bases la hauteur et les bases du seqment.

Soient BE et DF les rayons des sections circulaires faites dans

. la sphére CA par deux plans perpendiculaires au
Mﬁ diamélre AG, la droite EF estla hauteur du seg-
i |F ment sphmque qui a pour hases les deux cercles
BE et DF.
Le volume du segment sphérique EF est égala
¢ la somme des volumes engendrés par le segment
circulaire BMD et par le trapéze EBDF. Or, on a :

vol. BMD = 3 =BD* ><EF,
et vol. EBDF = & =(BE*+ DF* 4+ BE >< DF)LF;
par conséquent,
seg. sph. EF = L= (BD*+ 2BE? + 2DI* + 2BE ><DF) EF.
En abaissant du point B la perpendiculaire BII sur DF, et re-
marquant que le triangle BDH est rectangle, on trouve :
BD*=DBII*+ DI*=Ei**+ (DF— BE)?,
ou BD*=EF*+DF*+ BE* — 2BE ><DF,
“ion substilue cette valeur de BD* dans l'expression précé-
dente du volume du segment sphérique EF, ona :

seg. sph. EF = § ~(EF* + 3BE* + 3DF*) EF,
ou seg. sph.EF = %:EF‘—!—%, (=BE* >< EF + =DI"® >< EF).
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Or, le terme %:EF* exprime le volume de la sphére dont le

diameélre est ¢gal & la hauleur EF du segmenl sphérique, et
les produits =BE* >< EF, =DI"* >< EF sont les mesures des deux
cylindres ayant pour hauteur la droile EF et pour bases les
cercles BE, DI'; donc, elc.

CoroLraire. — Si la base BE du segment sphérique est nulle,
c'est-a-dire sile plan BE perpendiculaire & 'axe AG devient
tangent & la sphére, le seyment sphérique ADF, & une seule
base, est égal & la sphére qui @ pour diamétre la hauteur du,
segment, plus la moilié d'un cylindre de méme base et de méme
hauteur que ce segment.

Car,ona -

seg. sph. ADF = ! zAF* 4L -DF* 5< AF.

PRODLEMES.

1. SiI'on joint par une ligne droite les milieux de deux
cétés d'un triangle, et qu'ensuite on le fasse tournerautour du
troisitme coté, quel sera le rapport des volumes engendrés
par les deux parties de ce {riangle?

2. Exprimer le volume d'unc sphére en fonction de la cir-
conférence d’un grand cercle.

Calculer le volume et le poids de la terre supposée sphéri-
que, en sachant que sa densité moyenne est égale a 5 } d'aprés
Gavendish.

9. La surface du cylindre circonscrit & une sphére est
moyenne proportionneltle entre les surfaces de la sphére et
du cone équilatéral circonscrit.

La méme relalion existe entre les volumes de ces trois corps.

4. Les diamétres de la terre, []L la lune et du soleil élant

proportionnels aux nombres 1 3 ot 112, quels sont les vo-

11
lumes de la lune et du soleil, si I'on prend celui de la terre
pour unité?

9. Démontrer que si I'on fait tourner un parallulorrramme
successivement aulour de deux cotés non paralléles, les vo-
lumes engendrés seront en raison inverse de ces colés.
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6. Couper une sphére par un plan qui divise en deux parties
équivalentes le secteur sphérique, ayant pour base la plus
pelite des deux zones dans lesquelles ce plan décompose la
surface de la sphére

7. Inscrire dans un demi-cercle un friangle rectangle tel
que le volume qu’il engendre en tournant autour de son hypo-
ténuse ait un rapport donné avec celui de la sphére décrite par
le demi-cercle. — Maximum de ce rapport.

N DE LA GEOMETRIE DANS L’ESPACE.
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NOTIONS
SUR QUELQUES COURBES USUELLES

PREMIERE, DEUXIEME, TROISIEME
ET QUATRIEME LEGON

Procramye ¢ Définition de Vellipse par la propriété des foyers. — Tracé de la
courbe par points et d'un mouvement continu. — Axes. — Sommets. —
Rayons vecteurs.

Définition générale de la tangente a urle courbe. — Les rayons vecteurs meneés
des foyers 4 un point de 'ellipse font, avec la tangente en ce point, et d'un
méme-cOté de cette ligne, des angles égaux.— Mener la tangente & l'ellipse:
{° par un point pris sur ellipse; 2° par un point extérieur. — Normale
a 'ellipse.

HYPERBOLE. — Propriétés principales de cette courbe.

DEFINITIONS

1. Deux points @ et @' sont symétriques par rapport & une
ligne droite xy, lorsque cette droite est per-
pendiculaire au milieu de celle qui joint les

e, 13 points @ et .
= Onappelleaxe desymétrie d'uneligne courbe,
ou simplement aze, une ligne droite par rap-
y porta laquelle les points de cette courbe sont
symétriques deux a deux.
Un axe de symétrie d'une courbedivise dés lors celte courbe
en deux parties égales, c’est-a-dire superposables.
2. Deux points a et ' sont sumétriques par rapport & un
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troisiéme c. lorsque la ligne droite qui joint les points a et o
est divisée par le point ¢ en deux par-
ties égales.

On nomme cenire de symétrie d'une |
ligne courbe, ou simplement centre,
un point par rapporl auquel les points de celte courbe sonf
symétriques deux 2 deux. Si une ligne courbe a un centre,
les cordes qui passenl par ce point sont divisées par luien
deux parlies égales. En effet, chacune de ces droiles coupely
courbe en deux poinls symétriquement placés par rapport au
cenlre.

Lorsqu’une ligne courbe a un axe et un centre, I'axe pass
par le centre; car il divise en deux parties égales la corde
menée perpendiculairement & sa direction par ce point.

5. Toute ligne droite qui passe par le centre d’une ligne
courbe se nomme diamétre.

4. On appelle tangente a une ligne courbe, en un poinl

donné B, la limite BE des positions

a C a’

e

7 que prend une sécante BG, lorsquion

LG la fait tourner autour du point B de

*‘//“// g s man.iére qu’'un second point d'inle-r-

3 section C se rapproche du premie
/

jusqu’a se confondre avec lui. L
point B sc nomme point de contacl,

Si laligne courbe considérée ne peut étre coupée qu’en den
poinis par une ligne droile, sa tangente n'a qu'un point cor
mun avec elle. Mais il est faux de dire réciproquement qu'un
ligne droile, quin’a qu’un point commun avec une courhe, Lui
soit tangente, méme lorsque cette courbe ne peut clre couptt
qu'en deux points par une ligne droite. Nous en trouveror
des exemples dans I'étude de ’hyperbole et de la parabole.

5. On désigne sous le nom de normale la perpendiculai:
menée par un point quelcongque d’une ligne courbe sur I
tangenle en ce point.

6. On appelle ellipse une courbe plane telle que la somm
des distances de chacun de ses poinls & deux points fixes ['é
I”, situés dans son plan. est constante.
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Les points fixes F, F” sont les foyers de D'ellipse, el les lignes
HEEEH droiles M, FM', qui joignentles foyers

courbe, sont les rayons vecteurs de ce

A point. — La dislance 'l se nomme
excentricité.

Deux ellipses qui ont les mémes

foyers sont dites homofocales.

PROBLEME 1.

Décrire par poinls, o d'un mouvement continu, une ellipse
dont les foyers 2t la somme des rayons vecteurs d'un point quel-
conque sont donnes.

1° Tracé par points.

Soient [, I’ les foyers de l'ellipse
qu'il sagit de tracer, ct MN une ligne
droile égale & la somme des rayons vec-
teurs d'un point quelconque de celte
courbe. Je prends sur la ligne droite FF,
- de chaque cdlé du milicu G de celle
ligne, les longucurs-CA, CA’ égales a la
moilic de MN; les distances FA, FA’ sont

4 un point quelconque M de ecetle

par suite égales entre elles, et les points A, A” appartiennent -

aTellipse; car chacune des sommes FA + ["A, FA” + F"A” est
égale & AA’ ou MN. Pour conslruire d'autres poinis de cette
courbe, je divise la distance AA’ en deux parties quclconques
04, 0A’, et je décris des poinls F, I, comme centres, avec les
rayons 0A, OA’, deux arcs de cercles. Si ces arcs se coupent,
leurs interSections D, D’ appartiendront a V'ellipse, puisque la
somme des rayons veeleurs de chacun de ces poinls est ¢gale
4 0A -+ OA” ou MN. Afin d'éviter des essais inutiles, je vais dé-
terminer entre quelles limites il faut prendre le point O pour
que les cercles OA, OA’ se coupent constamment.

La somme AA’ ou 2CA des rayons 04, 0A’ de ces cercles est,
par hypothése, plus grande que la distance FF’, ou 2CF’, de
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Jeurs centres; il suffit donc que les rayons satisfassent & Iing.
g y galité suivante :

0A — 0A << 3CK,
.y pourquil yait intersection (P., 14,1V},

A\ En remarquant qu’on a ausst
0A’ 4 0A = 2CA,

et ajoutant ces deux relations membre

AR
c' 0 F

},\—\: < a membre, on trouve
4 : 90A’ < 2CF + 2CA,
¢’est-a-dire 0A? << AT
on a, par suite 0A > AF.

La droite AF est doncle minimum des rayons vecteurs de I'el-
lipse, et la droite AF’leur mazimum. I en résulte que le point
0 doit toujours étre compris entre les deux foyers I, I'.

Cela posé, je prends un second point 0" sur la droite I’ of
je décris des points F, ', comme centres, avec les rayons (A,
0’A’, deux ares de cercles qui font connaitre par leurs infer- :
seetions deux autres pointsdel'ellipse. Apres avoir déterminé
de celte maniére un assez grand nombre de points de cell
courbe, je les unis par un trait continu qui dif(érera d’autant
moins de Dellipse que ces points seront plus nombreux et, par
suite, plus rapprochés les uns des aulres.

Remarque. — On peut abréger la construction précédente
en déterminant quatre points de letlipse avee les mémes
rayons. : :

En effet, aprés avoir tracé du point I' comme centre avec ¢
rayon OA et du point F” comme centre avec le rayon OA’ deu
arcs de cercles qui se coupent aux points D et D', je décris du
point F, comme centre avec le rayon 0A’, et du poin{ F" commt
centre avee le rayon OA, deux autres arcs de cercles, dont 1es
intersections D" et D sont encore des points de L'ellipse. Ie
systéme des deux rayons 0A, OA’ seri donc & déterminer les
quatre points D, I, D, D" de celte courbe.

Lorsqu’on applique ce mode de conslruction, il suffit deco?
sidérer les positions du point0 sur l'une des moitiés defF
par exemple CF; car si on prend sur la droite CF" une lon-
gueur C0” égale & CO, les segments 0"A’, 0"A de laligne AV |
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sonl 6gaux respectivement 2 0A et OA’. Les points 0” et O, qui
sont symétriques par rapport au milieu C de FF’, donnent donc
le méme sysléme de rayons.

9° Traeé d'un mouvement continu.

On atlache aux foyers F, F’ les ex-
trémités d'un fil FME” flexible et inex-
tensible, dont la longueur soit é¢gale &

A la somme des rayons vecteurs d'un
point quelconque de l'ellipse. On tend
d'abord ce fil d'un cdté de la ligne
droite FF’, par exemple au-dessus, en

appliquant contre lui une pointe ou un crayon; puis on fait
glisser la pointe sur le plan, de maniére que le fil soit toujours
tendu. L'arc de courbe ABA’ que I'on trace ainsi-cst une por-
tion d'ellipse, car la somme des distances de chacun dé ses
points aux deux foyers F, ¥’ est conslamment égale a la

“longueur du fil. Pour décrire 'autre portion AB’A’ de Vellipse,

on tend le il de l'autre coté de la ligne droite F, et I'on re-
commence 4 faire glisser la pointe le long du fil. Il résulte
¢videmment de ce mode de construction que l'ellipse est une
courbe fermeée.

On ne se sert de cette seconde méthode que pour tracer de
arandes ellipses sur le terrain, sur des planches ou des feuilles
de carton. Mais on préfere la premiére pour décrire de petites
ellipses sur le papier, & cause de la ténuité du fil qu’il faut
alors employer et de la difficulté d’en fixer les exlrémilés aux

 foyers.

Remarque. — Si, la longueur AA’du fil restant la méme,
les foyers I, F” se rapprochent jusqu'a se confondre, l'ellipse
devient une circonférence de cercle ayantle point O pour cen-
fre et la droite AA’ pour diamétre. Car la distance du point O
i la pointe avec laquelle on décrit I'ellipse est alors constante
et égale & la moilié dela longueur du fil; on peut done consi-
dérer la circonférence d'un cercle comme uneellipse dent les
deux foyers se confondent avec le cenire.
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L'ellipse a deux azes de symélrie et un centre situé a I'inter-

scction de ses uxes.
En effet, solent D un point quelconque de I'ellipse, el I,
D”, D les trois points de cette courhe

/Dr\/\—f\;‘/-" ayant les mémes rayons vecteurs que

T BN O S le point D. Je dis : 1° que les points D et
,.f—fia—w—‘:—{;\\:yﬁ « I sont symélriques par rapport a la
\“\ ;l/ droite FI’; 2° que les points D et D"
{,*‘-»‘\-_F—}-‘, sont symélriques par rapport a la droite

BB’ perpendiculaire au milicu de FF;
3° que D el.D” sont symélriques par rapport au point d'infer-
section G des droites I’ et BD'.

1° Les circonférences déceriles des poinis F, F’, comme cen-
tres avec les rayons OA, OA’, se coupent en deux points D, D,
symétriquement placés par rapport a la droite KI”; car cefle
droite cst perpendiculaire au milieu de leur corde commune
DD’ (P., 14, I). Donc les points de l'ellipse sont deux & deux
symélriques par rapport 4 la droite FI”, qui est par conséquent
unaxe de symélrie de cetle courbe.

2° Les triangles DFI’, D"FF” ont par hypothése les cités
¢gaux chacun & chacun; il en résulle que l'angle DFI, oppost
au colé DF?; égale Vangle D’E'E opposé au coté D"'F. Cela posé,
je fais tourncr la partie BAB’ de I'ellipse aulour de la droife
DB, et je la rabats sur l'aulre partie BA’B’. Le point F vient
sappliquer sur le point [”, parce que les angles BCF, BOF"
sont droits, et que le point G est lemilieu de la distance FF'.La
droite I'D prend ensuile la direclion de F’D", a cause de I'éga-
lité des angles CFD, CF'D"™. Or, ces lignes ont par hypothésela
méme longueur, done leurs extrémités D et D™ coincident, ce

qui exige évidemment que les points D, D" soient symétrique-

ment plaéés par rapport & la droite BB'. Par conséquent, cette |
droite par rapport alaquelle les points de I'ellipse sont deuxd |
deux symclriques est un axe de symétrie.
3° Le quadrilatére DFD"F quia ses cdlés opposés égaux par
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hypothése est un parallélogramme, et ses diagonales DD, FY”
ce divisent mutuellement en deux parties égales. J'en conclus
(ue st I'on méne par l'intersection G des axes AA’, BB del'el-
lipse une corde quelconque DD”; ce point la divise en deux
parties ¢gales; il est done le centre de lellipse.

Remarque I. — On appelle sommels de D'ellipse les quatre
points d'inlersection A, A’, B, B’ de celte courbe avec ses deux
axes de symclrie.

La ligne droite BB’ est moindre que AA’; en effet, la-droite
e pcrpendiculaire sur AA’ est moindre que l'oblique BE.
Or, le point B étant également distant des deux foyers F et
son rayon vecteur BF est égal 4 la moilié de AA’; on a donc

I\I\r
e
et, par suile, 2BC ou BB’ <CAA.

La ligne droite AA’s’appelle pour cette raison grand aa”
de ellipse, et la ligne droite BB le petit aze. On désigne or-
dinairement les longueurs AA’, BB, FI” par 2a, 2b, 2¢; les
trois quantités a, b, ¢ sontliées par la relation

a2 — b?. + C‘l'
car elles représentent les cotés du triangle rectangle BCF.

Remarque II. — Lorsque les longueurs 2a, 2b des deux axes
d'une ellipse sont données, on peut construire celte courhe
par points ou d'un mouvement conlinu.

On prend sur deux lignes droiles rectangulaives, & partir de
leur intersection €, les longueurs CA, CA’, égalesia, etles lon-
cucurs CB, CB’, égales a b. Les lignes droiles AA’, BB’ sont les
axes de Uellipse cherchée. Pour en construire les foyers, on
décrit de 'extrémité B du pelit axe BB', avec un rayon égal &
€4, moilié de AA’, unarc de cercle qui coupe le grand axe AA’
aux points F et I L'ellipse peut alors étre construite d’aprcs
I'une des deux méthodes précédentes, car on connaitses fevers
el la somme 2« des rayons vecteurs d'un point queleonque de
celle courhe.
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THEOREME 11

Si un point est extérieur ou interiewr al'ellipse, la somme do
ses distances aux deux foyers est plus grande ow moindre que
le grand axe.

Soit d’abord un point N exiérieur & I'ellipse; je tire les lignes
droites NF, NI”, et le rayon vecteur
M/ MF du point M ot la ligne droite NI

TR renconire l'ellipse. La ligne brisée |
/ \ [ NF -+ MN est plus grande que la ligne

droite MF; en augmentant chacune

A' v 0 P A 3 L]
de ces lignes de la méme longueur
NV, je trouve

NF + NI > MF + MF’, |

Or, le point M étant sur Pellipse, la somme MF + MF' de ses
rayons vecteurs égale le grand axe 2¢; donelasomme NF +Ni'
des distances du point N aux deux foyers est plus grande que 2.

Je suppose, en second lieu, le point N intérieur a Uellipse,
et je live les droites N'F, N'F’. Le prolongement de N'T" ven-
contre la courbe au point M, dont je tire lerayon vecteur ME.
La ligne droite N'F estmomdle que la ligne bris¢e MN' + MF;
en auamen{ant chacune de ces lignes de la méme longueur
NI, j'ai

NEF’ 4+ N'F < MI” + MF.
Or, le point M étant sur ellipse, la somme ME” + M de scs
ayonswectoms égalele grand axe 2¢; doncla somme N'T” -+ NE
des distances du point N aux deux foyers esl moindre que 2¢.
Cororrame. — Les réciproques des deux parties de ce théo-
réme sont évidentes. Elles donnent le moyen dedistinguer les
points intérieurs & une ellipse de ceux qui sont extérieurs,
lorsque celte courbe n'est pas (racée et qu'elle est délerminée
seulement par ses axes.

THEOREME 11T |
Une ligne droite ne peuf rencontrer une ellipse en plus de |
deux points.
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En effet, je suppose qu'une ligne droite puisse avoir trois
points communs M, M, M” avec une el-
lipse ayant pour foyers les deux points F
et I"; j'abaisse du foyer F la perpendi-
culaire FP sur la droile MM”, et je la pro-
longe, au dela de son pied P, d’une lon-

gueur PG égale & FP.

La droile MM" étant perpendiculaire au milieu de FG, les
distances MG, M‘G, M"G sont respectivement égales aux dis-
tances MF, M'F, M"F (P., 6, III) ; par conséquent, les sommes
MG+ MI, M'G + M'F’,M"G + M"F’ seraient égales chacune au
grand axe de l'ellipse, et, dés lors, égales entre elles, ce qui
estimpossible; car le point M, qui se trouve sur la droite
MM" entre les points M et M”, esta l'intérieur de I'un des deux
triangles MGE”, M"GL”; par suite, la somme MG + M'F’ de ses
d1slanccs aux exlremltes du colé GI” est moindre que la somme
des deux autres cotés du triangle (., 3, II). Donc la droiteMM”
ne peut avoir plus de deux points communs avec Pellipse FF”.,

THEOREME IV

La tangente en un point de Uellipse fait des angles égauc
avee les rayons veeteurs de ce point. -

Soient F, [ les foyers d'une ellipse et TT'sa tangente au point
M. Pour démontrer que les angles
FMT, F'MT’ sont égaux, je méne
une sécante par le point M et un
point voisin M’; j’abaisse du foyer F
sur cette droite la perpendiculaire
FGque je prolonge, au dela de son
pied G, d'une longueur GII égale
a GF, etje dis : i" que la d101te
[T rencontre la sécante MM’ en un point N situé entre les
points M et M’; 2° que les droites NF, NF” font avec M\I’ des
angles égaux.

En effet, les triangles FGN, HGN, qui ont un angle droit
compris entre deux cotés égaux chacun a chacun, sont égaux,
et le coté NF est égal au coté NH; je demontrerals de méme

AN, — ELEW, 22
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que les droites MF et MH sont égales. Par conséquent, la
somme des distances NF, NI dy
point N aux deux foyers de Uellipse
est égale a la droiteF"H, el la somme
des rayons vecleurs MF, MF’ dy |
point M égale & la ligne brisée P'MIL, |
Or, la droite F'II est moindre que
la ligne brisée F'MI, puisque ces
deux lignes ont les mémes extrémités; donc, 1° la somme
FN -+ NF’ est moindre que MF + MF’, ou que le grand axe de
T'ellipse, et le point N se trouve & 'intérieur de cette courhe |
(I), sur la sécante MM’; 2° il résulte de I'égalité des triangles
FGN, HGN, que 'angle FNM est égal & I'angle HNG, et, par
suite, a I'angle F'NM’.

Cela posé, je fais tourner la sécante MM’ aulour du point}l
jusqu'a ce que le point M’ coincide avec lui; alors le point
de la droite MM’ se confond aussi avec M, puisqu'il est toujours
compris entre les points M et M’. Or, pendant sa rotation, h
sécante MM’ ne cesse pas de faire des angles égaux avecles
droites NF, NF’; donc les angles FMT, F'MT’, que la position
limite de la sécante MM', ou la tangente TT’, fait avecles rayons
vecteurs F'M, FM du point de contact M, sont aussi égaux. -

THEOREME V

Le lieu géomdirique des projections des foyers d’une ellips
sur ses tangentes est la circonférence décrite sur le grand
de celte courbe comme diamétre.

Soient F et I les foyers d'une
ellipse ; j'abaisse de 'un d’eus,
par exemple F, la perpendicu-

T laire FIsurladroite AT tangentt
au point M, et je dis que la dis
tance du pied 1 de cette perpen-
diculaire au centre O de l'ellipse |
est égale alamoitiédu grandase. |

Pourle démontrer, je prolong

les deux droites FI, F'M, jusqu'a leur rencontre en G. L&
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triangles rectangles MIF, MIG sont égaux, parce qu'ils ont un
¢olé commun, adjacent & deux angles égaux chacun & chacun;
car, la droite AT étant tangente au point M de I'ellipse, l'angle
FMI est égal 8 F'MA (III) et, par suite, & I'angle GMI. Il résulte
de 'égalité des triangles MIF, MIG, que les cotés IF, IG sont
égaux, et que la droite F'G égale F'M —+ MF ou le grand axe de
I'ellipse. Je remarque ensuite que les points O et I étant les
milieux des droites FF’, FG, les triangles FOI, FF'G onl un
angle commun compris entre deux cétés proportionnels, et
quils sont dés lors semblables; par conséquent, le coté OI est
la moilié de F'G, et le pointI se frouve sur la circonférence
décrite du point O comme centre avec la moitié du grand axe
de I'ellipse pour rayon.

Remarque.— La droite MG étant égale 4 MF, et la droite F'G
égale au grand axe 2a de I'ellipse, si je décris un cercle du
foyer I’ comme cenfre avec un rayon égal & 2a, tout point M
del'ellipse est également éloigné de ce cercle et de I'autre
foyer F.

On appelle cercles directeurs de ellipse les deux cercles qui
ont les foyers de cette courbe pour centres et son grand axe
pour rayon. Il résulte de ce qui précéde que tout cercle direc-
. feur peut servir a tracer I'ellipse par points lorsqu’on con-
nait ses foyers et son grand axe. En effet, si I'on décrit le
cercle directeur qui a le foyer I pour centre, et qu'on joigne
un point quelconque G de sa circonférence & I'autre foyer F,
la perpendiculaire AT, élevée au milieu de la droite FG, coupe
le rayon F'G en un point M qui appartient évidemment & 1'el-
lipse demandée.

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. I), mais il
fait connaitre la tangente en chaque point de la courbe; car la
droile AT est tangente & l'ellipse. On peut déduire de cette
nouvelle construction que, si d'un point F pris & lintérieur
d'un cercle F'G on méne des droites auz points de sa circonfé-
rence, les perpendiculaires élevées sur ces lignes par leurs mi-
lieus toucheront une méme ellipse, ayant pour foyers le point

Fet le centre ¥ du cercle donné, et pour grand axe le rayon
VG de ce cercle.
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THEOREME VI
La normale en un point quelconque M de Pellipse divise en

deux; parties égales langle des rayons vecteurs de ce point.
Soient AB la tangente el MN la

normale au point M de Tellipse
\ FI” ; les angles FMB, F'MA, que
% {angente AB fait avec les rayom
vecteurs FM, F'M du point de con-

{act M étant égaux (IV), leurs com- '
pléments FMN, IMN le sont ausst,
MN divise I'angle FME’ en dew

Par conséquent la normale
parties égales.

PROBLEME II

Mener une tangente & une ellipse par un point M donné su
cetie courbe.

Soient F et F les deux foyers d'une ellipse; pour tracerh
droite qui touche cette courbe au point M, je méne les rayois
vecteurs FM, "M de ce point, et je divise en deux parties égales

y,  langle FMN que I'un de ces rayom

T .~ par exemple IM, fait avec le prolong
2+ ment MN de V'autre F'M. La bissectrit
\ TT’ de cet angle est la tangente dema-

¥ dée (IV). En effet, 'angle FMT est égil
par conslruction a I'angle NMT et, p
suite, I’angle I'MT’, puisque les angles

NAT, /M’ sont opposés au sommet.

PROBLEME IIT

Mener- une tangente & une ellipse par un point P extériew !

cette courbe. ‘
Je décris I'un des cercles directeurs de Iellipse, par exempk|

celui qui a pour centre le foyer T; je trace ensuite du point!
comme centre avec un rayon égal a la distance du point I
Yautre foyer F un second cercle qui coupe le premier &

!
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denx points N et N, parce que le point P est extérieur a l'el-
fipse. En effet, 1° Ia distance PEF’des deux centres est moindre
que la ligne bris¢e PF + FF’
et, & fortiori, moindre que la
somme PF -+ 2a des rayons; 2° le
point P étant extérieur & lel-
lipse, la somme PI” +-PF est plus
grande que 2¢ (II); par consé-
quent, la distance PF’ des cen-
tres est plus grande que la dif-
férence 2a—PF des rayons. Cette
conséquence suppose que le
X grand axe 20 ne soit pas moindre que la distance PF. Dans le

cas contraire, on raisonnera de la maniére suivante: le coté

PF du triangle PFF” est plus grand que la différence PF — FF’

des deux autres; il est donc, & fortiori, plus grand que PF — 2a.
i Les points N, N étant ainsi délerminés, je méne par le point

Ples droites PM, PM’, respectivement perpendiculaires a FN et

o IN; ces droites sont les tangentes demandées (V, Rem.). Pour
8 avoir lenrs points de contact M et M’ avec V'ellipse, il suffit de '
o tirer lesrayons I'N, F'N’ du cercle directeur (V, Rem.).

5, :

i CoroLLATRE. — 1° Les deux tangentes PM, PM’,menées a l'ellipse

(t par un point extérieur P, font des angles égaux MPF, MWPF’,
- mec les droites qui joignent le point P aux foyers ¥, F'; 2° la

il droite FP divise en deux parties éqales Uangle MFM' des rayons
i vecteurs menés d’un méme foyer F aux deux points de tangence.
s = Je prolonge le rayon vecteur F'M

e S d'une longueur MH égale aFM et le

~._ _ rayon vecteur FM’ d’'une longueur

.,

> WL égale & F'M'. Je tire ensuite les

droites PH, PI, et je fais remar-
quer que les triangles PMF, PMH
sont égaux parce qu’ils ont un angle
égal compris entre deux colés égaux
pi| | chacun & chacun, Il en résulte que le coté PF est égal au coté
w| Pll, et que Pangle PFM est égal 4 I'angle PHM. Je démontrerais
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de méme Végalité des droites PF’, PI, et celle des angles
PF'M, PH'M'. Les triangles PFH,
PFH’ ont par suite les cdtés égaux
chacun & chacun, puisque chacune
des droites F/H et FHI’ est égale au
grand axedelellipse; ces triangles |
sontdonc égaux. J’enconclus 1°que
'angle FPH' est égal & I'angle HPI;
en relranchant de chacun de ces
angle leur partic commune FPF’, et, prenant les moiliés des
restes égaux F’PIIY, FPH, je trouve que 'angle F'PM’ esl égal 4
Pangle FPM; 2¢ il résulte aussi del'égalité des trianglesPIH,
PFI,que les angles PFH’, PIIF” sont égaux; or, PHI" est égal
PFM; donc I'anglePFH est aussi égal aPFM, et la droite FP di-
vise I'angle MFM’ en deux parties égales.

PROBLEME IV

Mener & une ellipse une tangente paralléle a une droite don-
- née AB.

Je décris 'un des cercles direcleurs, par exemple, celui qui
a pour centre le foyer F’, et j’abaisse de 'autre foyer F surla
droite AB la perpendiculaire FH, qui coupe le cercle directeur
aux deux points N et N’, puisque
le point F est & Vintérieur de
ce cercle. Je méne ensuite la
droite MH perpendiculaire au
milieu de FN et la droite M
perpendiculaire au milieu de
FN'. Ces droites sont tangentes
a Pellipse (V,Rem.) et paralléles
a AB. Je détermine leurs points
de contact avec V'ellipse, en ti-
rant les rayons F'N, "N’ du
cercle directeur (V, Rem.).

Conorrame, — Les points de contact M, M’ des deux tangentes
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paraliéles MII, M'I’ sont symétriques par rapport au centre C
de U'ellipse.

Les cotés MF, MN du triangie MN étant égaux (V), I'an-
gle’ MEN est égal 4 l'angle MNF. Dans le triangle isocéle
['NN, I'angle F'N'N est aussi égal & I'angle F'NN’; il en ré-
sulte que les deux angles MFN, F'N'N sont égaux. Or, ils
qont correspondants par rapport aux droites MF, F'N’; donc
ces droites sont paralléles. Pour une raison analogue, la droite
FM’ est paralléle & F'M; par conséquent, le quadrilatére
MFMF’ est un parallélogramme, et ses diagonales MM,
FF’ se divisent mutuellement en deux parties égales. Les
points M, M’ sont done symétriques par rapport au centre’G
de l'ellipse.

THEOREME VII

Le produit des distances FP, TP’ des deux foyersF et I d'une
ellipse & une tangente quelconque PP" est constant.

Sur le grand axe AA’ de I'ellipse comme diamélre je décris
une circonférence qui passe par les projections P et I des
foyers sur la tangente PP’ (IIl, Rem.). Je prolonge ensuite la
droite P'F’ jusqu’au point P", ol
elle rencontre la circonférence, et
< je tire la droite PP”. L’angle inserit
PP’P" élant droit, la corde PP” est
un diaméire du cercle; donc elle
passe par le centre G, et les trian-
gles CFP, CF’P” sont égaux, parce
qu’ils ont un angle opposé au som-
met, compris enlre deux coiés égaux chacun 4 chacun. J'en
conclus I'égalité des deux cotés PF, P'F, et, par suile, celle
des produits PF ><P'F’, P'F*><P'F". Or, d’aprés une pro-
priété du cercle (P., 23, VI), le dernier de ces produits égale
AT >< AF’, on adonc :

PF<PF' = (a—¢) (a+c) =a*— =D
Corotaime, — Si je méne de chaque foyer uiie paralléle
la tangente PP’ jusqu’a la renconire de la perpendiculaire
abaissée du centre sur celte langente, les triangles rectangles
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FCE, F'CG sont égaux, parce qu'ilsont I'hypoténuse égale et
un angle aign égal. 1 en résulte 1° que les cotés CE, CG sont
dgaux; 2° que la droile F’P” est égale & la somme des lignes
(D, CG, etla droite FP égale & la différence des mémes lignes,
Par conséquent on a:
F'P’ >< FP = (CD + CG) (CD — CG) = CD* —CG*.

De 14 ce théoréme : La différence des carrés des distances du
centre d'une ellipse @ une tangente et & sa paralléle menée par
un foyer est constante. :

THEOREME VIII

Le lieu géométrique des sommels des angles droils circonserils
a Uellipse est une circonférence de cercle, qui a le méme centre
que cette courbe.

Soit MOM’ un angle droit circonscrit & I'ellipse FF’; je trace
par le centre G une paralléle a chaque coté cle cet angle, jus-
qu’a la rencontre de la paralléle me-
née par le foyer F a I'autre colé. En
appliquant successivement aux deux
tangentes OM, OM’ le théoréme qui
précéde, j'ai

CD*—CE* =107,
et CG* —CHI* =b?;
j’ajoule ces ¢galités membre & membre, et je fais remarquer
que, les deux quadrilatéres CDOG, CEFII étant rectangles, je
puis remplacer CD*+ CG? par CO?, et CE* -+ CII* pa~ CF*ou ¢
En faisant cette substitution, je trouve
€02 — ¢t = 207,

et j'en conclus :
(0% = ¢* + 907,
ou

(0= a-1- D%
Donela distance du sommet de 'angle MOM au centre de el
lipse est constante, et le lien géométrique de ce point est la
circonférence décrite du point G comme centre avec un rayon |
égal & \/a®+ b%, ou & la moiti¢ de la diagonale du rectangle |
construit sur les axes 2a, 2b de I'ellipse.
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THEOREME IX

La projection de la circonférence d'un cercle sur un plan est
une ellipse.

Ies sections faites dans un cylindre par deux plans paral-
léles qui rencontrent
toutes les génératrices
étant des figures égales,
comme les seclions pa-
ralléles d'un prisme, il
en résulle que les pro-
1+ jections d'un cercle sur
deux plans paralléles
sont égales; aussi, pour
faciliter la démonstra-
tion du théoréme pre-
cédent,, je supposerai
que le plan de projec-
tion passe par le centre C du cercle. Soit AA’ le diamétre
suivant lequel ce plan coupe le cercle, et AbA'Y la projec-
fion de Ta circonférence ABA’B’; je dis que cette projection est
une ellipse.

Je trace le diamétre BB du cercle perpendiculaire & AAY, et
sa projection b’ qui est aussi perpendiculaire & AA’; T'angle
BCh mesure I'inclinaison du cercle sur le plan de projection.
Je prends ensuite sur AA’ les longueurs CF, CF’, égales 4 Bb;
les points F et F sont les foyers deellipse. Pourle démontrer,
Pahaisse d’un point quelconque M de la circonférence la per-
pendiculaire Mm sur le plan de projection, puis du pointm la
perpendiculaire mP sur AA’, ct je tire la droite MP qui est
aussi perpendiculaire sur AA’ d'aprés le théoréme des trois

*Cest 4 M. Courcelles, professeur au lycée de Rennes, qu'est due
la démonstration si remarquable que rous donnons de cet important
théoréme.
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perpendiculaires. Cela posé, les triangles rectangles Mmp
B4C, qui ont les angles égaux, chacun & chacun sont semblai
bles, et donnent
Mm _ Bb
MP — BC’
je tire le diamétre MY
du cercle, je joins cha-
cun des trois poinis M,

F et I, et jabaisse du
point F la perpendicu-
laire FG sur MM. Les
‘deux triangles rectan
gles CMP, CFG qui ont
B un angle aign commun

sont semblables (P. 21, 1I), etl'on a :

FG _ CF,
MP — CM’

en comparant ceite égalité & la précédente, et remarquant
que les lignes CF, Bb sont égales par hypothése, ainsi que les
rayons CM et CB, j'en conclus que Mm est égale a FG.

Je dis maintenant que les distances mF, mEF* sont respect-
vement égales aux segments GM, GM' du diamétre MM Les
triangles MFm. MFG, rectanglesl'un en G et 'autre en m, onl
Ihypoténuse égale et un coté égal; ils sont donc égaux, etle
coté mF est égal a GM. Pareillement, le quadrilatére MEMF,
dont les diagonales MM, FF se divisent mutuellement en par-
ties égales, étant un parallélogramme, les triangles rectangles
MmF’, FGM’ sont égaux parce qu’ils ont leurs hypolénuses
ME, MF égales, et les cotés Mm, FG égaux ; donc le coté mf’

M’, m, aux deux poinfs |

est égal & G, et, par conséquent, la somme mF + mb” des |

distances d'un point quelconque m de la projection ADA'D awx
deux points fixes I et F est égale a la somme GM ~+ GM'. Or,
celte derniére somme est consiante et égale au diametre M

du cercle, donc la courbe AbA'D est une ellipse ayant pour |
foyers les points F et F, pour grand axe le diamcire Ad el
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pour petit axe la-projection du diamétre du cercle perpendi-
culaire & AA',

Conorame.—Sil’on convient d’appeler ordonnée d'un point
de la circonférence, ou de I'ellipse, Ia longueur de la perpen-
diculaire abaissée de ce point sur 'axe AA’ et abscisse la dis-
tance de celte perpendiculaire au cenire de la courbe, I'or-
donnée et I'abscisse du point M de la circonférence seront les
lignes MP, CP, et celles du point m de I'ellipse seront mP et CP.
Or, les triangles rectangles MmP, BbC élant semblables, on a

mP _ Cb

MP~— CB’
donc les ordonnées mP, MP de deux points m et M de Iellipse
et de la circonférence, qui ont la méme abscisse CP, sont
dans le méme rapport que le petit axe de Uellipse et le grand
aze. :

De ce théoréme résulle un nouveau moyen de construire
Pellipse par points lorsqu’on connait ses axes.

En effet, soient AA’ le grand axe et BB’ le petit axe d'une
ellipse; je décris une circonférence sur

chacune de ces lignes comme diamé-
tre, et j'abaisse d'un point quelconque
M, dela circonférence OA la perpendi-
culaire M,P sur AA’. Pour trouver le
/ point M de Pellipse qui a la méme ahs-
4 T cisse CP que le point M;, je réduis I'or-
i donnée M,P dans le rapport du petit

. axe OB de 'ellipse au grand axe OA, en tirant le rayon OM,, et

menant une paralléle & AA’ par le point M, ou1 la droite OM,
rencontre la circonférence OB; car on a

MP OM, OB

MP — OM,  0A°
Aprés avoir construit par ce procédé un nombre suffisant de
points, on les réunira par un trait continu qui représentera
Pellipse dont les axes sont AA' et BB'.
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PROBLEMES.

1. Décrire une ellipse dont les foyers et un pont sont donnés,

9. Quel est lelieu géométrique des points également distants
de deux circonférences dont I'une est inférieure a l'autre?

5. Construire une ellipse dont on connait la longueur des
axes, un foyer el un point.

4. Tout diamélre divise I'ellipse en deux parties égales.

K Le carré d'un diamétre quelconque de Iellipse est égal
au carré du petit axe, augmenté du carré de la différence des
deux rayons vecleurs qui vont a I'une des extrémités dece
diamélre.

6. Tout diamétre de V'ellipse est plus grand que le pelit axe,
et plus petit que le grand axe.

7. La somme du carréde la droite qui joint un point d'une
ellipse & son centre, et du produit des deux rayons vecleurs di
méme point est constante. :

3_(Construire uneellipse dont les deux foyers et une tangente

sont donnés.
9. Construire une ellipse dont trois tangentes et un foyer

sont donnés.

10. Tracer une ellipse dont on connait un foyer, deux tar-
gentes et I'un des deux points de conlact.

11. Tracer une ellipse dont on connait un foyer, une fat
gente et deux points.

19. Construire une ellipse dont on connait la longueur du
grand axe, le centre et deux tangentes.

1%. Construire une ellipse dont on connait un sommet, un
foyer est une tangente.

14. Deux ellipses égales ont leurs grands axes situés surh
méme ligne droite et sont tangentes. Si T'on fait rouler I'unt
de ces ellipsessur 'autre de maniére que leur point de contact
soit toujours également éloigné des deux sommets par lesquelt |
ces courbes se touchaient d’abord, quel est le lieu géométrique |
de chacun des foyers de Iellipse mobile? |

15. Quelssont les lieux géométriques dessommets desdiffé- |
rents trapézes qu’on peut consiruire sur une base donnée, avet |
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celtedouble condition que I'autre base ait unelongueur donnée
etquelasomme des deux cotés non paralléles soit aussi donnée?

Quel estle lieu géométrique des points de rencontre des cotés
non paralléles de ces trapézes? — Quel est le lieu géométrique
des intersections de leurs diagonales?

16. Ltant donnés un cercle et un point dans son intérieur,
si sur chacun des diamétres de ce cercle on décrit une ellipse
qui ait ce diametre pour grand axe et qui passe par ce point,
quel sera le licu géométrique des foyers de ces ellipses?

17. Soient MT, MT’, deux tangentes menées par le point M
j une ellipse dont les foyers sont F, F'; si I'on prend sur ces
fangentes les longueurs MO, MO', respectivement égales aux
distances MF, M, la droite 00’ sera égale au grand axe de
Pellipse.

18. Une droite et un cercle qui se touchent étant donnés, si
I'on décritune ellipse tangente ala droite, et ayant pour foyers
les extrémités d’un diamétre quelconque du cercle, quel sera le
lieu geomé(rique des extrémités du petit axe de cetle ellipse?

19. Le carré de la distance du foyer F de I'ellipse & une tan-
gente et le carré de la moilié du petit axe sont dans le méme

rapportque les rayons vecteurs FM, F'M du point de contact M
de la tangente.

90.Siun angle est circonscrit & une ellipse, la portion d’une
tangente mobile comprise entre les cotés de cet angle est vue
de chaque foyer sous un angle constant.

91, Le rectangle des segments interceptés par le grand axe
d'une ellipse el d’une tangente mobile sur les deux tangentes
menées aux extrémités du grand axe est constant.

99. Le lieu du sommet d’un angle droit circonserit & deux
ellipses homofocales est un cercle concentrique 4 ces ellipses.

93. Si deux sphéres extérieures 'une & l'aulre sont inscri-
fes dans le méme cone, tout plan tangent intérieurement & ces
sphéres coupe la surface du cone suivant une ellipse qui a
pour foyers les points de contact du plan tangent. '

Démontrer le méme théoréme pour deux sphéres inscrites
dans un cylindre, et remarquer en outre que le petit axe de
Pellipse est constamment égal eu diamétre du cylindre.
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24. Couper un céne ou un cylindre de révolution par yy
plan de maniére que la section soit une ellipse égale & upe
ellipse donnée.

25. Trouver les points derencontre d'une ligne droite aveg
une ellipse qui n’est pas tracée, et dont on connait les foyers
et la longueur du grand axe. .

26. Si deux cones de révolulion sont opposés au somme
et qu'on inscrive une sphére dans chacun d’eux, tout plag
tangent extérieurement a ces sphéres coupe les deux cones |
suivant une hyperbole qui a pour foyers les poinis de con- |
tact du plan tangent. (Voir ci-aprés la définition de I'hy-
perbole.)

Remarque. — Comme I'hyperbole est d'un usage aussi fié-
quent que l'ellipse dans la Géométrie descriptive et dansles |
arts, je vais exposer ses principales propriétés qui ont la plus
grande analogie avec celles de I'ellipse, malgré la différence
de forme de ces deux courbes, représentant avec la parabole
tous les genres de seclions planes du cone.

Propriéiés principales de I'nyperbole,

On appelle lyperbole une courhe plane, telle que la diffé-
rence des distances de chacun de ses points 4 deux points fixes
F et I, situés dans son plan, est constante.

Les points F, F' sont les foyers de I'hyperbole, et les lignes
droites MF, MF", qui joignent un point quelconque M de cetle
courbe & ses foyers, sont les rayons vecteurs de ce point. La dis
tance FI" se nomme excentricité.

Deux hyperboles qui ont les mémes foyers sont dites homo-
focales.

PROBLEME 1.
Décrive par points, ou d'un mouvement continu, une hyper-

Lole dont les foyers et la différence des rayons vecteurs d'un
nowmnt quelconque sont donnés,

1% SoientF, I les foyers de I'hyperbole qu'il sagit de décrire
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et OP une ligne droite égale & la différence des rayons vecteurs
d'un point quelconque de cette courbe. Je prends, sur laligne
droite FF’ de chaque coté du milieu C de celte ligne, les
longueurs CA, CA’ égales 4 la moitié
o de OP; les distances FA, F’A’sont par
suite égales entre elles, et les points
[ A, A" appartiennent & T'hyperbole;
car chacune des différences F”A—FA,
FA' —F'A’ est égale a AA’ ou OP.
Celapos¢, je fais remarquer que le lieu cherché doit étre com-
posé de deux lignes distinctes, I'une contenant les points du
lieu plus rapprochés du joyer F que du foyer I, et 'autre con-
{enant au contraire les points plus rapprochés du foyer F’ que
du foyer F. '

Pour construire la premiére partie du lieu, on marque un
point quelconque D sur le prolongement FK de la droite F'F,
etl'on décrit des points FF’ comme centres, avec les longueuts
respeclives DA, DA’ pour rayons, deux arcs de cercle qui se
coupent; car la distance FF’ des deux centres est plus grande
quela différence DA’—DA ou AA’ des rayons, et moindre que
leur somme DA + DA’ ou FF* +- 2DF. Les points d'inlersection
M, M’ des deux arcs de cercle appartiennent & I'hyperbole,
puisque la différence de leurs rayons vecteurs DA’, DA est égale
4AA’ ou OP. En faisant varier la position du point D sur la
droile FK, on obtiendra autant de points de I'hyperbole qu’on
le voudra; s'ils sont suffisamment rapprochés les uns des au-
tres, on les réunira par un frait continu et I'on aura un arc

- d'hyperhole MAM'. Comme la distance du point D au point A
peut croilre indéfiniment, on voit que la ligne cherchée se
compose de deux branches, partant du point A el s’étendant
indéfiniment des deux cotés de la droite FF”. 5

On construira la seconde partie du lieu avec les mémes
rayons DA, DA’, en prenant le point F pour le centre du plus
grand des deux cercles et le point F” pour le centre du plus pe-
lit, etT'on trouvera une seconde ligne NA'N’ composée de deux
branches indéfinies qui partent du point A’. L'ensemble des
deux lignes MAM', NAN' constitue le lieu géomélrique cherché,

P

]
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90 Tracé d’un mouvement continit.

L’hyperbole étant une courbe & branches infinies, il est éyi.

dent qu'on ne peut décrire dun
mouvement continu qu'une portion
trés-petite de cette ligne dans le voi-
sinage de I'un ou de lautre des
foyers F, F'. Voici comment on
opére : on prend une régle GH plus
grande que la distance focale IF;
on altache al'une de ses exirémités,
par exemple au point I, un fil d'une longueur HL égaled
Vexcés de Gl sur OP, puis on fixe extrémité G de la régleau

foyer T et Iextrémité L du fil 4 Vautre foyer F. On fait tour- |

ner ensuite la régle autour du point ', en appliquant le fi
conlre elle avecune pointe ou un crayon, de maniére qu'il soi
toujours tendu. La courbe que le crayon décrit pendant ce
mouvement est un arc d’hyperbole; car sile crayon se trouy
au point M pour la position Il de la régle, comme onne

change pas la différence de ses rayons vecteurs M, MFen |

augmentant chacun d'eux- de la méme longueur MIT’, on voi
que cette différence est égale a 1"excés conslant de la longuewr
ME’ -+ MIV de la régle sur la longueur MF -+ MII" du fil, cesl
a-dire &gale & laligne OP.

On décrirait de méme une portion de I'autre branche en
fixant Uextrémité G de la régle au foyer F et Vextrémité L du
fil 2 'autre foyer F’. :

THEOREME I
L'hyperbole o deux axes de symétrie el un centre sifué b

Pintersection de ses axes.
On démontre, comme on la fil

3 < X pour Tellipse : 4° que Ia droite qu

‘ °T passe par lesfoyers F et F” de I'hyper

l bole est un axe de celte courbe; 2’ qut

v Ja perpendiculaire BB, ¢élevée parl

milieu C de FI’ sur cette droite, &l

aussi un axe; 3° que le point d'inter
section G des deux axes est le centre de I'hyperbole.

$E)

K

SCDLYON1



COURBES USUELLES. — Ir A IV LEGON. 353
Remarque I. — L'axe FF’ rencontre I'hyperhole en deux
points 4, A, qu'on appelle les sommets de celle courbe; mais
l'sxe BB” ne rencontre pas I'byperbole. Aussi on donne au
premier le nom d’axe transverse, et au second celui d axenon
transverse. _

On désigne ordinairement les longueurs AA’ et FF’ par 24
el 2¢. Sion décrit dusommet A comme cenlre, avec un rayon
égal & CF ou ¢, un arc de cercle qui coupe I’axe non transverse
auxdeux points B, B’ et qu'on représente par 2b la longueur
BB’ de la corde interceptée, les trois quantités a, b, ¢ satisfe-
ront & la relation suivanle :

= + b2,
puisque le triangle ABG est rectangle. Par analogie avec I'el-
lipse, on appelle les deux quantilés @ el b les lonqueurs des
azesde'hyperbole. L' égalité précédente ne différe de celle qu’on
a frouvée entre les axes de l'ellipse et la distance de ses foyers,
savoir :
g =1t b
quen ce que b* est remplacé par — b?. Cette remarque permet
de déduire les propriétés de I'hyperbole correspondantes i

- des propriétés données de I'ellipse, lorsque ces dernicres sont

exprimées par des relations entre les axes.

Si les deux axes a, b de I'hyperbole sont égaux, on dit que
celte courbe est équilatére.

Remarque II. — Lorsque les longueurs 2a, 2b des axes de
I'hyperbole sont données, on peul construire cette courbe par
points ou d’un mouvement continu.

On prend sur deux lignes droites rectangulaires, & partir de
leur infersection C, les longueurs CA, CA’ égales & a, et les
longueurs CB, CB’ égales a b. Les droites AA’, BB’ sont les
axes de I'hyperbole demandée. Pour en déterminer les foyers,
ondécrit du point C comme cenlre, avec un rayon égal 4 la
distance AB, un arc de cercle qui coupe I'axe transverse aux
points F et I, L’hyperbole peut alors étre construite d’aprés
l'une des deux méthodes précédentes, puisqu’on connaif ses
foyers et la difiérence 2a des rayons vecteurs d’un point quel-
conque de celte courhe.

AM, — ELEM, 23
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THEORE E II

Si un point est intérieur ou exlérieur a Uhyperbole, la diffé-
wence de ses distances aux deux foyers est plus grande ou plus
petite que I'axe transverse.

Soit : 1°un point N intérieura'hyperbole FF’, ¢’est-a-dire si-
{ué danslapartie concave de cette courbe:
jetireles lignes droites NF, NI et le rayon
vecteur du point M, ot la ligne droite NI

rencontre la branche d’hyperbole dans |
laquelle se trouve le point N. La ligne |
droite NF étant moindr  que la lignebri- |

& NM -+ MF, sije retranche chacune d’elles de laligne droite |

NF, jaurai
NI¥ — NF > MF’ —MF,

ou NF* — NF > 2a,
‘puisque le point M est sur I'hyperbole FI.

Je suppose, 2°, le point N extérieur a hyperbole, et plus |

rapproché du foyer F que du foyer F’; je méneles lignes droites
NF, N'F’. La premiére rencontrel'hyperbole au point M, dont
je tire le rayon vecteur MF’. Comme la ligne droite N et
a ligne briste M'F" +MN, sije retranche decs
deux longueurs la ligne N, jaurai

NTF’' — NT <MF —MT,
ou “NF’ —NTF < 20,
puisque le point M’ appartient a I'hyperbole.

ConotzAmE, — Les réciproques des deux parties de ce théo- |
réme sont évidentes; elles donnent le moyen de distinguerles |
points intérieurs & I'hyperbole des points qui sont extérieus, |
lorsque celte courbe n'est pas tracée et qu'elle est déterminét |

seulement par ses axes.

THEOREME III

Une ligne droite ne peut renconirer une hyperbole en plus de

deuz points,
Démonstration analogue & celle du théoréme III de 'ellipser
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< THEOREME IV

_ Latangente en un point de U'hyperbole divise en deus parties
dyales U'angle des rayons vecteurs de ce point.

1/,  Soient F,F' les foyers d'une hyperbole

' //{1/' et TT" sa tangente au point M. Pour dé-
\ /% montrer que les angles FMT, F'MT sont
égaux, je méne une sécante quelconque
MM’ par le point M et un point voisin M,
silué sur la méme branche; du foyer
J’abaisse sur cette droite la perpendicu-
laireFG, que je prolonge au dela de son pied G d'une longueur
Gl égale & GF, et je dis 1° que la droite I renconlre la sé-
cante MM’ en un point N situé entre les points M et M’; 2° que
les droites NF, NI” font des angles égaux avec MM’

En effet, les triangles FGN, HGN, qui ont un angle droit
compris entre deux cotés égaux chacun & chacun, sont
égaux, et le edté NF est égal au coté NH; je démontrerais-de
méme que les droites MF, MH sont égales. Par conséquent,
la différence des distances NF’, NF du point N aux deux foyers
de 'hyperhole est égale & la droite I'H, et la différence des
rayons vecteurs ME’, MF du point M égale & MF’— Mil. Or, Ie
cole 'l du triangle F’MH est plus grand que la différence
WE'—MII des deux autres cotés, dont1°1a différence NF'— NF
estplus grande que MF' — MF, ou que I'axe transverse de I'hy-

‘perhole, etle point N se trouve a I'intérieur de celte courbe (1)

sur lasécante MM; 2° il résulte aussi de I'égalité des triangles
EGN, IIGN que les angles FNG, F'NG sont égaus.

Cela posé, je fais tourner la sécante MM autour du point M
J1squ'd ce que le point M’ coineide avec lui; alors le point N de
Ia droite MM’ se confond aussi avec M, puisqu’il est toujours
compris entre les points M ét M’. Or, pendant sa rotation, la
sécante MM’ ne cesse pas de diviser en deux parties égales
langle FNF des deux rayons vecteurs du point N; donc les
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556 GIOMETRIE.
angles FMT, F'MT que la position limite de la sécante MM, ou
la tangente TT, fait avec les rayons vecleurs MF, ME’ du point

de conlact M sont égaux.

*

- THEOREME V

Le licu géométrique des projections des foyers d’une hyperbole
sur ses tangentes est la circonférence décrite sur i axe transverse
de celte courbe comme diamétre.

Soient F et I” les foyers d'une hyperbole; jabaisse de I'un
d’eux, par exemple I, la perpendiculaire FI sur la droite T,
tangente au point M, et je dis que la distance du pied I de celle
perpendiculaire au cenfré C de I'hyperbole est égale ala moitié |

de I'axe transverse AA’.

Pour le démontrer, je prolong |
&, la droite FI jusqu’au point G ouell |
renconlre le rayon vecteur M. Les |
{riangles rectangles MIF, MIG sont
¢gaux, parce qu'ils ont un colé com
mun adjacent & deux angles égu
chacun & chacun; car la droite IT
¢tant tangente au point M de I'hyperbole, I'angle FMI est égi
& I'MI (ITI). Il en résulte que le point I est le milieu de la droife
TG, et que la droite F'G égale F'M— FMou I'axe transverse2
Jo remarque ensuite que les triangles FIC, FGF' ont un angk
commun, compris enire deux cdlés proportionnels, et qul
sontconséquemmentsemblables; or, FC égale lamoitié defr!
donc CI égale aussi la moitié de I'G, et le point I se trouves'
la circonférence décrite du point G comme centre, avet i
moitié a de I'axe transverse de I'hyperbole pour rayon.

Remarque 1. — La droite MG étant égale a MF, et l
_ droite F'G 6gale & laxe transverse 2a de I'hyperbole, sije
| déeris un cercle du point F' comme centre avec un 1o
: Ggal & 2a, tout point M de I'hyperbole est également éloignt
i do 1a circonférence de ce cercle et de autre foyer F.
On appelle cercles directeurs de 'hyperbole les deux cere

y

es
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décrits des foyers de I'hyperbole comme centres, avec un rayon
égal & l'axe transverse. Il résulte de ce qui précede que tout
cercle directeur d’une hyperhole peut servir A tracer celfe
courbe par points, lorsqu’on connait ses foyers et 1a longueur
de son axe transverse. En effet, silon décrit le cercle direc-
teur qui a le foyer I pour centre, et qu'on joigne un point
quelconque G de sa circonférence & I'autre foyer F, la perpen-
diculaire TT", élevée au milieu de Ia droite FG; coupe le pro-
longement du rayon I'G en un point M qui appartient évidem-
ment & I'hyperbole demandée. ' :

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. 1), mais il
fait connailre la tangente en chaque point de la courbe; car Ia
droite TT” est tangente a I'hyperbole. On peut déduire de cette
nouvelle construction que, si d'un point F pris & I'extérieur
d’'un cercle I'G, on méne des droites
auz points de sa circonférence, les
perpendiculaires élevées sur ces lignes
par leurs milieux toucheront wune
méme hyperbole, ayant pour foyers
le point T et le centre ¥’ du cercle
donné, et pour axe transverse le rayon
F'G du cercle.

Remarque 1. — Lorsque la droite F1, tournant autour du
foyer I, vient se confondre avec la tangente FK menée du
point F au cercle CA, elle touche aussi le cercle F'G; carles
rayons F'Gr, CI, qui sont constamment paralléles, deviennent
simultanément perpendiculaires & FI. Pendant ce mouvement
derotation, I'angle GFM du triangle isocéle MFG tend 4 deve-
uir droit, ainsi que son egal FGM; par suite, le point M, dont
les rayons vecteurs ['M, FM s'approchent de plus en plus d'étre
paralléles & sa tangente TT’, s'¢loigne indéfiniment des deus
foyers F, F” et la tangente TT’ tend vers une position limile
ui West autre que le rayon CK du point de contact dela droite
FK et du cercle GA.

On donne te nom d’asymptote & la droite remarquable CK,
qui {ouche Ihyperbole au point situé & I'infini sur la partic
Sipérieure de la branche AM. On reconnait facilement, par des
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considérations analogues aux précédentes, que la méme droife
CK touche aussi'hyperbole au point situé & I'infini sur la par-
tie inférieure de 'autre branche A’N. Si P'on méne par le pointF
15 la seconde tangente FK'au cercleCA
W,/  elquon trace le rayon CK’ du point

ﬁ 1, de contact, celte droite indéfiniment

prolongée est aussi une asymplofe
de Phyperbole, qu’elle touche auy
pointssitués & V'infini surlapartiein-
ferieure de la branche AM et surla

Les deux asymptotes CK, CK!, qui font évidemment des an-
gles égaux avec I'axe (ransverse FF', sont d’une grande ufilil¢
pour le tracé des branches de I'hyperbole dont elles déter-
minent la direction; car elles jouissent de la propriété suivante

La distance d'un point M d'une branche quelconque AM de Iy |

perbole a U'asympftote correspondante CK diminue indéfinima
i mesure que le point considéré s'cloigne de plus en plus du

sommet A de cette branche, en se rapprochant du point de oo |

tact de U'asymptote.

En effet, la distance du point M & la droite CK est moindre |
que celie du point T a la méme droite, et, & fortiori, moindre :

que CT. Or cette derniére distance décroit indéfiniment & me-
sureque le pointMs’¢loigne du sommet A, puisque Ia langente
TT" a pour limite Vasymptote CK; donc le point M se rap:
proche indéfiniment de l'asymplole, toul en s'¢loignant du
point A.

Remarque III. — Les asymptotes d'une hyperbole équilatére

partie supérieure dela branche AN, |

sont rectangulaires — La réciproque de ce théoréme est veaie, |

THEOREME VI

La normale en un point quelconque d'une hyperbole fait des
angles égaux avec les rayons vecteurs de ce point.
Démonstration analogue A celle du théoréme Vide Vellipst:
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PROBLEME 11

Mener une tangente & une hyperbole par un poini M donné
sur cette courbe.

Soient F et I les foyers d’'une hyperbole; pour tracer lu

ligne droite qui touche celte courbe

au point M, je tire les rayons vec-

teurs FM, F'M de ce point, et je

& divise en deux parties égales 'an-

gle FMF". La bissectrice TT” de cet

angleestla tangente demandée(IV).

PROBLEME III
Mener une tangente & une hyperbole par un point P extérieur-
8 celte courbe. ;

4 Jedécris'un des cercles directeurs de
m/ I'hyperbole, par exemple celui qui a pour
/ centre le foyer I'; je trace ensuite dw
_point P comme cenire, avec un rayon
. égal 4 la distance du point P & I'autre
{ foyer F, un second cercle qui coupe le
“\_ premier aux deux points N et N’, parce

que le point P est extérieur a I'hyper-
bole. Pour démontrer cette double intersection, il suffit de
prouver que 1'une quelconque des trois lignes 24, PF, PF”, qui
représentent les rayons des deux cercles et la distance de leurs
centres, est moindre que la somme des deux autres et plus
grande que leur différence (P., 14, V). Or, le coté FI' du
triangle PFF’ est moindre que la somme des deux autres cotés
PE,PF'; on a done, @ fortiori,

2a < PF +-PIY

Comme le point P est extérieur a hyperbole, on a aussi (II) -
24>PF — PIY,

ou 2a >PF — PF;
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selon que le point P est plus prés ou plus loin du foyer F’ que
du foyer F; par conséquent les deux cercles se coupent.

Les points N et N’ élant ainsi déterminés, je méne par o
point P les droites PM, PM’ respectivement perpendiculaires i
FN et FIV'; ces droites sont les tangenles demandées (V, Rem,).
Pour avoir leurs points de contact M et M" avec I'hyperbole, il
suffit de tirer les deux rayons I'N, F'N', du cercle direc
teur (V, Rem.). -

Remarque. — Si le point P coincide avec le centre delhy
perbole, les deux tangentes ne sont autres que les asymplotes,

CoroLLaie. — On démontrerait, comme on I'a fait pour |
Lellipse (Probl. III, ¢) : 1° que les tangentes PM, PN, mendesi |
I'hypervole par un point extérieur P, font des angles égaux avee
lesdroitesPF,PY’, qui joignent lepoint P aux deux foyersF, K
2° que la droite FP divise en deux parties égales Uangle des
rayons vecteurs, menés d'un méme foyer I aux deux pouls de
tangence M, M, ou le supplément de cet angle.

PROBLEME 1V

Mener & une hyperbole une tangente paralléle & une droile |
donnée AB.

Je décris I'un des cercles directeurs de I'hyperbole, par
exemple celui qui a pour centre le foyer I et abaisse de l'aulre
foyer F sur AB la perpendiculaire FI qui coupe générale-
ment le cercle en deux points G elG'
Je méne ensuite la droile MT perpen-
diculaire au milieu de FG et la droife |
M'T’ perpendiculaire au milieu de FG'
Ces droites sont tangentes & I'hyper-
bole (V, Rem.), et paralléles a AB; J¢
détermine leur point de contact M, i
en tirant les rayons F'G, F'G' du cercle directeur (V, Rem.).

Ce probléme n’est possible que si la droite FI, perpendict-
laire 4 AB ou a sa paralléle MT, se trouve dans l'angle KK
formé par les tangentes menées du foyer F au cercle F'; pur |
conséquent, 'angle IFT doit étre moindre que 'angle KT, ¢
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ar suite angle ITF, complément de IFT, doit étre plus gran

que langle KE'F, complément de KFF’. Or le rayon F'K est
paralléele & I'une des asymptotes de I'hyperbole (V, Rem. 2);
done il faut et il suffit que la droite donnée AB fasse avec I'axe
iransverse FE’ un angle aigu plus grand que celui que les
asymplotes font avec le méme axe, pour que le probléme soit
possihle: et alors il a toujours deux solutions.

Conorrame. — On démontrerait, comme on l'a fait pour
Vellipse (Prob. IV, ¢), que les points de contact M, M’ des deux
tangentes paralleles MT, N'L" sont symétriques par rapport au
centre C de I'hyperbole.

THEOREME VII

Le produit des distances FP,F'D" des deux foyersF et F' d'une
lyperbole & une tangente quelconque PP est constant.

Sur I'axe fransverse AA’ de 'hyperbole comme diamétre,
je déeris une circonférence qui passe par les projections I’
/¢t P des foyers sur la tangente (V). Soil
P le second point d'intersection de cetlc
circonférence et de la droite F'P’; je tire
Ia droite PP". L’angle inscrit PP'P* étant
_ droit, la corde PP” est un diamétre du:

/ N\ cercleCP; elle passe donc par le centre C,
el les triangles CEP, CF'P" sont égaux, parce qu'ils ont un
angle opposé au sommet compris entre deux cités égaux cha-
cun & chacun ; de 1a résulte 1'égalité des cotés FP, F'P" et,
par suite, celle des produits FP><F'P', [I'P" ><F'P’. Or, d’'a-
prés une propriété du cercle (P., 23,VI), le dernier de ccs
produits est égal & F'A ><F’A’; on a done

FP < PP = (¢c4+a) (c—a)=c—a* =D

Conorame, — Si je mene de chaque foyer un paralléle & la
langenle PP’ jusqu’a la rencontre de la perpendiculaire tracée
du centre ¢ sur celte tangente, les triangles rectangles FCE,
f'CG sont égaux, parce qu'ils ont I'hypoténuse égale et un
angle aigu égal. 11 en résulte aussi 1° que les cotés CG, CEsont
égaux; 2° que la droite F'P’ est égale a la somme des lignes
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€D, CG et la droite FP égale & la différence des mémes lignes,
Par conséquent on a :
F'P' >< FP = (CG ~+ (D) (CG— CD)=CG* — (b2
De la ce théoréme : La différence des carrés des distances gy
sentre d'une hyperbole & une tangente et & sa paralléle mens,
par un foyer est constante.

THEOREME VI

Le licu géométrique des sommets des angles droits circonserils
a Ulyperbole est une circonférence de cercle, ayant le méme
centre que cette courbe.

Démonstration analogue  celle du théoréme correspondant
de 'ellipse (VILI).

Le rayon dela circonférence est égal a y/ o* — b*, de sorteqie |

le lieu géométrique demandé n’existe que pour les hyperholes
dont I'axe transverse 2a est plus grand que I'axenon transvers,
Ce lieu géomélrique se réduit & un point lorsque I'hyperhole
est ¢quilalére. On peut vérifier facilement ces diverses consi-
quences sur une figure.

Je propose sur 'hyperhole les exercices suivants qui soil
analogues aux problémes précédemment donnés sur Vellips
et dont la démonstration se fait de la méme maniére.

1. Décrire une hyperbole dont les foyers et un point sonf |

donnés.

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi
gnés de deux circonférences dont 'une n’est pas inférieured
l'autre?

3. Construire une hyperhole dont on connait la longuew
des axes, un foyer et un point. .

4. Le carré d'un diamétre quelconque de I'hyperhole el

¢gal au carré de la somme des rayons vecteurs menés a ' |

des extrémités de ce diamétre, diminué du carré de l'axe non |

transverse.

5. La différence du carré de la distance du point de I'hyper-
bole & son centre et du produit des deus rayons vecteurs dé
ce point est constant,
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6. Construire une hyperbole dont les deux foyers et une |
tangente sont donnes.
7. Construire une hyperbole dont trois tangentes et un foyer
| sont donnes.
; 8. Tracer une hyperbole dont on connait un foyer, deux
tangentes et 'un des points de contaect.
9, Tracer une hyperbole dont on connait un foyer, une tan-
sente et deux poinis.
10. Construire une hyperbole dont on connait la longueur
s del'axe transverse, le cenire et deux tangentes.

; 44. Construire une hyperbole dont on conmait un sommet,
un foyer et une tangente. |
l 12. Deux hyperboles égales ont leurs axes transverses situés i
sur la méme ligne droite et sont tangentes. Si 'on faii rouler |
| I'une de ces hyperboles sur l'autre, de maniére que leur point }
s de contact soit toujours également éloigné des deux sommels ‘
par lesquels ces courbes se touchaient d’abord, quel sera le |
J liew géométrique de chaque foyer de I'hyperbole mobile? i
15. Quels sont les lieux géométriques des sommets des dif- l!

férents trapézes qu'on peut construire sur une base donnée,
l avec cette double condition que V'autre base ait une longueur i
1 donnée et que la différence des deux cotés non para‘iidbs soit *

| aussi donnée? I
| Quel est le lien géométrique des points de rencontre des : i

coiés non paralléles de ces trapézes? — Quel est le lieu géomé-

: irique des inlersections de leurs diagonales? ‘
| 14, Btant donnés un cercle et un point extérieur, si sur r cha- :

: cun des diamétres de ce cercle on déerit une hyperbole ayant f
! ce diamélre pour axe {ransverse et passant par le point donné,
quel sera le lieu géométrique des foyers de ces hyperboles?
l 15. Soient MT, MT’ deux tangentes menées parle point M & i
G| -une hyperbole dont les foyers sont F et I; si on prend sur ces
1 fangentes les longueurs MO, MO’ respectivement égales aux 5
distances MF, MF’, la droite 00’ sera égale & 'axe iransverse
de 'hyperbole.
3 16. Le carré de la distance du foyer F de 'hyperbole a une w
tangente et le carré de la moitié de I'axe transverse sont dans
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le méme rapport que les rayons vecteurs FM, F'M du point do
contact M de la tangente.

17. Siun angle est circonscrit & une hyperbole, la portion
d'une tangente mobile comprise entre les cotés de cet angle
est vue de chaque foyer sous un angle constant.

18. Le reclangle des segments interceptés par 'axe trans
verse d'une hyperbole el une tangente mobile sur les deny
tangentes menées aux sommels de cette courbe est constany,

19. Le lieu géomélirique des sommets des angles droits cir-
conscrits & deux hyperboles homofocales est une circonférence
concenlrique a ces hyperboles.

20. Le lieu géométrique des sommels des angles droits cir-
conscrifs & une ellipse et a une hyperbole homofocales est une
circonférence concentrique a ces deux courbes.

21. Une ellipse et une hyperbole homofocales se coupent
sous des angles droits.

22, Construire les points de rencontre d’une ligne droite ef
d'une hyperbole dont on ne connait que les foyers et l'axe
fransverse.

Toute droite paralléle & I'une des asymptotes ne rencontre
I'hyperbole qu’en un point,

23. Construire une hyperbole dont on connait un foyer, unc
asymptote et la longueur de I'axe transverse.

24. Construire une hyperbole dont une asymptote, une tan-
genle et un foyer sont donnés.

25. Démontrer que le quadrilalére, formé par les rayons
vecteurs des deux poinis dans lesquels une tangente quel-
conque a I'hyperhole rencontre les asymptotes de cette courbe,
est inseriptible. :

SCD LYON 1




CINQUIRME ET SIXIEME LEGON

proguauye ¢ Définition de la parabole par la propriété du foyer etde la direc-
trice, — Tracé de la courbe par points et d’un mouvement continu. —
‘Axe. — Sommet. — Rayon vecteur. — La tangente fait des angles égaux
avec la paralléle 4 I'axe et le rayon vecteur, menés par le point de contact.
— Mener la tangente i la parabole, 1° par un point pris sur la courbe;
2 par un point extérieur. — Normale. — Sous-normale. — Le carré dela
cende perpendiculaire & I'axe est proportionnel & la distance de cette corde
au sommet.

DEFINITIONS

La parabole est une courbe plane dont chacun des points
estégalement éloigné d'un point fixe et d’une droite fixe, situés
dans son plan. — Le point fixe se nomme foyer, et la droile
fixe, directrice.

On appelle rayon vecteur d'un point de la parahole la droite
qui joint ce point au foyer.

PROBLEME I

Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une para-
bole dont la directrice et le foyer sont donnés.
1° Tracé par pownts. Soient DH
dircctrice et I' le foyer de la para-
hole qu’il s'agit de construire par
points ; j'abaisse du foyer la perpen-
e diculaire FD sur la directrice, et je
A fuis remarquer que le milieu A dela
ﬂ[:\ droite DF est le seul point de celle
‘N ligne également ¢loigné du foyer et
de la directrice; il apparlient donc
i la parabole qui n’a pas ’autre point commun avee _DF. .

=3

P
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Pour déterminer un aulre point de la paraliole, je prends
sur la droite DF une longueur quelconque DP plus grange

que DA, et j'éléve par le pointD

- perpendiculaire MM’ sur la droite DF,

" ¥ Je décris ensuite du foyer comme
JZL/ cenire, avee un rayon égal 4 DP

| 3 Y g » 1N

1 V arc de cercle qui coupe la droite My

o '*\I (e aux deux poinfs M et M’; car la djs-

FJ:‘\ tance FP du centre F & celle droile est

J";\ moindre que DP, c'est-a-dire moindre

s que le rayon du cercle. Chacun des
points M, M" appartient & la parabole; car la perpendicu-
laire MII abaissée du point M sur la directrice é&tant égale
4 DP ou a MF, le point M est également distant de la direc-
trice et du foyer; il en est de méme du point M. Cela
posé, en faisant varier la grandeur de DP et, par suite, la po-
sition de la sécante MM, je détermine autant de points dela
parabole que je veux; je les unis ensuite par un trait continu
qui représente d’autant mieux la parabole que ces points sont
plus nombreux.

Il résulle de cette construction que la parabole est composte
de deux branches AM, AW’ qui partent du point A, et vonten
¢'¢loignant indéfiniment du foyer et de la directrice; car la dis-
tance DP de la directrice et de sa paralléle MM’ peut croitre, i
partir de DA, au dela de toute limite, sans que le cercle décrit

dupoint ' comme centreavec le rayon

DP cesse de couper la droite MM'.
Remarque.— Au lieu de déterminer
¢ lespoints de la parabole en coupanl
celte courbe par des paralliles a la
B directrice, on peut employer aussi des
perpendiculaires & cette droite. En
cffet, si je méne d’un point quelcon-

que H de la directrice la perpendicu-
laire HC sur cetfe ligne, et que je tire ensuite la droite 1iF, Ia -

perpendiculaire TT' élevée au milieu de la droite HF ren-
conire la droite IIC en un point Msitué surla parabole ; car les
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Jistances MF et MI sont égales. Il résulte de cette construction
que la parabole n’est coupée qu'en un seul point par une per-
pendiculaire & la directrice.

: 9 Tracé d’un mouvement con-

' [i tinu. La parabole ayant deux
L branches infinies, il est évident
s qu'on ne peut décrire d'un mou-
““j\-\\\ vement conlinu qu'une portion

: __4;#:““‘_7, trés- petite de cette courbe dans

A { le voisinage de son foyer. Voici

o xF & comment on opére : on place le
\ hord d’une régle sur la directrice

DE, et l'on applique conire cetle

= régle le plus petit coté IK de

| I'angle droit d'une équerre GHK;
on prend ensuite un fil dont la
longuenr soit égale & T'aulre coté G de I'angle droit, puis
| onallache lune de ses extrémités au sommet G de 'équerre .
of Pautre au foyer F de la parabole. On fait alors glisser
|,/ léquerre le long de la régle, en appliquant contre I'équerre,
| avec une pointe ou un crayon, le fil qu'on tient toujours
| tendu. L'arc de courbe que la pointe décrit de ceile maniére
| estunarc de parabole. En effet, la longueur GM + MF du fil
| dlant égale par hypothése au coté GM ou GM -+ MI de I'é-
querre, la distance MF est constamment égale & la distance M,
de sorte que le point M est également éloigné de la directrice
et du foyer.
Aprés avoir tracé la branche AM par ce mode de construc-
tion, il faut retourner I'équerre et recommencer I'application
du méme procédé pour déerire la branche inférieure.

Corottame. — La parabole a pour axe de symétrie la perpen-
diculaire menée de son foyer sur sa directrice.

En effet, considérons deux points quelconques M, M’ de Ia
parabole déterminés par lintersection de la droite MM
paralléle 4 sa divectrice, et du cercle quia le foyer I pour
centre etla droite DP pour rayon. La perpendiculaire DP menée
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du centre de cercle sur la corde MM’ divise cetle corde e
deux parties égales (P., 12, I); dong
les points M et M’ sont symétriques
par rapport & la droile DF, et celt
droile est un axe de symétrie del;
parabole.

Le point A ot cet axe coupe la pa.
rabole estle sommetde cette courbe,
On appelle paramétre de la pam-
bole la droite D qui mesure |
distance du foyer a la directrice. Cette droite seule déterming
la parabole.

THEOREME

Les points extérieurs a la parabole sont moins éloignés dely |

directrice que du foyer ; les points intérieurs sont au contrair

plus éloignés de la directrice que du foyer.
{° Soit N un point exlérieur a la parabole; je méne par
ce point et parallclement a l'axe

B e droite NQ, qui coupe la courbe a

Ql N TN point M el la directrice au point (; j¢
) tire ensuite les droites FM et FN. [e

: / rayon vecteur MF, ou la droite MN +N(
e qui lui est égale, parce que le point
\ appartient a la parabole, est moindr

que la ligne brisée MN +NF; il faul
donc qu’on ait
NQ << NF.
2° Soit N’ un point intérieur; je méne la droite N'Q paral-
lele & I'axe. Celte droite rencontre la dirvectrice au point Q ¢
la parabole au point M dont je trace le rayon vecteur IM. ko
ligne brisée "M + MF est plus grande quela droite N'F; orles
droites MF, MQ sont égales, parce que le point M est sur la
parabole; on a donc
NM + MQ > NT,
ou NOQ>NF.
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THEOREME I

Laparabole peut étre considérée comme la limite vers laquelle
tend une ellipse dont U'un des foyers s’éloigne indéfiniment de
lautre, supposé fixe qvec le sommel voisin.

Soient I' et I les foyers d'une
0 7< ellipse dont le grand axeesl AA";
e 2 : du point F’ comme centre je
’ déeris le cercle directeur FE,
et je suppose que, les points
A et F restant fixes, le foyer F’
s'eloigne indéfiniment del'autre
foyer F. L'ellipse se change alors
en une courbe ouverte GAH
ayant deux Dbranches infinies
4 AG, AH etle cercle direcleur
se confond avec sa tangenle DI au point E, ot il coupe la
droite AF; car la distance AE est égale & AF et, par suite,
constante. Or, quelle que soit la position du point F’, tout
pointM deI'ellipse est également distant du point F et du cercle
directeur (Courbes usuelles, 1, Y, Rem.); par conséquent,
chaque point M’ de la courbe GAII, limite de I'ellipse, est aussi
tgalement distant du point F et de la droite DIV, limite du
cercle directeur. La courbe GAH est donc une parahbole.

ConoLtame. — Le théoréme précédent sert a déduire les pro-
priétés de la parabole des propriétés déja connues de ellipse.
Si ces derniéres dépendent explicitement des axes a, b de Iel-
lipse et de I'excentricilé ¢, on désigne par p le paramétre EF
le la paraliole, et I'on a :

a=¢+ D
= of
el b= a’—-c”:p(o -!-;;),
\ +
A, — ELEN, : 2%
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En remplacant dans la relation donnée les quantités a, b
par les valeurs qui précédent, et supposant ensuite ¢ = oo, on
trouvera la propriété correspondante de la parabole.

Remarque. — On démontrerait de méme que la parabole
peut aussi étre considérée comme la limite vers laquelle tend
une hyperbole dont l'un des foyers sélvigne indéfiniment de
l'autre, supposé fize avec le sommet voisin.

THEOREME I1I

Une ligne dreite ne peut rencontrer une parabole en plus e
deux points.

Ce théordme résulte évidemment de ce que la parabole peut '

stre considérée comme une ellipse dont legrand axe estinfini,

THEOREME IV

La tangente & la parabole fait des angles égaux avec la ju- |

ralléle & U'azxe et le rayon vecteur, mends par le point de con-
tact. :

Ce théoréme est une conséquence évidente de ce que la po- |
rabole (voir la figure précédente) est la limite d'une ellipse ‘

dont le foyer F' s'éloigne indéfiniment de I'autre foyer E, sup-
posé fixe avec le sommet voisin A ; car le rayon vecteur M

d’un point quelconque M de I'ellipse tend & devenir paralidle |

a I'axe AF. Néanmoins je vais donner une démonstration d
recte de ce théoréme.

T - Soient F le foyer et DIV la di
rectrice d’une parabole; je dis
que la droite MT qui la touche
au point M fait des angles égaur
avec le rayon vecteur MF et li
droite MG, menée parallélementi |
I'axe par le point M. Pour 12 dé- |
montrer, je tire du point M unt
séeante quelconque MM, qui ren-
contre la directrice au point E, d
je fais remarquer que la droite EF divise en deux parties

Hi\m 6

Y

-
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ggales I'angle MFN extérieur au (riangle FMM. En effet, des
points 5 et M’ je tire les droites MC, M'C’ perpendiculaires 4 la
directrice, et j'ai :

EM MG
EM T MG
Or, les droites MC, MI" sont égales, ainsi que les droites M'C/,

M'F, puisque les points M et M'sont
.M~ silués sur la parabole; done

D

o

| EM _ MNF
N —— EN' — MF’
7) {f,ﬁ S ce qui exige que la droite EF soit la
Hle / \N, bissectrice de I'angle MFN extérieur

au triangle MFM’ (P. 20, IV).
itk Je suppose maintenant que le
point M’ se rapproche indéfiniment
du point M, I'angle MFN augmente et a pour limite deux
angles droits; par conséquent, la bissectrice de cet angle tend
a devenir perpendiculaire au rayon vecleur FM. De la je con-
clus que la tangente MT et la perpendiculaire FE' menée par
le foyer F sur le rayon FM du point de conlact rencontrent la
directrice au méme point E’. Les triangles rectangles MFE’,
MCE' ont dés lors I'hypoténuse ME' commune et les cotés MC,
MF égaux 'un & I'autre; ils sont donc égaux, et 'angle E'MF
est égal & Pangle E'MC, ou a son opposé au sommet TMG.

Coratrame I. — Le point de contact M de la tangente MT et
le point 1L ot cette droite coupe I'axe de la parabole sont égale-
ment €loignés du foyer.

En effet, angle FMII est ¢gal a langle GMT, puisque la
droite MT est tangente & la parabole. Or, les angles GMT,
FIIM sont égaux comme correspondants; donc l'angle FMH

est cgal & lanrrle I'HM, et le colé FIL du triangle FMIIT wnl au
C"{eI“J

C()[:DLLAIREH. — La tangente au sommet de la parabole est
Perpendiculaire o l'aze.
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THEOREME V

Le lieu géométrique des projections du foyer d'une parabole
sur ses tangentes est la tangenle au sommet.

Ce théorémerésulte ¢videmment de
ce que la parabole est la limite d'une
ellipse dont I'un des foyers s'é¢loigne
indéfiniment de l'autre, supposé fixe
avec le sommet voisin (1, 1V). Voici
la démonsltration directe de ce théo-
réme : ;

5%

6D

/

la parabole; je méne par le point de
contact M une paralléled I'axe, et je la prolonge jusqu’au point

H ou elle rencontre la directrice. La tangente MT divise en |

deux parties égales 'angle FMH; par conséquent elle est per-
. pendiculaire an milieu I de la base FI du triangle isocéle MFH,
et le point I est la projection du foyer I sur la droite MT. Orla
tangente au sommet A de la parahole est paralléle a la direc.
irice DH, et divise la droite FD en deux parties ¢gales; don

elle divise aussi la droite FH en deux parties égales, ¢'est-a-dire |

qu’elle passe par le point L.

Remarque. — Si I'on projelte sur I'axe de la parabole
partic MO de la tangente comprise entre I'axe et le point de
conlact, la projection PO se nomme sous-tangente.

CorortAlRE. — Le sommet A de la parabole divise en deur.

parties éqale la sous-tangente OP.
En effet, la perpendiculaire FI, ahaissée du sommet F du
triangle isocéle OFM (IV, c) sur la base OM, divise cette droile

en deux par[ies égales; doncle point I est le milieu de OM. La |

droile Al qui est parallele & MP passe dés lors par le milieu
de OD, ct le sommet A divise la sous-langente OP en deux p%r
ties L“”I]CS <

PROBLEME II

Mener une tangente & la parabole par un point M pris sur
cefte courbe.
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On peut résoudre ce probléme de deux maniéres difté-
rentes
1° Je méne par le point M la droite MII paralléle & laxe
jusqu'a la rencontre de la directrice
enll, et je divise I'angle FMIIL en deux
parties égales. La bissectrice MO est
la tangente demandée (IV)

20 Je prends sur 1'axe, a partir du
foyer F et dans le sens F'A, la longueur
FO égaleaurayon vecteur FM du point
de contact, et je tire la droite MO.

puisqu’elle fait des angles égaux avec I'axe et le rayon vecteur
du poiut de contact (IV, c).
(ette seconde construction est plus simple que la premiére.

PROBLEMNE ITI

Mener une tangente & la parabole par un point P extérieur
o celte courbe '

Je décris du point P comme centre, avec un rayon égal &
la distance PF de ce point au foyer K

: = de la parabole, un cercle qui coupe la
el / directrice en deux points N et N'; car
a4 le point P, extérieur & la parabole, est

N plus éloigné du foyer que de la di-

rectrice (I). Je tire ensuite les droi-
tes N, FN’, et j'abaisse du point P
les perpendiculaires PM, PM’ sur ces
' droites.

Les lignes PM, PM’ sont tangentes & la parabole (IV). Pour
avoir leurs points de contact M, M’ je méne des paralléles &
Paxe par les points N, N, jusqu’a la rencontre de PM et PM'.

Remarque. — On peut mener par un point exiérieur a lo
parahole deux tangentes & cette courbe.

Corotaire. — Si d’un point P extépieur & la parabole on

Cette ligne est tangente a la parabole,
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méne deux tangentes & celte courbe, 1° ces tangentes font des
angles égauz avec la droite PP et la parallele & Uaxe; menég
par le point P; 2°la droite PF divise en deux parties éjales
Pangle formé par les rayons vecteurs des deux points de contagt.
C’est une conséquence évidenle de la propriété correspon-
dante de Pellipse (1, 11T, c). La démonstration directe de cetfe |
propriété n’offre aucune difficul(é. _ ?

PROBLEME 1V 1

Mener alaparabole une tangente paralléle & une droite donnée.
Jabaisse du foyer la perpendicu- |
/ laire FII sur la droite donnée, et jela |

/ prolonge jusqu’a larencontre deladi-

/l ¢  recirice en H,puis j'éléve la perpen-
i diculaire TT’ au milicu de la droile
53\ r 5 [ Cette perpendiculaire est fan-
genlte a laparabole (V) ; j"obtiens son
point de confact M en menant par le
point H la droite IIC parali¢le a Iaxe,
Remarque. — On ne peut mener a la parabole qu'une fan-

genle paralléle a une droile donnée.

THEOREME VI

La normale en un point donné M d'une parabole divise el
|25 T deux parties éyales U'angle que for-
/ , ment la paralléle & l'axe et le rayon

N vecteur, menés par le point M.
\ Je méne par le pointM la tangenfc |

MT etla droite MN perpendiculairei
ceitetangente. Lesangles FMO, KMT,
que la droite MT fait avec le rayon
vecteur FM et la droite MK paralléle
~~ i laxe, étant égaux, leurs complé-
ments FMN, KMN le sont aussi; donc la normale MN divise
I'angle FMK en deux parlies égales.

1

e
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Remarque. — Si 'on projette sur I'axe de la parabole la
; portion MN de la normale comprise
1 enire l'axe ct la courbe, la projec-
i / i tion PN se nomme sous-normale.
7 CoroLrare I. — Dans la parabole,
la sous-normale PN est constante et
égale aw paramétre FD.

Je prolonge la droite KM jusqu’au
point I ot elle coupe la directrice,
et je tire la droite FH. Les deux tri-
angles reclangles MNP, FDH sont
égaux, parce qu’ils ont deux coiés
égaux chacun a chacun : en effet, les cotés MP, HD sont paral-
léles et compris entre les droiles paralléles DF et HM; il en est
de méme des hypoténuses MN, HF qui sont I'une et 'autre
perpendiculaires & la tangente MT et, dés lors, paralléles. Par
conséquent, les deux autres cotés PN et FD sont égaus, c'est-
a-dire que la sous-normale PN est égale au paramétre FD de
la parabole.

Covorrare 1. — Le carré d'une corde MM perpendiculaire
i laxe de la parabole est proportionnel & la distance AP de
celte corde au sommet P.

On a MM = 4MP?, puisque le point P est le milieu de MM’;
or, le triangle MNO étant rectangle, la perpendiculaire MP
abaissée du sommet M de 1'angle droit sur 'hypoténuse est
moyenne proportionnelle entre les deux segments PN, PO de
ce cbté (P., 23, I), c'est-a-dire entre la sous-normale PN qui
¢gale le paramétre p de la parabole (VI, c) et la sous-langente
PO qui est le double de la distance AP du sommet & la corde
MM’ (V, c). On a dés lors

MM = 8p >< AP.

Mz

D égale par suite 8p; il est donc constant.

Le rapport

THEOREME VII

Le lieu des sommets des angles droits circonscrits a la para-
bole est la directrice.
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Ce théoréeme est une conséquence du théoréme correspon-
dant de Pellipse (1, VII).

Ul est d'abord évident quele cercle concentrique & I'ellipse,
et décrit avec le rayon y/a*+ b*, se change en une droite per-
pendiculaire & Paxe focal, lorsque 1'un des foyers ‘de Dellipse
s'éloigne indéfiniment de I'autre, supposé fixe avec le sommef
voisin. Je remarque ensuite que la distance du foyer fixe 3
celle droile est la limite vers laquelle tend la distance
V &*+b* — ¢ du méme foyer & la circonférence concenlrique
a l'ellipse, lorsqu’on suppose c =0 et les lignes a, b, ¢ lides
par les relations (II, ¢) :

a4=c -I—E, B=mn (c—l——g),

dans lesquelles p désigne la distance du foyer et du sommet
fixes. :

On a successivement :

‘/mﬂc:(\/aﬂ-f—b*—c) (V a* +b*+c) = 20 /
: va+bi+ec V@ + b ¢
et, par suite, -
ol & 10
\/a’—i—b’——c: 3

i h?
Eg-?-?—i—'l.

Or, en supposant ¢ = oo , et remarquant qu’il résulte des va-
leurs précédentes de a et b que

limife (E) =1, limile (E> =p, limite (bg) =)
¢ ¢ ¢
on trouve :
1
limite (\/ @+ b —c)= =P
Donc le lieu des sommets des angles droits circonserits  la
parabole est Ta directrice.

Remarque. — La démonstration direcle de celte proposilion
n'offre aucune difficulté; elle conduita ces deux conséquences
remarquables : 1° La droite qui joint les points de contact des
c0tés de chaque angle droit passe par le foyer; 2° cette droite est
perpendiculaire & celle qui joint le foyer au sommet de Uangle.
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PROBLEMES

{. Construire une parabole dont on connait la directrice et
deux points, ou le foyer et deux points.

2. Quel est le lieu géométrique des foyers des paraboles qui
ont l]a méme directrice et un point commun?

3. Quel estlelieu géométrique des points également distants
d'une droite el d'une circonférence de cercle?

4, Quel est le lien géoméirique des foyers des paraboles qui
ontla méme directrice et une tangente commune? — Trouver
le lieu géométrique des sommels des mémes paraholes.

5. Construire une parabole dont on connait la directrice et
denx tangentes, ou le foyer et deux tangentes.

6. Tracer une parabole dont on connait la tangente au som-
met et deux autres tangentes.

T.Quel est le lieu des foyers des paraboles qui ont trois
tangentes communes?

8. Décrire une parabole qui touche quatre droites données,

9. Trouver les points de rencontre d’une droite et d’une
parabole donnée par son foyer et sa direclrice.

10. Décrire une parabole dont on counait un point, une
langente et le foyer ou la directrice. — Cas particulier dans
lequel le point donné est sur la tangente.

11. Les carrés des perpendiculaires abaissées du foyer sur
deux tangentes & la parabole sont proportionnels aux rayons
vecteurs des deux points de confact.

12. Inscrire un cercle dans un segment de parabole déter-
miné par une corde perpendlculalre al'axe.

13. Quel estle lieu géométrique des points tels que la somme
oula différence des distances de chacun d’eux & un point et
aune droite fixes soit constante?

14.8i par le foyer d'unc parabole on méne une perpendi-
culaire & son axe, et que I'on prenne, a partir du foyer, sur
cetle perpendiculaire, deux longueurs égales, le trapéze formé
en abaissant de leurs extrémités des perpendiculaires sur les
langentes est constant.
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15. Si des différents points N d’une tangente CM a ung pi-
rahole on méne deux droites, I'une FN au foyer F el I'autre
NB tangente, 'angle FNB de ces deux droites est constant.

16. Si des différents points K d'une corde de contact de deny
tangentes AC, AB & une parabole, on méne deux paralléles
KD, KE aux deux tangentes, il en résulte un parallélogrammg
dont la diagonale DE est tangente & la parabole.

17. La distance du foyer d'une parabole au sommet d'un
angle circonscrit & celte courbe est moyenne proportionnelle
enire les rayons vecteurs des points de contact des colés de cgl
angle.

18. Si unangle est circonscrit aune parabole, une langens
mobile coupe les deux colés de cet angle en deux points {els
que le produit de leurs distances au foyer de la parabole est
directement proportionnel & la distance du foyer au point dg
contact de la tangente mobile.

19. Lorsqu'un quadrilatére est circonserit & une parahole,
le produit des distances du foyer & deux sommets opposés du
quadrilatére est ¢gal au produit des distances du foyer aux
deux aulres sommels.

90. Etant donnés sur un plan deux points fixes A, B etun
systéme de paraboles ayant le méme foyer I, si I'on méne par
les poinls A et B quatre fangenles & I'une de ces paraboles, l¢
produit des rayons vecteurs des quatre points de contact est
constant, quelle que soit la parabole que I'on considére. -

91. Si deux points d'une parabole sont en ligne droile avet
le foyer de celle courbe, le produit de leurs distances & la di
reetrice est dans un rapport constant avec la longueur de la
droite qui joint ces deux points.

22. Des extrémités M et M’ d'une corde passant par le foyer
F d’une parabole, on abaisse les perpendiculaires MP, M'P’sur

une droite fixe, située dans le plan de la parabole, et I'on pro-
1P

pose de démontrer que la somme i ~+ ——— est constanle
MF * M'F :

23. Si une sphére est inscrite dans un cone, tout plan tan-
gent & celte sphére et paralltle & une seule génératrice di
~=dne coupe la surface conique suivant une parabole. Celle
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courbe a pour foyer le point de contact du plan tangent, et
pour directrice I'intersection du plan tangent et du plan de la
circonférence suivant laquelle Ie cone touche la sphére.

94. La perspeclive d'un cercle sur un plan non paralléle a
celui du cercle est une ellipse, ou une hyperbole, ou bien une
parabole, — On démontrera ce théoréme en supposant I'ceil
placé en un point de la perpendiculaire élevée par le centre
du cercle surson plan.
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Proaraxye : Définition de Uhélice, considérée comme résultant de enroule
ment du plan d'un triangle rectangle sur un cylindre droit & base circulaire
— La tangente & I'hélice fait avec Varéte du cylindre un angle constant, -
Construire la projection de Ihélice et de sa tangénte sur un plan perpend
culaire 4 la base du cylindre. /

DEFINITIONS

1. On appelle surface développable toute surface qu’on peul
étendre sur un plan sans déchirure ni duplicature.

Une surface engendrée par le mouvement d'une ligne droile
est développable, si deux positions consécutives quelconques e
cette génératricerectiligne sont comprises dans un méme plan.
Telles sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques.

Si ’on pose un cylindi
droit & base circulaire sur
un plan, de maniére quil
le touche par sa surfac
convexe, il est eévidenl
qu’aprés avoir fendu celt
surface suivanl une pos-

tion de sa générairice rectiligne, et avoir détachée des deux
bases du cylindre, on peut I'étendre sur le plan de sorte qu'elle
_prennela forme d'un rectangle, ayant pour base une droite
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bgale & la circonférence de la base du eylindre et pour hau-
teur la hauteur méme de ce corps. On énonce ordinairement
ce fait de la maniére suivante : Le développement de la surface
convexe d'un cylindre droit surun plan est un rectangle qui a
pour dimensions la hauteur du cylindre et la longueur de la
drconférence de sa base.

9. On démontre dans le cours supérieur de mathématiques,
et jadmettrai comme évident, que les tangentes menées par un
point d'une surface courbe a toutes les lignes qu’on peut tracer
par ce point sur cefte surface sont comprises dans un méme
plan. Ge plan s’appelle plan tangent.

I résulte de cette définition que, pour mener un plan tan-
gent & une surface en un point donné M, il suffit de mener les
fngentes & deux lignes tracées par ce point sur la surface, et
de faire passer un plan par ces deux tangentes. — Sila surface
peut étre engendrée par le mouvement d’une ligne droite,
comme le cylindre et le cone, le plan tangent en un point
queleonque de cette surface contient la génératrice rectiligne
qui passe par ce point; car celte ligne est elle-méme sa tan-
gente.

5. Soit ADQP le rectangle qu’on obtient en développant sur

' an plan la surface con-
vexe du cylindre droit
ABCD a base circulaire.
Sil’ondivise sa hauteur
AD en parties égales
AE, EF,.., et, qu’aprés
avoir prissurlecotéop-
posé PQ une longueur
PR égale a AE, et tiré
la droite AR, ainsi que ses paralleles IS, FQ,... on enroule le
rectangle ADQP sur le cylindre; les droites AR, ES, FQ trace-
ront sur la surface convexe du cylindre une courhe continue

R o e i
ST P

“qwon appelle hélice. Cetle courbe est continue, car l'arc formé

parla droite AR vient aboutir au point E ot commence celui
qui formela droite ES; et ainsi de suite.
Chacun des ares AR, ES... de I'hélice, qui ont leurs exiré-
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mités sur la méme génératrice AD de la surface cylindrique
et font le tour entier du cylindre, se nomme spire. On appelle
pas de Ihéiice la portion constante AE de la génératrice AD,
comprise entre les extrémités d'une spire. La longueur de 13
circonférence dela base du eylindre, la longueur d'une spire
de I’hélice tracée sur ce cylindre et le pas de cette hélice sont
les {rois cotés du triangle rectangle APR, dont I'enroulement
surle cylindre produit la spire AR. La connaissance de deux
des éléments de ce triangle rectangle suffit donc & la déter-
mination de I'hélice.

11 est important deremarquer que la droite AR et ses paral-
1éles ES, FQ font le méme angle avec toules les génératrices
de la surface du eylindre; cet angle n’est autre que ARP.

THEOREME I

Le plan, tangent & une surface cylindrique ou conique enun
point donné M, est aussi tangent d cette surface en tout aulre
point N de la génératrice rectiligne MN qui passe par le point M.

Pour démontrer ce théoréme, je trace par les points MetN

sur la surface proposce, cylindrique o

i conique, deux lignes quelconques M,
\‘ NB et leurs tangentes MS, NT. Je consi-
s dére ensuile une seconde position MN
\“- de la génératrice rectiligne, dans l-
L quelle celle droite rencontre les courbes

4 MA, NB aux points M, ', et je fais re-
marquer que les dmlles M\, MN sont
M—""g paralléeles cu concouranles, selon que |
| la surface proposée est cylindrique ov |

: conique. Ces droites se trouvent dés lor: |
dans un méme plan qui contient les sécantes MM’, NN'. Sijo
fais {ourner ce plan aulour de MN jusqu’a ce que la généra-
trice ait pass¢ de la position MN"a la position MN, alors les
séeantes MM, NN coincident respectivement avee les langenes
MS, NT. Ces lanfra:'".:‘cs sont donc comprises dans un méme
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plan avec la droite MN, et le plan MNT tangent au point N
coincide avec le plan NMS tangent au point M.

(onorLaiRe. — Pour mener un plan tangent & un cylindre
oua un cone en un point donné M, il suffit de tracer par ce
point la_génératrice rectiligne de la surface cylindrique ou
conique jusqu’a la rencontre de la base, et de mener ensuite
Jatangente a la base par le point d'intersection; le plan déter-
miné par la génératrice et cette tangente sera le plan tangent
demandeé.

THEOREME II

La distance d'un point M de Uhélice & la base du eylindre est
proportionnelle & Parc MA de cetle courbe, compris entre la base

du eylindre et lepoint M; elle est aussi proportionnelle & la pro-.

jection AN de cet arc sur la base.
Fn effet, soit mm la position du point M sur la droite AR, lors-
P o qu'on développe la sur-
face du cylindre sur le
’ plan DAP; je tire du

I r— ® point mune paralléle &
I ey RP et je la prolonge
. —|R jusqu’au point n o elle
f“,// rencontre AP. Ladroile

p mnest égale a la dis-
lance MN du point M a
sabase du cylindre, et la droile An égale & la projection de
larc d’hélice AM sur cetle base.
Cela posé, je conclus de la simililude des triangles rectan-
gles ARP, Amn, que
mn __ Am __ An
. TP AR AL |
Or, les dénominateurs RP, AR, AP de ces rapports égaux sont
constants, quelle que soil la position du point M; done leurs
numérateurs mn, Am, An sont directement proportionnels.

n

Cororrame. — Sije désigne par ! la longueur AR d'une spire,

par b le pas RP de I'hélice et par R le rayon OA du cylindre,
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h

i,ﬂl] rai mn :.".:T S Am
el mn :—h— >< An
O H i

Remarque. — La projection An de I'arc d’hélice AM surly
base du cylindre est égale a V'arc de cercle AN, lorsque le poin
M se trouve sur la premiére spire. Dans Phypothése con-
traire, la droite An surpasse I'arc AN d’aulant de circonfé-
rences que l'arc d’hélice AM fait de fois le tour entier du
cylindre.

PROBLEME I

Mener unetangente & l'hélice par un point pris sur cetle courbe.
Soit MT la {angente au pointM de ’hélice AMM; celte droite
est située dans le plan MNT qui touche le
cylindre suivant la génératrice MN (def. 9.
Pour la tracer, il suffit dés lors de connailre
le point T, ot elle rencontre la ligne d'in-
tersection NT du plan tangent et de labase |
du cylindre. Je dis que la distance du point |
T au point N (distance qu’on appelle ordi- |
\ nairement la sous-tangente du point N) est
[ T ¢gale ala projection AN de I'arc d’héliceAN |
N w\;% 4 sur la base du cylindre. 3
En effet, je conduis par la droite MN un

plan qui coupe la surface du cylindre suivant une seconds
génératrice M'N'; soient M’ et N’ les points d'intersection d2
cette droite avee I'hélice et la circonférence de la base du |
eylindre. Je tire les sécantes MM’, NN’ qui se rencontrentan |
point K, et je remarque qu’en faisant tourner le plan MNMY"
autour de la droite MN jusqu'a ce que la génératrice MN' s¢ |
confonde avec MN, les sécantes KMM’, KNN’ deviennent simul- ¢
anément tangentes, la premiére a I'hélice et la seconde ala
circonférence de la base du cylindre. Par conséquent, lasous-
tangente NT est la limile vers laquelle tend la longueur va:
riableNK. Cela posé, dela similitude des triangles MNK, MNE,
je déduis 1'égalité suivante :

A

-
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= NK  NK.
i N~ NN
V par une propriété del'hélice démontrée pré-
s 7 cédemment (IIT), j'ai aussi :
MN M'N

arc AN arc AN
En multipliant ces deux égalités membre 2
membre, je trouve :

NK SN
arc AN arcAN?
: NK NK —NK 3
et, par suite, =

arc AN — arc AN — arc AN’

NK  corde NN’ ;
arc AN — ar¢c NN °

Si je suppose maintenant que le point M’ vienne coincider
avec le point M, I'arc de cercle NN et sa corde décroissent en
méme temps jusqu’a zéro. Or, on démontre dans la trigono-
méfrie que le rapport du sinus a I'arc tend vers I'unité, lorsque
lare diminue jusqu’a zéro; done, on a aussi :

corde NN’ i
SEFENNG 7ot
el, par suite, lim. NK = ar¢ AN.

Pour construire la tangente au point M de I'hélice, il faut
dés lors prendre surl'intersection du plan tangent et dela bhase
(u cylindre, & partir du point N et dans le sens de I'are NA,
une longueur NT égale & cet arc, et tirer ensuite la droite ‘rIT

Coroutamme. — La tangente & I'helice fait un angle constant
avecla génératrice du cylindre, menée par le point de contact.

D Soient MT la tangente au
point M de I'hélice AM et NT

R

m > 32 projection sur le plan de
la base; la droite NT étant
. ¢gale & la longueur de I'arc

A n AN, si je prends sur le déve-
loppement rectiligne AR de
'hélice une longueur Am

tgale & Yarc AM de celte courbe, et que j'abaisse du pointmla
AN, — FLfy, | 25

ou hien
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perpendiculaire mn sur la base An du rectangle suivant lequel

se développe la surface du cylindre, j’aurai
An= arc AN =NT.

Donc les triangles MNT, mnA,
qui ont un angle droil com-
pris entre deux cdlés égaux
chacun A chacun, sont égaux
entre eux; l'angle TMN est,

N par suite, égal a 'angle Amn,

x ¢ est-a-dire & 'angle constant
sous lequel la droite AR, qui engendre I'hélice, coupe toutes
les génératrices du cylindre.

Lorsque V'angle Amn est connu, cette propriété de la fan-
gente aI'hélice permetd’éviter la rectification del'arc AN pour
tracer cette droite. En effet, on peut alors mener par le point
M, dans le plan tangent, la droite MT, de maniére qu’elle fasse
avec la génératrice MN I'angle NMT égal & I'angle Amn.

- |D

PROBLEME II

Construire la projection de I'hélice et de sa tangenle sur
plan perpendiculuire & la base du cylindre.

Dans la résolution de ce probléme, je ferai usage des prin-
cipes suivants de géoméirie descriptive” :

1° La droite qui joint les deux projections d’'un méme poitit
de Vespace est perpendiculaire & la ligne de terre.

9° La distance d'un point & lun desplans de projection &l
égale & la distance de sa projection sur U'autre plan d la ligne
de terre. :

Les spires d'une méme hélice étant des courbes identiques, |

leurs projections sur un plan quelconque sont &gales; aussi |

je réduirai a la projection d'une seule spire I'épure demandée,
Soient le cercle oa la base du cylindre proposé, et ¢ Lort-
_gine de I'hélice; je prends le plan de la base du cylindre

* Voir leur démonstration dans mes Applications de la Géomelrie dlémen
¢gire {Cours de seconde).
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pour plan horizontal de projection, et je choisis le plan
verlical de telle sorte que la ligne
de terre a'c’ soit paralléle au dia-
métre ac de la base. Le cylindre
étant droit par hypothése, il a pour
projection horizontale le cercle oa,
el pour projection verticale le rec-
tangle a'c'¢"a", dont la base est égale
au diamétre a¢ du cercle oa, et
dont la hauteur est égale au pas ¢’a”
de I'hélice. : :
Cela poseé, je fais remarquer que
tout point M de I'hélice se projette
horizontalement en un point m de
la circonférence oa, et que, sije
tire du point m la perpendiculaire
mn sur la ligne de terre, la pro-
jection verticale du méme point M
se trouve sur cette perpendiculaire

 au-dessus de laligne de terreet 4 une distance de cette ligne

égale & Mm; il s'agit donc de construire la longueur Mm. Or,
on a (I11) :

» Mmoo calal

arc Ma — cir. oa’
par conséquent, la ligne Mm est une quatriéme proportionnelle
& frois lignes connues. En construisant cette droite et prenant
i’ égale & sa longueur, j’aurai la projection verticale m' du
point M.

Onpeutabréger beaucoup cette construction, en remarquant
queé si l'on prend I'arc am égal  la moitié, au tiers, au quart...
deJa circonférence oa, la droite Mm sera la moitié, ou le tiers,
oule quart... du pas a'a” de I'hélice. De Ia résulte cette con-
siruction : divisez la circonférence o en un nombre quelcon-
que de parties égales, par exemple seize; divisez aussile pas
¢a" de hélice en seize parties égales, et menez par les divi-
S1905 correspondantes h etm du pas et de la circonférence une
Faralléle et une perpendiculaire 4 la ligne de terre. Ces deux
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droites se rencontrent en un point 7', qui sera la projection
verticale du point de I'hélice ayant le point m pour projection

horizontale. En réunissant par un trait continu a’'m’a’ les seize
points ainsi obtenus, vous aurez la projection demandée.

‘ On rectifie le tracé de celte pro- .
§ ¢ jection en construisant la tangente
I en chacun des points déterminés par
la méthode précédente. Pour con-
struire les projections de la tangente
\ it en un point quelconque M de I'hé-

s h lice, je meéne la droite mt tangente
\Z‘ au point m de la base du cylindre,

J Cette droite est la trace horizontale
e #—r— du plan tangent au point M et, par
b suite, la projection horizontale dela
/ s tangente au méme point M de I'hé-

lice; car le plan tangent est perpen-

3 0 8 diculaire au plan horizontal de pro-

jection. Je prends ensuite la droite

2 | mt égaled Larc am, c'est-d-direala

sous-tangente du point M (Prob. I);

:  par conséquent,le point ¢ est la trace

horizontale de la tangente. Je projette ce point sur la ligne de

terre, et je tire la droite it~ colte droite est la projection
verticale de la tangente MT.

11 est facile de reconnaitre, 1° que la courbe a'm’a” est syme-
trique par rapport & la droite qui joint les milieux ¢, f' des
cbtés a'a”, ¢¢” du rectangle @'d'¢’a’; 2° qu'elle est tangented
ses cotés dans les points @', a” etf’; 3° que la tangenteal |
point d', qui divise en deux parties égales la moitié ¢ f' dels
courbe @m'a”, coupe celte courbe, cest-a-dire que Vare 41
est au dessous de cetle tangenteet l'arc d'f’ au-dessus; et qul
en est de méme de la tangente au point b’ de arc fra”; 4qu
la distance d'un point guelconque m’ de la courbe a/mia" 4l
projection verticale b'd de T'axe du cylindre est proportion-
nelle au cosinus de l'arc de cercle am; 9° que chacun &
points &', b’ est un centre de la courbe dJ'a", ¢ est-a-dire i

{1 B

|55 p B Bt 5
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toute corde qui passe par I'un de ces points sera divisée par lui

en deux parties égales.

PROBLEMES

1. Le plus court chemin de deux points de la surface d’un
cylindre droit & base circulaire, mesuré sur cetle surface elle-
méme, est le plus petit des arcs d’hélice qui joint ces deux
poins.

9. Si par un point de P'espace on méne des paralltles aux
tangentes de tous les points d'une spire d’hélice, ces droites
formeront une surface conique de révolution.

5. 81 I'on frace par un point d'une surface cylindrique & base
circulaire deux hélices qui se coupent & angle droit, la circon-
férence de la base du cylindre sera moyenne proportionnelle
enlre les pas de ces hélices.

Les mémes hélices divisent la surface du cylindre en qua-
drilatéres égaux. Calculer l'aire de I'un de ces quadrilatéres
en fonction des pas des deux hélices.

FIN DES COURBES USUELLES
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" DE GEOMETRIE

EXIGE POUR L'ADMISSION
A L'ECOLE POLYTECHNIQUE ET A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

f FIGURES TRACEES SUR LA SPHERE

CHAPITRE 1

Bu triamgle et de la pyramide sphérigues.

Procrayye : Dans tout triangle sphérique, un cOté quelconque est plus petit
que la somme des deux autres. — Le plus court chemin d'un point a un
autre sur la surface de la sphére est un arc de grand cercle. — Mesure de
langle de deux arcs de grands cercles. — Propriétés du triangle polaire ou
supplémentaire. — Deux triangles sphériques, situés sur la méme sphére
ou sur des sphéves égales, sont égaux dans toutes leurs parties : 1° lorsqu'ils
ont un angle égal compris entre deux cotés égaux chacun & chacun; 2° lors-
quils ont un cdté égal adjacent i deux angles égaux chacun & chacun;
% lorsqu'ils sont équilatéraux entre eux; 4° lorsquils sont équiangley
entre cux. Dans ces différents cas, les triangles sont égaux ou symétriques.
— Lasomme des angles de tout triangle sphérique est plus grande que
deux angles droits, et moindre que six. — Ce qu'on appelle excés sphé-
rigue.

THEOREME I

Si, par le pole P d'une circonférence quelconque AB tracée
surune sphére OP, on méne une circonférence de grand cercle,
ces deux lignes courbes sont perpendiculaires U'une sur Uauire,
cest-d-dire qu’elles se coupent en formant un angle droit;
et véciproquement.
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Je trace une circonférence de grand cercle par le pole P ¢l
un point quelconque G de la circonférence
AB, et je dis que ces deux courbes font un
angle droit au point G. Je remarque d’abor.
que leurs plans sont perpendiculaires (6, I);
/), car le plan du grand cercle PG contient Io
g7 perpendiculaire élevée par le centre I dy
= cercle AB sur le plan de ce cercle, puisque

celte droite passe par le pole P etle centre O de la sphére.

Cela posé, je méne par le point C les tangentes CD, CE aux
deux cercles AB, PC. La droite CD est perpendiculaire au rayon
IC du cercle AB, c’est-a-dire & l'intersection des deux plans
ABC, PCI; par conséquent, elle est aussi perpendiculaire au
plan PCI (6, I), et & la droite CE qui passe par son pied dans
ce plan. Donc I'angle DCE, sous lequel les deux circonférences
AC, PC se coupent, est droil.

Réciproquement, le pole de la circonférence AB se trouve
sur la circonférence de grand cercle PC, si U'angle DCGE, formé
par ces deux lignes, est droit.

En effet, la droite OI qui joint le centre de la sphére au centre
ducercle AB étant perpendiculaire au plan ABG (I, Rem.), etle
rayon 1C étant aussi perpendiculaire & la tangente CD, il résulte
duthéoréme des troisperpendiculaires que le rayon OGdu grand
cercle PC est perpendiculaire & la droite CD. Or, cette droiteCD
faul par hypothése un angle droit avecla tangente CE; done le
plan OCE, c’est-a-dire le plan-du grand cercle PC est perpen-
diculaire 4 CD et, par suite, au plan ABC; il contient dés lorsle
diameé(re 01 de la sphére et le pole P de la circonférence AD.

CoroLtame. — Par un point A de la sur-

face d'une sphére on me peul mener quune
, circonférence de grand cercle BAB’ perpar

diculaire & une circonférence BCD tracee sur
cette sphere.

Car on ne peut mener qu'une circonlt:
rence de grand cercle par le point A et le pole P du cerde
BCD, & moins que ces deux poinis ne coincident.

Soient B et B les intersections des deux circonférences; si
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J’on ne considére que les arcs moindres qu'une demi-circon-
{orence, et qu'il en soil ainsi des deux arcs AB, APB', il ré
sulte de ce corollaire qu'on peut mener d'un point A donné
sur une sphére deux arcs de grand cercle AB,APB’, perpendicu-
Juires & une circonférence BCD, tracée sur cette sphére, et
qion ne peut en mener que deu.

THEOREME II

Chaque cdté dun polygone sphérique convexe ABCDE est
moindre que la moitié de la circonférence d'un grand cercle.

Car si on supposait un coté quelconque AE de ce polygone
plus grand qu'une demi-circonférence de grand cercle, I'arc
ABprolongé rencontrerait AL en un second point I, silué entre
les points A et E, de sorte que le polygone
sphérique ne serait pas tout entier d’un
méme coté de la civconférence AB; ce qui
contredit 'hypothése. Donc, ete.

Remarque I. — La réciproque de ce théo-
réme est fausse.

Remarque If. — On ne considére ordinairement que des
polygones sphériques convexes; par conséquent, chacun de
leurs cotés est moindre qu'une demi-circonférence de grand
cercle,

THEOREME III

Une circonférence quelconque BCD et un point A extérieur &
cette courbe étant donnés sur une sphere, si
I'on méne de ce point les deux arcs de grands
cercles AB, AB’ perpendiculaires et Uarc de
grand cercle AG oblique & la circonférence BCD,

P

Uarc oblique est plus grand que Uun des deux .

. arcs AB, AB' et plus petit que laulre.
1° Soit P le pole dela circonférence BCD ; ce point se trouve
sur la circonférence de grand cercle BAB, qui est perpen-
diculaire & BCD par hypothése (16, 1V). En le joignant au
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point Cpar un arc de grand cercle, on formele triangle sph¢.
rique PAC, dans lequel la somme des deuy

P cotés PA, AC est plus grande que le troisiéme
coté PG (II). Mais l'arc PC est égal a I'arc PB,

P puisque le point P est le pole du cercle BCD;
on a donc
J PA + AC>DPA + AB,
' ef, par suile, AC > AB.
92° Dans le méme triangle PAC, le coté AC est plus petit
que la somme des deux autres PA, PC; or, 'arc PG est égal
a I'are PB’, puisque le point P est le pole du cercle BCD; on

a donc
AC << PA + PP,

ou
AC << AD'.
Remarque. — On suppose dans ce théoréme que chacun
des arcs AB, AB’ et AC est moindre qu’'une demi-circonfé-
rence.

THEOREME IV

Les plus courts chemins du pole P d’une circonférence BC qus
différents points de cette courbe, sur la surface dela sphére,
sont égaux enire euz.

Soient PMB, PNC les plus courts chemins du péle P a deux
points quelconques B et G de la circonférence
BC; je dis que ces lignes ne peuvent étre iné-
gales. Eneffet, si on supposait I'une, par exem-
ple PMB, plus courte que 1'autre PNC, et qu'on
la fit tourner sur le diamétre PA de la sphére
comme axe, elle engendrerait une surface de

révolulion qui ne serait autre que la zone PBC, puisque tous
ses points sont également éloignés du centre de la sphére.
L'extrémité B de celte ligne, déerivant la circonférence BC,
passerait donc par le point C; mais ce point serail alors joint
au pole par une ligne plus courte que PNC, ce qui est conlraire
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51‘hyp6thése. Par conséquent. les plus courts chemins PMB,
PNC du pole P aux deux points B et C de la circonférence BC
sont égaux. ;

THEOREME V

Le plus court chemin d’un point & un autre sur la surface
u sphére estun arc de grand cercle.

Soient A et B deux points de la surface
d’une sphére; je les joins par unarc de grand
cercle que jesuppose d’abord moindre qu’une
demi-circonférence, et je dis que cet arc est
le plus court chemin du point A au point B
sur la surface de la sphére.

En effet, je prends un point quelconque G de I'arc AB, et je
vais démonfrer que le plus court chemin cherché passe par ce
point. Pour cela je décris du point A comme poéle, avec la
distance polaire AG, une circonférence & laquelle I’arcde grand
cercle AB est perpendiculaire (E., 17, IV); l'arc BC est, par
suite, le plus petit de tous les arcs de grands cercles qu’on peut
mener & celte circonférence (III). Si je décris dés lors une
circonférence du point B comme pole, avee la distance polaire
BC, cette courbe n'aura que le point C commun avec la cir-
conférence AC et lui sera exlérieure.

Cela posé, je représente pour un instant le plus court che-
min du point A au point B sur la sphére par la ligne ADEB, et
jefais remarquer qu'il jouit de cette propricté que, si on le
divise en plusieurs parties, par exemple en trois, AD, DE,
IB, par les points D et E, chacune de ces parlies est le plus
court chemin pour aller de I'une de ses extrémités a I'autre
sur la sphére; car, en faisant I'hypothése contraire et rem-
placant les lignes AD, DE, ED par les plus courts chemins du
point A au point D, du point D au point E, et du point E au
point B, on joindrait le point A au point B par une ligne moins
longue que ADEB; ce qui est impossible, d’aprés la premiére
hypothése. De 1a je conclus que le plus court chemin du
point A au point B est décomposé, par les deux circonférences
AG, BC, en trois parties, qui sont : 1°le plus court chemin
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du point A ala circonférence AC; 2° le plus court chemin du
point B & la circonférence BC; 3° le plus court
” ¢hemin de l'une des circonférences AG, BC i
D lautre. Or, le pole A est également distant
E des points de la circonférence AC (IV); le
pole B est aussi également distant des points.
: de la circonférence BG; donc le plus court
chemin du point A au point B sur la sphére passe par le
point G, puisque la distance des deux circonférences AG, BG
est nulle pour ce point seul. Le point G étant un point quel-
conque de I'arc AB, il résulte de ce qui précede que eef ar
fait parlie du plus court chemin du point A au point B; et,
comme il joint ces deux points I'un & l'autre sans disconti

nuité, il est le plus court chemin cherché.

Je suppose, en second lieu, que les poinls A, B sotent les
extrémités d'un méme diamétre de la sphére; les circonfé-
rences AC, BC, décrites de ces points comme poles, coincident
*alors dans toute leur élendue, de sorte quele plus court che-
min du point A au point B est Pune quelconque des demi-cir-
conferences de grands cercles qu'on peut mener par les deux
points A et B.

THEOREME VI

Un triangle sphérique ABG étant donné, si des sommels
A, B, C, comme poles, on démit
les circonférences de grands cercles
"B/C’B"C", C'A'CYA”, A'D'AYBY, ¢ |
lignes divisent la surface de la sphére
" en huit triangles sphériques, s
que les sommets de chacun d'ew
sont les poles des cdtés du triangle
ABC.

1° Les deux circonférences d¢
grands cercles B'C/B/C”, CAC"A” divisent évidemment e1
quatre triangles la surface de chacun des deux hémisphéres
déterminés par le plan de la troisiéme circonférence ABA'Y's
par conséquent, la surface de la sphére est parlagée en huit
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riangles sphériques ayant pour sommets les six points d’'in-
tersection A’, A”, B’, B”, (7, C” des
trois circonférences de grands cer-
cles A’B’, B'C’ et C/A’.

9° Soit A’B”C’I'un de ces frian-
gles; je dis que les sommets A’,
B”, C’ sont les poles des cotés BC,
CA, AB du triangle ABC. En effet,
le point B étant le pole de la circon-
férence A’C’, la distance BA’ est un
quadrans; le point G étant le pole de la circonférence A'B’,
la distance CA’ égale aussi un quadrans. Dés lors le point A’
est éloigné d’un quadrans de chacun des points B et Cj il
est donc le pole de Parc BC. Je démontrerais de méme que
le sommet B” est le pole de V'arc AC et le sommet G’ le pole
de V’arc AB.

Remarque. — Parmileshuil triangles préc2dents, on ne con-
sidére ordinairement que le triangle A'B'C’, qui se distingue
des sept autres parce qu'il a son sommet A’ du méme coté de
I'arc BC que le point A, son sommet B’ du méme coté de I'arc
AC que le point B, et son sommet ¢/ du méme coté de 'arc AB
que le point C.

Réciproquement, je dis que, parmi les huit triangles sphé-
riques qu'on formerait en déerivant trois circonférences de
arands cercles des sommets du triangle AB'CY comme poles, le
triangle ABC est celui qui jouit des mémes propriétés par rap-
portau triangle A’B'C’. En effet, pour démontrer que le som-
met A du triangle ABC se trouve du méme coté de I'are B
que le point A’, il suffit de remarquer que les deux points A, A’
étant, par hypothése, dans le méme hémisphere termingé par
la circonférence BC dont le point A’ est le pole, la plus courte
distance du point A’ au point A est moindre quun quadrans;
ilen résulle que ces deux points doivent se trouver d'un méme
edté de la circonférence de grand cercle B'C, décrile du point A
comme pole. Je prouverais de méme que le triangle ABC a son
sommet B du méme coté de I'arc A’C’ que le point B, et son
sommet € du méme coté de Iarc A’B' que le point €.
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Legendre a donné aux deux (riangles sphériques ABG,
A'B’C’ le nom de iriangles polaires, parce qu'on peut décrire
les cotés de 'un quelconque d’enlre eux, en prenant les
sommets de Pautre pour poles. On les appelle aussi triangles
supplémentaires pour une raison qui résulle du théoréme
suivant.

THEOREME VII

Si ABC et A'B'C’ sont deux triangles polaires, chaque angle
de Vun de ces triangles a pour me-
sure Uexcés d'une demi - circonfé-
rence sur le coté opposé dans Uautre
triangle.

Je prolonge les cotés AB, AC de
I'angle A du triangle ABC jusqu’aux
points D et E, ot ils rencontrent le
coté B'CY du triangle A'B'C’. Le point
A étant le pole de I'arc B'CY, I'angle
BACGa pour mesure I’arc DE compris entre ses cotés (E, 20, V);
je dis que DE est égal 4 l'excés d'une demi-circonférence
sur I'arc B'C’. En effet, 'arc EB’ est un quadrans, puisquele
point B’ est le pole du coté AC; pareillement I'arc DC’ est un
quadrans, car le point (' est le pole du coté AB. La somme
des deux arecs EB’, DC’ égale donc une demi-circonférence.
Si de I'arc EB’ je retranche DB, et que j’ajoute la méme lon-
gueur a l'arc DC, la somme des deux ares EB’, DC’ n’est pas
changée; j'ai dés lors

DE + B¢’ = EB’ + D0/ = %circonf.,

el, par suite. :
DE = % circonf. — B'C’,

Je démontrerais de méme que chacun des deux autres
angles B, C du triangle ABC a pour mesure l'excés d’une
demi-circonférence sur le coté qui lui est opposé dans le
triangle A'B'(".

Je considére, en second lieu, I'angle A’ du triangle A’B'C;
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soient F et G les points d’intersection de ses cotés A, A'C’ et
de l'arc BC prolongé. Le point A’
élant le pdle de BC, 'angle B'A’C’ a
pour mesure I'arc FG compris entre
\ ses c6tés. Or, chacun des arcs BG
48 et CF est un quadrans, puisque le
point B est le pole de I'arc A'CY, ct
le point C le pole deI'arc A’B’; par
conséquent, lasomme BG + CF égale
une demi-circonférence. Mais celte
somme égale aussi BC + FG; donc BG + £G est une demi-
circonférence, et I'are FG égale l'excés d'une demi-circon-
ference sur le coté BC du triangle ABC. Je ferais la méme
démonstration pour les deux autres angles B’ et (’ du triangle
ABC.

Remarque. — Cette propriété du triangle AB'C’ appartient
aussi & son sjrmétrique A”B"C”, puisque ces triangles ont les
otés égaux et les angles égaux chacun & chacun; mais elle
n'est pas commune aux six autres triangles qu’on obtient en
décrivant les trois circonférences des grands cerclesB'C’B”C”,
'A'C’A”, A'B’A”B”, des sommets A, B, G, du triangle ABC
comme poles. Ainsi, par exemple, 'angle BAG a pour mesure
lecoté B/C/ qui lui est opposé dans le triangle A'B“(Y, et non
pas Pexcés d'une demi-circonférence sur ce coté; car l'arc
(B” est égal a Lexcés de la demi-circonférence B'C'B” sur
Fare (B’ ou 4 I'arc ED qui sert de mesure a I'angle BAC.
Langle C du triangle ABC a aussi pour mesure le coté A'D”
qui lui est opposé dans le triangle A’C’B”s mais 'angle B a
| pour mesure 1'excés d'une demi-circonférence sur le coté ACY
quilui est opposé dans le méme triangle A’C'B”.

Le théoréme précédent explique le choix qu'on a fait du
triangle A’B’C’ parmi les huit triangles que les trois circonfc-
rences B'C’B”C”, A’(/A”C, A’'B’A”B” déterminent sur la sphére,
etjustific le nom de friangles supplémentaires, donné aux denx

triangles ABC, A”B”C” oHEWa
8 ) . onEla,
(_T'\ e
v
((' ~
%00 a3
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THEOREME VIII

1o La somme des trois angles d'un triangle sphérique ARG
est moindre que siz angles droits et plus grande que deus,

2 La somme de deux angles quelconques de ce triangle est

moindre e le troisiéme amugmenté de deua angles droils.

1° Chaque angle du triangle ABG est moindre

s@/“ que deux angles droits; donc la somme des

‘.\‘ ‘7 / trois angles de ce triangle est moindre que six

angles droits.

0 Si on désigne par A, B, G les nombres de
degrés contenus dans les mesures des angles BAG, ABC, ACB
du triangle proposé, les colés du triangle supplémentaire son{
respectivement égaux :

180°— A, 180°—B, 180°— C.
Or, la somme de ces cotés est moindre quune circonférence
(E, 20, VI); par conséquent on a
180°— A +180° — B + 180° — G <C360°,

‘et I'on en déduit :

A-+B -+ G=>480°
Done la somme des trois angles du triangle sphérique ABC est
plus grande que deux angles droils.

2° Chaque ¢6té du triangle supplémenlaire étant moindre
que la somme des deux autres (E, 20, VI), on 2 aussi :
180° — A <<180° — B + 180°—C,

d’ott l'on tire :

B+ C<<A+180°
la somme de deux angles quelconques B et G du triangle ABG
est donc moindre que le troisi¢me A, augmenté de deux angles

droits.

Remarque. — On appelle excés sphérique dun triangle
I'excés de la somme de ses angles sur deux angles droils.

Un triangle sphérique est rectangle lorsqu’il a un angle
droit; on appelle hypoténuse le coté opposé & cet angle.

On donne le surnom de birectangle, de trirectangle  un
triangle sphérique qui a deux ou trois angles droits,
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Trois grands cercles qui sont perpendiculaires deux 4 deux
divisent évidemment la surface de la sphére en huit triangles
{rirectangles égaux enlre eux (X).

CoroLuaie. — La somme des angles d'un polygone sphérique
conveae de n cotés est plus grande que n—2 fois 2 angles droits
et moindre que n — 2 fois 6 angles droits.

En effet, on peut décomposer ce polygoneen n— 2 triangles
sphériques, en joignant I'un de ses sommets & tous les autres
par des arcs de grands cercles; or, la somme des angles de
chaque triangle est comprise entre 2 angles droits et 6 angles
droits ; donc la somme des angles de tous les triangles, ou la
somme des angles du polygone, est comprise entre n— 2 fois
D angles droits et n—2 fois 6 angles droits.

L'excés de la somme des angles de ce polygone sur 2 (n—2)
angles droits est appelé I'excés sphérique du polygone.

THEOREME IX

Deu triangles sphériques, situés sur la méme sphére ou sur
des sphéres égales, sont égaux ou syméiriques, s'ils ont un
angle égal compris entre deux cdtés égaux chacun & chacun.

Soient ABG, A’B'C deux trian-

AT\?“ “\/\75’ gles situés sur des sphéres

e / \z / égales qui ont les points 0 et 0

\/ % pour centres; je suppose I'angle

. o A égal a I'angle A’, le cté AB

tgal au coté A’B’ et le coté AC égal au coté A’C. Je dis que

les triangles ABC, A’B'C’ sont égaux, si leurs parties égales

sont semblablement disposces, et qu’ils sont symétriques dans
I'hypothése contraire.

Dans la premiére hypothése, je superpose les surfaces des
deux sphéres en faisant coincider leurs centres 0 et 0’; j'améne
Ejnsuite le point A’ sur le point A et le point B’ sur le point B;
l'arc AB' 'applique alors sur I'arc AB. Conime I'angle A’est
‘@laTangle A, et que les parlies égales des deux triangles
sntsemblablement disposées, 'arc A'C prend la dirgction de
lare AC, et le point ¢ se confond avec le point C, puisque les

2
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ares AC, A‘C’ sont égaux. Les cotés BC, B'C’ ont par suite les
mémes extrémités et coincident; les triangles ABG, A’B/C/ sony
donc égaux.

Je suppose, en second lieu, les parties égales des triangles
ABC, A’B'CY inversement disposées, et je construis un triangle
sphérique abe qui soit symétrique au triangle ABC. Ces deuy
triangles ont tous leurs éléments, coles et angles, égaux chy-
cun a chacun et inversement disposés; par conséquent, le
triangle A’B'C’ et le triangle abc ont un angle ¢gal compris
entre deux cotés égaux chacun & chacun, et leurs parties égales
sont semblablement disposées. D’aprés le cas précédent, e
triangle AB'C’ est donc égal au triangle abc, et les triangle
ABC, A’B'C’'sont symétriques.

THEQREME X

Deuw triangles sphériques, situés sur la méme sphére ousir
des sphéres égales, sont égaux ou syméiriques, s'ils ont un cile
égal adjacent & deux angles égaun chacun & chacun. ;

; Soient ABC, A’B’C’ deux (rian-
= e ~¢ gles situéssur deux sphéres ég-
\7/ \ i / " les dont les points O et 0’ son
Y/ les centres. Je suppose le cdfé
b A BC égal au coté B'C’, angle
6gal 4 l'angle B’ et 'angle C égal & Pangle C'. Je dis quels
triangles ABC, A’B’ ( sont égaux, si leurs parties égales sonl
semblablement dispesées, et qu'ils sont symétriques das
_ 'hypothése contraire.
~ Jadmets d'abord que la disposition des parties égales soll
la méme dans les deux triangles, et je superpose les surfacts
des deux sphéres en faisant coincider leurs centres 0,0.
Jaméne ensuite le point B’ sur le point B et le point & surk
point C; 'arc B'C’ s'applique alors sur l'arc BC. Commele
angles B’ et (7 sont respeetivement égaux aux angles B elG
I'are B’A’ prend la direction de I'arc BA, et I'arc G/A’la diree
tion de l'arc CA. Par conséquent, ¢e point d'intersection A’ (&
arcs B’A’, /A’ se confond avec celui des ares BA, CA, cestdr
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dire avec le point A, et les triangles ABG, A’B’C’ qui coin-
cident dans toute leur étendue sont égaux.

Si les parties égales des deux triangles ABC, A’B/C’ étaient
inversement disposées, je démontrerais, comme dans le théo-
réme précédent, que ces triangles sont symétriques.

THEOREME XI

Deux triangles sphériques ABC, A'B/(Y, situés sur la méme
sphére o sur des sphéres égales, sont égaux ou syméfriques
s'ils ont les trois cbtés égaux chacun & chacun.

Soient O et 0" les centres de

i G A ¢ q X sl
' N7 deux sphéres égales, sur les-
’;/ \"// quelles les triangles ABC, A'B'C:
N
o

A4 sont placés; les grands cercles

: qui forment ces triangles dé-
lerminent deux angles triddres OABC, O’A’B'C’ dont les faces
sont égales chacune & chacune, puisque les cotés des deux
triangles qui servent de mesure A ces angles sont eux-mémes
égaux chacun & chacun. Par conséquent les angles diddres,
opposés aux faces égales, sont égaux (E, 7, IV). Les triangles-
ABC, A'B'C’ ont dés lors tous leurs éléments, cotés et angles,
égaux chacun & chacun; ils sont donc égaux ou symétriques,
stlon que leurs parties égales sont semblablement ou inver-
sement disposées.

THEOREME XII

Deux triangles sphériques ABC, A'B'CY, situés sur la méme
Sphére ou sur des sphéres égales, sont €gaux ou syméiriques,
ils ont les trois angles égauz chacun & chacun.

Je construis les triangles polaires abe, a’b’¢’ des triangles
ABG, AB'CY, et je fais remarquer que les angles des triangles
ABG, A'B'C” étant par hypothése égaux chacun & chacun, leurs
suppléments le sont aussi; par conséquent les iriangles abe,a’h’e’
ont Ies trois cotés égaux chacun 4 chacun (VII) et sont égaux ou
Symétriques (XI). Les angles de ces triangles sont donc égaus
thacun & chacun, ainsi que leurs suppléments; les triangles.
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ABC, A’B'C’ ont, par.suite, les clés égaux chacun 4 chacun,
et sont égaux ou symétriques, selon que leurs parties égales
sont semblablement ou inversement disposées.

Corortatre I. — Si on appelle, comme dans la Géométrie
plane, triangles sphériques semblables deux triangles équian-
gles dont les cotés adjacents aux angles égaux soient propor-
tionnels, la proposition précédente démontre que deux frian-
gles sphériques semblables ne peuvent appartenir & la méme
sphére sans éfre égaux.

Cororare JI. — Si un angle tridre OABC a son sommet
au  centre 0 de deux sphéres concentri-
ques OA, 04/, il intercepte sur leurs sur-
faces deux ftriangles ABC, A'B'CY, qui sont
semblables.

En effet, ces triangles sont évidemmen
équiangles; de plus, leurs cotés AC, AT
sont des arcs semblables, proportionnels aux rayons 04, 0A'
il en est de méme des cotés BC, B'C’ et des cotés AB, A'B;
on a donc

AC  BC __ AB
AlC s BIC i ATB% .
et les triangles sphériques ABC, A’B'C’ sont semblables.

PROBLEME I

Construire un triangle sphérique dont les trois cbtés sonl
donnés. ;

Soient a, b, ¢ les trois arcs de grands cercles donnés; e
suppose leur somme moindre que la circon-
ference de grand cercle AB, et chacun d'ew
%) plus grand que la différence des deux autres
7] (E, 20, V). Pour construire un triangle sphéri-
queavecces trois arcs, je prends sur la cireon-
férence de grand cercle AB un arc AB égalds,
et je décris du point A comme pbdle, avec une distance polaire
égale & b, la circonférence CD rencontrant la civconférencel
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auxpoint D et D", Je décris ensuite du point B comme pole,

‘ avec une distance polaire égal a @, un arc de
cercle qui coupela circonférence CD aux deux
pointsC,C,,et je joins chacun de ces points aux
deux points A, B par un arc de grand cercle.
Les triangles sphériques symétriques ABC,
. ABC, satisfont I'un et 1'autre aux conditions
du probléme proposé qui a dés lors deux solutions.

La possibilité de ce probléme ne dépend que de I'intersec-
tion de la circonférence CD et de Parc décrit du point B comme
pole avec la distance polaire a. Or, pour que les deux lignes
se rencontrent, il faut et il suffit que la distance polaire a soit
plus grande que I'un des deux arcs BD, BIY, menés du point B
perpendiculairement  la circonférence CD, et plus petite que
lautre (IT); je dis que les trois arcs donnés satisfont a ces deux
conditions. En effet, 1° I'arc a est plus grand par hypothese
quel'arc BD qui égale AB— AD ouc—b; 2° 'arc BIY, ou c+b,
peut étre plus petit ou plus grand qu'une demi-circonférence :
dans le premier cas, I'arc a est plus petit par hypothése que
larcBDY; dans le second cas, je compare I'arca a I'arc BD'DY,
0u360° — (c+b), qui estmoindre qu'une demi-circonférence,
el je fais remarquer qu'il est encore plus petit que BD'D’; car
on a par hypothése -

a-+b—+¢<560°
et, par conséquent,
a<360°— (b + ¢).
PROBLEME II

Construire un triangle sphérique dont les trois angles sont
donnés,

Soient A, B, G les trois angles donnés; je suppose leur
somme plus grande que deux angles droits, et chacun d’eusx,
augmenté de deux angles droits, plus grand que la somme des
deux autres (VIII). Cela posé, je désigne par a’, b, ¢’ les sup-
Pléments respectifs de ces angles, et dans chacune des inéga-
lités suivantes :

A+B+C>180°,
A+180">B+C.
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données par hypothése, je remplace A par 180°—¢’, B par
180°— b, et C par 180°— ¢’; je trouve ainsi :
o'+ b+ ¢ < 360°%

et

: o <b+c.
On peut donc construire un triangle sphérique avec LesTphis
arcs de grands cercles &, b, ¢’, puisque leur somme est moindre
que la circonférence d'un grand cercle, et que chacun d’enx
est moindre que la somme des deux autres (Probl. I). Ce trian-
gle sphérique étant construit, je décris ensuite son friangle
polaire qui a pour angles les suppléments des arcs o', V', ¢
(VII), cest-a-dire les angles donnés A, B, G et qui résout dis
Jors le probléme proposeé.

Ce probléme a deux solutions, puisqu’on peut construire un
triangle sphérique etson symétrique avecles trois arcs o', b, ¢\
Ces deux solutions sont aussi deux triangles sphériques symé-
triques.

PROBLEME IIE

Tracer par un point A donné sur une spheére une circonférence
de grand cercle qui fasse un angle donné avec une circonférence
de grand cercle donné BCD.

Je commence par déterminer le pole P du
cercle BCD, situé sur ’'hémisphére ABCD; jo
décris ensuite la circonférence EFIL, lieu géo-
métrique des poles des circonférences de grands
cercles, qui font avec la circonférence BCD
un angle égal 4 I'angle donné (E, 20, V), el
je trace du point A comme pole un arc de grand cercle, rer
contrant généralement la circonférence EFH en deux poinls |
E, F. Chacun de ces points est le pdle d'une circonférence (1
grand cerele qui résout le probléme proposé, car elle pass
par le point A et fait 'angle donné avec la circonférence BCD.

Pour reconnaitre la condition de possibilité de ce problémé
je joins le point A au point P par un arc de grand cercle qui
coupe la circonférence EFH aux deux points H, K et la circon
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férence BCD au poini C. Les deux arcs AH, AK étant perpendi-
culaires & celte circonférence (E., 20, IIT), il faut
et il suffit que "arc AH soit plus petit et arc AK
plus grand qu'un quadrans qui est Ia distance
polaire de T'arc de grand cercle, décrit du
point A comme pole. La premiére de ces deux
conditions est toujours satisfaite, puisque Yarc
All est moindre que AP, et, par suite, moindre qu'un qua-
drans. Le probléme proposé a done deux solutions lorsque
T'arc AK est plus grand:que PC, c'est-a-direlorsque 1'arc PK est
plus grand que I'arc AC qui mesure la distance du point A
ala circonférence BCD. Il n’a qu’une solution si PK est égal &
(A; enfin, il est impossible lorsque PK est moindre que CA.

Remarque. — Ce probléme sert & construire un triangle
sphérique dans lequel: on connait un angle et les deux cotés
qui le forment, ou un ¢oté et deux angles.
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CHAPITRE I1

Mesure de la sarface du triangle spliérique et
du volume de Ia pyramide sphérique.

Procramue : Un fuseau est & la surface de la sphére comme I'angle du fusesy
est & quatre angles droits. — Deux triangles sphériques symétriquek sont
équivalents. — L'aire d'un triangle sphérique est a celle de la sphére
entitre comme l'excds de la somme de ses angles sur deux angles droils
est & huit angles droits. — A chaque propriété des triangles ou polygones
sphériques correspond une propriété analogue des angles triédres ou po-
lyédres.

DEFINITIONS

1. On appelle fuseau la portion de la surface d'une sphére
comprise entre deux demi-circonférences de grands cercles
terminées au méme diamétre. L'angle de ces deux circonft-
rences a recu le nom d’angle du fuseau.

11 est évident que deux fuseaux situés sur la méme sphére
ou sur des sphéres égales sont égaux ¢'ils ont des angles égaux.

9. Un onglet sphérique est la partie d'une sphére comprise
entre deux demi-grands cercles terminés au méme diameére,
L'angle des plans de ces deux cercles est angle de l'ongled
sphérique; le fuseau qui le fermine lui sert debase.

Dans la méme sphére ou dans des sphéres égales deux on-
glets sont évidemment égaux s'ils ont des angles égaux.

3. On appelle pyramide sphérique la portion d’une sphére
comprise dans un angle polyédre qui a son sommet au centre
de cette sphére. — La pyramide a pour base le polygone i
tercepté par I'angle polyédre sur la surface sphérique.

Deux pyramides sphériques opposées par le sommet sont
symétriques comme leurs bases.

4. Un segment sphérique est la portion d'une sphére co-
prise entre deux plans paralléles; il a pour bases les deux
cercles qui le terminent, et pour hauteur la plus courte dis-
tance des plans de ses bases.
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Sil'un des deux plans paralléles est tangent & la sphére, le
segment sphérique correspondant n'a qu’'une hase.

THEOREME 1

Le rapport d'un fuseau & la surface dela sphére est égal au
rapport de ' angle de ce fuseau d quatre angles droits.

Soit le fuseau ABED déterminé sur la

7{ . sphéreCA par les demi-circonférences BAD,

il * BED, qui se coupent aux extrémités du dia-

i ‘_4-—-\ métre BD. Je décris, du point D comme

' pole, une circonférence de grand cercle

_ rencontrant les arcs BAD, BED aux points

2 A et E; I'angle du fuseau a pour mesure

larc AE. Je suppose d'abord cet arc et la circonférence CA

wmmensurables entre eux, et leur rapport égal & - Je

divise la circonférence CA en 16 parties égales; dés lors
larc AE contient exactement trois de ses parties. Par le dia-
métre BD et chacun des points de division, je méne des
plans qui partagent la surface de la sphére en 16 fuseaux
égaux entre eux, car leurs angles sont égaux. Or, le fuseau
ABED contient exactement trois de ces fuseaux parliels;

: ke .3
donc son rapport 4 la surface dela sphére ¢gale aussi g7; par

conséquent il est le méme que le rapport de 'arc AE & lacir-
conlérence CA, ou que celui deson angled quatre angles droits.

Silarc AE et la circonférence CA n'ont pas de commune
mesure, je divise la circonférence en un nombre quelconque
de parties égales, par exemple en 1000, et je suppose que l'arc
Asoit plus grand que 545 de ces parlies, mais moindre que
346, le rapport de cet arc & la circonférence CA, ou celui de
Iangle du fuseau & quatre angles droils, est compris par suile

24 i :
entre 22 o1 226 par le diamétre BD et chacun des points de

1000 ~* 1000°
division (e la circonférence, je méne des plans qui partagent

la surface de la sphére en 1000 fuseaux égaux entre eux, car

leurs angles ont des mesures égales. Or, le fuseau ABED est plus
grand que 345 de ges fuseaux partiels, et moindre que 546;
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done son rapport a la surface dela sphére est aussi compris

315 . 346
entre 1555 et oo Ge rapport et celui de Tangle du fuseau

quatre angles droils contiennent dés lorsle méme nombre do
milliémes. Je prouverais par un raisonnement semblable qug
ces deux rapports conliennent le méme nombre d’unités d'un
ordre décimal quelconque; par conséquent ils sont égaux,
Remarque. — On démontre de méme que le rapport d'w

onglet & la sphére dyale celui. de Pangle de Vonglet & quatre

angles droits.

Cororrame. — Soient R lerayon d'unesphére et A le rapporl
de'Tangle d'un fuseau a I'angle droit. 4° llrésulte du théoréme
précédent que

on en déduit :
fus,A=nR*><A,
¢’esl-a-dire que l'aire d'un fuseau est égale au produit de l'ire
d'un grand cercle de la sphére par le rapport de V' angle du fusen
al'angle droit.
2° On a aussi

ongletA ~ fus. A

sphére R~ surf.sph. R
or, le volume de Ia sphére est égal au produit de sa surface
par le tiers de son rayon; done Ie volume de U'onglet est éyl
au produit du fuseau corvespondant parle fiers du rayon le
e sphére.

THEOREME 11

Deux triangles sphg!rzques symétriques sont équivalents.

Soient ABC, AB'C’ deux
triangles sphériques s}
métriques dans lesquels
.\ lecots ABest égaldAB,

Se le cblé AC égal a AT
\ le coté BC égal & B,

en résulte que les angles A, B, C du premier triangle soil
égaux respectivement aux angles A’, B/, ¢’ du second.
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Le triangle ABC peut étre isoctle ou ne I'étre pas. Jele

suppose d’abord isocéle, et ses colés AB, AC égaux; je dis

X qu'il est égal an triangle

A'B'CY, qui est aussi iso-

céle puisque A'B’ estégal

aAB etA'C’ égala AC. En

¢ elfet,sij'appliquele coté

B A'B’ sur son égal AC, le

cbté A’C’ prend la direction de AB, & cause de l'égalité des

deux angles A, A’, et le point C’ se confond avec le point B.

Les cotés GB, B'C’ ont dés lors leurs extrémités communes et
coincident; done les triangles ABG, A’B’C’ sont égaux.

Je suppose, en second lieu, que les triangles symétriques
ABC, A’B’C ne soient pas isocéles, et je dis qu'ils sont équiva-
lents. Je détermine le pdle P du petit cercle circonscrit au
triangle ABC. (E., 20, Prob. V), et je le joins aux sommels de
ce. triangle par des ares de grand cercle. Le point P peut
tire d L'intérieur du triangle ABC ou a I'extérieur, ou bien sur
le plus grand cdté. J'examine d'abord le premier cas : les arcs
PA, PB, PC décomposent le triangle ABG en frois triangles
PAB, PAC, PBC qui sont isocéles, car le pdle P est également
tloigné des trois points'A, B.et C. Je tire dans I'angle B'A’C’
un arc de grand cercle A'P’, faisant avec le ¢dté A’B” un angle
FA'P’ égal & Pangle BAP; je prends ensuite sur I'arc AP’ une
longueur AT’ égale & AP; et je joins le point P* aux trois som-
mets du triangle A’B'C’ par les arcs de grand cercle P'A’,
PR, P'C’. Les deux triangles PAB, P’A’B’, qui ont un angle
égal compris entre deux cotés égaux chacun & chacun, sont
symétriques; car leurs parties égales sont évidemment dis-
posées dans un ordre inverse. Or, le triangle PAB est isocéle;
done P’A’'B’ I'est aussi, et cas triangles symétriques sont égaux
d'aprés ce qui précéde. Les triangles PAC, P’A’C’ ont pareille-
ment un angle égal compris entre deux cdtés égaux chacun &
thacun, puisque l'angle PAC, qui est la différence des deux
angles BAC, BAP, égale 'angle P’A’C qui est aussi la différence
des deux angles B'A’CY; BA’P' égaux respectivement aux
angles BAC, BAP. De plus, les parties égales de ces triangles

c
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sont disposées dans un ordre inverse; donc PAG et P'A’G! sy
symemquus Mais le triangle PAC est isocéle; par conséquen
il est égal a P’‘A’C’. Enfin, les triangles isocéles PBG, P
sont égaux, puisqu’ils ont les trois cotés égaux chacun a chy.
cun. Done les triangles ABC, A’B'(Y, qui sont composés d'uy
méme nombre de triangles isocéles égaux deux a deux, sont
équivalents,

On fait la démonstration de la méme maniére, lorsque I
pole P du cercle circonscrit au triangle ABC se trouve surl
plus grand coté AC du triangle ABC, ou & T'extérieur dew
triangle. Dans le premier cas, on décompose ABC en deu
triangles isoceles PBA, PBC, en tirant I'arc de grand cercle Pl
Dans ie second cas, le triangle ABC est égal a I'excés del
somme des deux {riangles isocéles PBA, PBC sur le triangk
PAC qui est aussi isocéle,

Conourarre I. — Si un triangle sphérique ABC est isocele, s |
angles B, C, opposés aux cotés égaux AB, AC, sont égaur;d
réciproquement. '

L égalité du triangle isocéle ABC et de son symétrique A'BT
prouve que Iangle Beest égal & I'angle 7, etpar suitea l'anglel:

La réciproque se démontre aussi par la superposition di
triangle ABC et de son symétrique A'BT.
: Cororuare II. — Deux triangles sphé-
2\ riques ABC, DBE, qui ont un angle oppos
i par le sommet et dont les cotés AG, DE, op-
posés & cet angle, sont situés sur la méne
circonférence de grand cercle, forment ¢

semble Ie fuseaw ABCF dont I'angle est ABC.
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Le fuseau ABCF égale la somme des deux triangles ABC,
ACE; or, le triangle ACF est équivalent au triangle DBE parce

quils sont symétriques, on a done:
tri. ABC + tri. DBE = fus. ABCF.

THEOREME III
Lare du triangle sphérique est & celle de la sphére en-
- tiere, comme l'excés de la somme des angles du
Y triangle sur deux angles droits est a huit angles
droits. '
/. Soit le triangle sphérique ABC; je prolonge
3 ses cOtés AC, BG jusqu'aux points D et E, ol ils
senconirent la circonférence dont le troisitme coté AB fait
jartie, et j'ai les égalités suivantes :
ABC + BCD = fuseau A,
ABC + ACE = fuseau B,
ABC -+ CDE = fuseau G (11, 2).
Fin ajoutant ces égalités membre & membre, et remarquant
que la somme des quatre triangles ABC, BCD, CDE, ACE est
foale & l]a moitié de la surface de la sphére, je trouve :

2 ABC + %su-rf. sph. = fus. A -+ fus. B 4+ fus. C,
¢l par suite,
ABC =1 (fus. A + fus. B+ fus. C) — } surf. sph.

Je divise ensuite les deux membres de cette derniére égalité
prlasurface de lasphére, et 'y remplace le rapport de chaque
fuseau 4 la surface de la sphére par celui de I'angle de ce
fuseau 4 quatre angles droits; si je désigne par A, B, G les
npports des angles du triangle ABG & I'angle droit, j’aurai
ABG & A B 62
surf. sph. - 8 ’
ce qui démontre le théoréme énoncé.

Cororrame, — Si, dans I'égalité précédente, je substitue &
lisurface de la sphére huit fois 'aire T du triangle trirectangle,
eelte égalité devient :

ABC
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le nombre A + B+ G — 2, qu'on obtient en divisant I'excdsge
la somme des angles du {riangle ABC sur deux angles droifs
par I'angle droit, est lerapport de 'excés spheriquede cetriangle
a I'angle droit. Par conséquent, le triangle sphérique ABCq
pour mesure le rapport de son excés spheérique & I'angle droil,
lorsqu’ on prend le triangle trirectangle, ou le huitiéme de la
surface de la sphére, pour Punité de surface.

THEOREME 1V

L aire d'un polygone sphérique convexe ABCDE est & celle &
la sphére entiére, comme Uexces de la somume des angles de
polygone sur autant de fois deuw angles droits qu'il a de eltés
moins deux est i huil angles droifs.

Je joins le sommet A aux autres sommels
par des arcs de grand cercle qui décom-
posent le polygone sphérique ABCDE en
autant de triangles qu'il a de cotés moins
deux. Or, l'aire de chaque triangle est4
celle de la sphére comme l'excés de la
somme de ses angles, diminuée de deux angles droits, esti
huit angles droits; done la somme desaires de tousles triangles
ABC, ACD, ADE, ou l'aire du polygone ABCDE, est & cellede
la sphére entiére comme lasomme des angles de ce polygone,
diminuée d’autant de fois deux angles droits qu'il a de cotés
moins deux, est & huit angles droits; car la somme des angles
de tous les triangles est égale a celle des angles du poly-
gone.

CorovrAmE. — Soient n le nombre des cotés du polygone,§
le rapport de la somme de ses angles a l'angle droit et T laie
du triangle sphérique trirectangle; on a

DR gy iy,

Le nombre §— 2 (n—2), quiest le rapport de 1’ exces sphé-
rique du polygone 4 V'angle droil, exprime la mesure de Ia
surface de ce polygone, lorsqu’on prend le triangle sphérique
trirectangle pour unité.
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COMPLEMENT, M3

Remarques sur les deux chupiires précédents.

On sait'que les plans des ares de grands cercles qui formen
wm polygone sphérique déterminent au centre de la sphére un
mgle polyédre quia lesmémes angles que le polygone et dont
les angles planssont mesurés par les cotés du méme polygone.
On peut donc conclure de la qu’d chaque propriété des trian-
gles ou polygones sphériques correspond une propriété ana-
logue des angles triédres ou polyédres. Par exemple :

Dans tout angle triddre : 1° la somme des angles diédres est
noindre que siz angles digdres droits, et plus grande que deuz ;
9 lg somme de deux angles diddres estmoindve que te troisiéme
aupmenté de deux angles diddres droits.

Dews angles triddres sont égawr ou syméiriques : 1° s'ils ont
un augle diédre égal compris entre deuzx angles plans égaux
dhaeun & chacun; 2° sils ont un angle plan égal, adjacent &
deuz angles diédres égaua chacun @ chacun; 3° s'ils ont les
trois angles plans égaux chacun & chacun; 4° §'ils ont les trois
angles diedres égaux chacun & chacun.

THEOREME V

Le lieu géométrique des sommets A des triangles sphériques
A qui ont une base commune BG, et dans lesquels
i P'angle A, opposé s labase, différe de la somme
! B + C des deux autres angles d’une quantité
/” \  constante K, est une circonférence passant par
L\ lespoints B et G
\—"3 5 Soit ABG I'un des triangles jouissant de la
propriété énoncée; je détermine le pole P du cercle qui passe
par ses sommets, et je tire des arcs de grand cercle PA,PB, PC.
Le triangle PAB étant isocéle, I'angle PBA, opposé au coté PA,
est égal 4 'angle PAB, opposé au coté I'B; pour une raisomn sem-
blable, I'angle PCA est égal & I'angle PAC. Par conséquent, la
somme desangles égaux PBC,PCB du triangle isoctle PBC égale
Pescés K de la somme des deux angles ABC, ACD du triangle
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ABC sur le troisiéme BAC, et chacun des angles PBG, PCB égals
la moitié de I'angle donné K (1L, e.,T). Le triangle isocéle PB(
est done déterminé, puisqu’on connait son coté BG et les deuy
angles adjacents; la distance AP du sommet variable A au poin
fixe P estparsuite constante, et lelieu géomélrique du point4
est la circonférence déerite du point P comme pole avec
distance polaire PB ou PC. s

THEOREME VI

Le liew géométrique des sommets G des triangles sphériques
de méme base AB et de méme surface est une cireonference.

Soit ABC l'un des triangles satisfaisant aux conditions de
I'énoncé; je prolonge les cotés BC, AC de an-
gle ACB jusqu’a la rencontre de la circonfi-
rence AB. En désignant par A, B, G, D, Eles
rapports des angles des triangles ABC, CDEj
I'angle droit, et par S le rapport constant de
l'aire du triangle ABC & celle du triangle trirectangle, jai
I'égalité (II) :

A+B+C—2=5;
or, les angles A et D des triangles ABC, CDE sont supplémen-
{aires, ainsi que leurs angles B et E; par conséquent,
A==
B=2—E.
En substituant ces valeurs de A et B dans I'égalité précédente,
je trouve :
24+C—D—E=S5,
¢'est-a-dire que 'angle C du triangle CDE différe de la somme
D+ E des deux autres angles d’une quantité constante. Or,
les deux sommets D et E de ce triangle sont diamétralemenl
opposés aux points donnés A et B et, par suite, fixes; donclé
lieu du troisiéme sommet C est une circonférence passantpar
les points D et E (V).
Cette proposition est connue sous le nom de théoréme d¢
Lexell; c’est AM. Steiner qu’est duela démonstration géomé:
trique précédente,
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THEOREME VII

Si deux pyramides sphériques triangulaires sont symétriques,
Jlles sont équivalentes.

Démonstration analogue & celle du théoréme II, méme
chapitre; il sufiit d’y remplacer chague triangle sphérique
par la pyramide sphérique correspondante.

Cororname. — Deux pyramides sphériques triangulaires
B OABC, OCDE qui ont un angle diédre opposé

par Uaréte et dont les deux faces AOB, EOD,
A1/ opposdes & cet angle, font partie du méme
AC{/ V plan, forment ensemble I'onglet ACFB dont
k\ U'angle est ACB.
¥ Car la pyramide OCDE est équivalento
i 1o pyramide OAFD, parce qu'elles sont symétriques.

THEOREME VIII

Le volume d'une pyramide sphévique triangulaire OABC est
djal au produit de sa base ABCpar le tiers du rayon OA dela
sphére. \

Les plans des faces AOG, BOG divisent I'hémisphére ABCB

en qualre pyramides sphériques trian-
gulaires OABC, OACD, OCDE, OBCE,

é{_g l'ona:
s ~ OABC + OBCE = onglet A
\L /j  OABC - - OACD = onglet B,

S OABC -+ OCDE = onglet G (VII, c).

En ajoutant ces égalilés membrea mem-

bre ef remarquant que la somme des quatre pyramides OABG,
OBCE, OACD, OCDE est égale a la moilié de la sphére, on
‘rouve :

Z0ABC + ‘12 sphére = onglet A + onglet B + onglet G
¢t par conséquent,

AN ELEM, . 27
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O0ABC = (ongletA - onglet B + onglet C) — 5 sp/@eae
Or,on a successwement (I;e)u
onglet A = fus. A>< -13 0A,

onglet B = fus. B >< 5 OA,
onglet C= fus. G < 3 204,

et sphére OA = surf. sph. >< 5 2 0A;
doncOABC = (fus A4 fus.B+ f;ts C—; szcrf sph. ) éOJ'L,
ou (IIf) OABC = tri. ABC >< § OA.

CoroLLARE. -— Le volume de la pyramide sphérique triangu-
laire OABC est aussi égal au rapport de Uexces sphérique de so
base o 'angle droit, si Uon prend la pyramide trirectangle, ou
le huitiéme de la sphére, pour l'uxité du volume.

Soient A, B, C les rapports des angles de la pyramide OABG
a l’angle droit et R le rayon de la sphére; ona (III) :

tri. ABC="5" (A 4-B+C—2)
et, par suite,
pyr. 0ABC = "g (A+B+C—2);
mais le volume V de la pyramide sphérique trirectangle est
éga li“—lé—(E 20, IV); on a donc : ;
Byr. - L gABG =A+B+(0—2;

e qui démontre le théoréme énoncé.

THEOREME IX

Le volume d’une pyramide sphérique polygonale OABCDE
est égal au produit de sa base ABCDE par le tiers du rayon de
la sphére.
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Je méne les grands cercles OEB, OEC qui décomposent Ia
b pyramide poiYgondle ABCD en pyramides
~¢ triangulaires ayant pour bases les différents
i /04/’ ) triangles dans lesquels le polygonc ABCD
| est partagé par les ares EB, EC. Chaque
\\2 pyramide triangulaire a pour mesure le
A produit de sa base par le tiers du rayon de
lasphére; donc le volume de la pyramide polygonale OABGDE
st égal au produit de la somme des bases des pyramides trian-
sulaires par le tiers du rayon, ¢ est-a-dire égal au produit de
sabase par le tiers du rayon.

CorottaRe. — Le volume de la pyramude sphérique polygo-
nale OABGD est aussi égal au rapport de Uexcés sphérique de sa

lase & I'angle droit, si Pon prend la pyramide sphérique trivec-

tangle pour U'unité de volume.

Soient R le rayon de la sphére, n le nombre des faces laté-
rales de la pyramide et A le rapport de la somme deses an gles
ditdres & I'angle diédre droit; ona (IV) :

polyg. ABCDE =" ( A—2(n— 2))

F4

ot, par suite, OABCDE = il ( A—2(n—2) )

~N%
Or, le volume V de la pyramide trirectangle est égala iy

6
(£.20,1IV); on a donc :
OABCDE
v
¢ qui démontre le théoréme énonce.

— § o gy

PROBLEMES

1. La somme des angles diédres d’un angle polyédre quian
faces est plus grande que 2 (n— 2) angles droits, et moindre
que 2n angles droits.

2. Le tétragdre qui a pour sommets les points d’intersection
des médianes des [aces d'un tétraédre donné estsemblable au
symétrique de ce dernier tétratdre. — Quel est le rapport de
leurs yolumes?
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3. Si le plus grand des angles d'un (riangle sphiérique est
éaal A la somme des deux autves, le pole du cercle circonscril
a ce triangle est sur le plus grand coté.

4. Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique et
plus grand que la somme des deux autres, le pole du cercle
circonserit est situé a U'extérieur du triangle, entre les prolon-
gements des cdtés du plus grand angle.

5. Si le plus grand des angles d’un triangle sphérique esl
moindre que la somme des deux autres, le pdle du cercle cir-
conscrit est situé & intérieur du triangle.

6. Tout point de 'arc bissecteur de I'angle de deux ares de
grands cercles est également éloigné des deux cotés de cet
angle. — Tout point extérieur a I'arc hissecteur est inégale-
ment distant des deux cotés de I'angle.

7. Les arcs bissecteurs des trois angles d’un triangle sphe-
rique passent par le méme point qui est le centre du cercle
inscrit. — Les arcs bissecteurs des suppléments de deux angles
d’un triangle sphérique et I'arc bissecteur du troisiéme angle
se rencontrent en un méme point, centre de'un des cercles
ex-inscrits. '

8. Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles
sphériques qui ont une base commune et dont l'angle au som
met est égal & la somme des deux autres?

9. Calculer la portion de la surface et du volume dela ter
comprise entre I'équateur et 1'écliptique, en sachant que ¢
deux cercles forment un angle 25° 28"?

10. Déterminer I'angle des méridiens de Paris et de Londres,
en sachant que le fuseau {errestre qu'ils forment est égala
3,567 myriamétires carrés.

11. Calculer I'aire d'un triangle sphérique ABC, en sachant
que le rayon de la sphére est égal a 17,2, et que les angles
A, B, G sont respectivement égaux a 78° 15/, 62° 4 ¢
72° 407,

12. Calculer les angles d'un triangle sphérique, en sachan!
quils sont entre éux comune les nombres 4, 6 et 7, et quece
triangle est égal au quart du triangle trirectangle de la meme
sphere.
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43. Calculer le rayon du segmentsphérique maximum parmi
les segments sphériques qui sont terminés par des zones de
surface constanle, & une seule base.

14, Diviser une sphére en deux segments dont I'un soit les
deux tiers de l'aulre, par un plan perpendiculaire a un dia-
métre donné, — Caleuler le rayon de la section & un millimétre
prés, en prenant celui de la sphére pour unité.

15. Inscrire dans une sphére un cylindre dont le volume
ait un rapport donné avec celui de la sphére. — Maximum de
se rapport.

FIN DU CONPLEMENT,
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~faces diminuent indéfiniment. ;
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DES FIGURES TRACEES SUR LA SPHERE.
GIIAPITRE PREMIER
Pu Triangle et de la Pyramide sphérigues,

Dans tout triangle sphérique un coté quelconque est plus petit que la somms
des deux autres, — Le plus court chemin d'un point & un autre sur la sur-
face de la sphére est un arc de grand cercle. — Mesure de l'angle de den
arcs de grands cercles. — Propriétés du triangle polaire ou supplémentair,
— Deux triangles sphiériques, situés sur la méme sphére ou sur des sphére
égales, sont égaux dans toutes leurs parties : 1° lorsqu'ils ont un angle én
compris entre deux cdtes égaux chacun & chacun; 2° lorsqu'ils ont un cif
égal adjacent & deux angles égaux chacun & chacun ; 3° lorsqu'ils sont épi-
Iatéraux entre eux; 4° lorsqu’ils sont équiangles entre eux. Dans ces diffé-
rents cas, ces triangles sont égaux ou symétriques. — La somme des angl
de tout triangle sphérique est plus grande que deux angles droits, et moindre
que Six. . . e R e e s Ll

CHAPITRE 11

Mesure de Ia surface dn triangle sphérique et du volume
de la pyramide sphérigue.

Un fuseau est a la surface de la sphére comme l'angle du fuseau est a qualre
angles droits. — Deux triangles sphériques symétriques sont équivalents.—
I’aire d'un triangle sphérique est 4 celle de la sphére entiére comme e
de la somme de ses deux angles sur deux angles droits est a Tuit angls
droits ; ce qu'on appelle excés sphérique. — A chaque propriété des trianghs
ou polygones sphériques correspond une propriété analogue des angles {rit
dres ou polyédres. . e A

Volume de Vonglet sphérique. . LM
Volume de la pyramide sphérique. . Al
4

P ABLE DESMATIBIES. o Jor v 0. o Teiacia’ er iraivizes eiseniaiiotine b o hice s e syt

FIX NE LA TABLE

SCDLYON 1




S

—
7
O
>
a
(@)
O
n












	GÉOMÉTRIE
	FIGURES PLANES.
	FIGURES DANS L'ESPACE.
	NOTIONS SUR QUELQUES COURBES USUELLES.

	COMPLÉMENT
	DES FIGURES TRACÉES SUR LA SPHERE.
	CHAPITRE PREMIER Du Triangle et de la Pyramide sphériques
	CHAPITRE II Mesure de la surface du triangle sphérique et du volume de la pyramide sphérique.





