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AVERTISSEMENT

Ces Éléments de géométrie, réimprimés pour la treizième
fois, sont conformes non-seulement au nouveau programme
.des classes de lettres (24 mars 1865), mais encore à celui du
cours de mathématiques élémentaires ; car ces programmes
sont identiques pour la géométrie plane, à deux ou trois
questions près, et ne diffèrent pour la géométrie dans l'espace
que par quelques théories que le programme du cours de
mathématiques élémentaires contient seul.

Nous publions ci-après ces deux programmes dans toute
leur étendue, avec l'indication du nombre des leçons qui leur
sont consacrées, pour qu'on puisse reconnaître leur identité
dans les parties qui leur sont communes. Nous indiquons
aussi, au moyen de la pagination, la concordance de ces pro¬
grammes et de nos Éléments de géométrie.
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NOUVEAU

PROGRAMME DE GÉOMÉTRIE
PARTICULIER AUX CLASSES DE LETTRES

24 Mars 1R0S

Classe de Quatrième.

Notions préliminaires de géométrie comprenant : La génération des angles
par la rotation d'une droite autour d'un de ses points 1

Les cas les plus simples d'égalité des triangles 8
Les propriétés principales des perpendiculaires, des obliques et des droites

parallèles 17
L'exposition sommaire des propriétés des cordes dans le cercle,, et de la

mesure des angles ;
L'usage de la règle, du compas, de l'êquerre et du rapporteur dans les

constructions sur le papier 64

Classe tic Troisième.

ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE PLANE.

(2 LEÇONS PAR SEMAINE.

Ligne droite et plan. — Ligne brisée. — Ligne courbe.
Génération des angles par la rotation d'une droite autour d'un de ses points.

— Angle droit 1
Triangles. — Cas d'égalité les plus simples 8
Propriétés du triangle isocèle 14
Cas d'égalité des triangles rectangles 17
Droites parallèles1 23
Somme des angles d'un triangle, d'un polygone 28
Propriétés des parallélogrammes 34
De la circonférence du cercle. — Dépendance muluelle des arcs et des cordes,

des.cordes et de leurs distances au centre 40
Tangente au cercle.— Intersection et contact de deux cercles . . . . 47
Mesure des angles. — Angle inscrit 55
llsage de la règle et du compas dans les constructions sur le papier. —

Commune mesure de deux lignes. — Problèmes élémentaires sur la construc¬
tion des angles et des triangles 64

1 On admettra qu'on ne peut mener, par un point donné, qu'une seule parallèle à une
droite.
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nn PROGRAMME.
Tracé, des perpendiculaires et des parallèles. — Abréviation des construc¬tions au moyen de l'équerre et du rapporteur. — Évaluation des angles endegrés, minutes et secondes 69
Mener une tangente au cercle par un point extérieur. — Décrire sur une

droite donnée un segment capable d'un angle donné 75
Lignes proportionnelles 85
Polygones semblables. — Conditions de similitude des triangles. ... 92
Décomposition des polygones semblables en triangles semblables. — Rapportdes périmètres de deux polygones semblables 98

Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit d'un
triangle rectangle sur l'hypoténuse, les segments de l'hypoténuse, l'hypoténuseelle-même et les côtés de l'angle droit. .■ 101

Théorèmes relatifs au carré du nombre qui exprime la longueur du côté d'un
triangle opposé à un angle droit, aigu ou obtus 105

Théorèmes relatifs aux sécantes du cercle, issues d'un même point . . 108
Problèmes. — Diviser une droite en parties égales ou proportionnelles à des

longueurs données. — Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes,une moyenne proportionnelle entre deux lignes 115
Mener une tangenle commune à deux cercles 119
Construire, sur une droite donnée, un polygone semblable à un polygonedonné

120

Classe île seconde.

(2 LEÇONS PAR SEMAINE; 50 LEÇONS ENVIRON.)

Polygones réguliers. — Leur inscription dans le cercle : carré, hexa¬
gone 122

Moyen d'évaluer le rapport de la circonférence au diamètre1 159Mesure des aires. — Aire du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du
trapèze, d'un polygone quelconque. —Aire approchée d'une figure plane limilée
par une courbe quelconque 124

Théorème du carré construit sur l'hypoténuse d'un triangle rectangle. 154Aire d'un polygone régulier. —Aire du cercle et du secieur circulaire, 164
Rapport des aires de deux polygones semblables 159
Notions9 sur le lever des plans et l'arpentage. — Lever au mètre. — Lever

au graphomètre. — Lever 5 l'équerre d'arpenteur.— Lever à la planchette.Du plan et de la ligne droite dans l'espace 189
Perpendiculaire et obliques au plan 195 'Parallélisme des droites et des plans 199
Angles dièdres. — Plans perpendiculaires entre eux 207Notions sur les angles trièdres et polyèdres 217Des polyèdres. — Prisme, parallélipipëde, cube, pyramide.—Sections planesdu prisme et de la pyramide 230 et 246Mesures des volumes. — Parallélipipède, prisme, pyramide et tronc depyramide à bases parallèles. — Exercices numériques 236 et 250Notions sur les polyèdres semblables. — Rapport des surfaces et desoliunes

268
' La solution de celte question sera complétée dans le cours de mathématiques élé¬mentaires. — La longueur de la circonicrcnce de cercle sera considérée, sans démonstra¬tion, comme la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dont lescôtés diminuent indéfiniment.
! Voir la solution de ces questions dans nos Applications de la Géométrie élémentaire,i' édition, 18C5.
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GÉOMÉTRIE. TX'

Classe de Rhétorique.

(UNE LEÇON PAR SEMAINE; 15 LEÇONS ENVIRON.)
Révision des principales propositions relatives à la ligne droite et au plan.
Cylindre droit à base circulaire. — Mesure de la surface latérale et du

volume. — Extension aux cylindres droils à base quelconque 292
Cône droit à base circulaire. — Sections parallèles à la base. — Surface

latérale du cône, — du tronc de cône à bases parallèles. — Volume du cône,
— du tronc de cône à bases parallèles 282

Spbère. — Sections planes, grands cercles, petits cercles. — l'ôles d'un
cercle. — Étant donnée une sphère, trouver son rayon p.ar une construction
plane 299

Plan tangent à la sphère 505
Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulière, tournant

autour d'un.axe mené dans son plan et par son centre. — Aire de la zone de
la sphère entière. — Exercices 315

Mesure du volume de la sphère considérée comme somme d'une infinité de
pyramides ayant pour bases des polygones plans infiniment petits, et le rayon
pour hauteur. — Autre méthode fondée sur la considération du volume engen¬
dré par un triangle, tournant autour d'un axe mené dans son plan par un de
ses sommets. — Application au secteur polygonal régulier tournant autour d'un
axe mené dans son plan et par son centre. — Volume du secteur sphérique,
de la sphère 319

Classe de Philosophie.

(TROIS LEÇONS PAR SEMAINE DANS LE PREMIER SEMESTRE , ET DEUX DANS LE SECOND.)

l'enseignement des mathématiques de cette classe ne demande pas de pro¬
gramme particulier; on reprendra les matières déjà enseignées dans les années
de troisième, seconde et rhétorique.

Le professeur introduira seulement quelques leçons complémentaiies sur
la similitude des figures dans l'espace.
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NOUVEAU

PROGRAMME DE GÉOMÉTRIE
DES COURS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES

24 Mars 1865

On reprendra rapidement le programme de la classe de troisième et celui
de la classe de seconde, en les complétant sur quelques points, particulière¬
ment sur l'inscription des polygones réguliers (cas du décagone) et la déter¬
mination du rapport de la circonférence au diamètre, par la méthode des
isopérimètres.

On terminera cette révision par des exercices et des problèmes sur la com¬
paraison des aires :

Construire un carré équivalent à un polygone donné 151
Construire un carré dont le rapport à un carré donné soit égal au rapport

de deux lignes données 161
Construire un rectangle équivalent à un carré donné, et dont les côtés adja¬

cents lassent une somme ou aient entre eux une dilfé enee donnée. . . 110
Application à la construction des racines des équations du second degré à

une inconnue 405

GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE.

Pu plan et de la ligne droite. —Condition pour qu'une droite soit perpen¬
diculaire à un plan 189

Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d'un même point à
un plan 195

Parallélisme des droites et des plans 199
Angle dièdre. — Génération des angles dièdres par la rotation d'un plan

autour d'une droite. — Dièdre droit 207
Mesure des angles dièdres 210
Propriétés des plans perpendiculaires entre eux. ....> 215
Angles trièdres. —Cas d'égalité et de symétrie 217
Propriété de l'angle tièdre supplémentaire 226
Limite de la somme des faces d'un angle polyèdre convexe 224
Limites de la somme des angles dièdres d'un angle trièdre. — Analogies et

différences entre les angles trièdres et les triangles rectilignes 227
Des polyèdres. —Prisme, parallélipipède, cube, pyramide. — Sections planes,

parallèles du prisme et de la parallèle. 250 et 246
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GEOMETRIE,

Mesure des volumes du prisme, de la pyramide, du tronc de pyramide à
bases parallèles, et du tronc de prisme triangulaire 256 et 256

De la symétrie dans les polyèdres1. — Plan de symétrie. — Centre de symé¬
trie. —Comparaison des faces, des angles dièdres, des angles polyèdres de deux
polyèdres symétriques. — Équivalence de leurs volumes 200

Polyèdres semblables *. — Cas de similitude de deux pyramides triangu¬
laires 268

Rapport des volumes de deux polyèdres semblables 272
Centre de similitude de deux polyèdres semblables et semblablement

placés 278
Les corps ronds. — Cylindre droit à base circulaire. — Mesure de sa sur¬

face laLérale et de son volume. — Extension aux cylindres droits à base quel¬
conque 292

Cône droil à base circulaire. — Sections parallèles à la base. — Surface
latérale du cône, du tronc de cône à bases parallèles. — Volume du cône, du.
tronc de cône à bases parallèles 282

Sphère. — Sections planes; grands cercles, petits cercles. — Pôles d'un
cercle. — Étant donnée une sphère, trouver son rayon par une construction
plane 299

Plan tangent. — Angle de deux arcs de grand cercle 305
Hotions5 sur les triangles sphériques : leur analogie parfaite avec les angles

«rièdres 307 et 400
Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulière, tournant

autour d'un axe mené dans son plan et par son centre. — Aire de la zone,
de la sphère entière. — Exercices 313

Mesure du volume engendré par un triangle tournant autour d'un axe
mené dans son plan par un de ses sommets. — Application au secteur poly¬
gonal régulier, tournant autour d'un axe mené dans son plan et par son
centre. — Volume du secteur sphérique, de la sphère entière, du segm ent
sphérique. — Exercices. — Volume approché d'un solide limité par une sur¬
face quelconque 319

NOTIONS SUR QUELQUES .COURBES USUELLES

Définition de l'ellipse par la propriété des foyers. — Tracé de la courbe par
points et d'un mouvement continu 350

Axes. — Sommets. — Rayons vecteurs 534
Définition générale de la tangente à une courbe 330
Les rayons vecteurs menés des foyers à un point de l'ellipse font, avec la

tangente, en ce point et d'un même côté de cette ligne, des angles égaux. 357
Mener la tangente à l'ellipse : 1" par un point pris sur l'ellipse; 2» par un

point extérieur. Normale à l'ellipse 540
Définition de la parabole par la propriété du foyer et de la directrice. —

Tracé de la courbe par points et d'un mouvement continu. — Axe. — Sommet.
Rayon vecteur 565

La tangente fait des angles égaux avec la parallèle à l'axe et le rayon vecteur,
menés par le point de contact 370

1 L'étude de la symétrie par rapport à un point se ramènb ;■ celle de la symétrie par
rapport à un plan, en imprimant une rotation de 180° à l'une des figures autour d'un
axe perpendiculaire à ce plan et passant par le centre de symétrie.

3 On appelle ainsi ceux qui sont compris sous ua même nombre de faces semblable,
chacune à chacune, et dont les angles polyèdres homologues sont égaux,

a Ces notion# n'occuperont que cinq ou six leçons.
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XII PROGRAMME.

Mener une tangente à la parabole : 1° par un point pris sur la courbe;
2° Par un point extérieur. —Normale. — Sous-normale 372

Le carré d'une corde perpendiculaire à l'axe est proportionnel' à la distance
de cette corde au sommet 375

Définition de l'hélice, considérée comme résultant de l'enroulement du plan
d'un triangle rectangle sur un cylindre droit à base circulaire. — Pas de
l'hélice ' 380

La tangente à l'hélice fait, avec l'arête du cylindre, un angle constant. 584
Construire la projection de l'hélice et de la tangente sur un plan perpen¬

diculaire à la base du cylindre.. .... ...... 5
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GÉOMÉTRIE

FIGURES PLANES

PREMIÈRE LEÇON
Programme. — Ligne droite et Plan. — Ligne Prisée. — Ligne courbe.— Lors¬

que deux droites partent d'un même point suivant des directions différentes,
elles forment une figure qu'on appelle angle. — Génération dés angles par 11
rotation d'une droite autour d'un de ses points. — Angles droit, aigu, obtus.
— Par un point pris sur une droite, on ne peut élever qu'une seule per¬
pendiculaire à cette droite

DÉFINITIONS

1. On appelle volume une portion limitée de l'espace. Ce.
qui sépare le volume du reste de l'espace se nomme surface.

Lorsque deux surfaces se pénètrent, on donne le nom de
ligne à leur partie commune. De même, le point est la partie
commune à deux lignes qui se coupent.

La Géométrie a pour objet l'étude des propriétés des volu¬
mes, des surfaces et des lignes ; aussi dit-on qu'elle est la
science de l'Étendue.

2. Il y a deux espèces de lignes : la ligne droite et la ligne
courbe.

La ligne droite est la ligne qui va d'un point à un autre par
le chemin le plus court.

On admet comme évident qu'on ne peut mener qu'une ligne
droite d'un point à un autre. lien résulte que, si l'on applique

JtSI. — ÉLÉ3I. 1
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2 GÉOMÉTRIE.
deux points d'une ligne droite sur une autre ligne droite, ces
deux lignes coïncident dans toute leur étendue.

t On désigne un point par une lettre
quelconque. Pour nommer une ligne

droite, on énonce deux points de cette ligne ; ainsi la ligne droite
AB est celle qui passe par les points A et B.

Toute ligne composée de portions finies de lignes droites
est une ligne brisée.

On appelle ligne courbe toute ligne qui n'est ni droite ni
brisée. Il existe une infinité d'espèces de lignes courbes ; cha¬
cune a sa définition propre.

3. Parmi les surfaces, on distingue la surface plane ou 1 eplan.
Le plan est une surface telle que la ligne droite, menée par

deux points quelconques de cette surface, coïncide avec elle
dans toute son étendue.

4. On désigne les volumes, les surfaces et les lignes sous
le nom commun de figures. — Une figure est plane lorsque
tous ses éléments sont compris dans un même plan.

Deux figures sont égales lorsqu'on peut les faire coïncider,
en appliquant l'une sur l'autre. Dans la superposition de deux
figures planes on admet ce principe qui sera démontré plus
loin : Si l'on applique trois points d'un plan sur un autre plan,
ces deux surfaces coïncident dans toute leur étendue.

On dit que deux figures sont équivalentes lorsqu'elles ont la
même étendue, sans avoir la même forme.

5. Lorsque deux lignes droites partent d'un
même point A suivant des directions différentes
AB, AG, elles forment une figure qu'on appelle
angle. Les lignes droites AB AC sont les côtés
de l'angle; le point A en est le sommet.

On désigne un angle par son sommet s'il est seul en ce point ;
dans le cas contraire, on marque deux points sur les côtés de
l'angle et l'on énonce le sommet entre ces deux points. Ainsi
l'angle BAC a le point A pour sommet, et ses côtés passent
respectivement par les points B, C.

La grandeur d'un angle, par exemple BAC, ne dépend que de
l'écartement de ses côtés, qu'il faut toujours concevoir pro-
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FIGURES PLANES. — Ire LEÇON. 3

longés indéfiniment. Pour se faire une idée de cette grandeur,
on suppose le côté AC d'abord appliqué sur AB, puis on le fait
tourner autour du sommet A jusqu'à ce qu'il ait repris sa posi-

d tion primitive ; la quantité dont la ligne
droite AC a tourné est précisément ce qui
constitue la grandeur de l'angle BAC.

6. Deux angles ABC, CBD sont adjacents
lorsqu'ils ont le même sommet B, un
côté commun BC et qu'ils sont placés de

j jp part et d'autre de ce côté.
V 7. Une ligne droite AB est perpendicu-/ laire ou oblique à une autre ligne droite

/ CD, selon qu'elle fait avec celle-ci deux
"o b d angles adjacents ABC, ABD, égaux ou
inégaux. Dans l'un et l'autre cas, l'intersection B des deux
lignes droites est appelée le pied de la perpendiculaire ou de
l'oblique.

On nomme angle droit tout angle dont l'un des côtés est
perpendiculaire à l'autre.

8. Un théorème est la proposition d'une vérité qu'il faut dé¬
montrer.

L'énoncé d'un théorème renferme deux parties, savoir : une
hypothèse faite sur un certain sujet et une conclusion qui est la
conséquence de l'hypothèse. Le raisonnement quel'on fait pour
déduire la conclusion de l'hypothèse, lorsque leur dépendance
n'est pas évidente, est appelé la démonstration du théorème.

Deux théorèmes sont réciproques, lorsque l'hypothèse et la
conclusion de l'un sont la conclusion et l'hypothèse de l'autre.
Ainsi le théorème : « Si deux angles sont droits, ils sont
égaux, » a pour réciproque : « Si deux angles sont égaux, ils
sont droits. »

Lorsque la conclusion d'un théorème convient à plus de cas
que l'hypothèse, le théorème réciproque peut être faux. Nous
en avons un exemple dans le théorème précédemment énoncé ;
car deux angles peuvent être égaux sans être droits.

On appelle corollaire d'un théorème une conséquence quel¬
conque de ce théorème.

SCD LYON 1



GÉOMÉTRIE.

THÉORÈME •

D'un point 0, pris sur une ligne droite AC, on peut mener
une perpendiculaire à cette ligne, et on ne peut en mener
qu'une.

Je tire par le point 0 une ligne droite quelconque OC ; si les
angles adjacents AOC, BOC sont égaux, la ligne OC est per¬

pendiculaire à AB. Dans le cas contraire,
et en admettant que l'angle AOC soit
moindre que BOC, je fais tourner la ligne
droite OC autour du point 0 jusqu'à ce

® qu'elle coïncide avec OB. Dans ce mou¬

vement, l'angle AOC croît d'une manière continue, tandis que
l'angle BOC, d'abord plus grand que AOC, décroît d'une ma¬
nière continue jusqu'à devenir nul. Donc la ligne droite OC
passe par une position OD, dans laquelle elle fait avecAB des
angles adjacents AOD, BOD, égaux entre eux. Cette position est
unique; car, avant de l'atteindre et après l'avoir dépassée,
la ligne OC fait avec AB des angles inégaux. Par conséquent,
OD est la seule perpendiculaire qu'on puisse mener à la ligne
droite AB par le point 0, pris sur celte ligne.

Corollaire. — Tous les angles droits sont égaux.
Soient la ligne droite CD

d n perpendiculaire à AB, et la
ligne droite GI1 perpendicu-
laireàEF ; je dis que l'angle

1
^ jr droit ÀCD est égal à l'angle

droit EG1Ï.
Je transporte l'angle A.CD sur l'angle EGII, et j'applique la

ligne droite AB sur EF, de telle sorte que le point C coïncide
avec le point G. La ligne droite CD, perpendiculaire à AB,
prend alors la direction de la ligne droite GH perpendiculaire
à EF, et l'angle ACD coïncide avec l'angle EGII.

Remarque. — Un angle est aigu ou obtus, selon qu'il est
plus petit, ou plus grand qu'un angle droit.
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DEUXIÈME LEÇON

Programme. Angles adjacents. — Angles opposés par le sommet.

DEFINITIONS.

On dit que deux angles ABC, DBE sont opposés par le som¬
met lorsque les côtés de l'un sont les prolonge¬
ments des côtés de l'autre.

Deux angles sont complémentaires, lorsque
leur somme est égale à un angle droit. — Deux

\E angles sont supplémentaires, s'ils valent ensem¬
ble deux angles droits.

THÉORÈME 1

Lorsqu'une ligne droite ÀB en rencontre une autre CD, la
somme de deux angles adjacents AEC, BEC, formés par ces li¬
gnes, égale deux angles droits.

Si la ligne droite CD est perpendiculaire sur AB, le théorème
est évident, puisque les angles AEC, BEC
sont droits.

Dans le cas contraire, j'élève par le point
- E la perpendiculaire EF sur la ligne droite

AB, et je fais remarquer que l'angle obtus
4 AEC est plus grand que l'angle droit AEF de

l'angle CEF, tandis que l'angle aigu BEC est moindre que l'an¬
gle droit BEF du même angle CEF. Donc la somme des deux
angle&adjacents AEC, BEC égale la somme des deux angles
droits AEF, BEF.
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6 GÉOMÉTRIE.

G

r
A 0 II

D

Corollaire I. — Lorsque l'un des quatre anijles formés par
deux lignes droites AB, CD est droit, les trois autres sont droits

aussi.
En effet, si l'angle AO'C est droit, l'angle

COB qui lui est adjacent sera droit aussi,
puisque ces angles sont supplémentaires.

Il résulte pareillement, de ce que l'angle
COB est droit, que son supplémentBOD égale
aussi un angle droit. Enfin l'angle AOD est

droit, parce qu'il est le supplément de l'angle droit BOD.
Corollaire II. —La somme des angles adjacents ACD, DCE,

ECF, FCB, faits d'un même côté d'une ligne
droite AB, égale deux angles droits.

Carie premier de ces angles, c'est-à-dire
ACD, a pour supplément l'angle DCB qui

est la somme de tous les autres angles DCE, ECF, FCB.
Corollaire III. — La somme des angles adjacents BAC, CAD,

DAE, EAF, FAB, que font autour d'un point A les lignes droi¬
tes AB, AC, AD, AE, AF, tirées de ce point,
égale quatre angles droits.

Je prolonge l'une de ces lignes droites,
par exemple AD, au delà du point A et je
remplace l'angle BAF par les deux angles
BAG, GAF dont il est la somme. Les angles
adjacents, faits de chaque côté de la ligne

droite DG, valent ensemble deux angles droits ; donc la somme
de tous les angles faits autour du point A égale quatre angles
droits.

THEOREME II

Si deux angles adjacents ABC, CBD sont
supplémentaires, leurs cotés non communs

AB, BD sont en ligne droite.
~

n ît gn effet? le prolongement de la ligne
droite AB au delà du point B doit faire avec BC un angle égal
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FIGURES PLANES. — IIe LEÇON. 7
au supplément de l'angle ABC *, c'est-à-dire égal à l'angle
CBD; il coïncide donc avec la ligne droite BD.

THÉORÈME III

Si deux ligues droites AB, CD se rencontrent, les angles AEC,
BED, opposes par le sommet, sont égaux.

* Les angles adjacents AEC, CEB, faits par les lignes droites AB,
.c b. EC, sont supplémentaires (I). Pareillement,

les angles adjacents BED, CEB, faits par
les lignes droites CD, EB, valent ensemble
deux angles droits. Donc les angles AEC,

BED, opposés par le sommet, ont pour supplément le même
angle CEB et sont égaux entre eux.

PROBLÈMES

1. Les bissectrices de deux angles adjacents et supplémen¬
taires sont perpendiculaires l'une à l'autre. (On appelle bissec¬
trice d'un angle la ligne droite qui divise cet angle en deux
parties égales).

2. Lorsque quatre angles adjacents valent ensemble quatre
angles droits, si le premier est égal au troisième et le deuxième
égal au quatrième, les côtés de ces angles sont deux à deux
en lignes droites,

5. Les bissectrices de deux angles opposés par le sommet
sont en ligne droite,

* Les nombres mis entre parenthèses indiquent les théorèmes sur lesquels
s'appuie la démonstration que l'on fait. Un seul nombre écrit en chiffres ro¬
mains, comme (I), indique le théorème 1 de la leçon actuelle; deux nombres,,
l'un en chiffres arabes et l'autre en chiffres romains, par exemple (20, III),
indiquent le théorème III de la 20e leçon.
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TROISIÈME ET QUATRIÈME LEÇON
Programme. — Triangles. — Cas d'égalité les p'us simples.

DÉFINITIONS
Un triangle est une portion de plan terminée par (rois lignes

droites qui se coupent deux à deux et qu'on appelle les côtés
du triangle. Les angles des côtés consécutifs et les sommets
de ces angles se nomment aussi les angles et les sommets du
triangle.

THÉORÈME I

Un cote' quelconque d'un triangle est moindre que la somme
des deux autres.

En effet, la ligne droite AC étant le plus
court chemin du point A au point C, le côté

A c AC du triangle ABC est moindre que la somme
des deux autres côtés AB, BC.

Corollaire.—Si de chacun des membres de l'inégalité
AB + BC > AC

on retranche le côté BC, on a la nouvelle inégalité
AB>AC — BC

qui conduit à cet autre énoncé du théorème précédent : Un
côté quelconque d'un triangle est plus grand que la différence
des deux autres,
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THEOREME II

Si, d'un point!) pris à l'intérieur d'un triangle ABC, on mène
les droites DB, DC aux extrémités d'un côté BC, la somme de

ces droites est moindre que la
somme des deux autres côtés AB,
AC du triangle.

Chaque côté d'un triangle étant
b' c moindre que la somme des deux

autres, si je prolonge la droite BD jusqu'au point E où elle
rencontre le côté AG, j'ai dans le triangle ABE :

BD + DE < AB -4- AE,
et dans le triangle CDE :

CD<DE +EC.

J'ajoute les deux inégalités précédentes membre à membre ;
je supprime ensuite le terme DE, commun aux deux membres
de la nouvelle inégalité, et je trouve:

BD4- CD < AB + AE+ EC ;

ce qui démontre le théorème énoncé, puisque la somme des
deux lignes AE, EC est égale au côté AC.

THÉORÈME III

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un côté égal adja¬
cent à deux angles égaux chacun à chacun.

Soient ABC, DEF, deux triangles ayant le
côté BC égal à EF, l'angle ABC égal à DEF et
l'angle ACB égal à DFE ; je dis que ces triangles
sont égaux.

En effet, je transporte le triangle DEF sur
le triangle ABC, et je fais coïncider le côté EF avec le côté BC
qui lui est égal, en plaçant le point E sur le point B et le point
F sur le point C. Le côté ED prend alors la direction de BA,
parce que les anglesBEF, ABC sont égaux; le côté FD prend
pareillement la direction de CA, à cause de l'égalité des angles
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DFE, AGB. Par suite, le point D, commun aux deux droites
ED, FD, vient se placer sur l'intersection A des deux droites
BA, CA, et les triangles ABC, DEF coïncident dans toute leur
étendue.

Corollaire. — Lorsque deux triangles ont un côté égal ad¬
jacent à deux angles égaux chacun à chacun, les côtés oppo¬
sés aux angles égaux sont aussi égaux. Il en est de même des
angles opposés aux côtés égaux.

THÉORÈME IV

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont un angle égal com¬
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun.

Soient ABC, DEF, deux triangles ayant l'angle A égal à l'angle
D, le côté AB égal au côté DE et le côté AC égal au côté DF,

k je dis que ces triangles sont égaux.
/ \ En effet, je transporte le triangle DEF sur le

B o triangle ABC, et je fais coïncider les côtés égaux
AB,DE, en posant le point D sur le point A et
le point E sur le point B. Le cô té DF prend alors

K F la direction de AC à cause de l'égalité des an¬
gles EDF, BAC, et le point F se place sur le point C, puisque
les deux côtés DF, AC sont égaux; le côté EF se confond par
suite avec BC, qui a les mêmes extrémités, et les triangles
ABC, DEF coïncident dans toute leur étendue.

Corollaire. — Lorsque deux triangles ont un angle égal
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, les angles
opposés aux côtés égaux sont aussi égaux entre eux. Il en est
de même des côtés opposés aux angles égaux.

THÉORÈME V

Si deux triangles ont un angle inégal compris entre deux
côtés égaux chacun à chacun, les troisièmes côtés sont inégaux,
et le plus grand de ces côtés est opposé au plus grand angle.

Je suppose l'angle A du triangle ABC plus grand quel'angle
A' du triangle A'B'C', et les côtés AB, AC égaux respectivement
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aux côtés A'B', A'C'; je dis que le côtéBC opposé à l'angle A
a* est plus grand que le côté B'C'

opposé à l'angle A'.
Pour le démontrer, j'applique

le triangle A'B'C' sur le triangle
ABC, de manière que le côté
A'B' coïncide avec son égal AB.

c' Soit AC la position que le côté
A'C prend dans l'angle BAC, plus grand que l'angle B'A'C' par
hypothèse. Je divise l'angle CAC" en deux parties égales par la
droite AD qui rencontre le côté BC au point D, et je tire la
droite DC". Les triangles ADC, ADC" ont un angle égal com¬
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun, savoir : l'angle
DAC égal à DAC" par construction, le côté AC égal à AC" par
hypothèse, et le côté AD commun ; ces triangles sont donc
égaux (IV), et le côté CD est égal à DC". Or, on a dans le
triangle BDC" (1) :

BD + DC">BC",
ou

BD + DC>BC";

par conséquent le côté BC est plus grand que BC", ou que
son égal B'C'.

Remarque. — En plaçant le triangle"A'B'C' sur le triangle
ABC, j'ai supposé que l'extrémité C' du côté A'C' se trouvait à
l'extérieur du triangle ABC. Ce point peut être sur le côté BC,
ou à l'intérieur du triangle ABC ; pour chacune de ces deux
autres positions du sommet C', la démonstration du théorème
est identique à la précédente.

Corollaire. — Les deux théorèmes précédents prouvent que
si deux triangles ont deux côtés égaux chacun à chacun, les
troisièmes côtés de ces triangles ne sont égaux ou inégaux qu'au¬
tant que les angles opposés sont eux-mêmes égaux ou inégaux,
et que, dans le cas de l'inégalité, le plus grand côté est oppose
au plus grand angle.
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THÉORÈME VI

Deux triangles sont égaux lorsqu'ils ont les trois côtés égaux
chacun à chacun.

Soient les triangles ARC, DEF, qui ont le côté AB égal à DE,
le côté AG égal à DF et le côté BG égal à EF ; je dis d'abord

que deux angles, tels que A et D, opposés à
./ des côtés égaux BC, EF, sont égaux.

b c En effet, les deux côtés AB, AC du triangle
ABC étant égaux respectivement aux côtés DE,
DF du triangle DEF, les troisièmes côtés BG,

E ]. EF de ces triangles ne peuvent être égaux que
si les angles A et D qui leur sont opposés sont eux-mêmes égaux
(V. c.). Or, BC égale EF par hypothèse; donc l'angle A égale
aussi l'angle D. Les triangles ABC, DEF, ayant alors un angle
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont
égaux (IV).

Corollaire. — Si deux triangles ont les trois côtés égaux
chacun à chacun, les angles opposés aux côtés égaux sont
égaux.

prollé5ies

1. La somme des lignes droites qui joignent un point, pris
à l'intérieur d'un triangle, aux trois sommets, est moindre
que le périmètre du triangle et plus grande que la moitié de
ce périmètre.

2. La ligne droite qui joint le sommet d'un triangle au mi¬
lieu du côté opposé est moindre que la moitié de la somme
des deux autres côtés, mais plus grande que la moitié de l'ex¬
cès de celte somme sur le troisième côté.

Conclure de ce théorème que la somme des lignes droites
qui joignent les sommets d'un triangle aux milieux des côtés
opposés est moindre que le périmètre du triangle et plus
grande que la moitié de ce périmètre.

5. Si l'on prolonge lescôtés BA, CA du triangle BAC au delà
du sommet A, de quantités AB', AC' qui leur soient respecti-
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vement égales, et qu'on lire la ligne droite B'C', 1° les mi¬
lieux des lignes CB, B'C' et le sommet A seront en ligne droite;
2° le dernier de ces trois points divisera la distance des deux
autres en parties égales.

4. Si l'on prend sur l'un des côtés d'un angle quelconque
ABC les longueurs BD, BE et sur l'autre côté les longueurs
BD', BE', respectivement égales à BD, BE, et qu'on trace
ensuite les lignes droites DE',ED', ces lignes se couperont sur
la bissectrice de l'angle ABC. — De là résulte un moyen de
construire la bissectrice d'un angle.
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CINQUIÈME LEÇON
Programme. — Propriétés du triangle isocèle.

DÉFINITIONS
Un triangle isocèle est un triangle qui a deux côtes égaux.
Un triangle équilatéral ou équiangle est un triangle dont

les trois côtés ou les trois angles sont égaux.
La perpendiculaire abaissée d'un sommet d'un triangle sur

le côté opposé se nomme hauteur du triangle; ce côté prend
alors, relativement à la hauteur, le nom de base.

On choisit ordinairement pour la base d'un triangle iso¬
cèle celui des trois côtés qui n'est pas égal à l'un des deux
autres.

THÉORÈME 1

Les angles opposes aux deux côtés égaux d'un triangle iso¬
cèle sont égaux.

Soit ABC un triangle dont les côtés AB, AC sont égaux ; je
A dis que l'angle ACB opposé au côté AB égale

A l'angle ABC opposé au côté AC.En effet, je joins le sommet A du triangle au
milieu D de sa base BC par la ligne droite AD.

B c Cetteligne divise le triangle ABC en deux trianglesABD, ACD, qui ont les trois côtés égaux chacun à chacun ; carle côté AD leur est commun, les côtés AB, AC sont égauxd'après l'hypothèse, et le côté BD égale CD, puisque le pointD est le milieu de BC. Les triangles ABDS ACD sont donc
égaux (4, VI), et l'angle ABD, opposé au côté AD du triangle
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ABD, est égal à l'angle ACD, opposé aucôté AD du triangle ACD.

Corollaire I. — De l'égalité des triangles ABD, ACD, on peut
conclure aussi l'égalité des angles BAD, DAC, et celle des an¬
gles ADB, ADC, qui sont supplémentaires (2, I). Par consé¬
quent, la ligne droite qui joint le sommet d'un triangle isocèle
au milieu de sa base divise l'angle du sommet en deux parties
égales., et est perpendiculaire à labase du triangle.

Corollaire II. — Un triangle équilatéral est équiangle.
En effet, les angles de ce triangle sont égaux, puisqu'ils sont

opposés à des côtés égaux.

THÉORÈME II

Si un triangle a deux angles égaux, les côtés opposés à ces
angles sont égaux aussi, et le triangle est isocèle.

Soit ABC un triangle dont les angles ABC, ACB sont égaux ;
A je dis que le côté AC, opposé à l'angle ABC,
A égale le côté AB, opposé à l'angle ACB.
/ \ Je construis sous le côté BC le triangle BCA'
f \ égal au triangle ABC, en faisant l'angle BCA'

bA—!—Ac égal à l'angle CBA, et le côté CA' égal au côté
\ / BA. Ces triangles sont effectivement égaux, puis-
\ J qu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés
\J égaux chacun à chacun (4, IV) ; donc l'angle

A' CBA', opposé au côté CA', est égal à l'angle BCA,
opposé au côté BA, et, par suite, égala l'angle CBA. Cela posé,
je plie la figure suivant la droite BC et je rabats le triangle
A'BC sur le triangle ABC ; le côté BA' prend la direction de
BA, à cause de l'égalité des angles CBA', CBA, et le côté CA'
s'applique sur CA, puisque les angles BCA', BCA sont aussi
égaux d'après l'hypothèse. Par conséquent le sommet A' coïn¬
cide avec le sommet A, et le côté CA égale le côté CA' ou BA.

Corollaire. — Un triangle équiangle est équilatéral.
En effet, les côtés de ce triangle sont égaux, puisqu'ils sont

opposés à des angles égaux.
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THÉORÈME 111

Si un triangle a deux angles inégaux, le côté opposéau plus
grand cle ces angles est plus grand que le côté opposé à l'autre
angle.

Soit ABC un triangle dans lequel l'angle BAC est plus grand
que l'angle BCA ; je dis que le côté CB, opposé à l'angle BAC,

est plus grand que AB, opposé à l'angle BCA..
Je fais au point A, sur le côté AC, l'angle CAD

égal à l'angle BCA ; la ligne droite AD se trouve
dans l'angle BAC, qui est par hypothèse plus

A ~~ c grand que BCA. Soit D l'intersection de cette
ligne et du côté EC ; le triangle DAC ayant deux angles égaux,
les*côtés AD, CD, opposés à ces angles, sont aussi égaux (H).
Or, le côté AB du triangle ABD est moindre que la somme
AD-t-DB des deux autres; donc AO est aussi moindre que
CD + DB, ou que CB.

Corollaire. — Les deux théorèmes précédents démontrent
que deux côtés d'un triangle ne sont égaux ou inégaux qu'au¬
tant que les angles opposés sont eux-mêmes égaux ou inégaux
et que, dans le cas de l'inégalité, le plus grand côté et le plus
grand angle sont toujours opposés l'un à l'autre.

problèmes

i. Les perpendiculaires menées des sommets d'un triangle
équilaléralsur les côtés opposés sont égales.

'2. Si, sur les côtés égaux d'un triangle isocèle, on prenddes points également éloignés du sommet et qu'on les joigne
par des lignes droites aux extrémités opposées de la hase, ces
lignes se couperont sur la droite qui va du sommet au milieu
de la hase.

5. Les droites qui joignent les sommets d'un triangle iso¬
cèle aux milieux des côtés opposés se coupent au même point.
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SIXIÈME LEÇON
Programme. — Propriétés de la perpendiculaire et des obliques menées d'un

même point à une droite. — Cas d'égalité des triangles rectangles.

DÉFINITIONS

Un triangle rectangle est un triangle qui a l'un de ses an¬
gles droit; on appelle hypoténuse le côté opposé à cet angle.

THÉORÈME I

D'un point 0, situé hors d'une ligne droite AB, on peut me¬
ner une perpendiculaire à cette ligne, et on ne peut en mener
qu'une.

1° Je fais tourner la partie supérieure du plan delà figure sur
> la droite AB comme axe, jusqu'à ce qu'elle

coïncide avec la partie inférieure ; soit alors
0' la position du point 0. Je relève ensuite le
plan, et je tire la ligne droite 00'; cette li¬
gne est perpendiculaire à AB qu'elle ren¬
contre au point C. En effet, si je replie le

>' plan suivant AB, la ligne droite CO prend la
direction de CO', puisque le point 0 s'applique par hypothèse
sur le point 0'; donc les angles adjacents ACO, ACQ' coïnci¬
dent, et la ligne droite 00' est perpendiculaire à la ligne
droite AB.

2° Je dis que la droite OD, menée du point 0 à tout autre
point D de la ligne AB, est oblique à celte ligne. Pour le dé¬
montrer, je tire la droite DO', et je plie la figure suivant AB,
Le point 0 vient se placer sur le point 0', et la droite DO sur

am. — élém. 2
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DO'; l'angle CDOégalepar suite l'angle CDO'. Cela posé, comme
0 on ne peut mener que la droite OCO' du point

0 au point 0', la droite DO' n'est pas le pro¬
longement dé OD. Par conséquent, la somme
des deux angles adjacents CDO, CDO', dont,
les côtés non communs DO, DO' ne sont pas
en ligne droite, n'est pas égale à deux angles
droits ('2, II); et l'angle CDO, moitié de cette

somme, n'est pas droit. La ligne droite OD est donc oblique à
la ligne droite AB.

Remarque. — Lorsqu'une perpendiculaire et différentes
obliques sont abaissées d'un point extérieur à une ligne droite
sur cette ligne, on dit que deux obliques sont également ouin-
également éloignées du pied de la perpendiculaire, selon que
leurs pieds sont à des distances égales ou inégales de celui de la
perpendiculaire.

/ C B

\
G '

THEOREME II

Si d'un point pris hors d'une ligne droite on abaisse une per¬
pendiculaire et différentes obliques sur cette droite,

1° La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique;
2° Deux obliques également éloignées du pied de la perpen¬

diculaire seront égales;
3°De deux obliques inégalement distantes du pied de la per¬

pendiculaire, la plus éloignée sera la plus grande.
1° J'abaisse du point A la perpendiculaire AB et l'oblique

AC sur la ligne droite EF, et je dis que AB
est moindre que AC.

Car, si je prends sur le prolongement de
F AB la longueur BD égale à AB, et que je tire

la ligne droite DC, les deux triangles ABC,
DBC ont un angle égal compris entre deux

côtés égaux chacun à chacun, savoir : les angles ABC, DBC,
égaux parce qu'ils sont droits par hypothèse, le côté BC com¬
mun et les côtés AB, BD, égaux d'après la construction de la
figure. Ces triangles sont donc égaux (3, IV), et le côté AC
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égale le côtéDC. Or, la ligne droite AD est moindre que la ligne
brisée AC -+- CD ; donc la moi lié de AD, c'est-à-dire la perpen¬
diculaire AB, est moindre que la moitié de AC -+- CD ou que

l'oblique AC.
2° Je prends sur EF, de chaque côté de la perpendiculaire

AB, les longueurs égales BC, BG; je tire
les obliques AC, AG, qui s'écartent égale¬
ment du pied de AB,et je dis que ces deux
lignes sont égales.

K c B G F En effet, les deux triangles ABC, ABG
ont un angle droit compris entre deux côtés égaux chacun à
chacun; ils sont donc égaux (5, IV), et le côté AC opposé à
l'angle droit ABC égale le côté AG opposé à l'angle droit ABG.

1° Soit la distance BC plus grande que BG, je dis que l'obli¬
que AC est plus grande que AG.

Pour le démontrer, je prends sur BC une longueur BIIégale
K à BG, et je tire l'oblique Ail qui est

égale à AG, puisque ces lignes s'é-
// \ cartent également du pied de la per-

e c/n/ b \c f pendiculaire AB.Je prolonge ensuite
\ \ AB d'une longueur BD qui lui soit

\\ égale, et je mène du point D les droi¬
te tes DC, DH. Les deux angles CB A,CBD

étant droits par hypothèse, les triangles ABC, DBC sont égaux
parce qu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés
égaux chacun à chacun (3, IV); par conséquent, le côté AC
opposé à l'angle droit CBA est égal au côté DC opposé à l'an¬
gle droit CED ; les deux droites Ail, D1I sont aussi égales pour
une raison semblable. Or, le point II étant à l'intérieur du
triangle ACD, la somme AII + DH de ses distances aux ex¬

trémités du côté AD est moindre que la somme AC + CD des
deux autres côtés (3,11); donc l'oblique AII, moitié de AH-t-DII,
est moindre que l'oblique AC, moitié de AC -t- CD.

Corollaire I. — On mesure la distance d'un point à une ligne
droite par la longueur de la perpendiculaire abaissée du point
sur cette droite, parce qu'elle est la ligne la plus courte qu'on
puisse mener de ce point à la droite donnée.
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Corollaire II. — On ne peut mener d'un point à une ligne
droite que deux obliques égales.

Corollaire III. — Les réciproques du théorème précédent
sont des conséquences évidentes de ce théorème.

THÉORÈME III

Si par le milieu G de la ligne droite AB on élève sur cette
ligne la perpendiculaire DE, 1° tout point de DE sera également
éloigné des extrémités de AB; 2° tout point extérieur ôDE sera

inégalement distant des mêmes extrémités A
et B.

1° Je joins un point quelconque D de la
perpendiculaire DE aux extrémités de AB
Par ^es l'oncs droites AD, BD. Le point C

fevy étant par hypothèse le milieu de AB, les obli¬
ques AD, BD s'écartent également de la per¬

pendiculaire DE; elles sont donc égales (II), et le point D se
trouve à la même distance des deux points A, B.

2° Je prends un point F extérieur à la perpendiculaire DE,
et je tire les lignes droites FA, FB ; les points A et F étant si¬
tués de différents côtés de DE, la ligne droite FA rencontre DE
en un point E dont les distances aux points A et B sont égales.
Or, on a dans le triangle BEF (3,1):

FB < FE -f- EB,
ou

FB < FE + EA ;

donc le point F est moins éloigné du point B que du point A.
Piemarque. — Dans la géométrie plane, on appelle lieu géo¬

métrique d'un point une ligne, droite ou courbe, dont tous les
points jouissent d'une même propriété.

De là résulte ce nouvel énoncé du théorème précédent : Le
lieu géométrique des points qui sont, chacun, également éloignés
des deux points A, B, est la perpendiculaire DE élevée au milieu
de la droite AB.
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THEOREME IV

Deux triangles rectangles sont égaux s'ils ont l hypoténuse
gale et un angle égal.

Soient ABC, DEF deux triangles rectangles, et B, E leurs
angles droits. Je suppose l'hypoténuse AC
égale à l'hypoténuse BF, l'angle C égal à l'an¬
gle F, et je dis que ces triangles sont égaux.

Je transporteletriangleDEF surletriangle
ABC, et, pour appliquer l'hypoténuse DF sur
AC qui lui est égale, je place le point F sur
le pointC, le pointDsurlê point A. Le côté FE
prend alors la direction de CB à cause de l'é¬

galité des deux angles C, F, et la ligne droite DE perpendicu¬
laire à EF s'applique sur la ligne droite AB, perpendiculaire à
BC, puisqu'on ne peut abaisser du point A qu'une seule per¬
pendiculaire sur la droite BC (I). Par conséquent, les triangles
rectangles DEF, ABC, dont les côtés coïncident, sont égaux.

THÉORÈME V

Deux triangles rectangles sont égaux s'ils ont l'hypoténuse
égale et un autre côté égal.

Soient ABC, DEF deux triangles rectangles, et B, E leurs
angles droits ; je suppose l'hypoténuse AC
égale à DF, le côté AB égal à DE, et je dis
que ces triangles sont égaux.

Pour le démontrer, je transporte le trian¬
gle DEF sur le triangle ABC, et je fais coïn¬
cider les côtés égaux DE, AB, en plaçant le
point E sur le point B,le pointD sur le point
A. Le côté EF prend alors la direction deBC

à cause de l'égalité des angles droits E, B, et l'hypoténuse DF
s'applique sur AC (II, c., 5), parce que ces deux lignes égales
sont obliques à BC et situées du môme côté de la perpendicu¬
laire AB. Les triangles DEF, ABC sont donc égaux, puisque
leurs côtés coïncident.
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PROBLÈMES

1. Les perpendiculaires menées des extrémités de la base
d'un triangle isocèle sur les côtés opposés sont égales.

2. Trouver sur une ligne droite un point tel que la somme
ou la différence de ses distances à deux points donnés soit mi¬
nimum ou maximum. Démontrer que les lignes droites sur
lesquelles on mesure ces dislances sont également inclinées
sur la ligne droite donnée.

3. Les perpendiculaires.élevées sur les côtés d'un triangle
par les milieux de ces côtés se rencontrent au même point.

4. La bissectrice d'un angle est le lieu géométrique des
points également éloignés des côtés de cet angle.

5. Les bissectrices des angles d'un triangle concourent au
même point.
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SEPTIÈME ET HUITIÈME LEÇON
Programme. — Droites parallèles. — Lorsque deux droites parallèles sont ren¬

contrées par une sécante, les quatre angles aigus qui en résultent sont égaux
entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — Dénominations attribuées à
ces divers angles. —Réciproques.

DÉFINITIONS

Deux lignes droites sont parallèles lorsque, situées dans un
même plan et prolongées indéfiniment, elles ne se rencon¬
trent pas.

THÉORÈME I

Deux lignés droites AB, CD perpendiculaires à la même
A c droite EF sont parallèles.

En effet, les lignes droites AB, CD ne
___ peuvent se rencontrer, puisqu'on ne peut

F
mener d'aucun point du plan deux per¬

pendiculaires sur la ligne droite EF (6, I).

THÉORÈME II

D'un point A situé hors d'une ligne droite BC, on peut mener
une parallèle à cette ligne, mais on ne
peut en mener qu'une.

Je lire du point A la perpendiculaire AD
c

sur la ligne droite BC, et la perpendicu¬
laire AE sur la ligne droite AD. Les lignes AE, BC sont parallèles,
puisque l'une et l'autre sont perpendiculaires à AD (I);on peut
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donc mener par le point A une parallèle à la ligne droite BG ;
j'admettrai qu'on ne peut en mener qu'une seule.

Corollaire. — Si deux lignes droites sont parallèles, toute
ligne droite qui rencontre l'une rencontrera aussi l'autre.

THÉORÈME III

Si deux lignes droites AB, CD sont parallèles, toute ligne
droite EK perpendiculaire à l'une est aussi perpendiculaire à
l'autre.

Je suppose la ligne droite EK perpendiculaire à AB, et je
A E u dis qu'elle est aussi perpendiculaire à CD.

En effet, la perpendiculaire menée d'un
point quelconque de CD sur la ligne droite

® R '-r EK est parallèle à AB (I); elle coïncide
donc avec CD (II), qui est aussi parallèle à AB par hypothèse.
Par conséquent, la ligne droite EK est perpendiculaire à CD.

Corollaire. — Deux lignes droites AB, DC
_a _b_ parallèles à une troisième EF sont parallèles

entre elles.
_s d

Car, si je tire la ligne droiteGHperpendi-
~

— culaireàEF, cette ligne est aussi pecpendi-11 culaire à chacune des lignes droites AB,CD,
qui sont parallèles à EF ; donc AB et CD sont parallèles (I).

THÉORÈME IV

Lorsque deux lignes droites parallèles AB, CD sont rencontrées
par une sécante EF, les quatre angles aigus qui en résultent sont

A fi//É égaux entre eux, ainsi que les quatre cingles
T7 ' obtus.

/fo Soient G et H les points où la lignedroite
'■ X I —EF rencontre les parallèles AB, CD. les
/i angles aigus AGH, EGB sont égaux puis¬

qu'ils sont opposés par le sommet ; il en est de même des
deux angles aigus GHD, CIIF. Pour démontrer l'égalité des
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quatre angles aigus formés par les lignes droites AB, CD, EF,
g/Al il suffit donc de prouver que l'angle AGII

égale GHD. J'abaisse, du milieu 0 de la li¬
gne GH, la perpendiculaire 1K sur les deux

- A i — parallèles AB, CD. Les triangles rectangles
A GKO, HIO sont égaux (6, 1Y), parce qu'ils

ont les hypoténuses OG, OH égales, et les angles aigus GOK,
IOII égaux comme opposés par le sommet; donc l'angle OGK
est égal à l'angle OHI.

Il résulte de l'égalité des quatre angles aigus que les quatre
angles obtus sont égaux entre eux, car chaque angle obtus a
pour supplément l'un des quatre angles aigus.

Remarque. — Pour distinguer et énoncer plus facilement
les divers cas d'égalité auxquels conduit le théorème précé¬
dent, on a donné des noms particuliers aux huit angles formés
par les parallèles AB, CD et la sécante EF. Voici les déno¬
minations qui sont applicables aux angles que deux lignes

droites quelconques AB, CD font avec
une troisième EF.

Les quatre angles AGII, BGI1, DIIG,
CIIG, compris entre les deux lignes droi¬
tes AB, CD, sont appelés pour cette rai¬
son angles internes.

Au contraire, on nomme angles ex¬
ternes les quatre angles AGE, BGE, DIIF, C1IF, qui ne sont pas
situés entre les lignes droites AB, CD.

Lorsqu'on considère deux angles internes qui ne sont pas
adjacents, on les appelle alternes-internes ou internes clumême
côté, selon qu'ils sont placés des deux côtés de la sécante EF
ou du même côté de cette ligne. Ainsi les angles AGII, DIIG
sont alternes-internes, et les angles AGII, CIIG sont internes
du même côté.

Pareillement, on appelle angles alternes-externes ou externes
du même côté, deux angles externes non adjacents, et situés
des deux côtés de la sécante EF, ou du même côté de cette
ligne. Ainsi, les angles AGE, DIIF sont alternes-externes, tan¬
dis que les angles AGE, CIIF sont externes du même côté;
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26 GÉOMÉTRIE.
On donne le nom d'angles internes-externes ou correspon¬

dants à deux angles, silués du même côté de la sécante, dont
l'un est interne et l'autre externe sans être adjacents. Lesan-
gles BGE, DIIE sont correspondants.

De là résulte ce nouvel énoncé du théorème IV :

Si deux lignes droites sont parallèles, elles feront avec une
sécante quelconque :

1° Des angles alternes-internes égaux;
2° Des angles alternes-externes égaux ;
3° Des angles correspondants égaux;
4° Des angles internes du même côté supplémentaires ;
5° Des angles externes du même côté supplémentaires.
Car deu'x angles alternes-internes, ou alternes-externes, ou

correspondants, sont à la fois aigus ou obtus, et, par consé¬
quent, égaux entre eux. Mais, de deux angles internes ou ex¬
ternes du même côté, l'un est aigu et l'autre obtus; ces angles
sont donc supplémentaires.

THÉORÈME V

Réciproquement, deux lignes droites AB, CD sont parallèles
lorsqu'elles font avec une sécante MN :

1° Des angles alternes-internes égaux;
2° Des angles alternes-externes égaux;
3° Des angles correspondants égaux ;
4° Des angles internes du même côté supplémentaires ;
5° Des angles externes du même côté supplémentaires.
Je suppose les angles alternes-internes ÂOP, DPO égaux, et

je dis que les lignes droites AB, CD sont
D parallèles.

En effet, la ligne droite AB et sa pa-
N rallèle, menée par le point P où Ta sé¬

cante MN rencontre CD, font avec MN
des angles alternes-internes égaux (IV).

Or, l'un de ces angles est AOP, donc l'autre est l'angle DPO,
puisqu'ils ont par hypothèse la posi tion de deux angles al ternes-
interneset qu'ils sont égaux. Par conséquent, la parallèle menée
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du point P à la droite AB n'est autre que la ligne droite CD.

Je démontrerais chacun des quatre autres cas par un rai¬
sonnement analogue.

Corollaire. — Les propositions contraires * aux deux précé¬
dentes sont vraies. Elles comprennent ce théorème particu¬
lier : Deux lignes droites se rencontrent lorsqu'elles font avecune
sécante deux angles internes du même côté, dont la somme est
moindre que deux angles droits. Dans son célèbre Traité de
géométrie, Euclide ** demande qu'on admette ce théorème
comme évident, et il en fait la base de sa théorie des lignes pa¬
rallèles; aussi ce théorème est connu sous le nom de poslula-
tum d'Euclide. Nous l'avons remplacé dans ces leçons par ce¬
lui-ci :On ne peut mener d'un point donné qu'une parallèle à
une ligne droite (II).

problèmes

1. Si la bissectrice d'un angle d'un triangle divise le côté
opposé en deux parties égales, ce triangle est isocèle.

2. Si par le point de rencontre des bissectrices des angles
d'un triangle on mène une parallèle à l'un des côtés, celte
ligne droile sera égale à la somme des segments interceptés
sur les deux autres côtés par les deux parallèles.

3. Si par les sommets d'un triangle on mène des parallèles
aux côtés opposés, ces lignes droiles détermineront un second
triangle égal au quadruple du premier.— Quel est le rapport
des côtés parallèles?

4. Les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle
sur les côtés opposés se rencontrent au môme point.

" Si, dans l'énoncé d'une proposition, on ajoute une négation à l'hypotlièse
et à la conséquence, on forme la propositioncontraire. Par exemple, à la pro¬
position suivante: «Deux angles droits sont égaux, s correspond la proposi¬
tion contraire . <r Si deux angles ne sont pas droits, ils ne sont pas égaux, »
laquelle est évidemment fausse

" Géomètre grec, qui vivait vers l'an 520 avant noire ère.
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NEUVIÈME LEÇON
Programme. — Angles dont les côtés sont parallèles et perpendiculaires. —

Somme des angles d'un triangle et d'un polygone quelconque.

DÉFINITIONS

On nomme polygone une portion de plan terminée par des
lignes droites. Ces lignes sont les côtés du polygone, et leur
ensemble forme le contour ou le périmètre de cette figure.

Un polygone qui n'a que trois côtés est un triangle. Un po¬
lygone de quatre côtés se nomme quadrilatère ; celui de cinq
côtés, pentagone; celui de six côtés, hexagone.

Un polygone est convexe lorsqu'il est tout entier du môme
côté de chacune des lignes droites, prolongées indéfiniment,
qui le terminent. Dans le cas contraire, on dit qu'il est con¬
cave.

On appelle diagonale d'un polygone la ligne droite qui joint
deux sommets non consécutifs de ce polygone.

THÉORÈME I

Deux angles qui ont leurs côtes parallèles chacun à chacun
sont égaux, si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux dans
le même sens ou en sens contraire. Ils sont supplémentaires,
lorsque deux côtés parallèles ont la même direction et lescleux
autres des directions contraires.
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1° Soient les deux angles ABC, DEF dont les côtés BA, ED

sont parallèles et dirigés dans le même sens, ainsi que les côtés
BC et EF; je dis que ces angles sont égaux. '

Je prolonge le côté DE jusqu'au point
f G où il rencontre le côté BC. Les angles

ABC, DGC sont égaux (7, IV) comme cor-
~c respondants par rapport aux parallèles AB,

DG et à la sécante BC ; les angles DEF,
DGC sont aussi égaux, comme correspondants par rapport
aux parallèles BC, EF et à la sécante DG. Donc l'angle ABC est
égal à l'angle DEF.

2° Les angles ABC, GE1I, qui ont les côtés parallèles et diri¬
gés deux à deux en sens contraires, sont égaux.

En effet, si je prolonge les côtés de l'angle GEH au delà du
sommet E, l'angle ABC égale l'angle DEF, puisque leurs côtés
sont parallèles et dirigés deux à deux dans le même sens ;
donc il égale aussi l'angle GEH qui est opposé par le sommet à
l'angle DEF.

3° Les angles ABC, DE1I, qui ont les côtés BA, ED parallèles
et dirigés dans le même sens, et les côtés BC, EH parallèles,
mais dirigés en sens contraires, sont supplémentaires.

Je prolonge le côté EH au delà du sommet E ; l'angle DEF est
égal à l'angle ABC, parce qu'ils ont leurs côtés parallèles et
dirigés deux à deux dans le même sens. Or, l'angle DEH est
le supplément de DEF,-donc il est aussi le supplément de ABC.

THÉORÈME II

Deux angles qui ont leurs côtés perpendiculaires chacun à
f chacun sont égaux s'ils sont à la fois

aigus ou obtus; mais ils sont supplé¬
mentaires ■si l'un est obtus et l'autre

E aigu.
1° Soient ABC, DEF, deux angles de

g même espèce, par exemple aigus, dont
les côtés BA, ED sont perpendiculaires, ainsi que les côtés BC,
EF; je dis que ces angles sont égaux.
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En effet, du sommet B de l'angle ABC je trace les lignesdroites BII, BI(, respectivement parallèles aux côtés EF, ED de

l'angle DEF et dans le même sens; ces

lignes font un angle IIBK égal à DEF
(I). Or, la ligne droite BH parallèle à
EF est perpendiculaire à BC (7, III), et
la ligne droite BK parallèle à ED est
perpendiculaire à BA; donc les angles

IIBK, ABC ont pour complément le même angle ABU, et sont
dès lors égaux. L'angle DEF égale par suite l'angle ABC.

2° Soient ABC et DEG deux angles, l'un obtus et l'autre aigu ;
je suppose les côtés BA, BC du premier respectivement per¬
pendiculaires aux côtés ED, EG du second, et je dis que ces
angles sont supplémentaires.

En effet, si je prolonge le côté EG d'une longueur quelcon¬
que EF au delà du sommet E, l'angle DEF est égal à l'angleABC; car ils ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun
et sont de même espèce, puisque l'angle DEF, supplément de
l'angle obtus DEG, est aigu. Par conséquent, les angles ABC,
DEG sont supplémentaires.

THÉORÈME III

La somme des angles d'un triangle quelconque est égale àdeux angles droits.
Soit le triangle ABC; je prolonge le côté AB et je mène

Zc y par le sommet B la ligne droite BE\ parallèle au côté opposé AC.
Les angles ACB, CllE sont égauxa b i)

comme alternes-internes par rapport
aux parallèles AC, BE et à la sécante BC (7, IV); les anglesCAB, EBD sont aussi égaux comme correspondants par rap¬port aux mêmes parallèles et à la sécante AB. Donc la somme
des trois angles ABC, ACB, CAB du triangle est égale à la
somme des trois angles adjacents ABC, CBE, EBD formés sur
la ligne droite AD, c'est-à-dire qu'elle est égale à deux anglesdroits (2,1).
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Corollaire I.— L'angle CBD que le côté BC fait avec le pro¬

longement BD du côté AB est extérieur au triangle. De là ré¬
sulte ce théorème : Un angle CBD, extérieur à un triangle ABC,
est égal à la somme des angles intérieurs CAB, ACB, qui ne lui
sont pas adjacents.

Corollaire II. — Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle
droit ou obtus; alors les deux autres angles sont aigus. —Les
angles aigus d'un triangle rectangle sont complémentaires.

Corollaire III. — Chaque angle d'un triangle équilatéral est
égal aux deux tiers d'un angle droit.

Corollaire IY. — Si deux angles d'un triangle sont respec¬
tivement égaux à deux angles d'un autre triangle, le troisième
angle du premier triangle égale aussi le troisième angle du
second.

THÉORÈME IV

La somme des angles d'un polygone convexe égale autant
de fois deux angles droits que le polygone a de côtés moins
deux.

Soit le polygone ABCDEF; parle sommet A je mène des dia¬
gonales à tous les autres sommets, excepté B et F qui sont déjà

r joints au point A par les côtés AB, AF. Je
*f décompose ainsi le polygone en autant de

js'' \ triangles qu'il a de côtés moins deux; car
1 °

chaque triangle n'a qu'un côté commun avec
le polygone à l'exception des deux triangles

E extrêmes ABC, AEF, qui en ont deux. Or, la
somme des angles d'un triangle égale deux angles droits (III),
donc la somme des angles de tous les triangles dans lesquels
le polygone est décomposé vaut autant de fois deux angles
droits que le polygone a de côtés moins deux. Mais la somme
des angles du polygone est la même que celle des angles de
tous les triangles; par conséquent elle égale autant de fois
deux angles droits que le polygone a de côtés moins deux.

Corollaire I. — n étant le nombre des côtés du polygone,
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32 GÉOMÉTRIE.
la somme de ses angles est égale an— 2 fois 2 angles droits,
ou à (2n — 4) angles droits.

Corollaire II. — La somme des angles d'un quadrilatère est
égale à quatre angles droits. Par suite, si tous les angles d'un
quadrilatère sont égaux entre eux, chacun d'eux est droit.

THÉORÈME V

La somme des angles qu'on fait à Vextérieur d'un polygone
convexe, en prolongeant ses côtés dans le même sens, est égale à
quatre angles droits.

Chaque-angle extérieur au polygone ABCDEF, tel que l'an¬
gle ABG, étant le supplément de l'an¬
gle intérieur ABC qui lui est adjacent
(2,1), la somme des angles extérieurs
et intérieurs est égale à autant de fois
deux angles droits que le polygone a
de sommets ou de côtés. Cette somme

vaut dès lors 2/i angles droits, n étant
le nombre des côtés du polygone. Mais les angles intérieurs
valent ensemble (2?i— 4) angles droits (IV); donc la somme
des angles extérieurs est égale à l'excès de 2n angles droits sur
(2?i — 4), c'est-à-dire égale à quatre angles droits.

Corollaire.— Un polygone convexe n'a pas plus de trois
angles intérieurs qui soient aigus, car il ne peut avoir plus de
trois angles extérieurs obtus.

tr oblèmes

1. Les bissectrices des angles d'un quadrilatère forment un
autre quadrilatère dont les angles opposés sont supplémen¬
taires.

2. Sil'on prolonge les côtés opposés d'un quadrilatèrejusqu'à
ce qu'ils se rencontrent, les bissectrices des deux angles qu'ils
font se coupent sous un angle égal à la demi-somme de deux
angles opposés du quadrilatère.
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Dans quel cas ces bissectrices sont-elles perpendiculaires ?
5. Les bissectrices de deux angles qui ont leurs côtés pa¬

rallèles sont parallèles, ou perpendiculaires. — Il en est de
même des bissectrices de deux angles dont les côtés sont per¬
pendiculaires.

4. Dans tout quadrilatère convexe, 1° les bissectrices de
deux angles consécutifs se coupent sous un angle égal à la
demi-somme des deux autres angles ; 2° les bissectrices de
deux angles opposés forment un angle égal à la moitié de la
différence des deux autres angles du quadrilatère.

AM.—ÉLÉJI.
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: Programme. — Parallélogrammes. — Propriétés de leurs côtés, de leurs angles

et de leurs diagonales.

DÉFINITIONS

Le parallélogramme est un quadrilatère dont les côtés op-
. 7 posés sont parallèles.'

_/ Le losange est un quadrilatère qui a tous
ses côtés égaux. On démontrera dans cette
leçon que le losange est un parallélogramme.

Le rectangle est un parallélogramme dont
tous les angles sont droits.

Le carré est un rectangle dont tous les cô¬
tés sont égaux, ou un losange dont tous les
angles sont droits.

THÉORÈME 1

Lts côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux; les
angles opposés le sont aussi.

Je tire la diagonale AG du parallélogramme ABCD ; cette
droite partage le parallélogramme en deux
triangles ABC, AGD qui sont égaux (3,111),
car le côté AC leur est commun; les angles
BAC, ACD sont égaux comme alternes-in¬

ternes par rapport aux parallèles AB, CD et à la sécante AC
(7, IV) ; les angles ACB, CAD sont aussi égaux comme alternes-
internes par rapport aux parallèles BC, AD et à la même sé-
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cante AC. Donc le côté AB opposé à l'angle ACB est égal au
côté CD opposé à l'angle CAD, et le côté BC opposé à l'angle
BAC, égal au côté AD opposé à l'angle ACD.

De l'égalité des triangles ABC, ADC, il résulte aussi que
l'angle ABC opposé au côté AC est égal à l'angle ADC opposé
au même côté AC, et que les angles BAD, BCD sont égaux
comme composé de deux angles égaux chacun à chacun.

Corollaire i. — Les parallèles AB, CD, comprises entre deux
lignes droites parallèles AD, BC, sont égales.

Car les parallèles AB, CD sont deux côtés opposés du paral¬
lélogramme ABCD.

Corollaire II. — Deux parallèles AB, CD sont partout égale¬
ment distantes.

En effet, de deux points quelconques E, F, delà droite AB,
A B j'abaisse les perpendiculaires EG, FH sur
~

j j CD ; ces lignes sont parallèles (7, Ij et égales,1 .j puisqu'elles sont comprises entre les paral-
H ù

lèles AB, CD. Donc les points E et F de la
ligne droite AB sont également distants de sa parallèle CD.

THÉORÈME II

Un quadrilatère dont les côtés ou les angles opposés sont
égaux est un parallélogramme.

1° Soit le quadrilatère ABCD, dont le côté AB est égal à DC et
a « le côté BC égal à AD ; je dis que les côtés op-

/ -. / posés de ce quadrilatère sont parallèles.
jf- —-^c La diagonale AC divise la figure ABCD
en deux triangles égaux, parce qu'ils ont les trois côtés égaux
chacun à chacun (4, ¥1) ; l'angle BAC opposé au côté BC égale
par suite l'angle ACD opposé au côlé AD. Or, ces deux angles
sont alternes-internes par rapport aux deux lignes droites
AB, CD et à la sécante AC ; donc AB est parallèle à CD (7, Y) ;
je prouverais pareillement que BC est parallèle à AD.

2° Le quadrilatère ABCD dont les angles opposés sont égaux,
est aussi un parallélogramme
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En effet, par suite de l'hypothèse, la somme des deux angles
consécutifs DAB, ABC est égale à la moitié de la somme des
quatre angles du quadrilatère c'est-à-dire à deux angles droits
(9, IV). Or ces angles sont internes par rapport aux deux lignes
AD, BC, et situés du même côté de la sécante AC ; donc le côté
AD est parallèle à BC (7, V). De môme, le côté AB est paral¬
lèle à DC.

- Corollaire.—Le losange est unparallélogramme,puisque
ses côtés opposés sont égaux.

THÉORÈME III

Tout quadrilatère qui a deux côtés opposés égaux et paral¬
lèles. est un parallélogramme.

Soit le quadrilatère ABCD dont le côté AB est égal et paral-
A- -7B lèleà DC. Jetire la diagonale AC ; cette ligne
/ "x / divise le quadrilatère en deux triangles ABC,
f ~c ABC, qui sont égaux (3, IV), car le côté AC

leur est commun, le côté AB est égal à DC par hypothèse, et
les angles BAC, ACD sont égaux comme alternes-internes par
rapport aux parallèles AB, CD et à la sécante AC. L'angle DAC
opposé au côté DC égale donc l'angle ACB opposé au côté AB.
Mais ces angles sont alternes-internes par rapport aux lignes
droites AD, BC et à la sécante AC ; par conséquent AD est pa¬
rallèle à BC (7, Y), et le quadrilatère ABCD est un parallélo¬
gramme.

THÉORÈME IV

Les diagonales d'un parallélogramme se divisent mutuelle¬
ment en deux parties égales.

Soit E le point d'intersection des diagonales AC, BD du pa-
A u rallélogramme ABCD ; les triangles ABE,

CDE sont égaux, car le côté AB est égal à
CD qui lui est opposé dans le parallélo¬
gramme (II), l'angle ABE est égal à CDE,

parce qu'ils sont alternes-internes par rapport aux parallèles
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AB, CD et à la sécante BD, et l'angle BAE égal à DCE, pour
line raison semblable. Par conséquent le côté AE, opposé à
l'angle ABE, est égal au côté CE opposé à l'angle CDE. De
même, le côté BE est égal au côté DE.

Corollaire I. — Les diagonales d'un rectangle ABCD sont
égales.

a b 3
Car les triangles ADC, BCD qui ont un angle

droit compris entre deux côtés égaux chacun
à chacun sont égaux (3, IV) ; et la diagonale

AC opposée à l'angle droit ADC est égale à la diagonale BD
opposée à l'angle droit BCD.

b. Corollaire II. —Les diagonales' d'un losange
ABCD sont perpendiculaires l'une à l'autre.

En effet, la diagonale BD dont les deux points
c B, D sont également distants des extrémités de la

diagonale AC est perpendiculaire à cette ligne
(6, III), et la divise en deux parties égales.

Corollaire III. — Les diagonales d'un carré sont égales et
perpendiculaires l'une à l'autre.

Car le carré est à la fois un rectangle et un losange.

THÉORÈME V

Deux parallélogrammes sont égaux lorsqu'ils ont un angle
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun.

Soient ABCD, A'B'C'D', deux parallélogrammes ayant l'angle
A égal à l'angle A', et les côtés AB, AD respectivement égaux
aux côtés A'B', A'D' ; je dis que ces quadrilatères sont égaux.

d cd' c'

En effet, j'applique le parallélogramme ABCD sur le parallé¬
logramme A'B'C'D' de manière que leurs côtés AB, A'B'coïnci¬
dent. Comme les angles A et A'sont égaux, le côté AD se place
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sur le côté A'D' et le point D sur le point D'. Le côté DC, paral¬
lèle à AB, prend la direction du côté D'C', parallèle à A'B'. Pour
une raison semblable, le côté BC prend la direction de B'G' ;
le point C se confond dès lors avec le point C', et les deux pa¬
rallélogrammes coïncident.

Corollaire. —Deux rectangles sont égaux lorsqu'ils ont
deux côtés adjacents égaux chacun à chacun.

PROBLÈMES

d. Le parallélogramme que l'on forme en menant, par les
extrémités de chaque diagonale d'un quadrilatère, des paral¬
lèles à l'autre diagonale, est équivalent au double de ce qua¬
drilatère.

Déduire de ce théorème que deux quadrilatères sont équi¬
valents, si leurs diagonales sont égales chacune à chacune et
également inclinées l'une sur l'autre.

2. Toute ligne droite qui passe par le point d'intersection
des diagonales d'un parallélogramme est divisée par ce point
en deux parties égales, et cette ligne divise à son tour le paral¬
lélogramme en deux parties égales. — Pour cette raison., on
donne au point d'intersection des diagonales le nom de centre.
du parallélogramme.

3. Les diagonales de deux parallélogrammes inscrits l'un
dans l'autre, c'est-à-dire tels que les-sommets de l'un soient
sur les côtés de l'autre, passent par un même point.

4. La somme des perpendiculaires tracées d'un point quel¬
conque de la base d'un triangle isocèle sur les deux autres
côtés est constante. — La différence des perpendiculaires
menées d'un point quelconque des prolongements de la base
sur les deux autres côtés est constante.

5. La somme des perpendiculaires menées d'un point pris
à l'intérieur d'un triangle équilatêral sur les trois côtés est
constante.

Comment faut-il modifier l'énoncé pour un point extérieur
au triangle?

6. Démontrer, 4° qu'on peut inscrire dans un rectangle des
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parallélogrammes dont les côtés soient respectivement paral¬
lèles aux diagonales du rectangle ; 2° que le périmètre de cha¬
cun de ces parallélogrammes est égal à la somme des diago¬
nales du rectangle.

7. Étant donnés un rectangle et un point situé à l'intérieur
de ce quadrilatère : si on regarde le point donné comme une
bille infiniment petite et le périmètre du rectangle comme
une ligne matérielle parfaitement élastique, de manière que,
quand la bille va le frapper, elle se relève toujours en faisant
l'angle d'incidence égal à l'angle de réflexion ; trouver suivant
quelle direction il faut lancer cette bille pour qu'elle revienne
au point de départ, après avoir louché les quatre côtés du
rectangle. — Quelle est la longueur du chemin parcouru par
la bille?
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Programme. — De la circonférence du cercle. — Dépendance mutuelle des arcs

et des cordes.

DÉFINITIONS

La circonférence est une ligne plane dont tous les points
sont également éloignés d'un même point, situé dans son plan
et nommé centre.

Le cercle est la portion deplan limitée par la circonférence.
On appelle rayon toute ligne droite tirée du centre à la cir¬

conférence. Les rayons d'une circonférence sont égaux. On dé¬
signe ordinairement une circonférence par l'un de ses rayons.

M Un arc de cercle est une portion quelconque
de la circonférence ; il a pour corde ou sous-
tendante la droite quijoint ses extrémités. Ainsi
la droite AB est la corde de l'arc AMB du cercle
CA. Une corde appartient à deux arcs dont la

réunion forme la circonférence ; on ne considère, en géné¬
ral, que le plus petit de ces arcs.

On donne le nom de diamètre à toute corde qui passe par
le centre. Tous les diamètres sont égaux, puisque chacun
d'eux est le double du rayon.

THÉORÈME I

Une ligne droite ne peut rencontrer la circonférence d'un
cercle en plus de deux points.

Car on ne peut mener du centre de la circonférence à la
droite donnée que deux obliques égales au rayon (6, II).

Corollaire. — La circonférence est une ligne courbe.
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THEOREME II

1° Le diamètre est la plus grande corde du cercle;
2° Il divise en deux parties égales la circonférence et le cercle.
1° Soit ÀB une corde qui ne passe pas par le centre C du

cercle CA ; je tire les rayons CA, CB et le dia¬
mètre AD. Le côté AB du triangle ABC est
moindre que la somme des deux autres côtés
CA, CB (5, I), c'est-à-dire moindre que le
diamètre AD.

2° Je superpose les deux parties ABD, AED du cercle, en fai¬
sant tourner la première autour du diamètre AD; l'arc ABD
coïncide alors avec l'arc AED, puisque leurs points sont éga¬
lement éloignés du centre C. Le diamètre AD divise par suite
la circonférence et le cercle en deux parties égales.

THEOREME lit

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, les arcs égaux
ont des cordes égales. Réciproquement, deux arcs sont égaux
s'ils ont des cordes égales, et qu'ils soient l'un et l'autre moin¬
dres ou plus grands qu'une demi-circonférence.

Soient le cercle CA égal au cercle OF, et l'arc AEB égal à
l'arc FG1I ; je dis que les cordes
AB, Fil de ces arcs sont égales.

Je superpose les deux cercles
en plaçant le centre C de l'un sur
le centre 0 de l'autre, et le point

u k A sur le point F. Alors les deux
circonférences coïncident et le point B s'applique sur le point
H, puisque les arcs AEB, FGH sont égaux par hypothèse. Les
cordes AB, FH ont donc les mêmes extrémités et sont égales.

Réciproquement. Soient les arcs AEB, FGH, moindres qu'une
demi-circonférence el sous-tendus par des cordes égales AB,
Fil ; je dis qu'ils sont égaux.

En effet, les rayons CA, CB, OF et OH, menés aux extrémités
des cordes égales AB, FH, déterminent deux triangles GAB,
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OFII, qui ont les trois côtés égaux chacun à chacun; parconsé-

a p quent,l'angle CAB opposé aucôté
\ CB égale l'angle OFII opposé au

A côté 011. Cela posé, j'applique le
J centre 0 du cercle OFsur le centre

C du cercle CA, et le point F sur
le point A; alors les circonfé¬

rences coïncident, et la corde FII prend la direction de AB, à
cause de l'égalité des angles OFII, CAB. Le point II se trouve
par suite sur le point B, et l'arc FGK égale l'arc AEB.

THÉORÈME IV

Dans le même cercle ou clans des cercles égaux, si deux arcs
sont inégaux et moindres qu'une demi-circonférence, le plus
grand est sous-tendu par la plus grande corde, et récipro¬
quement.

Soient le cercle CA égal au cercle OL, et l'arc AB plus grand
n que l'arc LM, mais moindre qu'une demi-circon¬

férence; je dis que l'a corde AB est plus grande
que la corde LM.

Je prends sur l'arc AB une partie AD qui soit
égale à l'arc LM, et je mène la ligne droite AD ;

m les arcs AD, LM étant égaux, leurs cordes AD,
LM sont égales (I!I). Je vais démontrer que la
corde AB est plus grande que la corde AD ; pour
cela, je tire les rayons quiaboutissent aux extré¬
mités des cordes AB, AD. L'arc AD étant moin¬

dre que AB, le rayon CD se trouve dans l'angle ACB qui est
dès lors plus grand que l'angle ACD; les deux triangles ACB,
ACD ont donc un angle inégal compris entre deux côtés égaux
chacun à chacun, et le côté AB opposé à l'angle ACB est plus
grand que le côté AD opposé à l'angle ACD (3, V).

Réciproquement. Dans le même cercle ou dans des cercles
égaux, deux arcs moindres qu'une demi-circonférence sont
illégaux si leurs cordes sont inégales, et celui qui a la plus
grande corde est le plus grand.
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Cette réciproque est évidente ; car il résulte des deux théo¬

rèmes précédents que deux cordes d'un même cercle ne sont
égales ou inégales, qu'autant que les arcs moindres qu'une demi-
circonférence qu'elles sous-tendent, sont eux-mêmes égaux ou
inégaux.

Remarque. — La corde d'un arc plus grand qu'une demi-
circonférence diminue lorsque cet arc croît; aussi, le théo¬
rème précèdent et sa réciproque ne sont vrais dans toutes leurs
parties que si les arcs considérés sont moindres qu'une demi-
circonférence.

PROBLÈMES

1. La plus grande et la plus petite de toutes les lignes
droites qu'on peut mener d'un point à une circonférence
passent par le centre.

2. Une ligne droite et un point étant donnés, décrire avec
un rayon donné une circonférence dont le centre soit situé
surla droite, de telle sorte que la somme des distances maxi¬
mum et minimum du point à cette circonférence égale une
longueur donnée.

3. Si deux arcs AB, CD d'une même circonférence sont
égaux, leurs cordes AB, CD, et les droites AC, BD, qui joignent
en croix les extrémités de ces arcs, se coupent sur le même
diamètre.
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Programme. — Le rayon perpendiculaire à une corde divise cette corde et l'arc

sous-tendu, chacun en deux parties égales.

THÉORÈME I

Le rayon CD, perpendiculaire aune corde AB, divise en deuxparties égales cette corde et l'arc ADB qu'elle sous-temhJe plie le cercle CD suivant le diamètre DCE, et j'applique ledemi-cercle DAE sur le demi-cercle DBE ; l'arc DAE coïncide
^ avec l'arc DBE, et la ligne droite FA prend la di-

®rection de FB, à cause de l'égalité des anglesdroits CFA, CFB. Le point d'intersection A de
l'arc DAE et de la droite FA s'applique dès lors
sur le point d'intersection B de l'arc DBE et deD la droite FB ; par suite, la ligne droite FA égalela lignedroiteFB, et l'arc DA égale l'arcDB. LepointF est doncle milieu de la corde AB, et le point D le milieu de i'arcADB.Corollaire i. — Le centre d'un cercle, le milieu d'une cordeet le milieu de l'arc que cette corde sous-tend, sont situés sur

une même ligne droite perpendiculaire à la corde.
Comme une ligne droite est déterminée par deux points,ou par un seul point, à la condition qu'elle sera perpendicu¬laire à une ligne droite donnée, ce corollaire donne lieu auxsix énoncés suivants :

1° Le rayon perpendiculaire, à une corde divise en deux par¬ties égales cette corde et l'arc qu'elle sous-tend.
2° La perpendiculaire, élevée par le milieu d'une corde surcette ligne elle-même, passe par le centre du cercle et le milieude l'arc sous-tendu par la corde.
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5° La perpendiculaire, abaissée du milieu d'un arc sur sa

corde, passe par le centre du cercle et le milieu de la corde.
4° Le rayon, mené par le milieu d'une corde, lui est perpen¬

diculaire et divise en deux parties égcdes l'arc que cette corde
sous-tencl.

5° Le rayon, passant par le milieu d'un arc, divise la corde
de cet arc en deux parties égales et lui est perpendiculaire.

6° La ligne droite, tracée par les milieux d'un arc et de sa
corde, passe par le centre du cercle et est perpendiculaire à
la corde.

Corollaire II. — Le lieu géométrique des milieux des cor¬
des d'un cercle, parallèles à une ligne droite donnée, est le
diamètre perpendiculaire à cette ligne.

THÉORÈME II

Trois points A, B, C qui ne sont pas en ligne droite détermi¬
nent une circonférence.

Je tire les lignes droites AB, BC; puis j'élève, par les milieux
D, E de ces lignes, la perpendiculaire DF sur
AB, et la perpendiculaire EG sur BC. Les
lignes droites BF, EG se rencontrent; car elles
ne peuvent êlre parallèles, puisque les per¬
pendiculaires BA, BC, abaissées du même

point B sur ces droites, ne coïncident pas d'après l'hypothèse
(7,111).

SoitII l'intersection de ces deux lignes; ce point, situé sur
la ligne droite DF perpendiculaire au milieu de AB, est égale¬
ment distant des poinls A et B ; il est aussi à la même distance
des deux points B et C, puisqu'il se trouve sur la ligne droite
EG perpendiculaire au milieu de BC ; il est donc également
éloigné des trois poinls A, B, C. De plus, c'est le seul point
qui jouisse de cette propriété; car tout autre est extérieur au
moins à l'une des lignes droites DF, EG et, par suite, inégale¬
ment éloigné des points A, B, C.

La circonférence décrite du point H comme centre avec le
rayon AH passe donc par les trois points A, B, C; et c'est la
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seule, puisqu'il n'y a que le point 11 qui soit également distant
des trois points A, B, G.

Corollaire. — Deux circonférences qui ont trois points corn-
muns coïncident.

problèmes

1. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui
passe par deux points donnés.

2. Tracer, par un point donné, une circonférence qui passe
à la même distance de trois points donnés non en ligne droite,

3. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui
passe à la même distance de trois points donnés non en ligne
droite.

4. Étant donnés sur une carte quatre points dont trois ne
sont pas en ligne droite, tracer sur cette carte une route cir¬
culaire qui passe à égale distance de chacun de ces points.
(Concours de troisième, 1853.)

5. Décrire, avec un rayon donné, une circonférence qui in¬
tercepte sur deux lignes droites des cordes dont la longueur
soit donnée.

6. Une ligne droite, mobile dans un plan, peut être amenée
d'une quelconque de ses positions à une autre, par une rota¬
tion autour d'un point du plan, pourvu que ses deux positions
ne soient pas parallèles et de même sens.

7. Un triangle, et en général une figure plane quelconque,
mobiles dans un plan, peuvent être amenés d'une quelconque
de leurs positions à une autre par une rotation autour d'un
point du plan, pourvu que dans ces deux positions les côtés
égaux ne soient pas parallèles et de même sens.

8. Si l'on divise la corde d'un arc de cercle en trois parties
égales, les rayons qui passent par les points de division ne
partagent pas l'arc en trois parties égales.
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Programme. — Dépendance mutuelle des longueurs des cordes et de leurs dis¬
tances aux centres. — Condition pour qu'une droite soit tangente à une
circonférence. — Arcs inlerceptés par des cordes parallèles.

DÉFINITIONS
e

On donne le nom de sécante à toute ligne droite qui a deux
points communs avec une circonférence.

Une ligne droite est tangente à une circonférence lorsqu'elle
n'a qu'un point commun avec celte courbe. Ce point est ap¬
pelé point de contact.

THÉORÈME I

Dans le même cercle ou dans les cercles égaux : 1° deux cordes
égales sont également éloignées du centre; 2° de deux cordes
inégales, la plus grande est la plus rapprochée du centre.

1° Soient ÂB et CD deux cordes égales de la circonférence OB;
je dis qu'elles sont également éloignées du
centre 0.

J'abaisse du centre la perpendiculaire 011
"

sur la corde AB et la perpendiculaire OKsur
la corde CD, puis je lire les rayons OB, OD.
Les triangles rectangles OBII, ODK ont l'hy¬

poténuse égale et un côté de l'angle droit égal chacun à cha¬
cun; car les hypoténuses OB, OD sont deux rayons de la cir¬
conférence, et les côtés BH, DK sont respectivement (12, I)
les moitiés des cordes égales AB, CD. Ces triangles sont donc
égaux, et la perpendiculaire 011 oui mesure la distance du
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cenlre à la corde AB égale la perpendiculaire OK qui mesure
aussi la distance du centre à l'autre corde CD.

2° Soit la corde BG plus grande que la corde CD, je dis qu'elle
est plus près du centre 0 que CD.

Sur l'arc BAG, qui est par hypothèse plus
grand que l'arc CD, je prends une longueur
BA égale à CD et je tire la ligne droite BA.
Les cordes BA, CD sont égales et, par suite,
également éloignées du centre; la question
est donc ramenée à démontrer que la corde

BG est plus près du centre que la corde BA.
Cela posé, j'abaisse du centre la perpendiculaire OF sur la

corde BG et la perpendiculaire OH sur la corde BA; le milieu II
de la corde BA et le centre 0 étant situés des deux côtés de la
corde BG, la droite OH coupe BG en un point 1. Or la droite OF
perpendiculaire à BG est plus courte que l'oblique 01, et, a
fortiori, plus courte que 01 -t- III ou que OH ; donc la corde BG
est plus près du cenlre que la corde BA.

Corollaire. — Les réciproques des deux parties du théorème
précédent sont évidemment vraies ; car il résulte de ce théo¬
rème que les distances du centre d'un cercle à deux cordes ne

sont égales ou inégales qu'autant que les cordes elles-mêmes sont
égales ou inégales.

THÉORÈME II

La perpendiculaire menée à l'extrémité d'un rayon est tan¬
gente à la circonférence.

Réciproquement, toute ligne droite tangente à une circonfé¬
rence est perpendiculaire au rayon du point de contaet.

1° J'élève à l'extrémité A du rayon CA la
perpendiculaire BDsur cette ligne droite, et
je dis qu'elle est tangente à la circonférence
CA.

En effet, la distance CE du cenlre C à un

point quelconque E de la ligne droite BD,
autre que le point A, est plus grande que le rayon CAperpen-
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diculaire à BD (6, II). Donc le point E est extérieur à la cir¬
conférence CA, et la ligne BD n'a que le point A commun avec
cette circonférence.

Réciproquement, si la ligne droite BD touche la circonférence
CA au point A, elle est perpendiculaire au
rayon CA.

Car tout point E de la ligne droite BE,
au- tre que le point A, étant par hypothèse
extérieur à la circonférence CA, le rayon

CA est la ligne la plus courte qu'on puisse mener du centre
à la tangente BD; il est donc perpendiculaire à cette ligne
droite (6, II).

Corollaire I. — Par un point d'une circonférence, on ne

peut mener qu'une tangente à cette courbe.
Corollaire II. —La tangente est parallèle aux cordes que le

diamètre, mené au point de contact, divise en deux parties
égales (12,1).

THÉORÈME III

Deux lignes droites parallèles interceptent sur une circonfé¬
rence deux arcs égaux.

Les deux parallèles peuvent être à la fois sécantes, ou tan¬
gentes, ou bien être l'une sécante et l'autre tangente. Je vais
examiner successivement ces trois cas.

1° Si les deux parallèles sont les sécantes BC, DE, le dia¬
mètre AH qui leur est perpendiculaire
divise en deux parties égales (12, I) cha¬
cun des arcs BAC, DAE, sous-tendus pai
ces droites. L'arc AB est donc égal à l'arc
AC, et l'arc AD égal à l'arc AE; la diffé¬
rence des arcs AD, AB, est dès lors égale

à la différence des arcs AE, AC, c'est-à-dire que les arcs BD,
CE, interceptés par les sécantes parallèles BC, DE, sont égaux.

2° Si l'une des parallèles est la sécante BC et l'autre la tan¬
gente FG, le rayon mené au point de contact A est perpendicu¬
laire à la tangente et, par suite, à sa parallèle BC (7, III);

ail. — élém. 4
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donc il divise l'arc BAC en deux parties égales AB, AC (12,1).
5° Lorsque les deux parallèles FG, KL, sont tangentes, le

diamètre perpendiculaire à ces deux lignes droites passe par
leurs points de contact A et II (II, c); donc l'arc ABII est égal à
l'arc AC1I.

PROBLÈMES

1. Quel est le lieu géométrique des milieux des cordes d'une
circonférence, égales à une droite donnée ?

2. Tracer, par un point donné, une circonférence qui lou¬
che une ligne droite en un point donné.

3. Tracer, par deux points donnés, une circonférence qui
touche une parallèle à la droite menée par les points donnés.

4. Décrire une circonférence qui intercepte des cordes de
longueur donnée sur deux lignes droites parallèles.

5. Les lignes droites qui joignent les extrémités de deux
cordes parallèles se coupent sur le diamètre perpendiculaire
à ces cordes.

6. Soit Aie centre d'un cercle; si on prolonge le rayon AB
d'une quantité BG égale à AB, qu'on abaisse ensuite du point
C la perpendiculaire CD sur une tangente quelconque au cer¬
cle, et que l'on tire la ligne droite qui joint le pied D de cette
perpendiculaire à l'extrémité B du rayon AB, l'angle ABD ex¬
térieur au triangle BCD est constamment égal au triple de
l'angle intérieur BDC.
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QUATORZIÈME LEÇON
— Conditions du contact et de l'intersection de deux cercles.

DÉFINITIONS

Deux circonférences sont tangentes en un point qui leur est
commun, lorsqu'elles ont la même tangente en ce point.

THÉORÈME I

Si deux circonférences se coupent, la ligne droite qui joint
leurs centres est perpendiculaire à la corde commune et la di¬
vise en deux parties égales.

Soient les deux circonférences ÀE, CE,
qui se coupent aux deux points E et F;
chacun de leurs centres A, C étant égale¬
ment éloigné des deux points E, F, la ligne
droite AC est perpendiculaire à la corde

commune EF et la divise en deux parties égales (6, III).
Corollaire. — Si le point E coïncide avec le point B où la

circonférence AB coupe la ligne droite AC, Je point F se con¬
fond aussi avec le point B, puisque la droite AC est perpendi¬
culaire au milieu de EF. Alors les deux circonférences n'ont

plus qu'un point commun B, et la droite
EF est tangente à l'une et à l'autre. Donc,
1° lorsque deux circonférences AB, CB,
n'ont qu'un point commun B, il est situé
sur la ligne droite AC qui joint leurs cen¬
tres; 2° ces circonférences ont la même tan¬

gente BD en cepoint, c'est-à-dire qu elles sont tangentes.
Lorsque deux circonférences sont tracées sur le même plan„,
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elles ont deux points communs, ou un seul, ou bien elles
n'en ont pas. Dans les deux derniers cas, l'une des circonfé¬
rences peut être extérieure ou intérieure à l'autre; par suite,
ces lignes n'ont, l'une par rapport à l'autre, que cinq posi¬
tions différentes auxquelles correspondent les cinq théorèmes
suivants.

THÉORÈME II

Si deux circonférences CA, OB, qui n'ont aucun point com¬
mun, sont extérieures Vune à l'autre, la distance de leurs

centres C,0 est plus grande que la somme
de leurs rayons CA, OB.

La ligne droite CO qui joint les centres
coupe l'une des circonférences au point A
et l'autre au point B ; elle est donc égale

à la somme des rayons CA, OB, augmentée de la distance des
deux points A, B, de sorte que l'on a : CO > CA -t- OB.

THÉORÈME 111

Si deux circonférences C'A, OA, se touchent extérieurement,
la distance de leurs centres C, 0 est égale à la somme de leurs
rayons CA, OA.

Le point de contact A des deux circonfé¬
rences est situé (I) sur la ligne droite qui
/joint les centres C, 0, et compris entre ces
deux points, puisque les circonférences sont

extérieures l'une à l'autre ; par conséquent la distance CO des
deux centres est égale à la somme des rayons CA, OA.

THÉORÈME IV

Lorsque deux circonférences CA, OA se coupent, la distance
de leurs centres C, 0 est plus petite que la somme des rayons CA,
OA, et plus grande que leur différence.

Soit A l'un des points d'intersection des deux circonféren¬
ces, ce point étant extérieur à la ligne droite qui joint les cen¬
tres C et 0 (I), les rayons CA, OA font avec la ligne droite CO un
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triangle dans lequel le côté CO est à la fois moindre que la
somme des deux autres côtés GA, OA,
et plus grand que leur différence.

Remarque.—Lorsque deux arcs de
cercle se coupent en un point A, on dit
qu'ils font un angle en ce point, et l'on

mesure cet angle par celui que forment les tangentes menées à
ces arcs par le sommet A dans le sens des arcs mêmes.—De là
résultent les théorèmes suivants qu'il est facile de démontrer.

1° Les circonférences CA, OA se coupent au point A, sous les
mêmes angles que leurs rayons CA, OA prolongés indéfiniment.

2° Les circonférences CA, OA se coupent, aux deux points A
et B, sous les mêmes angles.

THÉORÈME V

Lorsque deux circonférences CA, OA se touchent intérieure¬
ment, la distance de leurs centres C, 0 est égale ci la différence
de leurs rayons CA, OA.

Le point de contact A des deux circonférences
est situé (I) sur la ligne droite qui passe par

]a les centres C, 0, et du même côté de ces deux
points, puisque l'une des circonférences est à
l'intérieur de l'autre ; donc la distance CO des

deux centres est égale à la différence des rayons CA, OA.

THÉORÈME VI

Si deux circonférences CA, OB, qui n'ont aucun point com¬
mun sont intérieures Tune à Vautre, la distance
de leurs centres C et 0 est moindre que la diffé-

}Krence de leurs rayons CA, OB.
Je prolonge la ligne droite CO qui joint les

centres au delà du centre 0 de la circonférence
intérieure. Cette ligne rencontrant les deux circonférences aux
points B et A, la distance CO est égale à la différence des
rayons CA, OB, diminuée de la distance des deux points A et
B ; on a donc : CO < CA — OB.
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Corollaire. — Les réciproques des cinq théorèmes précé¬
dents sont vraies et évidentes. En effet, pour chacune des cinq
positions que deux circonférences peuventavoir l'une par rap¬
port à l'autre, leurs rayons et la dislance de leurs centres ont
entre eux une relation différente; par conséquent, l'une de
ces cinq relations étant donnée, on peut en conclure la position
correspondante des deux circonférences.

problèimes

1. Lorsque deux circonférences n'ont aucun point commun,
la plus petite et la plus grande des lignes droites qu'on peut
mener d'une circonférence à l'autre passent par les centres
de ces circonférences.

2. Si, par l'un des points d'intersection de deux circonfé¬
rences, on mène une parallèle à la ligne droite qui joint leurs
centres, la somme des cordes interceptées sur celte parallèle
est égale au double de la distance des centres. — Lorsqu'on
fait tourner la sécante autour du point d'intersection des cir¬
conférences, comment varie la somme des cordes interceptées?

3. Quel est le lieu géométrique des centres des circonfé¬
rences qui, décrites avec- le môme rayon, coupent sous un
angle donné une circonférence donnée?

4. Quel est le lieu géométrique des centres des circonfé¬
rences qui, décrites avec le môme rayon, divisent en deux
parties égales une circonférence donnée?

5. Décrire une circonférence qui passe par un point donné
et touche une circonférence donnée en un point donné.

6. Décrire une circonférence qui passe par deux points
donnés et coupe une circonférence donnée, de manière que
la corde commune soit parallèle à une corde donnée.

7. Décrire avec un rayon donné une circonférence qui passe
par un point donné et dont la plus courte distance à une cir¬
conférence donnée soit d'une longueur connue.

8. Des sommets d'un triangle comme centres décrire trois
circonférences telles que chacune touche les deux autres.
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Programme. — Mssurc des angles. — Si des sommets de deux angles on décrit

deux arcs de cercle d'un même rayon, le rapport des angles sera égal à ce¬
lui des arcs compris entre leurs côtés. — ingles inscrits. — Évaluation des
angles en degrés, minutes et secondes.

DÉFINITIONS

1. Mesurer une grandeur, c'est chercher combien elle con¬
tient d'unités de son espèce et de parties de l'unité.

Lorsqu'une grandeur est contenue un nombre exact de fois
dans deux grandeurs de son espèce, on dit qu'elle est leur
commune mesure.

Deux grandeurs de même espèce sont commensurables ou
incommensurables entre elles, selon qu'elles ont une commune
mesure ou qu'elles n'en ont pas.

2. Le rapport de deux grandeurs de même espèce est le
nombre qui exprimerait la mesure de la première, si on pre¬
nait la seconde pour unité.

Si deux grandeurs de même espèce A et B sont commensu¬
rables entre elles, leur rapport est un nombre entier ou frac¬
tionnaire qu'on obtient en divisant l'un par l'autre les deux
nombres qui expriment combien de fois ces grandeurs contien-
.lent leur commune mesure M. Soit, par exemple, A = 25M et
B = 8M ; la commune mesure M est alors j de B ; par suite,

Ces notions d'arithmétique doivent être rappelées au commencement da
cette leçon, pour bien préciser le sens des théorèmes qu'on va démontrer.
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r 25

A égale les -g- de B, et le rapport de A à B est le nombre frac-
25

tionnaire-g-*
Réciproquement, lorsque le rapport de deux grandeurs A

et B est un nombre entier ou fractionnaire, ces grandeurs sont
commensurables entre elles. En effet, si le rapport de A à B

50
est égal à-y-, le septième de B est contenu 30 fois dans A,
et les grandeurs A,B ont une commune mesure égale au
septième de B.

Lorsque deux grandeurs A et B sont incommensurables entre
elles, il est impossible de mesurer la première en prenant la se¬
conde B pour unité; mais on peut trouver une grandeur A' qui
soit commensurable avec B et qui diffère de A aussi peu qu'on le
veut. En effet, si l'on divise B en un nombre très-grand, par
exemple en un million départies égales, et qu'on prenne pour
A' le plus grand multiple de cette fraction de B contenu dans A,
la grandeur de A' ne différera pas de A d'un millionième de
B. Dans les applications numériques, on remplaçe A par A',
et, lorsqu'on parle du rapport de A à B, il faut entendre ce¬
lui de A' à B. Aussi pour démontrer que le rapport de deux gran¬
deurs de même espèce A et B égale celui de deux autres gran¬
deurs de même espèce C et D, le programme prescrit de ne
considérer que des valeurs de ces grandeurs qui soient commen¬
surables entre elles.

3. On appelle angle au centre un angle dont le sommet est
situé au centre d'un cercle.

Un angle est inscrit dans un cercle, lorsqu'il est formé par
deux cordes qui se coupent sur la circonférence de ce cercle.

Un secteur est la portion d'un cercle comprise entre deux
rayons. — Un segment de cercle est la portion d'un cercle com¬
prise entre un arc et sa corde.

Un polygone est inscrit dans un cercle, lorsque ses sommets
sont situés sur la circonférence. Réciproquement, on dit que
le cercle est circonscrit au polygone»
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THEOREME I

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, deux angles
au centre égaux interceptent des arcs égaux, et réciproquement.

Soient deux cercles égaux
CA, C'A'; je dis que les arcs AR,
A'B', interceptés par les deux
angles au centre égaux ACB,

A'C'B', sont aussi égaux.
En effet, je superpose les deux cercles en plaçant le centre

C' sur }e centre C et le point A' sur le point A ; le rayon C'A
coïncide alors avec le rayon CA, et la circonférence C'A' avec
la circonférence CA. Mais, l'angle A'C'B' étant égal par hypo¬
thèse à l'angle ACB, le rayon C'B' s'applique sur CB ; donc
l'arc A'B' coïncide avec l'arc AB et lui est égal.

Réciproquement, si les arcs AB, A'B' sont égaux, les angles
au centre ACB, A'C'B' qui les interceptent sont aussi égaux.

Car, en superposant les cercles C'A', CA, de manière que
les rayons C'A', CA, coïncident, l'arc A'B' s'applique sur l'arc
AB qui lui est égal ; par suite, le rayon C'B' prend la direction
du rayon CB, et les angles au centre A'C'B', ACB, dont les cô¬
tés coïncident, sont égaux.

Corollaire. — Si du sommet d'un angle droit ACB comme
centre on décrit une circonférence quelconque
CA, l'arc AB intercepté par cet angle est égal
au quart de la circonférence.

En effet, les quatre angles au centre, for¬
més par les droites CA, CB prolongées au delà

du point C, sont égaux, puisqu'ils sont droits ; ils partagent
donc la circonférence en quatre arcs égaux.

Remarque. — On désigne parfois le quart de la circonfé¬
rence sous le nom de quadrans.
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THEOREME II

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, le rapport de
deux angles au centre est égal à celui des arcs (pi'ils intercep¬
tent.

Soient ACB, A'C'B', deux angles dont les sommets sont si¬
tués aux centres C et C de deux cercles égaux CA et C'A'; je
suppose les arcsAB, A'B', qu'ils interceptent, commensurables
entre eux (déf. 2), et je dis que leur rapport égale celui des
angles ACB, A'C'B'.

En effet, soit AD une commune mesure des arcs AB, A'B';
je la suppose contenue 3 fois dans l'arc AB et 5 fois dans

l'arc A'B', de sorte que le rapport de AB à A'B'
égale g-. Cela posé, je mène les rayons CD, CE
aux points de division de l'arc AB et les rayons
CD', C'E', etc., aux points de division de l'arc
A'B': les arcs AD, DE, etc., et A'D', D'E', etc.,
étant égaux, les angles au centre ACD, DCE, etc.,
et A'C'D', D'C'E', etc., qui interceptent ces arcs,
sont aussi égaux (1) ; donc l'angle ACD est con¬
tenu dans les angles ACB, A'C'B' autant de fois
que l'arc AD dans les arcs AB, A'B', c'est-à-dire

3 fois dans ACB, et 5 fois dans A'C'B'. Le rapport des deux
angles ACB, A'C'B' égale par suite g-, ou le rapport des deux
arcs AB, A'B'.

Corollaiiie. — On démontre de même que le rapport des
deux secteurs ACB, A'C'B' est égal à celui de leurs arcs AB, A'B'.

THÉORÈME III

Tout angle a la même mesure (pie l'arc qu'il intercepte sur
une circonférence, décrite de son sommet comme centre avec un
rayon quelconque, si l'on prend pour unité l'angle au centre
qui intercepte sur cette circonférence l'arc choisi pour unité de
longueur.
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Soil à mesurer l'angle ACB, en prenant pour unité lin angle
quelconque BCD; du sommet C comme centre,
avec un rayon arbitraire CA, je décris une

/ circonférence de cercle sur laquelle les angles
( c td~ au centre ACB, BCD interceptent les arcs AB,
\ J BD, et je prends l'arc BD intercepté par l'unité

d'angle pour l'unité de longueur des arcs de la
circonférence CA. La mesure de l'angle ACB est exprimée par le
rapport et celle de l'arc AB par le rapport or, ces
deux rapports sont égaux, puisque les angles au centre ACB,
BCD sont entre eux comme les arcs AB, BD qu'ils interceptent
(II) ; par conséquent, la mesure de l'angle au centre ACB est
la même que celle de l'arc AB compris entre ses côtés.

Remarque I. —Au lieu de dire : Cet angle a la même mesure
que tel are, on se sert ordinairement de la locution inexacte,
mais plus courte : Cet angle a pour mesure tel arc.

Remarque II. — On prend ordinairement le quart de la cir¬
conférence pour l'unité de longueur des arcs ; Vangle droit est
alors Vanité d'angle (I, c).

Pour exprimer plus simplement les arcs en nombres, on a
divisé leur unité, c'est-à-dire le quart de la circonférence, en
90 parties égales appelées degrés ; dès lors la circonférence
entière en contient 4 fois 90, ou 360.

Chaque degré a été divisé en 60 parties égales qu'on appelle
minutes; on a divisé aussi chaque minute en 60 parties égales
nommées secondes. Par conséquent, le quart de la circonfé¬
rence contient 5,400 minutes, ou 324,000 secondes.

On indique les degrés par la lettre (°) qu'on écrit à la droite
et au-dessus du nombre qui les représente. Les minutes sont
désignées par un accent aigu ('), les secondes par deux (").
Ainsi, le nombre 25° 15' 12" exprime 25 degrés, 15 minutes
et 12 secondes.

On appelle angle de28° 7' 30" un angle quiintercepteraitsur
une circonférence un arc de 28° 7' 30", si l'on plaçait sonsom-
met au cent re de cette circon férence .Pour éva luer le rapport de
cet angle à l'angle droit,on divise le nombre de secondes conte
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nues dans l'arc de 28" 7' 30" par le nombre de secondes dont est
composé le quart de la circonférence, ou l'arc de 90°, et l'on
, H i ... i 101250 5 jtrouve que 1 angle propose est égal aux 5.)/t00() ou aux ^de
l'angle droit.

THÉORÈME IV

Tout angle inscrit dans un cercle a pour mesure la moitié
de l'arc compris entre ses côtés.

Le centre du cercle peut être sur l'un des côtés de l'angle,
ou à l'intérieur de l'angle, ou bien à l'extérieur.

1. Soit ABC un angle inscrit dansle cercle OB, ettelqueson
côté BC passe par le centre 0 ; je lire le rayon OA. Les côtés
OA, OB du triangle OAB étant égaux comme rayons du cercle

OB, les angles ABC, BAO, opposés à ces côtés
sont égaux (5,1), et l'angle AOC extérieur au
triangle est égal à leur somme (9, III) ; l'angle
inscrit ABC est par suite la moitié de l'angle
au centre AOC. Or cet angle au centre a pour
mesure l'arc AC compris entre ses côtés (III);

donc l'angle inscrit ABC a pour mesure la moitié du même
arc AC qui est aussi compris entre ses côtés.

2. Si le centre est à l'intérieur de l'angleBAC,je tire le dia¬
mètre AK. L'angle BAC égale la somme des angles inscrits BAK,

CAK, dont le côté commun AK passe par le
centre ; il a dès lors pour mesure la somme
de leurs mesures. Or, le premier BAK est me¬
suré par la moitié de l'arc BK, et le second
CAK par la moitié de l'arc CK ; l'angle inscrit
BAC a donc pour mesure la moitié de la somme

des deux arcsBK, CK, c'est-à-dire la moitié de l'arc BC com¬

pris entre ses côtés.
3. Je suppose le cenlre à l'extérieur de

l'angleBAC, et je tire le diamètre AK. L'angle
BAC égale la différence des angles inscrits
CAK, BAK, dont le côté commun AK passe par
le centre; il a dès lors pour mesure la diffé¬
rence de leurs mesures. Or, le premier CAK
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est mesuré par la moitié de l'arc CK, et le second BAK par la
moitié de l'arc BK ; l'angle inscrit BAC a donc pour mesure
la moitié de la différence des deux arcs CK, BK, c'est-à-dire
la moitié de l'arc BC compris entre ses côtés.

Corollaire I. — Les angles ACB, ADB, etc., inscrits dans le
même segment de cercle, sont égaux, puis¬
qu'ils ont pour mesure la moitié du môme
arc AB compris entre leurs côtés.

Lorsque le segment est un demi-cercle,
les angles inscrits sont droits; car ils ont

pour mesure un quart de circonférence. Si le segment est
plus grand ou moindre qu'un demi-cercle, les angles inscrits
sont aigus ou obtus, puisque leur mesure est moindre ou
plus grande que le quart de la circonférence.

On dit qu'un segment de cercle est capable d'un angle
lorsque les angles inscrits dans ce segment sont égaux à cet
angle.

Corollaire II. — L'angle CAB formé par une tangente AC et
une corde AB, issue du point de contact A de la tangente, a

pour mesure la moitié de l'arc AB compris
entre ses côtés.

Car, si je mène la corde BD parallèle à la
tangente, l'angle CAB est égal à l'angle in¬
scrit ABD (7, Y), qui a pour mesure la moi¬

tié de l'arc AD compris entre ses côtés. Or, les arcs AD, AB,
interceptés par les parallèles CA, BD, sont égaux (13, III) ;
donc l'angle CAB a la même mesure que la moitié de l'arc AB
compris entre ses côtés.

Corollaire III. — Les angles opposés d'un quadrilatère con¬
vexe ABCD, inscrit dans un cercle, sont sup¬
plémentaires.

L'angle inscrit ABC a pour mesure la moi¬
tié de l'arc ADC compris entre ses côtés, et
l'angle inscrit ADC, qui est opposé à l'angle
ABC, a pour mesure la moitié de l'arc ABC.

La somme des deux angles ABC, ADC, a donc pour mesure la
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moitié de la somme des arcs ADC, ARC,c'est-à-dire la moitié de
la circonférence ; dès lors ces denx angles sontsupplémentaires.

THÉORÈME V

Tout angle ABC, formé par deux sécantes qui se rencontrent
à l'intérieur du cercle, a pour mesure la moitié
de la somme des arcs AC, DE compris entre ses
côtés et leurs prolongements.

Je tire la corde CD ; l'angle ABC, extérieur au

triangle CBD, est égal à la somme des deux
angles intérieurs ADC, BCD (9, III). Or ces deux derniers angles
sont inscrits dans le cercle ACD et mesurés respectivement
par les moitiés des arcs AC, DE compris entre leurs côtés (1Y) ;
donc l'angle ABC a pour mesure la moitié de la somme des
deux arcs AC, DE.

THÉORÈME VI

Tout angle ABC formé par deux sécantes qui se rencontrent
hors du cercle, a pour mesure la moitié de la différence des arcs
AC, DE compris entre ses côtés.

Je tire la corde DC ; l'angle ADC, extérieur
au triangle DBC, est égal à la somme des angles
intérieurs ABC, BCD (9, III) ; l'angle ABC est par
suite égal à la différence des angles ADC, BCD;
or ces deux derniers angles sont inscrits dans
le cercle ACD, et mesurés respectivement par
les moitiés des arcs AC, DE, compris entre leurs

côtés (IV) ; donc l'angle ABC a pour mesure la moitié de la
différence des deux arcs AC, DE.

Remarque. — On démontrerait de même que l'angle formé
par une tangente et une sécante, ou par deux tangentes, a
pour mesure la demi-différence des deux arcs compris entre
ses côtés.

PROBLÈMES

1. Quel est le lieu géométrique du sommet d'un angle qui se
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meut dans son plan de manière que ses côtés passent par
deux points donnés ?

2. Si les angles opposés d'un quadrilatère convexe sont sup¬

plémentaires, les quatre sommets sont situés sur la même cir¬
conférence, c'est-à-dire que le quadrilatère est inscriptible.

5. Si un polygone convexe, inscrit dans un cercle, a un nom¬
bre pair de côtés, la somme de ses angles de rang pair égale
la somme des angles de rang impair. —La réciproque n'est
vraie que pour le quadrilatère.

4. Quel est le lieu géométrique des milieux des cordes in¬
terceptées par une circonférence sur toutes les sécantes qu'on
peut mener par un point donné?

5. Si, d'un point de la circonférence circonscrite à un
triangle, on abaisse des perpendiculaires sur ses côtés, les
pieds de ces perpendiculaires sont en ligne droite.

6. Les pieds des perpendiculaires menées des sommets d'un
triangle sur les côtés opposés sont les sommets d'un second
triangle, dont les angles ont pour bissectrices les hauteurs
du premier.

7. Si l'on trace quatre circonférences telles que chacune
passe par deux sommets consécutifs d'un quadrilatère inscrit,
ces courbes se coupent en quatre points, autres que les som¬
mets du quadrilatère. Démontrer que ces quatre points ap¬
partiennent à une même circonférence.

8. Lorsque les côtés d'unangle coupent deux circonférences,
les cordes des arcs qu'ils interceptent sur l'une de ces courbes,
étant indéfiniment prolongées, font un quadrilatère inscrip¬
tible avec les cordes des arcs interceptés sur l'autre.

9. Si l'on tire une sécante par l'un des points d'intersection
de deux circonférences, elle coupe ces circonférences en deux
autres points dont les tangentes font un angle constant.

10. Si trois points A, B, G divisent une circonférence en
trois parties égales, la distance d'un point quelconque M de
l'arc AB au point G est égale à la somme des dislances du
même point M aux deux points A et B.
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SEIZIÈME LEÇON
Programme. — Problèmes. — Usage de la règle et du compas dans les construc¬

tions sur le papier. — Vérification de la règle. — Problèmes élémentaires
sur la construction des angles et des triangles

DÉFINITIONS

1. Pour tirer une ligne droite sur le papier, on se sert d'un
instrument qu'on appelle règle. La règle est une barre de bois
ou de métal dont les faces sont planes et les bords droits.

Lorsqu'on veut tracer la ligne droite déterminée par deux
points donnés sur un plan, on place une règle sur ce plan de
manière que l'un de ses bordspasse par les deux points donnés;
puis on fait glisser d'un point à l'autre, le long de ce bord, la
pointe d'un crayon ou le becd'uneplume trempée dans l'encre.

c ; n
lî O A

M A g)' —=-■=s:~ ~ ' --=='=—===== B N
D G

Pour s'assurer que le bord AU d'une règle ABCD est droit,
on tire une droite MN sur le papier en faisant glisser la pointe
d'un crayon le long deAB, et l'on cherche ensuite à faire coïn¬
cider avec cette ligne droite le même bord AB, en plaçant tou¬
tefois à gauche l'extrémité B de la règle qui était d'abord à
droite, et.réciproquement ; on reconnaît que cette coincidencea
lieu, c'est-à-direque le bord AB est droit, lorsqu'en traçant une
seconde ligne droite le long du bord AB on trouve que cette
ligne droite se confond avec la première. La règle est bien dres¬
sée si chacun de ses bords satisfait à cette condition.

2. Le compas est un instrument avec lequel on décrit une cir¬
conférence sur un plan. Il est composé de deux tiges métalliques
appelées vulgairement les branches du compas; ces brandies
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sont terminées en pointe à l'une de leurs extrémités, et jointes

à l'autre exlrémité par une charnière qui permet
d'ouvrir plus ou moins le compas, c'est-à-dire
d'agrandir ou de diminuer l'angle qu'elles forment.

Pour décrire une circonférence dont le centre
et le rayon sont donnés, on ouvre le compas de
telle sorte que la distance de ses pointes soit égale
au rayon; on place ensuite l'une des pointes au
centre du cercle, et l'on fait tourner l'autre autour
du centre en l'appuyant sur le papier. La branche
mobile est terminée par un crayon ou une plume
qui décrit la circonférence.

PROBLEME I

Faire sur la ligne droite MN un angle qui ait le
point N pour sommet, et soit égal à un angle donné ABC.

Du sommet B de l'angle ABC comme centre, je décris avec
un rayon quelconque l'arc ac entre les côtés de cet angle; du

point N comme centre, et avec le même rayon Ba, je décris
ensuite un arc indéfini pm jusqu'à la rencontre de la ligne
droite MN, et, à partir de leur intersection m, je prends avec
un compas une portion mP de l'arc mp égale à l'arc ac; jetire
ensuite la ligne droite NP. L'angle MNP est égal à l'angle
ABC; car ils sontmesurés par les arcs égauxmP et ne (15, III).

A

PROBLEME II

Deux angles A et B d'an triangle
étant, donnés, construire le troisième.

Je fais sur la ligne droite indéfinie
MN l'angle MOP égal à A et l'angle NOQ

égal à B. Les trois angles MOP, POQ, NOQ, qui sont adjacents
AM.—ÉLÉM. 5
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&

et placés du même côté de la ligne droite MN, valent ensemble
deux angles droits (2,1); donc l'angle POQ, supplément delà
somme des deux angles A et B, est égal au troisième angle
du triangle proposé.

PROBLÈME III

Étant donnés deux angles A, B d'un triangle et un côté C,
construire le triangle.

Si les deux angles donnés A etB sont adjacents au côté donné
C, je prends sur une ligne droite indéfinie

" une longueur DE égale à C ; puis je fais au
point D l'angle EDF égal à A, et au point E
l'angle DEF égal à B. Les côtés de ces deux
angles se rencontrent au point F et for¬
ment avec DE un triangle qui n'est autre
que le triangle demandé; car ces deux

E triangles ont un côté égal adjacent à deux
angles égaux chacun à chacun (3, III).

Lorsque les deux angles A etB ne sont pas adjacents au côté
donné C, on ramène la question au cas précédent, endétermi-
nant le troisième angle du triangle (II).

Remarque. — Le problème n'est possible qu'autant que la
somme des deux angles donnés est moindre que deux angles
droits.

PROBLÈME IV

Étant donnés deux côtés A et B d'un triangle et l'angle G
qu'ils forment, construire le triangle.

. Je fais sur la ligne droite indéfinie DE l'angle EDF égal à l'an¬
gle donné C, et je prends sur ses côtés
les longueurs DE, DF respectivement
égales aux lignes données A, B; puis je
tire la ligne droite EF. Le triangle EDF
n'est autre que le triangle demandé; car
ces deux triangles ont un angle égal

compris entre deux côtés égaux chacun à chacun (3, IV).
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PROBLEME V

Deux côtés A, B d'un triangle, et l'angle C opposé au cOté A
étant donnés, construire le triangle.

Je fais un angle GDF égal à l'angle donné C, je prends sur
le côté DG une longueur DE égale au côté B, et je décris du

point E comme centre, avec un rayon
égal au côté A, un arc de cercle jusqu'à
la rencontre de la droite DF. Si le côté
A est plus grand que B, l'arc de cercle
coupe la droite DF en deux points H et
F, situés de part et d'autre du sommet
D de l'angle GDF, puisque la droiteED

est plus petite que le rayon A. Des deux triangles DEF, DEII
qu'on forme en tirant les droites EF, EH, le premier satisfait
seul à toutes les conditions de la question; car il a l'angle et
les deux côtés donnés, tandis que l'angle EDIl du second n'est
que le supplément de l'angle G. Le problème n'a donc qu'une
solution, lorsque le côté A est plus grand que B.

Je suppose en second lieu le côté A égal au côtéB,le triangle
n'est alors possible qu'autant que l'angle C
est aigu, puisque l'angle opposé au côté B
doit être égal à G (5,11). Dans cette hypothèse,
l'arc de cercle, décrit du point E comme
centre, avec le rayon A, passe par le point

~"F D, puisque ED est égale à A, et. le triangle
isocèle EDF est la seule solution de la question.

Enfin, si le côté A est plus petit que le côté B, il faut encore
que l'angle G soit aigu, puisque l'angle opposé au côté B doit

0 être plus grand que C (5, III). L'arc de cercle,
décrit du point E comme centre avec le rayon
A, coupe la droite DF en deux points F et II,
situés du même côté du sommet D de. l'angle

n ir f ' GDF, ou il est tangent à cette, droite, ou bien il
ne la rencontre pas, selon que le rayon A, moindre que ED
par hypothèse, est plus grand que la perpendiculaire, ou plus
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petit. Dans le premier cas, le problème a deux solutions qui
sont les deux triangles EDF, EDH; dans le second cas, il n'en
a plus qu'une, c'est le triangle rectangle EDK. Enfin, il est
impossible dans le troisième cas.

raoBLÊME VI

Construire un triangle dont les trois côtés A, B, C, sont
donnés.

Je prends sur une ligne droite indéfinie la longueur DE égale
au côté A ; du point D comme centre je décris un arc de cercle

avec un rayon égal au côté B; je décris
ensuite, du point E comme centre, avec
un rayon égal au côté C, un autre arc de
cercle jusqu'à la rencontre du premier,
etje joins leur intersection F aux pointsD,
E, par les lignes droites DF, EF. La figure

DEF n'est autre que le triangle demandé, car ces deux trian¬
gles ont les trois côtés égaux chacun à chacun (5, VI).

Remarque. — Le triangle cherché n'est possible que si les
arcs décrits des points D et E comme centres, avec les rayons B
ctC, se coupent. Doncla distance de leurs centres, c'est-à-dire
la ligne droite A, doit être moindre que la somme des deux
rayons B, C, et plus grande que leur différence (14, IV).

PROBLÈMES.

1. Construire un triangle dont on connaît un angle, l'un des
côtés adjacents et la longueur de la ligne droite qui joint le
milieu de ce côté au sommet opposé.

2. Construire un triangle dans lequel on donne deux côtés
et la longueur de la ligne droite qui joint le milieu de l'un
d'entre eux au sommet opposé.

3. Construire un triangle dont on connaît un côté, l'un des
angles adjacents et la longueur de sa bissectrice.

4. Conslruireuntriangle,étantdonnésun angle, l'un descôtés
adjacents et la somme ou la différence des deux autres côtés.

5.. Construire un triangle dans lequel on donne un angle, le
côté opposé et la somme ou la différence des deux autres côtés.
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DIX-SEPTIËME LEÇON
Programme. — Tracé des perpendiculaires et'des parallèles. — Abréviation des

constructions au moyen de l'cquerre et du rapporteur. — Vérification de
l'équerre.

PROBLÈME I

Mener, d'un point donné 0, une perpendiculaire sur une ligne
droite donnée BC.

Le point 0 peut être donné sur la ligne droite BG ou hors
de cette ligne, mais la perpendiculaire se
construit de la même manière dans les

/xI> deux cas.

En effet, je détermine sur la ligne droite
-jj g BC deux points B et C également distants

\ / du point 0, en décrivant de ce point
comme centre un arc de cercle qui coupe
laligneBC. De ces deux points B, C comme
centres, et avec un même rayon que je

x / prends plus grand que la moitié de la dis-
b\. ,/c tance BG, je décris ensuite deux arcs de

cercle qui se coupent au point D (14, IV),
'r et je tire la ligne droite OD.

Cette ligne est perpendiculaire à la ligne droite BC, puis¬
qu'elle a deux points 0, D, également distants des extrémité!»
de BC (6, III); c'est donc la perpendiculaire demandée.

PROBLÈME II

Mener, d'un point donné 0, une parallèle à une ligne droite
donnée MN.

Vesolution. Du point donné 0 je tire une ligne droite OB
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qui coupe la ligne droite donnée MN en un point quelconque A,
et je fais sur OB l'angle AOP égal à
l'angle NAO. La droite OP est paral¬
lèle à MN; car ces deux lignes font
avec la sécante OA deux angles alter-

B nes-internes égaux AOP, NAO (7, V).
2e solution. Je mène successive¬

ment par le point 0 la perpendiculaire
OC sur MN, et la perpendiculaire OP

sur OC. La ligne droite OP est parallèle à MN, puisque ces deux
lignes sont perpendiculaires à la même droite OC (7,1).

On abrège beaucoup les constructions des deux problèmes
qui précèdent, en faisant usage des instruments nommés
équerre et rapporteur :

\° L'équerre est une petite planche de bois
qui a la forme d'un triangle rectangle ; pour
qu'elle soit plus aisée à manier, on y prati¬
que une ouverture circulaire qu'on appelle

Y œil de l'équerre.
Lorsqu'on veut vérifier une équerre, c'est-à-dire reconnaître

si le plusgrand de ces angles est droit, on décrit un demi-cercle
ADB avec un rayon arbitraire CA, et l'on inscrit un angle droit

ADB, en joignant un point quelconque D
de la circonférence aux extrémités du
diamètre AB par les cordes DA, DB. On ap¬
plique ensuite le plus grand angle de.l'é-
querre FEG sur ADB, de manière que le
sommet E coïncide avec D et le côté EF

avec DA. Si le côté EG de l'équerre prend alors la direction
de DB, l'angle FEG est égal à l'angle droit ADB et l'équerre est
bonne; dans le cas contraire, l'équerre est fausse.

problème m

Par un point donné 0, mener avec l'équerre une perpendicu¬
laire sur une ligne droite donnée MN.

1. Si le point 0 se trouve sur la ligne droite MN, je place un
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des côlês de l'angle droit d'une équerre sur cette ligne de ma¬

nière que le sommet de cet angle
coïncide avec le point 0, "et j'ap¬
plique une règle AD contre l'autre
côté OC de l'angle droit de l'é-
querre. J'ôte ensuite l'équerre,

14 et je tire une ligne droite le long
du bord de la règle qui passe par
le point 0.

Cette ligne droite AD est per¬

pendiculaire à MN, puisque l'angle AON est égal à l'angle
droit COB de l'équerre.

2. Si 0 n'est pas un point de la ligne droite MN, j'applique
sur cette ligne le bord
d'une règle, et contre-
cette règle, le côté BC
de l'angle droit ABC
d'une équerre. Je fais

— glisser ensuite l'é-
M I P & u I ^

'
querre le long de la

règle immobile, jusqu'à ce que l'autre côté AB de l'angle
droit ABC passe par le point 0, et je trace la perpendiculaire
OP en suivant la direction AB.

PROBLÈME IV

Par un point donné 0, mener avec l'équerre une parallèle à
une ligne droite donnée MN.

1. J'applique une règle contre le petit côté AC d'une équerre
ABC. Jeplace ensuite lesystème
de ces deux instruments de telle
sorte que l'hypoténuse AB de
l'équerre coïncide avec la ligne
droite MN, et que la distance du
point 0 à la règle soit moindre
que BC. Cette position étant

trouvée, je fais glisser l'équerre le long de la règle, que je
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tiens immobile jusqu'à ce que son hypoténuse AB passe
par le point donné 0 ; puis je tire la ligne droite PQ en suivant
ce côté de l'équerre.

Cette ligne qui passe parle point 0 est parallèle à MN, puis¬
que les angles correspondants QPC, BAC sont égaux (7, V).

2° Le rapporteur est un instrument au moyen duquel on
rapporte etl'on faitsur le papier
des angles donnés. 11 consiste
en un demi-cercle MPN qui est
de cuivre ou de corne. Son

limbe, ou bord extérieur, est
B diviséen 180 degrés et terminé

par le diamètre AB, au milieu duquel il y a une petite en¬
taille 0 appelée centre du rapporteur.

problème v

Mesurer avec le rapporteur un angle donné AOK.
J'applique le centre du rapporteur sur le sommet 0 de l'angle

k/ AOK, et je dirige son diamètre
suivant le côté OA de cetangle.

/%/ /\\ l'autre côté OK passe par la
U fj// V\ ^ trente-quatrième division du

"

r I limbe, l'angle AOKestde34de-
grés. Lorsque le côté OK rencontre le limbe entre deux divi¬
sions, par exemple entre la trente-quatrième et la trente-cin¬
quième, j'estime à la simple vue la distance de OK à la pre-

3
mière de ces divisions; si je l'évalue aux 4 d'une division, je
dis que l'angle AOK est de 34° ou 34° 45'.

problème vi

Construire, sur une ligne droite OA, un angle qui ait son
sommet en un point donné 0 et soit d'une grandeur donnée.

Je place le centre du rapporteur au point 0 et je dirige son
diamètre suivant la ligne droite OA, je marque ensuite la divi-
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sion M, qui correspond à la grandeur de l'angle donné; j'ôte
le rapporteur, el je tire la ligne droite OM qui fait avec OA
l'angle demandé.

v

problème vii

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une perpen¬
diculaire sur la ligne droite donnée BC.

1. Si le point A est l'un des points de la ligne droite BC,
je fais en ce point, sur BC, un angle de 90 degrés, avec
le rapporteur. Le second côté de cet angle est évidemment
la perpendiculaire demandée.

2. Lorsque le point A est situé hors de la ligne droite BC, je le
joins à un point quelconque D de BC parla
ligne droite AD; je mesure ensuite l'angle
aigu ADB, et je fais sur la droite AD l'angle
DAE égal au complément de ADB.

La ligne droite AE est perpendiculaire à
BC; car le troisième angle AED du triangle ADE est droit (9, III).

problème viii

Par un point donné A, mener avec le rapporteur une paral¬
lèle à une ligne droite donnée BC.

Je joins le point A à un point quelconque D de BC par la ligne
c droite AD, et je mesure l'angle aigu ADC;

je fais ensuite sur AD l'angle DAE égal à
\ ADC. La ligne droite ÀE est parallèle à

^ î F BC; car ces lignes font avec la sécante AD
deux angles alternes-internes égaux ADC, DAE (7, Y).

problèmes.'

1. Construire un parallélogramme dont on connaît un an¬
gle et les deux côtés adjacents.

2. Construire un rectangle dont on connaît deux côtés con¬
sécutifs.
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3. Étant données les diagonales d'un losange, construire

ce quadrilatère.
4. Construire un trapèze dont les quatre côtés sont donnés.

(On appelle trapèze tout quadrilatère qui a deux côtés parallèles).
5. Deux lignes droites parallèles et un point étant donnés,

mener par le point une sécante telle que la portion de cetteligne
comprise entre les deux parallèles soit d'une longueur donnée.

6. Construire un triangle dans lequel on donne la base, la
hauteur et la ligne droite qui joint le milieu de la base au som¬
met opposé.

7. Tracer entre deux circonférences une ligne droite qui ait
une longueur donnée et soit parallèle à une direction aussi
donnée.

8. Décrix-e, d'un point donné comme centre, une circonfé¬
rence qui intercepte sur une autre circonférence un arcayant
une corde de longueur donnée.

9. Construire un triangle dont on connaît deux angles et
l'une des trois hauteurs.

10. Construire un trapèze dont les diagonales et les côtés
parallèles sont donnés. .

11. Construire un triangle dont on connaît deux côtés et
l'une des hauteurs.

12. Construire un triangle dans lequel on donne un côté
un angle et une hauteur.

15. Inscrire dans un cercle un angle de grandeur donnée, de
manière que l'un de ses côtés passe par un point donné, et que
l'autre soit parallèle à une droite donnée.

14. Décrire avec un rayon donné une circonférence tan¬
gente à deux droites données, ou à une droite et à une circon¬
férence données.
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Programme — Division d'une droite et d'un arc en deux parties égales. — Dé¬
crire une circonférence qui passe par trois points donnés. — D'un point
donné hors d'un cercle, mener une tangente à ce cercle.— Mener une tan¬
gente commune à deux cercles. — Décrire, sur une droite donnée, un seg¬
ment de cercle capable d'un angle donné

î
A E 1 B

<D

PROBLÊME I

Diviser une ligne droite AB en deux parties égales.
Des extrémités A et B de la ligne droite AB, comme centres,

je décris deux arcs de cercle avec le même rayon que je prends
plus grand que la moitié de AB. Soient G et D
les intersections de ces arcs; je joins ces
points par la ligne droite CD qui rencontre la
ligne droite AB au point E et la divise en deux
parties égales.

En efl'et, chacun des points C et D étant éga¬
lement éloigné des deux points A et B, la ligne droite CE est
perpendiculaire au milieu deAB (6, III).

Remarque. — En appliquant ce procédé à la moitié, au
quart, au huitième, etc., de la ligne droite AB, on la divise
en 4, 8, 16, etc.,parties égales.

PROBLÈME II

Élever, par le milieu d'une ligne droite, une perpendiculaire
sur cette droite.

On résout ce problème par la même construction que le
précédent, puisque la ligne droits CD est perpendiculaire au
milieu de AB.
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PROBLÈME III

Diviser un arc de cercle BG en deux parties égales.
J'abaisse du centre A de l'arc BC la perpendiculaire AD sur

k sa corde ; cette droite rencontre l'arc BG au point
A D et le divise en deux parties égales (12, I).

/ \ On peut résoudre ce problème au moyen du
/ \ rapporteur; mais on abrège alors la construction

de la perpendiculaire AD, en mesurant l'angle
au centre BAC et faisant sur AB l'angle BAD égal

à la moitié de BAC, sans déplacer le rapporteur.
Remarque. — En appliquant ce procédé à la moitié, au

quart, au huitième, etc., de l'arc BC, on le divise en 4, 8,
16, etc., parties égales

PROBLÈME IV

Diviser un angle BAC en deux parties égales.
Je décris du sommet A, comme centre, un arc BC avec un

rayon quelconque AB ; je tire ensuite la ligne droite AD qui
divise en deux parties égales l'arc BC (III). Cette ligne divise
aussi l'angle au centre BAC en deux parties égales (15, I).

Remarque. —En appliquant ce procédé à la moitié, au quart,
au huitième, etc., de l'angle BAC, on le divise en 4, 8,16, etc.,
parties égales.

PROBLÈME V

Décrire une circonférence passant par trois points donnés A,
B, C, qui ne sont pas en ligne droite.

K Par les milieux des lignes droites AB, BC, j'é-
WE lève sur ces lignes les perpendiculaires DE,

j \/y-a ®F, qui se coupent en un point D, puisque les
l trois points donnés A, B, C, né sont pas en ligne

droite. Je décris ensuite, du point D comme
centre et avec le rayon DA, une circonférence

qui passe par les points A, B et C.
En effet, le point D est également distant des points A, B, C,
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puisqu'il se trouve sur chacune des perpendiculaires DE,DF,
menées parles milieux des lignes droites AB, BC (6, III).

probleme vi

Mener, par le point A, une tangente à un cercle donné CB.
Le point A peut être donné sur la circonfé¬

rence du cercle ou à l'extérieur; je vais exa¬
miner successivement ces deux cas.

1° Si le point A se trouve sur la circonfé¬
rence, j'élève, par l'extrémité A du rayon GA,
la perpendiculaire AD sur ce rayon. La ligne

droite AD est évidemment la tangente demandée (13, II).
2° Soit le point A extérieur au cer¬

cle; je tire la ligne droite CA, et du
milieu de cette ligne comme centre,
avec un rayon égal à la moitié deCAr
je décris une circonférence qui coupe
la circonférence donnée aux points B

et D. Je tire ensuite les lignes droites AB, AD, et je dis
qu'elles sont tangentes au cercle CB.

En effet, chacun des angles ABC, ADC est droit, parce qu'il
estinscrit dans un segment du cercle AC égal à un demi-cercle
(15, IV); la ligne droite AB est donc perpendiculaire à l'extré¬
mité du rayon CB, et la ligne droite AD perpendiculaire à l'ex¬
trémité du rayon CD ; par suite, AB et AD sont tangentes au
cercle CB (13,11).

Corollaire. — Les tangentes AB, AD, menées d'un même point
A à un cercle CB sont égales, et la ligne droite AC qui joint ce
point au centre du cercle divise en deux parties égales l'angle
BAD des deux tangentes.

Les triangles rectangles ABC, ADC sont égaux parce qu'ils
ont l'hypoténuse AC commune, et les côtés CB, CD, égaux
comme rayons du cercle CB (6, Y) : donc le côté AB est égal à
AD et l'angle BAC égal à DAC.
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PROBLÈME VII

Mener une tangente commune à deux cercles donnés.
Les cercles peuvent toucher une même ligne droite du même

côté ou des deux côtés de cette ligne. Dans le premier cas, la
tangente commune est extérieure aux deux cercles ; dans le
second cas, elle leur est intérieure.

1° Soient 0 et C les centres des deux cercles OA, CB que la
ligne droite AB touche extérieurement aux points A et B; je
mène par le centre G la parallèle CD à la tangente AB, jusqu'à

ses AD, BG sont égaux (10, I). La circonférence décrite du
point 0 comme centre, avec le rayon OD égal à la différence
des rayons OA, CB des deux cercles donnés, est par conséquent
tangente à la ligne droite CD (13,11).

De là résulte cette construction de la tangente extérieure AB:
je décris un cercle concentrique au cercle OA, avecunrayonOD
égal à la différence des rayons OA, CB, et je trace du centre de
l'autre cercle C B la tangente CD au cercle OD. Je tire ensuite le
rayon OD du point de contact; ce rayon, prolongé au delà du
point D, coupe la circonférence OA au point A, par lequel je
mène une parallèle à la ligne droite CD. Cette parallèle n'est
autre que la tangente AB, puisqu'on ne peut mener du point
A qu'une parallèle à CD (7,11).

Lorsque les cercles donnés OA, CB sont extérieurs l'un à l'au¬
tre, ou tangents extérieurement, ou bien sécants, la distance OC
de leurs centres est plus grande que la différence OD de leurs
rayons (14), et le point C est extérieur au cercle OD. On peut
donc mener du point C deux tangentes CD, CD' à ce cercle ; par
suite, les cercles OA, CB ont deux tangentes AB, A'B', commu-

la rencontre de OA. Les

rayons OA, CB,perpendicu-
lairesàlatangentecommune
AB (13, II), et par suite à CD
( 7, III), sont parallèles; donc
le quadrilatère ABCD est un

rectangle, et ses côtés oppo-
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nés et extérieures. — Si les cercles OA, CB se touchent intérieu¬
rement, la distance OC de leurs centres est égale à la différence
ODde leurs rayons (14, V), et la circonférence OD passe par le
point C. Par conséquent, on ne peut mener de ce point qu'une
tangente à la circonférence OD, et les deux cercles OA, CB n'ont
qu'une tangente commune qui leur soit extérieure. — Le pro¬
blème est évidemment impossible si l'un des cercles est à
l'intérieur de l'autre.

2° Soient 0 et C les centres de deux cercles OE, CF, que la
ligne droite EF touche intérieurement aux points E et F ; je

mène par le centre C la pa¬
rallèle CG à la ligne EF, jus¬
qu'à la rencontre du pro¬
longement de OE .Lesrayons
OE, CF, perpendiculaires à
la tangente commune EF, et
par suite à CG, sont paral¬
lèles ; le quadrilatère EFGC

est donc un rectangle, et ses côtés opposés EG, CF sont égaux.
La circonférence décrite du point 0 comme centre, avec le
rayon OG égal à la somme des rayons OE, CF des deux cercles
donnés, est par conséquent tangente à la ligne droite CG.

De là résulte celte construction de la tangente intérieure
EF : je décris un cercle concentrique au cercle OE, avec un rayon
OG égal à la somme des rayons OE, CF des cercles donnés;
et je trace du centre C de Vautre cercle CF la tangente CG au
cercle OG. Je tire ensuite le rayon OG du point de contact ; ce
rayon coupe la circonférence OE au point E, par .lequel je mène
une parallèle à la ligne droite CG. Cette parallèle n'est autre
que la tangente EF, puisqu'on ne peut mener du point E
qu'une parallèle à CG.

Lorsque les deux cercles donnés OE, CF sont extérieurs l'un
à l'autre, la distance OC de leurs centres est plus grande que la
somme OG de leurs rayons (14, II), et le point C est extérieur
au cercle OG. Par conséquent, on peut mener du point C deux
tangentes CG, CG' à ce cercle ; les cercles donnés ont donc deux
tangentes EF, E'F' communes et intérieures. — Si les cercles
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OE, CF sont tangents extérieurement, la circonférence OG passe
par le point G, et l'on ne peut mener de ce point qu'une tan¬
gente au cercle OG. Dès lors les cercles OE, CF n'ont plus
qu'une tangente commune qui soit intérieure. — Pour toute
autre position des deux cercles le problème est impossible.

En résumé: 1° On peut mener deux tangentes extérieures
et deux tangentes intérieures à deux cercles qui sont extérieurs
l'un à l'autre.

2° Deux cercles qui se touchent extérieurement ont deux
tangentes communes extérieures et une seule tangente inté-

centres des cercles.
3° Si les cercles se coupent, ils n'ont que deux tangentes

communes qui sont extérieures.
4° Deux cercles qui se touchent intérieu¬

rement n'ont qu'une tangente commune ; elle
est extérieure aux deux cercles et perpendi¬
culaire à la droite qui joint leurs centres.

5° Deux cercles intérieurs l'un à l'autre
n'ont aucune tangente commune.

PROBLÈME VIII

Décrire, sur une ligne droite AB, un segment de cercle capa¬
ble d'un angle donné K.

Je fais à l'extrémité B de la ligne droite donnée AB l'angle
ABE égal à l'angle donné K ; j'élève ensuite la perpendiculaire
CD au milieu de AB; et je mène du point B la perpendiculaire
BD sur la ligne droite BE. Les deux lignes CD, BD se coupent
au point D (7, Y, c.) ; de ce point comme centre, je décris un
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cercle avec le rayon DB, et je dis que le segment AMB qui ne

„ se trouve pas du même côté de la
ligne droite AB que l'angle ABE, est

(15, IV). Or, l'angle donné ABE, dont le côté BE perpendicu¬
laire au rayon BD est tangent au cercle, a aussi pour mesure
la moitié du même arc AB (15, IV, c) ; donc l'angle AMB égale
l'angle ABE, et le segment AMB est capable de l'angle donné.

1. Les diagonales d'un parallélogramme et leur angle étant
donnés, construire ce quadrilatère.

2. Construire un triangle dont on connaît deux angles et
la somme de deux côtés.

5. Construire un triangle dont on connaît deux angles et le
périmètre.

4. Si l'on inscrit un cercle dans un angle, les deux points
de contact divisent la circonférence en deux arcs tels que toute
tangente au plus petit de ces arcs forme avec les côtés de l'an¬
gle un triangle de périmètre constant.

5. Par un point M, donné dans un angle BAC, mener une
sécante telle que le périmètre du triangle formé par cette ligne
et les côtés de l'angle ait une longueur donnée.

6. Tracer une sécante commune à deux circonférences, de
telle sorte que les cordes interceptées aient des longueurs
données.

7. Deux circonférences concentriques étant données, tracer
un triangle dont deux angles soient donnés, et qui ait deux
sommets sur l'une des circonférences et le troisième sur

l'autre.
8. Construire un triangle dans lequel on connaît l'une des

(rois hauteurs, un angle et sa bissectrice.
9. Construire un triangle dont le périmètre, un angle et la

hauteur correspondante sont donnés.

s En effet, l'angle AMB inscrit dans
le segment demandé.

ce segment a pour mesure la moitié
de l'arc AB compris entre ses côtés

PROBLÈMES

AU.—ÉLÉSIo 6
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10. Construire un triangle dans lequel on connaît un angle,

ainsi que la hauteur et la médiane partant du sommet de cet
angle, c'est-à-dire la droite qui joint ce sommet au milieu du
côté opposé.

11. Mener par deux points donnés deux lignes droites paral¬
lèles qui forment un losange avec deux autres parallèles
données.

12. Existe-t-il dans le pian de tout triangle un point d'où
l'on voit les trois côtés du triangle sous le même angle ?

13. Une ligne droite et deux points étant donnés, trouver
sur la droite le point d'où l'on voit la distance des deux points
sous le plus grand angle possible.

Remplacer, dans l'énoncé du problème précédent, la ligne
droite par une circonférence et résoudre le même problème
avec cette nouvelle donnée.

14. Décrire une circonférence tangente aux trois côtés d'un
triangle. — Ce problème a quatre solutions. L'une des circon¬
férences est intérieure au triangle et les trois autres sont ex¬
térieures ; aussi on donne à la première le nom de cironfêrence
inscrite et à chacune des trois autres celui de circonférence
ex-inscrite.

Démontrer que la distance de deux quelconques des quatre
points dans lesquels un côté est touché par les quatre cercles
inscrits et ex-inscrits est égale à l'un des deux autres côtés,
ou à la somme de ces côtés, ou bien à leur différence.

15. Construire un triangle dans lequel on connaît deux des
rayons des cercles qui touchent son périmètre, l'un de ses
côtés, ou la somme de deux côtés, ou bien leur différence.

16. Le diamètre du cercle inscrit dans un triangle rec¬

tangle est égal à l'excès de la somme des deux côtés de
l'angle droit sur l'hypoténuse.
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VINGTIÈME LEÇON
Programme. — Lignes proportionnelles. — Toute parallèle à l'un des côtés

d'un triangle divise les deux autres côtés en parties proportionnelles. — Ré¬
ciproque. — Propriétés de la bissectrice de l'angle d'un triangle.

DÉFINITIONS

1° On dit qu'une ligne droite AB est divisée par le point G en
deux parties ÂC, CB proportionnelles à deux nombres donnés
qu'on peut toujours supposer entiers, tels que 5 et 3, lorsque
le rapport de AG à GB égale celui de 5 A 3.

i—l__l . [ , , . . | j f ,
A C B 0

Il n'y a qu'une manière de diviser la ligne ÂB en deux par¬
ties AC, CB, qui soient proportionnelles à deux nombre don¬
nés 5 et 3. Car, pour effectuer cette division, il faut partager
AB en 5 •+■ 3 ou 8 parties égales, et prendre pour AG les cinq
premiers huitièmes à partir de l'extrémité A, et pour CB les
trois autres huitièmes, c'est-à-dire le reste de AB.

La recherche du point G revient à trouver sur la ligne droite
AB un point dont les distances aux points A. et B soient propor¬
tionnelles aux nombres 5 et 3. Sous cet énoncé, la question est
susceptible d'une seconde solution; car, si on divise la distance
AB en S — 3 ou 2 parties égales, et qu'on prenne sur le prolon¬
gement deAB une longueur BD égale à 3 fois l'une de ces par¬
ties, la droite AD contient alors 2 4- 3 ou 5 fois la même partie,
et le rapport des distances DA, DB du point D aux extrémités
A, B de la droite BA est égal à celui des deux nombres 5 et 3 ;
par conséquent le point D satisfait aussi à l'énoncé du problème.
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Il importe de remarquer que le point D se trouve à la droite du
point A, parce que le rapport donné est plus grand que l'unité

K- 1 1 1 ' I 1 '--I 1 I !
A C B D

et qu'il serait à sa gauche, si le rapport était moindre que
l'unité. On dit ordinairement que les deux points C et B di¬
visent la droite AB en segments proportionnels, et l'on donne à
ces points le nom de points conjugués.

Les points A et B divisent réciproquement la droite CD en
segments proportionnels ; car de l'égalité

CA_DA
CB~DB'

on déduit évidemment la suivante
AC__ BC
AD~~BD'

qui démontre la réciprocité énoncée.
2° Lorsqu'une droite AB est divisée par un point C en par¬

ties proportionnelles à deux nombres, tels que 5 et 5, si l'on
prend sur AB une longueur AC égale à CB, les distances C'B,
AC sont égales entre elles, et le point C divise AB en deux
parties AC, C'B, inversement proportionnelles aux nombres
. * i , AC . , .AC .5 et 5 ; car leur rapport est 1 inverse du rapport qui

égale §-•
THÉORÈME I

Toute ligne droite, parallèle à Vun des côtés d'un triangle,
divise les deux autres côtés en parties proportionnelles.

Je tire la ligne droite DE parallèle au côté BC du triangle ABC ;
pour démontrer que cette ligne qui rencontre les deux autres
côtés AB, AC, aux points D et E, les divise en parties proportion¬
nelles, je suppose le rapport de AD à DB égal à j (15, déf. 2).
Leslignes droites AD, DB ont par suite une commune mesure
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AF, contenue 5 fois dans AD et 2 fois dans BD. Soient F, G, D et
H,les points qui divisent le côté AB en 5-t-2
ou 5 parties égales à AF; je mène par ces
points les lignes droites FK, GL, DE, DM,
parallèles à BG, et je dis qu'elles divisent

V- aussi le côté AC en 5 parties égales.
u _Jc effe^ de pun des points de division de

ÂB, par exemple du point G, je tire la ligne droite GO parallèle
à AC. Les triangles AFK, DGO sont égaux, car leurs côtés AF,
GD sont égaux par hypothèse, et leurs angles FAK, DGO le sont
comme correspondants, ainsi que les angles AFK, GDO ; par
conséquent, les côtés AK, GO de ces triangles sont égaux. Or,
le'quadrilatère GOEL est un parallélogramme ; donc le côté GO
est égal au côté EL qui lui est opposé, et les deux divisions
AK, EL de la ligne droite AC sont égales.

Je prouverais de même l'égalité de AK et de toute autre
division du côté AC ; il en résulte que la longueur AK est
une commune mesure des deux lignes droites AE, EC, et
qu'elle est contenue 5 fois dans AE, 2 fois dans EG. Donc le
rapport de AE à EC égale ou le rapport de AD à DB.

Corollaire I. — Le rapport du côté AB à l'une de ses parties,
par exemple AD, est égal au rapport du côté AC à sa partie AE
qui correspond à AD.

Car, d'après l'hypothèse précédente, chacun de ces deux
rapports est égal à .

Corollaire II. — Plusieurs parallèles AB, BE, CF, etc., inter¬
ceptent des parties proportionnelles sur deux lignes droites AC,
DF, qu'elles rencontrent.

Je mène du point A la droite AIî parallèle à
DF, et je la prolonge jusqu'à la rencontre des
lignes BE, CF ; la ligne droite BG, parallèle au
côté CH du triangle ACH, divise les deux autres
côtés AC, AH, en parties proportionnelles,

c'est-à-dire que le rapport de AB à BC égale celui de AG à GH.
Or, les lignes droites AG, DE sont égales, parce qu'elles sont

kl/ \D

J\? E

J \, 1l
l
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opposées l'une à l'autre dans le "parallélogramme ADEG, et il
en est de même des deux lignes droitesGII, EF; on a donc:

AB_DE
BC~EF

et, par suite,
AB_BG
DE "" EF'

THÉORÈME II

Toute ligne droite DE, qui divise deux côtés AB, AC déun
triangle ABC en parties proportionnelles, est parallèle au troi¬
sième côté BC.

A Soient D et E les points où la ligne droite
DE rencontre les côtés AB, AC du triangle
ABC ; je suppose le rapport de AD à DB
égal à celui de AE à EC, et je dis que la ligne
droite DE est parallèle au troisième côté BC
du triangle.

En effet, la parallèle menée par le point D à la ligne droite
BC divise le côté AC en deux parties proportionnelles à AD et
DB; donc cette ligne passe par le point E et coïncide avec DE,
puisqu'il n'y a qu'une manière de diviser AC, à partir du point
A, en deux segments proportionnels à AD et DB.

THÉORÈME III

La bissectrice d'un angle d'un triangle divise le côté opposé
en deux parties proportionnelles aux côtés adjacents.

Soit AD la bissectrice de l'angle BAC du
triangle ABC ; par l'extrémité B de l'un
des deux côtés AB, AC de cet angle, je

V/ i \ mène une parallèle à la droite AD, et je la
b d « prolonge jusqu'au point E où elle ren¬

contre l'autre côté AC.
La droite AD, parallèle au côté BE du triangle BCE, divise
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les deux autres côtés CB, CE, en parties proportionnelles,
c'est-à-dire qu'on a (1) :

BD_AE
DC - AC'

Or, le triangle ABE est isocèle : en effet, l'angle AEB égale l'an¬
gle DAC, moitié de BAC, parce qu'ils sont correspondants par
rapport aux parallèles AD, EB ; l'angle ABE égale aussi l'angle
DAB, moitié de BAC, parce qu'ils sont alternes-internes par
rapport aux mômes parallèles; donc les angles AEB, ABE du.
triangle ABE sont égaux. Par suite, les côtés AB, AE, opposés
à ces angles, sont aussi égaux, et l'on a :

BD_AB
DC AC'

Corollaire. — La réciproque de ce théorème est évidente,
car il n'y a qu'une manière de diviser la droite BC en deux
parties proportionnelles aux côtés adjacents AB, AC.

THÉORÈME IV

La bissectrice d'un angle extérieur à un triangle coupe le
côté opposé en un point dont les distances aux extrémités de ce
côté sont proportionnelles aux côtés adjacents.

Soit AD la bissectrice de l'angle BAC extérieur au triangle
BAC ; par l'extrémité B de l'un
des côtés AB, AC de cet angle,
je mène une parallèle à la droite
AD, et je la prolonge jusqu'au
point E où elle rencontre l'autre
côté AC.

La droite BE, parallèle au côté AD du triangle ACD, divise
les deux autres côtés CA, CD en parties proportionnelles, c'est-
à-dire qu'on a (1) :

DC
_ AC

DB "" AE

Or, le triangle ABE est isocèle : en effet, l'angle ABE égale l'an¬
gle DAB, moitié de BAC, parce qu'ils sont alternes-internes
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par rapport aux parallèles AD, BE ; l'angle AEB égale aussi
l'angle DAC, moitié de BAC', parce qu'ils sont correspondants
par rapport aux mêmes parallèles ; donc les angles ABE, AEB
du triangle ABE sont égaux. Par suite, les côtés AE, AB, op¬
posés à ces angles, sont aussi égaux, et l'on a

DG_AC
DB — AB'

Corollaire. —Laréciproque de ce théorème est évidente.
DC

En effet, le rapport ^ qui est plus grand que l'unité croit
ou décroît lorsque le point D se rapproche ou s'éloigne du
point B; par conséquent, il n'existe sur le prolongement du
côté CB qu'un point D dont les distances aux points C et B
soient proportionnelles aux côtés adjacents AC, AB.

Remarque sur les deux théorèmes précédents.
La bissectrice d'an angle d'un triangle et celle de l'angle ex¬

térieur, adjacent, divisent le côté opposé en segments propor¬
tionnels.

THÉORÈME V

Le lieu géométrique des points dont les distances à deux
points donnés A et B sont proportionnelles à deux longueurs
données M et N, est une circonférence.

Soient D et D'les deux points conjugués qui divisent la droite
AB en segments proportionnels aux longueurs données M et N

t ( 20,défin. ) ; chacun de ces points
m—-—i ^ Partie du lieu, puisque ses

c distances aux deux extrémités de
AB sont dans le rapport de M

et bo ~)b< à N. Cela posé, je considère un
J point quelconque C du lieu cher¬

ché, et je le joins par des lignes
droites aux quatre points A, B, D, D'. Les distances CA, CB
du point C aux deux points A, B sont proportionnelles par
hypothèse aux lignes M et N, ou aux deux segments DA, DB
de la droite AB ; par conséquent, la droite CD, qui partage le
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côté AB du triangle CAB en deux segments proportionnels aux
deux autres côtés CA, CB, divise l'angle ACB en deux parties
égales (20, 111, c). Comme les distances D'A, D'B sont aussi
proportionnelles aux côtés CA, CB, la droite CD' divise pareil¬
lement en deux parties égales l'angle extérieur BCA', adjacent
à l'angle ACB (20, IV, c). Or, l'angle DCD' est droit, puisqu'il
est égal à la moitié de la somme des deux angles adjacents
ACB, BCA', formés sur la droite AA' (2,1) ; donc le point C est
l'un des points de la circonférence décrite sur la droite DD'
comme diamètre (15, IV, c).

Réciproquement, je dis que tout point C de cette circonfé¬
rence fait partie du lieu demandé.

AD_AC,
BD CE '

En menant aussi par le point B la parallèle BF à la droite D'C
jusqu'à son intersection avec AC, j'ai pareillement

Or, les deux rapports gjypjySont égaux, puisque les points
D et D' divisent par hypothèse la droite AB en segments pro¬
portionnels ; dont CE est égale à CF.

Mais le triangle BEF, dont l'angle EBF a les côtés parallèles
à ceux de l'angle droit DCD', est rectangle (6,1) ; et le milieu
C de son hypoténuse EF est également distant des trois som¬
mets (15, IV, c. I). Si l'on remplace dès lors CE par son égale
BC dans la première des égalités précédentes, on a

ce qui démontre que le rapport des distances AC, BC d'un

Mr
N

En effet, je mène par le point B
une parallèle à la droite DC, et je
la prolonge jusqu'au point E où

D'elle rencontre la droite AC; j'ai
par suite (1) :

AD' AC
BD' ~ CF

AD AD'

AD
_ AC.

BD — BC'
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point quelconque C de la circonférence DD' aux deux points
A, B, est constant. Le point C fait donc partie du lieu deman¬
dé, qui n'efet autre que la circonférence DD'.

THÉORÈME VI

Si une ligne droite AB est divisée en segments proportion¬
nels par deux points D, E, la moitié

À m c Ê 2 de ceite droite est moyenne propor¬
tionnelle entre les distances de soti milieu M aux deux points
conjugués D, E; et réciproquement.

On a pour hypothèse :

AE__BE.
AD ~~ BD'

il en résulte, d'après une propriété connue de deux rapports
égaux, que

AE +BE AE—BE
AD + BD AE—BD°

Or, la somme AE -4- BE est égale au double de ME, puisque le
point M est le milieu deAB; on a pareillement AD+ BD égale
à 2MB, AE — BE égale à 2MB et AD — BD égale à 2ME; par
conséquent, si l'on divise par 2 les deux termes de chaque
rapport de l'égalité précédente, on obtient la nouvelle égalité

ME__MB
MB ~~ MD

qui démontre le théorème énoncé.
Réciproquement : Si la moitié d'une droite AB est moyenne

proportionnelle entre les distances du milieu M de cette ligne à
deux points D, E pris sur sa direction, du même côté du point
M, les points D, E divisent la droite AB en segments propor¬
tionnels.

.Car, en appliquant à l'égalité donnée par l'hypothèse
ME__MB
MB ~ MD
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la propriété de deux rapports égaux, précédemment employée,
on trouve:

•AE_BE.
AD — BD'

par conséquent, les points D et E divisent ÀB en segments
proportionnels.

PROBLÊMES

1. La ligne droite qui joint les milieux de deux côtés d'un
triangle est parallèle au troisième côté et égale à la moitié de
ce côté.

2. Les lignes droites qui joignent les milieux des côtés con¬
sécutifs d'un quadrilatère forment un parallélogramme. —
Dans quels cas ce parallélogramme est-il un rectangle, un
losange ou un carré ?

3. Calculer à 0m,001 chacun des segments que les bissec¬
trices des angles d'un triangle déterminent sur ses côtés,
égaux respectivement à 12m, 15m et 18m.

4. Quel est le lieu des points d'un plan également éclairés
par deux points lumineux situés dans ce plan, si les inten¬
sités de leurs lumières à l'unité de distance sont proportion¬
nelles à deux nombres donnés ? (On démontre en physique
que l'intensité de la lumière qui provient d'un point éclairant
varie en raison inverse du carré de la distance.)
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■VINGT ET UNIEME ET VINGT-DEUXIÈME LEÇON
Programme. — Polygones semblables. — En coupant un triangle par une pa¬

rallèle à l'un de ses côtés, on détermine un triangle partiel semblable au
premier. — Conditions de similitude des triangles. — Décomposition des po¬
lygones semblables en triangles semblables. — Rapportées périmètres.

DÉFINITIONS

Deux polygones qui ont le même nombre de côtés son!
semblables, si leurs angles sont égaux chacun à chacun et si
les côtés adjacents aux angles égaux sont proportionnels et
disposés dans le même ordre.

On dit que deux points, deux lignes ou deux angles sont ho¬
mologues lorsqu'ils se correspondent dans deux figures sem¬
blables. Ainsi, les sommets de deux angles égaux sont des
points homologues ; les diagonales déterminées par des som¬
mets homologues sont pareillement des lignes homologues.

On appelle rapport de similitude de deux polygones le rap¬
port constant de deux côtés homologues. Lorsque ce rapport
est égal à l'unité, les deux polygones sont égaux; car on peut
les faire coïncider par la superposition,puisqu'ils ont toutes
leurs parties (côtés et angles) égales chacune à chacune et
disposées dans le même ordre.

THÉORÈME I

En coupant un triangle par une parallèle à Vun de ses côtés,
on détermine un second triangle, semblable au premier.

Soit la ligne droite DE parallèle au côtéBC du triangle ABC,
je dis que le triangle ADE est semblable au triangle ABC.

En effet, ces triangles ont l'angle A commun ; leurs angles
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ABC, ADE sont égaux comme correspondants par rapport aux
parallèles BC, DE, et il en est de même des deux angles ACB

AED. De plus, la ligne droite DE étantparallèle
à BC, le rapport de AD à AB égale celui de AE
à AC (20, II). Pour démontrer que ce dernier
rapport égale celui de DE à BC, je mène du
point Ela ligne droite EF parallèle au côtéAB;
cette ligne divise les d.eux autres côtés AC, BC

en segments proportionnels, et le rapport de AE à AC égale le
rapport de BF à BC, ou celui de DE à BC, puisque les lignes BF
et DE sont égales comme côtés opposés du parallélogramme
BDEF. Les triangles ADE, ABC ont donc leurs angles égaux
chacun à chacun et leurs côtés homologues proportionnels,
c'est-à-dire qu'ils sont semblables.

THÉORÈME II

Deux triangles qui ont les angles égaux chacun à chacun
sont semblables.

Soient ABC, abc, deux triangles tels que les angles a, b,c, de
l'un égalent respectivement les angles A, B, C, de l'autre ; je dis

que ces triangles sont sem¬
blables.

En effet, je prends sur AB
une longueur AD égale à ab et
je mène par le point D la droite
DE parallèle à BC. Les triangles
ADE, ABC sont semblables (I),
et leurs angles homologues

ADE, ABC sont égaux. Mais l'angle ABC est égal par hypothèse
à l'angle abc; donc l'angle ADE est aussi égal à l'angle abc.
Les triangles ADE, abc, ont dès lors un côté égal adjacent à
deux angles égaux chacun à chacun, et sont égaux; il en ré¬
sulte que le triangle abc est semblable au triangle ABC.

Corollaire. — Deux triangles sont semblables s'ils ont deux
angles égaux chacun à chacun.

Caries troisièmes angles de ces triangles sont égaux (9, III,c).
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THÉORÈME III

Deux triangles qui ont un angle égal compris entre deux
côtés proportionnels sont semblables.

Soient ABC, abc, deux triangles qui ont les angles À et a

égaux, et dont les côtés AB, AC sont proportionnels aux côtés
ab, ac; je dis que ces triangle?

» sont semblables.
A En effet, je prends sur AB

\ une longueur AD égale à et»,
/ \ et je mène par le point D la

L \0 droite DE parallèle à BC. Les
triangles ADE, ABC sont sem¬
blables. (I), et leurs côtés ho¬

mologues sont proportionnels. Or, les côtés ab, ac du triangle
abc sont proportionnels par hypothèse aux côtés AB, AC du
triangle ABC ; donc ils sont aussi proportionnels aux côtés
AD, AE du triangle ADE, c'est-à-dire qu'on a :

ab ac

3D~~II'
Mais AD est égal à ab ; par conséquent AE est égal à ac, et les
triangles ADE, abc sont égaux, puisqu'ils ont un angle égal
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. Dès lors le
triangle abc est semblable au triangle ABC.

THÉORÈME IV

Deux triangles qui ont leurs côtés homologues proportion¬
nels sont semblables.

Soient ABC, abc, deux triangles qui ont les côtés AB, AC,
BC, proportionnels respectivement aux côtés ab, ac, bc; je
dis que ces triangles sont semblables.

Je prends sur AB une longueur AD égale à ab, et je mène
par le point D la droite DE parallèle à BC. Les triangles ADE,
ABC sont semblables (I), et leurs côtés homologues sont pro-

SCD LYON 1



FIGURES PLANES. — XXIe ET XXIIe LEÇON. 95

portionnels. Or, les côtés du triangle abc sont proportionnels
par hypothèse aux côtés du triangle ABC ; donc ils le sont
aussi à ceux du triangle ADE, c'est-à-dire qu'on a :

db ac bc
AD-AE^DE'

Mais AD est égal à ab ; par conséquent AE est égal à ac et DE
égal à bc. Les triangles ADE, abc, qui ont dès lors les trois
côtés égaux chacun à chacun, sont égaux, et le triangle abc
est semblable au triangle ABC.

Corollaire. — Les trois cas de similitude derdeux triangles,
démontrés dans les trois théorèmes qui précèdent, correspon¬
dent aux trois cas d'égalité énoncés dans la troisième leçon.

THÉORÈME V

Deux triangles ABC, A'B'C' qui ont leurs côtés parallèles ou
perpendiculaires chacun à chacun sont semblables.

Les angles A et A', ayant leurs côtés parallèles ou perpen¬
diculaires chacun à chacun, sont égaux ou supplémentaires
(9,1 et II) ; il en est de même des angles B, B', et des angles
C, C'. Par conséquent, on ne peut faire sur ces angles que les
quatre hypothèses suivantes :

1° A + A'=2dr., B G-B'= 2 dr., C-t-C'=2 dr.;
2° A+ A'=2dr., B + B' = 2dr., C=C';
3° A +• A'= 2 dr., B=B', C=C';
4° A =A' B=B', C=»C'.
Aucune des deux premières n'est admissible, puisque la

somme des six angles des deux triangles ABC,A'B'C égale qua¬
tre angles droits (9, III). Quant à la troisième hypothèse, elle
comprend implicitement que les angles A et A' sont droits ;
car les triangles ABC, A'B'C'ayant deux angles égaux,le troi¬
sième angle de l'un est égal au troisième angle de l'autre ;
cette hypothèse n'est donc qu'un cas particulier de la qua-
trièmequi seule estvraie.Lestriangles ABC,A'B'G'ontparsuite
les angles égaux chacun à chacun, et sont semblables (II).

SCD LYON 1



96 GÉOMÉTRIE.

Remarque. Les côtés homologues des triangles sem¬
blables ABC, A'B'C' sont parallèles dans le premier cas, et
perpendiculaires dans le second.

THEOREME VI
»

Les lignes droites issues d'un même point interceptent des
parties proportionnelles sur deux lignes droites parallèles, et
réciproquement.

Soient AD et EH deux lignes droites parallèles ; je tire d'un
point quelconque 0 les sécantes OA, OB,
OC, OD, et je dis qu'elles interceptent des
parties proportionnelles sur AD et EH.

En effet, la ligne droite EF étant paral¬
lèle au côté AB du triangle OAB, les trian-

. gles OEF, OAB sont semblables (I), et le
rapport deEF à AB égale celui de OF à OB.

Pareillement, les triangles OFG, OBCsont semblables, etle rap¬
port de FG à BC égale aussi celui de OF à OB. On a dès lors

EF_FG.
AB ~~ BC '

on prouverait de même que
FG

_ GH
BC - CD*

Les lignes droites issues du point 0 divisent donc les pa¬
rallèles EH, AD en parties proportionnelles.

Réciproquement : Si les lignes droites AE, BF, CG, DH di¬
visent les parallèles AD, EH en parties proportionnelles, elles
concourent au même point.

Soit 0 le point d'intersection de deux de ces droites, par
exemple de BF et DH; je tire la droite OG, et je dis que cette
ligne prolongée passe par le point C.

Les trois droites OF, OG, OH issues du point 0 divisent,
d'après le théorème précédent, les parallèles FH,BD en parties
proportionnelles. La droite OG prolongée passe donc par le point
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C qui divise par hypothèse la droite BD dans le rapport de FG
à GH ; car il n'y a qu'une manière de diviser BD en deux seg¬
ments proportionnels à FG et GII, à partir de son extrémité B.

On démontrerait de même que le prolongement de la droite
AE passe aussi par le point 0.

Remarque. Le point 0 peu t être situé entreles parallèlesAD, EI1.

THÉORÈME VII

Deux polygones semblables peuvent être décomposés en un
même nombre de triangles semblables chacun à chacun, et
semblablement placés.

k Soient les polygones semblables ABCDE,
c A'B'C'D'E' ; de leurs sommets homologues A,

A', je tire les diagonales homologues AC,
A'C, AD, A'D'. Ces lignes décomposent les
polygones en un même nombre de triangles
semblablement placés ; je dis que ces trian-

c- gles sont semblables deux à deux.
41°Les triangles ABC, A'B'C' ont les angles

B, B' égaux par hypothèse et compris entre
E' côtés proportionnels; car il résulte de la simi¬

litude des deux polygones que le rapport de AB à A'B' égale
celui de BC à B'C'; ces triangles sont donc semblables (III).

2° Les triangles ACD, A'C'D' sont aussi semblables, parce
qu'ils ont un angle égal compris entre côtés proportionnels.
En effet, l'angle ACD est la différence des deux angles BCD,
BCA; or, l'angle BCD égale B'C'D' par hypothèse, et l'angle BCA
égale B'C'A', parce qu'ils sont homologues dans les triangles
semblables ABC, A'B'C'; donc l'angle ACD égale la différence
des deux angles B'C'D', B'C'A', c'est-à-dire l'angle A'C'D'.

De plus, le rapport de AC à A'C' égale celui de BC à B'C', à
cause de la similitude des triangles ABC, A'B'C', et le rapport
de BC à B'C égale par hypothèse celui de CD à C'D'; donc les
côtés AC, A'C' sont proportionnels aux côtés CD, C'D'.Par suite,
les triangles ACD, A'C'D' sont semblables (III).

3° On démontrerait de même la similitude des autres trian-
1M. — ÉLKM. 7
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gles. Par conséquent, les polygones ABCDE, A'B'C'D'E' sont
décomposés en un même nombre de triangles semblables
chacun à chacun, et semblablement placés.

Corollaire. — Les diagonales homologues de deux polygones
semblables sont proportionnelles aux côtés homologues.

THÉORÈME VIII

Réciproquement: Deux polygones, composés d'un même
nombre de triangles semblables et semblablement placés, sont
semblables.

Soient les polygones ABCDE, A'B'C'D'E,que
je suppose composés d'un môme nombre de
triangles semblables et semblablement pla¬
cés; je dis qu'ils sont semblables.

Car 1° le rapport de similitude des deux
triangles ABC, A'B'C'est égal à il est
donc le même que celui des triangles ACD,
A'C'D', qui ont aussi pour côtés homologues
les diagonales AC, A'C'. Le rapport de simi¬
litude des triangles ACD, A'C'D', et celui des

triangles ADE, A'D'E', sont aussi égaux, car chacun d'eux est
AD

égal à ^Tjy", les polygones ABCDE, A'B'C'D'E' ont, par suite,
leurs côtés homologues proportionnels.

2° Leurs angles sont égaux chacun „à chacun, soit comme
angles homologues de deux triangles semblables, soit parce
qu'ils sont composés d'angles égaux : ainsi les angles B et B'
sont égaux comme angles homologues des triangles sembla¬
bles ABC et A'B'C'; l'angle BCD est égal à la somme des angles
BCA, ACD, qui sont respectivement égaux aux angles B'C'A',
A'C'D' Or, rangle'B'C'D" est aussi.la somme des angles B'C'A',
A'C'D' ; donc il égale l'arlgle BCD.

De là je conclus que les deux polygones ABCDE, A'B'C'D'E'
sont semblables, puisqu'ils ont les angles égaux chacun à
chacun et les côtés homologues proportionnels.
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THÉORÈME IX

Les périmètres de deux polygones semblables ABCDE,
A'B'C'D'E' sont proportionnels aux côtés homologues.

Les polygones étant semblables, leurs côtés homologues sont
proportionnels, c'est-à-dire que les rapports
AB BG CD '

A'-B' ' B'C1 C'D' ' ^ ' sont c^ciux j on ci 9.ussij
d'après un théorème d'arithmétique relatil
à une suite de rapports égaux :

AB + BC + CD-t-etc. AB
A'B' + B'C' + C'D' + etc. ~ A'B' '

Or, le numérateur AB + BC •+-, etc., est la
somme des côtés du polygoneABCDE, et le dé¬
nominateur A'B' -t-B'C' -+- etc.,lasommedes

côtés de l'autre polygone A'B'C'D'E'; donc les périmètres de ces
polygones sont proportionnels aux côtés homologues AB,A'B'.

THEOREME X

Si l'on joint un point quelconque o aux sommets d'un poly¬
gone abcde, et qu'on prenne sur les droites
oa, ob, oc.,... ou sur leurs prolongements, des
points a', b', c',..., tels que

oa' ob' oc'
_

oa ob oc • • • — ,

r étant un nombre donné, le polygone a'b'c'd'ev
sera semblable au polygone abcde.

Je suppose d'abord que les points a', b',
c'... soient sur les droites oa, ob, oc... les
deux triangles oab, oa'b', ayant un angle égal
compris entre deux côtés proportionnels, sont
semblables, et leurs angles homologues oab,

oa'b' sont égaux. Or, ces angles sont correspondants par
rapport aux deux droites ab, a'b' et à la sécante oa; donc la
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droite a'b' est parallèle à ab et de même sens; on a par suilo
a'b' oa

oa
= r.

On démontrerait de même que les droites
b'c', c'd', etc., sont respectivement parallèles
aux droites bc, 'd, etc., et de même sens,
et que

b'c' c'd'
• — — r, —r~ — r, etc.bc ' cd '

Les angles abc, a'b'c' sont égaux parce
qu'ils ont leurs côtés parallèles et dirigés
deux à deux dans le même sens; il en est de
même des angles bcd, b'c'detc. Donc les

polygones abcde, a'b'c'd'e', qui ont leurs angles égaux cha¬
cun à chacun et leurs côtés homologues proportionnels, sont
semblables.

Si les points a', b', c'... étaient sur les prolongements des
droites oa, ob, oc,... au delà du point o, on prouverait de même
la similitude des deux polygones abcde, a'b'c'd'e'-, mais leurs
côtés homologues seraient parallèles et dirigés en sens oppo¬
sés, au lieu d'être dirigés dans le même sens.

Remarque. Lorsque les points a', b', c'... sont situés sur
les droites oa, ob, oc, ..., les polygones abcde, a'b'c'd'e' sont
dits semblables et semblablement placés; ces polygones sont, au
contraire, semblables et inversement placés, si l'on prend les
points a', b', c', ..., sur les prolongements des droites oa, ob,
oc, ..., au delà du point o.

M. Chasles a donné à cette similitude de forme et de position
le nom à'homothétie directe dans le premier cas, et inverse
dans le second. Le point o est le centre de similitude, et les
droites oa, oa' sont les rayons vecteurs des points homologues
a, aetc. Si l'on fait varier le rapport de similitude r de 0 à oc,
et la position du centre de similitude, on obtiendra tous les
polygones homothétiques au polygone donné abcde.

Il importe de remarquer que lorsque deux polygones abcde,
a'b'c'd'e' sont homolhétiques inverses, on peut les ramener à
être homothétiques directs, en faisant tourner l'un d'eux, par
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exemple a'b'c'd'e', dans son plan, autour du centre de simili¬
tude o, d'un angle de 180°; car les rayons vecteurs oa',ob',oc
s'appliquent alors sur les rayons homologues oa, ob, oc, ....

THÉORÈME XI

Réciproquement. — Si deux polygones semblables ont leurs
côtés homologues parallèles, les droites menées par leurs som¬
mets homologues concourent en un même point et les deux po¬

lygones sont homothétiques.
Soient abcde, a'b'c'd'e' deux polygones

semblables ; je suppose que leurs côtés ho-
a

mologues soient parallèles et dirigés d'abord
dans le même sens. Je tire les droites aa',
bb' qui se rencontrent au point o, et je dis
que les droites cc', dd' ...passent par ce
point. — Pour le démontrer, je joins suc¬
cessivement le point o aux deux points c, d,
et je remarque d'abord que les triangles oab,
oa'b' sont semblables à cause du parallé¬
lisme des deux droites ab, a'b' (I). Les trian¬
gles obc, oà'c'le sont aussi, parce qu'ils c-o.t

un angle égal compris entre deux côtés proportionnels (III).
En effet, l'angle obc est la différence des deux angles abc, abo;
or, l'angle abc égale a'b'c' par hypothèse, et l'angle abo égale
a'b'o, puisqu'ils sont homologues- dans les triangles sem¬
blables oab, oa'b'; donc l'angle obc égale la différence des
angles a'b'c', a'b'o, c'est-à-dire l'angle ob'c'.

De plus, le rapport de bo à b'o égale celui de ab à a'b', à
cause de la similitude des deux triangles oab, oa'b', et le rap¬
port de ab à a'b' égale, par hypothèse, celui de bc à b'c'; donc
les côtés bo, b'o sont proportionnels aux côté bc, b'c'-, par con¬
séquent, les triangles obc, ob'c' sont semblables et l'angle boc
est égal à son homologue b'oc'; la droite oc' coïncide donc avec
la droite oc, c'est-à-dire que la droite cc' passe par le point o.
Je prouverais de même que la droite dd' passe par ce point, etc.

La démonstration serait la môme, si les côtés homologues
des deux polygones étaient dirigés en sens opposés.
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Scolie. Il résulte des deux théorèmes précédents qu un poly¬
gone est semblable à un polygone donné, lorsqu'il est égal à l'un
des polygones homothétiques au polygone dcnné. Car ces poly¬
gones ont les angles égaux chacun à chacun et les côtés homo¬
logues proportionnels.

Celte nouvelle définition de la similitude de deux polygones
a, sur la définition précédemment donnée, l'avantage d'être
applicable à deux figures planes, terminées par des lignes
courbes quelconques.

THÉORÈME XII

Dans deux cercles, 1° les droites qui joignent les extrémités
des rayons parallèles et de même sens passent par un même
point qu'on appelle centre de similitude directe; 2° les droites
qui joignent les extrémités des rayons parallèles et dirigés en
sens contraires passent aussi par un même point qu'on nomme
centre de similitude inverse.

1° Soient cet c' les centres des deux cercles, je mène dans le
même sens les rayons parallèles ca, c'a' et je tire
la droite aa' dont le prolongement coupe la droite

a cc' au point o. Les triangles oac, oa'c' sont sem¬
blables et donnent

oc ca

oc' c'a'"
La position du point o sur la droite cc' ne dépen¬
dant que du rapport des rayons ca, c'a' et nulle¬
ment de leur direction, j'en conclus que les
droites, telles que aa', qui joignent les extrémi¬
tés des rayons parallèles et dirigés dans le même

sens, concourent au point o; c'est ce point qu'on appelle
centre de similitude directe des deux cercles ca, c'a'.

2° Je mène en sens contraires les rayons parallèles ca, c'd',
et je tire la droite ad' qui rencontre cc' au point o'; de la simi¬
litude dçs triangles o'ac, o'd'c', il résulte que

o'c
_ ca

o'c' c'd''
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Par conséquent la position du point o' ne dépend que de rap¬
port des rayons des deux cercles, elles droites qui joignent les
extrémités des rayons parallèles et dirigés en sens contraires
concourent en ce point qu'on nomme centre de similitude
inverse.

Remarque. La construction des deux centres de similitud
résulte de la démonstration précédente.

PROBLÈMES

4. Étant donné un triangle quelconque ABC, on diminue
le côté AC d'une quantité arbitraire AA', et on augmente le
côté BC d'une quantité égale BB'. Démontrer que la nouvelle
base A'B' est coupée par l'ancienne AB dans le rapport inverse
des côtés primitifs AC, BC.

2. Soient ABC, AB'C', deux triangles semblables dont les
côtés homologues BC, B'C' sont parallèles , si le triangle AB'C'
tourne dans son plan, autour de leur sommet commun A, quel
est le lieu décrit par le point d'intersection des deux droites
qui joignent les extrémités homologues des côtés BC, B'C?

3. Étant donnés dans un môme plan deux polygones sembla¬
bles, démontrer qu'il existe dans ce plan un point tel que les
lignes droites, menées de ce point à deux sommets homologues
quelconques, font un angle constant ; et construire ce point.

4. Inscrire un carré dans un demi-cercle, ou dans,un triangle.
5. Inscrire dans un cercle un triangle isocèle dont la somme

ou la différence de la base et de la hauteur soit donnée.
6. Les lignes droites menées des sommets d'un triangle aux

milieux des côtés opposés concourent en un même point qui
divise chacune de ces lignes dans le rapport de 2 à 1, à partir
de chaque sommet.

7. Si trois lignes droites passent par un même point, le
rapport des distances d'un point quelconque de l'une aux deux
autres est constant.

Déduire de ce théorème le lieu géométrique du point dont
les distances à deux lignes droites données sont proportion¬
nelles à des longueurs aussi données.

SCD LYON 1



104 GÉOMÉTRIE.

8. On fait glisser sur deux lignes droites rectangulaires les
extrémités de l'hypoténuse d'une équerre; quelle est la ligne
décrite par le sommet de l'angle droit?

9. Trouver le lieu géométrique des points d'où l'on voit
deux cercles donnés sous des angles égaux.

10. Si, d'un point donné, on mène des lignes droites aux
différents points d'une circonférence, et qu'on divise chacune
de ces droites dans le rapport de deux lignes'données m et n}
quel sera le lieu géométrique des points de division ?

11. Si pour construire le quadrilatère ABGD on ne donne
que les trois côtés AB, BG, CD, et la diagonale AG, le qua¬
drilatère est indéterminé. 1° Quel est le lieu du quatrième
sommet D ? 2" Quel est le lieu du milieu de la diagonale BD?
3° Quel est le lieu du milieu de la ligne droite qui joint les
milieux des diagonales ?

12. Construire, sur deux lignes droites dont la position et
la grandeur sont données, deux triangles semblables qui aient
un sommet homologue commun.

13. Circonscrire à un triangle le plus grand triangle pos¬
sible qui soit semblable à un autre triangle donné.
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Pjogramm. — Relations entre la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle

droit d'un triangle rectangle sur l'hypoténuse, les segments de l'hypoténuse,
l'hypoténuse elle-même et les côtés de l'angle droit.

Relation entre le carré du nombre qui exprime la longueur du côté d'un trian¬
gle opposé à un angle droit, aigu ou obtus, et les carrés des nombres qui
expriment les longueurs des deux autres côtés.

Si, d'un point pris dans le plan d'un cercle, on mène des sécantes, le produil
des distances de ce point aux deux points d'intersection de chaque sécant!
avec la circonférence est constant, quelle que soit la direction de la sécante.
— Cas où elle devient tangente

DÉFINITIONS

1. On appelle projection d'un point A sur une ligne droite
indéfinie xy le pied a de la perpendi¬
culaire menée du point A sur cette
ligne.

_ Si des extrémités A et G d'une ligne
droite AR on abaisse des perpendicu¬

laires sur une ligne droite indéfinie xy, la distance ab des pro¬
jections de A et B est la projection de la ligne AB sur xy.

2. Pour simplifier les énoncés des théorèmes suivants, j'ap¬
pellerai produit de deux lignes le produit des nombres qui
expriment les grandeurs de ces lignes, mesurées avec la même
unité ; carré d'une ligne, la seconde puissance du nombre qui
représente la mesure de cette ligne,

3. Lorsque quatre nombres A, B, C et D sont tels que le
À c

rapport g du premier au second égale le rapport ^ du troi¬
sième au quatrième, on dit que le dernier B de ces nombres
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est une quatrième proportionnelle aux trois autres A, B, {,
Si les deux nombres moyens G et B sont égaux, l'égalité

A C
B~~D

devient
A' B -

'4rïï : r* - o
et le quati'ième terme D prend le nom de troisième proportion
nelle aux deux nombres A, B ; dans ce cas, le nombre moyen!
est la moyenne proportionnelle entre les nombres A et D. !
résulte de l'égalité précédente qu'on a

B! = AxD;
la moyenne proportionnelle B entre les nombres A et D égale
dès lors la racine carrée du produit de ces nombres.

THÉORÈME I

Si du sommet A de l'angle droit d'un triangle rectanglt
A ABC, on abaisse la perpendiculaire AD sm
\ rhypoténuse BC, 1° chaque côté de l'antjt
\ droit est moyenne proportionnelle entre l'hj

B d a poténuse et le segment adjacent à ce côté;
2° La perpendiculaire AD est moyenne proportionnelle entri

les deux segments BD, DG de rhypoténuse.
10 Le triangle ABD est semblable au trian gle ABC, parce qu'ils

ont deux angles égaux chacun à chacun (21, II); en effet, l'un
et l'autre sont rectangles, et ils ont l'angle B commun. En
comparant les côtés homologues de ces triangles semblables,
on trouve :

BC _AB.
AB — BD'

le côté AB de l'angle droit est donc moyenne proportionnelle
entre l'hypoténuse BC et le segment BD qui lui est adjacent.
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Les triangles ABC, ABC sont aussi semblables, parce qu'ils

ont deux angles égaux chacun à chacun; la comparaison de
leurs côtés homologues prouve que le côté AG est moyenne
proportionnelle entre BG et CD.

2° Les triangles ABD, ACD, qui sont semblables au triangle
ABC, ont leurs angles homologues égaux, et sont semblables.
On a dès lors ;

BD_AD
AD "CD'

c'est-à-dire que la perpendiculaire AD est moyenne propor¬
tionnelle entre les deux segments BD, CD de l'hypoténuse.

Corollaire. — Si l'on décrit une circon¬
férence sur l'hypoténuse BC du triangle rec¬
tangle ABC, comme diamètre, cette courbe
passe par le sommet A de l'angle droit BAC
(15, IV, c) ; par suite, le théorème précédent

peut être énoncé de la manière suivante :
1° Toute corcle AB est moyenne proportionnelle entre le dia¬

mètre BC qui passe par l'une de ses extrémités et sa projection
BD sur ce diamètre ;

2° La perpendiculaire AD, abaissée d'un point quelconque A
d'une circonférence sur un diamètre BC, est moyenne propor¬
tionnelle entre les deux segments BD, CD du diamètre.

THEOREME II

Le carré de l'hypoténuse BC d'un triangle rectangle ABC est
égal à la somme des carrés des deux autres côtés AB, AC.

Soit AD la perpendiculaire abaissée du
sommet A de l'angle droit sur l'hypoté¬
nuse; comme chaque côté de cet angle est
moyenne proportionnelle entre l'hypoté¬

nuse et le segment qui lui est adjacent (I), on a les égalités:
AB2 —BCxBD,

et

AC' = BCxDC:
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en les ajoutant membre à membre, on trouve :
AB2 + AC2 = BCx(BD + DC),

ou

AB2 + AC2 = BC2.

Le carré de l'hypoténuse du triangle rectangle égale donc la
somme des carrés des deux autres côtés.

Remarque. Ce théorème sert à calculer l'un des côtés
d'un triangle rectangle dont les deux autres sont donnés.

1° Soient AB égal à 4m et AC égal à 3ra, on a :
BC2= 16+9 = 25,

et, par conséquent,
BC=5ra.

2° Si BC est égal à 13m et AC égal à 5m, on a :
169 =ABs-h 25.

Il en résulte que
AB2= 169 — 25 = 144;

on a par suite,
AB = 12ra.

Corollaire i. — Les carrés des deux côtés de l'angle droit
d'un triangle rectangle sont proportionnels
aux projections de ces côtés sur l'hypoténuse,

En effet, si du sommet A de l'angle droit
c- du triangle rectangle ABC, j'abaisse la per¬

pendiculaire AD sur l'hypoténuse, j'ai (I) :
AB2=BCxBD,
AC2=BCxCD,

et par suite,
AB^_BD
AC2 ~ CD *

Corollaire II. — Les carrés d'un côté de l'angle droit et à
1 hypoténuse d'un triangle rectangle sont proportionnels à h
projection du côté de l'angle droit sur l'hypoténuse et à l'hypo¬
ténuse.
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Car, en divisant par BC* les deux membres de l'égalité

AB*= BCxBD,
on trouve

AB*
__ BD.

BC* _ BC

Corollaire III. — Le rapport de la diagonale AC d'un carré
_b ABCD au côté AB de ce carré est égal à \/2.

En effet, le triangle ABC étant rectangle et iso¬
cèle, on a :

AC* = AB! 4- BC1 = 2AB%

et l'on en déduit
AC _

AB-^2-
On démontre, dans l'arithmétique, qu'il n'existe aucun

nombre entier ou fractionnnaire dont la seconde puissance
soit égale à 2 ; il en résulte que la diagonale et le côté du carré
sont deux lignes incommensurables entre elles.

THÉORÈME III

Dans tout triangle, le carré d'un côté opposé à un angle aigu
est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, diminuée
de deux fois le produit d'un de ces côtés par la projection de
l'autre sur le premier.

Pour démontrer ce théorème et le suivant, je regarderai
comme connues ces propositions d'arithmétique : 1° Le carré
de la somme de deux nombres est égal à la somme des carrés de
ces nombres et du double de leur produit;

2° Le carré de la différence de deux nombres est égal à l'excès
de la somme de leurs carrés sur le
double de leur produit.

Soit ABC un triangle dans lequel
le côté AB est opposé à l'angle ai¬
gu C. De l'extrémité B de ce côté

j'abaisse la perpendiculaire BD sur le côté opposé AC ; cette
ligne se trouve à l'intérieur ou à l'extérieur du triangle, selon
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que l'angle BAC est aigu ou obtus. Dans les deux cas, le
triangle ABD est rectangle et donne (II) :

AB2 = BD24- AD2.

Si l'angle BAC est aigu, la ligne droite AD égale la différence
B B AC — DC du côté AG et de la pro-
/\ K jection DC de l'autre côté BC sur

/ \ \ AC; au contraire, si 1 angle BAC est
/ \ \ \ obtus, la ligne AD égale DC — AC,A D C D A C • , • i r>n

puisque la projection de BC est
plus grande que AC. Mais, dans l'une et l'autre hypothèse,
le carré de AD égale AC' 4- DC2 — 2 AC x DC ; on a donc :

AB2 = BD2 4- AC2 4- DC2 — 2 AC x DC,
quelle que soit la grandeur de l'angle BAC. En remarquant
que le triangle BCD est rectangle, et remplaçant BD2-t- DC2 par
BC2 dans la valeur précédente de AB2, on trouve enfin

AB2 = BC2 4-AC2 — 2 AC x DC.

THÉORÈME IV

Dans tout triangle, le carré d'un cêté opposé à un angle
obtus est égal à la somme des carrés des deux autres côtés, aug¬
mentée de deux fois le produit d'un de ces côtés par la projec-

B lion de l'autre sur le premier.
Soit ABC un triangle dans lequel le côté AB

est opposé à l'angle obtus ACB ; de l'extré¬
mité B de ce côté j'abaisse la perpendicu-

A c D laire BD sur le côté opposé AC, et, comme le
triangle ABD est rectangle, j'en conclus que (II)

AB2= BD2 H- AD2.

Mais la ligne droite AD égale la somme AC 4- CD du côté AC
et de la projection CD de l'autre côté BC sur AC, puisque la
perpendiculaire BD se trouve hors du triangle ABC. Le carré
de AD égale donc

AC2+ CD' -4- 2 AC x CD,
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j'ai par conséquent,
AB2= BD2 -j- AC2 + CD2 + 2 AC=CD.

En remarquant que le triangle BCD est
rectangle, et remplaçant BD2 -i- CD2 par BC2
dans la valeur précédente de AB2, je

trouve enfin
AB2 = BCs + AC2 + 2ACxCD.

Corollaire . —Il résulte des trois théorèmesprécédents qu'un
angle d'un triangle ne peut être aigu, droit ou obtus, sans que
le carré du côté opposé soit plus petit que la somme des carrés
des deux autres côtés, égal à cette somme, ou plus grand.

Lorsque les mesures des trois côtés d'un triangle sont don¬
nées, les théorèmes qui précèdent servent à calculer la pro¬
jection d'un côté sur l'un des deux autres et, par suite, la lon¬
gueur de la perpendiculaire abaissée d'un sommet sur le
côté opposé. Par exemple, soit à calculer la hauteur BD du
triangle ABC, dans lequel on a AB = 4m, BC = 3m et AC = 2m.
On remarque d'abord que l'angle ACB opposé à AB est obtus,
parce que le carré de AB, ou 16, est plus grand que la
somme des carrés de BC et AC, ou 9 -+- 4. On a donc l'égalité

AB2= BC2 + AC2 + 2 AC x CD,
c'est-à-dire

16 = 9 + 44-4xCD;
on en conclut :

I n \ z
CD=^7-^=0™,75.4 '

Cela posé, le triangle rectangle BCD donne (II)
BD2=BC2—CD2,

c'est-à-dire

BD2 = 9 —0,5625 = 8,4375;
par conséquent, on a

BD= VM3T5 = 2m,905
à moins d'un demi-millimètre.
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THEOREME V

La somme des carrés de deux côtés d'un triangle est égales
deux fois la somme des carrés de la moitié du troisième côté el
de la droite qui joint le milieu de ce côté au sommet opposé,

Soit M le milieu du côté AB du triangle ABC ; la droite
CM partage ce triangle en deux autres ACM,
BCM dont les angles adjacents AMC, BMC sont
supplémentaires. Du sommet C, opposé au côte
AB, j'abaisse la perpendiculaire CD sur celle
droite, et je fais remarquer que le côté AC du

triangle ACM est opposé à l'angle obtus AMC ; par conséquent,
j'ai l'égalité (IV).

AC2 = AM2+ CM' 4- 2 AM xMD.
Le côté BC du triangle BCM étant opposé à l'angle aigu BMC,
j'ai aussi l'égalité (III)

BC2 = BM2 + CM2 — 2 BM x MD.
J'ajoute ces égalités membre à membre : comme la droite Bll
est égale à AM, je trouve, toute réduction faite,

AC2 -+- BC2 = 2 AM2 + 2 CM2 ;
ce qui démontre le théorème énoncé.

Remarque. Ce théorème sert à calculer la longueur de la
droite qui joint le sommet d'un triangle au milieu du côté op-
posé, lorsqu'on connaît les mesures des trois côtés. On donna
ordinairement à cette droite le nom de médiane du triangle,

THÉORÈME VI

Si, d'un point A pris dans le plan d'un cercle, on mène des
sécantes, le produit des distances de ce point
aux deux intersections de chaque sécante ave c
la circonférence est constant.

Le point donné A peut être à l'intérieur ou
à l'extérieur du cercle. Je le suppose d'abord

à l'intérieur, et je mène de ce point deux lignes droites quel¬
conques AB, AD, qui coupent la circonférence, l'une auxpoinls
D et E, l'autre aux points B et C ; je tire ensuite les cordes
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BE, CD. Les triangles ABE, ACD, sont semblables (21, II) ; car
leurs angles BAE, DAC sont opposés au som¬
met, et leurs angles ABE, ADC, sont inscrits
dansle même segment de cercle CDBE (15,IV).
La comparaison des côtés homologues de cea
deux triangles semblables conduit à l'égalité

suivante :

AB AE;
AD AC '

il en résulte que
AB x AC = AD x AE,

c'est-à-dire que le produit des distances du point A aux deux
points B et C où la droite AB coupe la circonférence est égal
au produit des distances du même point A aux deux points
d'intersection D, E de la même circonférence et de toute
autre sécante AD.

Soit, en second lieu, le point A situé hors du cercle ; je mène
les sécantes AC, AE, qui rencontrent la circon¬
férence, l'une aux points D et E, l'autre aux
points B et C ; je lire ensuite les cordes BE et CD.
Les triangles ABE, ACD sont semblables; car ils
ont l'angle A commun, et leurs angles AEB, ACD
sont égaux comme inscrits dans le même seg¬
ment de cercle BCED (15, IV). En comparant

les côtés homologues de ces triangles, j'ai l'égalité
AB__AE
AD~ÀC'

et. j'en conclus la suivante :

ABxAC = ADxAE,
qni démontre le théorème énoncé.

Remarque. Les segments AB, AC dé la sécante AC sont
inversement proportionnels aux segments AD, AE de l'autre
sécante AE.

THÉORÈME VII

Si d'un point A situé hors d'un cercle on mène une tangente
AB à ce cercle et une sécante quelconque AD, la tangente est

AM. — ÉLÉM. 8

SCD LYON 1



114 GÉOMÉTRIE.

moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie exté*
rieur e AC.

Ce théorème est une conséquence évidente du théorème pré¬
cédent, car la tangente AB peut être considérée comme une sé-

a canle dont les deux points d'intersection avec
la circonférence coïncident. On peut aussi le
démontrer directement de la manière sui¬
vante : je joins, par les cordes BC et BD, le
point de contact B de la tangente aux points
C et D où la sécante coupe la circonférence.
Les triangles ABC, ABD, sont semblables, car

ils ont l'angle A commun, et leurs angles ABC, ADB sont égaux,
puisqu'ils sont mesurés par la moitié du même arc BC com¬
pris entre leurs côtés (15, IV) ; il en résulte que

AD_AB
AB AC'

c'est-à-dire que la tangente AB est moyenne proportionnelle
entre la sécante AD et sa partie extérieure AC.

THÉORÈME VIII

Lorsque deux lignes droites AD, BC, prolongées s'il est néces¬
saire, se coupent en un point E tel que Von ait

AExDE = BExCE,
leurs extrémités A, D, B et C sont situées sur la
même circonférence.

b En divisant les deux membres de l'égalité
AExDE=BExCE

par le produit BE x DE, on a :

AE_CE.
s BE~DE'

les triangles ACE, BDE, qui ont par suite un angle commun E
compris entre côtés proportionnels, sont semblables (21,111),
et leurs angles homologues CAE,DBE sont égaux. Dès lors> si
l'on décrit sur la ligne droite CD un segment de cercle ca-
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pable de l'angle CAD, l'are de ce segment passera par le som¬
met B ; les quatre points A, B, C, D sont donc situés sur la.'
môme circonférence.

PROBLÈMES NUMÉRIQUES

1. Deux cercles dont les rayons ont respectivement 0m,5 et
lm,5 de longueur, se coupent de telle façon que les tangentes
menées par l'un des points d'intersection sont perpendicu¬
laires. On demande la distance de leurs centres.

2. Les rayons de deux cercles concentriques ont 56m et 20r"'
de longueur; dans le grand cercle on mène une corde tan¬
gente au petit ; calculer la longueur de cette corde.

5. Les côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle sont
égaux à 16m et 24m. On demande de calculer les projections
des côtés de l'angle droit sur l'hypoténuse et la distance du
sommet de cet angle au côté opposé.

4. Calculer les hauteurs, les médianes et les bissectrices du
triangle dont les côtés sont égaux à 16m, 25ra et 59m.

5, Calculer la longueur de la corde cominuneà deux cercles-
dont les rayons ont 12m et 15ra de longueur, en sachant que
la distance de leurs centres est de 18m.

PROBLÈMES GRAPHIQUES

1. Si d'un point pris dans le plan d'un cercle on tire deux
sécantes perpendiculaires l'une à l'autre, la somme des carrés
des distances de ce point aux quatre points d'intersection de
la circonférence et des sécantes est constante.

2. Le lieu géométrique du point, tel que la somme des carrés
de ses dislances à deux points fixes soit constante, est une
circonférence dont le centre coïncide avec le milieu de la

ligne droite qui joint les deux points fixes.
3. La différence des carrés de deux côtés d'un triangle est

égale à deux fois le produit du troisième côté par la projection
de la médiane de ce dernier côté sur sa direction.

Le lieu géométrique du point, tel que la différence des carrés
de ses distances à deux points fixes soit constante, est une-
ligne droite perpendiculaire à celle qui ioint les points fixes.
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4. Tracer par deux points donnés une circonférence qui di¬
vise en deux parties égales une circonférence donnée.

5. Décrire une circonférence qui passe par deux points
Vmnéset touche une ligne droite donnée.

6. Tracer, par un point donné, une circonférence qui touche
deux lignes droites données.

7. Le lieu géométrique du point, tel que les tangentes me¬
nées de ce point à deux cercles donnés soient égales, est une
perpendiculaire à la ligne droite qui joint les centres. — Ce
lieu est connu sous le nom d'axe radical des deux cercles.

8. Les axes radicaux de trois cercles considérés deux à deux
concourent au même point, qu'on appelle centre radical des
trois cercles.

9. Tracer, par deux points donnés, un cercle qui touche
une ligne droite ou un cercle donné.

10. Quel est le lieu géométrique des centres des cercles qui
coupent orthogonalement, c'est-à-dire sous un angle droit,
deux cercles donnés ?

Tous les cercles qui coupent orthogonalement deux cercles
donnés ont un môme axe radical.

11. Trouver sur la droite qui joint les centres de deux cercles
deux points, tels que le produit de leurs distances au centre
de chaque cercle soit égal au carré du rayon de ce cercle.

12. Décrire une circonférence qui coupe orthogonalement
trois circonférences données.

13. Un point A, une ligne droite et un cercle étant donnés,
trouver sur la droite un point B tel que la tangente au cercle,
menee par ce point, soit égale à la distance BA.

14. Si, d'un point de l'axe radical de deux cercles, on mène
des tangentes à deux autres cercles concentriques aux pre¬
miers, la différence des carrés de ces tangentes est constante.

15. Lcr cercles décrits sur les diagonales d'un trapèze comme
diamètres ont une corde commune, qui passe par l'intersec¬
tion des côtés non parallèles du trapèze.

16. Si un angle droit tourne autour de son sommet, supposé
fixe, quelestle lien géométrique des milieux des cordes des arcs
qu'il intercepte sur une circonférence située dans son plan?
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Programme. — Diviser une ligne droite en parties égales ou en parties propor¬

tionnelles à des lignes données. — Trouver une quatrième proportionnelle à
trois lignes, une moyenne proportionnelle à deux lignes. — Construire, sur
une droite donnée, un polygone-semblable à un polygone donné.

PROBLÈME I

Diviser une ligne droite en un certain nombre départies
égales.

Soit à diviser la ligne droite A en cinq parties égales ; je
prends sur le côté BC d'un angle quelconque BCD la lon¬

gueur CE égale à A, et je porte cinq fois
41 1 ' 1 1 ' de suite sur l'autre côté CD une longueurr.

# # °
arbitraire CF. Soient G le quatrième point
de division et H le cinquième ; je tire la
droite EH, à laquelle je mène par le point
G la parallèle GK.

La droite GK divise les deux côtés CE, CH,
du triangle CEH en segments proportion¬

nels (20,1), puisqu'elle est parallèle au troisième côté. Or, le
segment GH est, par hypothèse, un cinquième du côté Cil ; donc
le segment EK est aussi un cinquième du côté CE, ou delà ligne
droite A. Pour diviser A en cinq parties égales, il suffit dès lors
de porter cinq fois de suite la longueur EK sur celte ligne.

PROBLÈME II

Diviser une ligne droite A en parties proportionnelles à des
longueurs données B, C, D.
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Je prends sur le côté EO d'un angle
quelconque OER la longueur EF égale
à A, et sur l'autre côté ER les longueurs
EK, KH, I1G, égales respectivement aux
lignes données B, G, D. Je tire ensuite la
droite FG, à laquelle je mène les paral¬
lèles IIL, KM, par les points II et K.

Ces parallèles divisent la ligne droite
EF, ou A (20, I, c), en segments propor¬
tionnels aux lignes EK, K1I et HG, c'est-
à-dire aux lignes données B, C et D.

PROBLEME III

Construire la quatrième proportionnelle à trois lignes droites
données A, B, G.

A, ï Je prends sur le côté DE d'un angle quel¬
conque EDG les longueurs DE, DF, égales
respectivement aux lignes données A, B, et
sur l'autre côté]a longueur DG égale à C. Je
tire ensuite la ligne droite EG, à laquelle je
mène par le point F la parallèle FIL La ligne
droite DII est la quatrième proportionnelle

demandée ; car, Fil étant parallèle à EG, on a (20,1)
DE_DG
DF DU'

c'est-à-dire
A G_
b—die

Remarque. Si les lignes B et G étaient égales, DII serait
:1a troisième proportionnelle aux deux lignes A et B.

PROBLEME IV

Construire la moyenneproportionnelle entre
deux lignes données A et B.

Je prends, sur une droite indéfinie, tes lon¬
gueurs CD, DE, égales respectivement aux
lignes données A et B ; je décris ensuite une
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demi-circonférence sur CE comme diamètre, j'élève parlepoint

^ D une perpendiculaire sur CF, et je la pro¬
longe jusqu'au point F où elle rencontre la
circonférence.

Cette perpendiculaire est la ligne deman-
e dée, car elle est moyenne proportionnelle

(25, I, c) entre les deux segments CD, 1)E, du diamètre CE,
c'est-à-dire entre les deux lignes données A et B.

Remarque. La moyenne proportionnelle DF entre deux
lignes inégales CD, DE est moindre que leur demi-somme MF.

M D

PROBLEME V.

Construire les deux points conjugués qui divisent une ligne
droite AB en segments proportionnels à deux

; 1 longueurs données m et n.
Je mène par l'extrémité A de AB une

droite quelconque AC égale à m, et par
l'autre extrémité B une parallèle à AC, sur
laquelle je prends de chaque côté du point
B les longueurs BD, BE, égales à n. Je tire
ensuite les droites CD, CE, qui rencontrent
AB aux points F, G, et la divisent en seg¬
ments proportionnels aux lignes m et n.

En effet, les droites AC, EB, étant parai,
îèles, les triangles ACG, BEG sont semblables (21, II) et leurs
côtés sont proportionnels, de sorte que :

GA AC
GB~~BE"

Comme les triangles ACF, BDF sont aussi semblables pour la
même raison, on a

FA_AC
FB~BD'

et, par suite, à cause de l'égalité des lignes BD, BE :

GA_FA__m
GB —FB~ w"*
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A1 1

D E^-——X'F

Y \
1» <"J C

PROBLÈME VI

Construire deux lignes droites dont la somme et le produit
soient donnés.

Soil BG la somme des deux lignes demandées dont le produit
égale le carré de la ligne droite donnée A ; je
décris une demi-circonférence sur BC comme

diamètre, j'élève par le point B la perpendicu¬
laire BD sur ce diamètre et je prends sur cette
ligne une longueur BD égale à A. Je mène en¬

suite par le point D et parallèlement à BG la droite DE qui
coupe la circonférence aux deux points E et F.

La sécante DF et sa partie extérieure DE sont les deux lignes
cherchées : en effet, leur produit égale le carré delà tangente
BD, ou A® (23,1, c), et pour démontrer queleur somme égale
BC, il suffit de remarquer que la perpendiculaire OM, abaissée
du centre 0 sur la sécante, divise la corde EF en deux parties
égales ; car la somme DE -+- DF est égale au double de MD ou
du rayon OB, c'est-à-dire qu'elle est égale au diamètre BC.

Remarque. La droite DE ne rencontre la circonférence
qu'autant que la longueur BD n'est pas plus grande que le
rayon. Le problème proposé n'est donc possible que si la droite
donnée A est moindre que la moitié de la somme BC, ou égale
au plus à cette moitié.

PROBLÈME VII

Construire deux lignes droites dont la différence et le pro¬
duit soient donnés.

Soit BC la différence des deux lignes droites
demandées dont le produit égale le carré de
la ligne donnée A : je décris une circonfé¬
rence sur BC comme diamètre, j'élève par le
point B la perpendiculaire BE sur ce diamètre,
et je prends sur cette ligne une longueur BE

égale à A. Je tire ensuite la sécante EG par le point E et le
centre D de la circonférence.

A;
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Cette sécante et sa partie extérieure EF sont les deux lignes
droites cherchées ; car leur différence FG est égale à BC, et
leur produit égal à BE2, ou à A2 (25, VII).

problème viii

Diviser une ligne droite AB en moyenne et extrême raison,
b c a c'est-à-dire en deuxparties

f AC, BC, telles que la plus
i grande AC soit moyenne

J proportionnelle entrel'au-
Ire partie BC et la ligne entière AB.

Je suppose le problème résolu : soit C le point demandé ;
j'ai dès lors

AB_AC
AC~ BC

En appliquant à cette égalité une propriété connue des rap¬
ports égaux, j'en déduis

AB + AC AB.
AC-t-BC AC'

or, la droite AB est égale à la somme des lignes AC,BC, donc
(AB + AC) AC = AB2.

Cette nouvelle égalité montre que pour avoir le point C, il faut
construire deux lignes droites AB + AC,AC, dont la différence
soit égale à AB et le produit égal à AB2; puis prendre sur
AB, à partir du point A, une longueur égale à la plus petite
de ces deux lignes. De là résulte cette construction :

J'élève par le point B, sur la droite AB, la perpendiculaire
BO égale à la moitié de AB ; je décris, du point 0 comme cen¬
tre, une circonférence de cercle avec le rayon OB, et je tire la
sécante AE par le point A et le centre du cercle. La sécante
entière AE et sa partie extérieure AD sont les deux lignes dont
la différence est égale à AB et le produit égal à AB2(20, VII).
En prenant dès lors sur AB une longueur AC égale à la ligne AD,
j'aurai le point C qui divise AB en moyenne et extrême raison.

Corollaire. — Si je désigne par a la longueur de la droite
AB, j'ai dans le triangle rectangle AOB :
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AO2 := AB2 -+-B02,
ou

»A2 ■> , "2 5a2A O CL —y —7—.4 4

Or, AC est égale à AO — BO, donc
a\/5 a

_ a(\J5 — l).
"2 2"" 2 "s

l'autre segment BC de la droite AB est égal à - ^
u

Remarque. Le problème précédent n'est qu'un cas parti¬
culier de celui-ci : Sur la droite qui passe par deux points don¬
nes A et B, trouver un point C tel que sa distance au point A
soit moyenne proportionnelle entre sa distance au point B et la
ligne AB.

Le point C, donné par la construction précédente, satisfait
évidemment aux conditions de ce nouvel énoncé ; mais il existe
sur l'un des prolongements de la droite AB un autre point jouis¬
sant de la même propriété. Ce point n'est pas à la gauche
du point B, puisque sa distance au point A ne peut être à la fois
plus grande que sa distance au point B et que la longueur AB;
il faut donc le chercher à la droite du point A. Soit C' sa posi¬
tion ; on a dès lors

B(É _AC'
AC' ~ AB

et, par suite,
BC'—AC' AC'
AC' —AB AB'

Or, la droite AB est égale à la différence des deux lignes BC'
et AC', donc

(AC' — AB) AC' = AB2.
Celte égalité montre que pour avoir le point C, il faut con¬
struire, comme dans le problème précédent, deux lignes
droites AC'—AB, AC', dont la différence soit égale à AB, et
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le produit égal à AB2, puis prendre sur AB, à la droite du
point A, une longueur égale à la plus grande de ces deux
lignes, c'est-à-dire égale à la sécante AE.

Le nouveau problème a donc deux solutions qu'on obtient
parla même construction, puisque la différence des deux in¬
connues AC' et AG est égale à AB et leur produit égal à AB2.
En désignant, comme dans le corollaire précédent, la lon¬
gueur AB par a, on trouve

_ a('l + v'b)AC'

et

BC'„ a{5 4- y/o)

Les expressions des segments AC, BC, AC', BC' sont utiles à
connaître, parce qu'on les trouve souvent dans la résolution
des problèmes.

PROBLEME IX

Construire sur une ligne droite donnée un triangle ou un
polygone semblable à un triangle ou à un
polygone donné.

10 Pourconsl ruire sur la ligne droite ab un
triangle semblable au triangle ABC, je sup¬
pose ab homologue au côté AB, et je fais
l'angle bac égal à BAC, l'angle abc égal
à ABC. Le triangle abc est semblable au
triangle ABC (21, II), puisqu'ils ont deux
angles égaux chacun à chacun.

2° Soit à construire surlaligne droitede un

polygone semblable au polygone DEFGII ; je
suppose celte ligne homologue au côté DE, et
je décompose en triangles le poIygoneDEFGIl,
en menant du sommet D les diagonales DF,
DG. Je fais ensuite sur de le triangle defsem¬
blable au triangle DEF, puis sur df\e triangle
dfg semblable au triangle DFG, et enfin sur
dg le triangle dp/i semblable au triangle DGII.
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Le polygone clefgh est semblable au polygone DEFGI1; car
ils sont composés d'un même nombre de triangles semblables
et semblablement placés (22, Y1II).

Mener une tangente commune à deux cercles.
Déterminez les centres de similitude 0, 0' des deux cercles.

l'autre cercle C' : car les points E, E' dans lesquels l'une de
ces droites, par exemple la tangente OE, rencontre les deux cir¬
conférences, étant homologues, les rayons CE, C'E'sont paral¬
lèles, et la droite OE, perpendiculaire sur CE par hypothèse,
est aussi perpendiculaire sur C'E' ; les deux cercles C, C' ont
donc la même tangente OE. On ferait la même démonstration
pour les autres droites.

Scolie. Ce problème a quatre solutions, lorsque les deui
cercles sont extérieurs l'un à l'autre, puisque les deux centres
de similitude 0 et 0'sont alors extérieurs au cercle C. 11 a trois
solutions, lorsque les deux cercles se touchent extérieure¬
ment; deux s'ils sont sécants, et une seule s'ils se touchent
intérieurement. — Ces résultats sont identiques à ceux qu'on
a trouvés précédemment (18, VII).

1. D'un point pris dans le plan d'un angle, tracer une ligne
droite qui soit divisée dans un rapport donné par ce pointe!
les côtés de l'angle prolongés au delà du sommet s'il est né¬
cessaire.

2. D'un point pris dans le plan d'un angle, tracer une ligne
droite qui soit divisée par ce point et les côtés de l'angle en

PROBLÈME X

en divisant la distance de
leurs centres en segments
proportionnels aux rayons

— CA,C'B (V); menez ensuite
par chacun des points 0,0'
les tangentes au cercle C.
Cesdroites toucherontaussi

problèmes
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deux segments dont le produit égale le carré d'une ligne
donnée.

3. Inscrire dans un cercle un triangle tel que ses côtés,
prolongés s'il est nécessaire, passent par deux points donnés
A, B, et interceptent sur la circonférence un arc dont la corde
soit parallèle à la droite AB.

4. De l'extrémité A du diamètre AB d'un cercle, tracer une
sécante telle que la somme ou la différence des dislances du
point A aux deux points dans lesquels cette sécante coupe le
cercle et la tangente, menée à l'autre extrémité B du dia¬
mètre AB, soit égale à une ligne donnée.

5. Construire un polygone qui soit semblable à un polygone
donné, et dont le périmètre ait une longueur donnée.

6. Construire un parallélogramme qui soit semblable à un
parallélogramme donné, et dont les côtés coupent une ligne
droite donnée en quatre points donnés.

7. Mener, par deux points donnés, deux parallèles formant
avec deux parallèles données un parallélogramme dont les cô.
tés soient proportionnels à deux lignes m. et n.

8. Tracer sur le plan d'un triangle une ligne droite, telle
que les distances des sommets de ce triangle à celle droite
soient proportionnelles à des lignes données m, n, p.

9. Tracer deux cercles qui soient tangents l'un à l'autre et
touchent une ligne droite en deux points donnés, la somme ou
la différence de leurs rayons étant égale à une lisrne donnée.
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Programme. — Polygones réguliers. — Tout polygone régulier peut être inscti
et circonscrit à un cercle.— Le rapport des périmètres de deux polygone
réguliers, d'un même nombre de côtés, est le même que celui des rayon
des cercles circonscrits*. — Le rapport d'une circonférence à son diaraéln
est un nombre constant.

DÉFINITIONS

1. On appelle polygone régulier tout polygone, convexe on
concave, qui a ses côtés égaux et ses angles égaux. Le triangk
équilatèral et. le carré sont des polygones réguliers.

2. Un polygone est inscrit dans un cercle lorsque tous se
sommets se trouvent sur la circonférence de ce cercle. Réel
proquement, on dit que le cercle est circonscrit au polygone

Un polygone est circonscrità un cercle, lorsque tous sescôlé
sont tangents à la circonférence de ce cercle. On dit alors
que le cercle est inscrit dans le polygone.

3. On appelle limite d'une grandeur variable une grande»!
fixe, de laquelle la grandeur variable peut approcher indéfini
ment sans pouvoir l'égaler.

THÉORÈME 1

Tout polygone régulier ÂBCD peut être inscrit dans h
cercle et lui être circonscrit.

' La longueur de la circonférence du cercle sera considérée, sans démonstr»
lion, comme la limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone inscri
dans cette courbe, à mesure que ses côtés diminuent indéliniment.
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Je dis: 1° que la circonférence tracée par trois sommets

conséculifs A, B, G passe par le sommet suivant D.
Par les milieux Ket L des côtés AB, BG du polygone, j'élève

B des perpendiculaires sur AB et BC ; ces per-

Spendiculaires se coupent au point 0, qui est
le centre de la circonférence déterminée

npar les trois sommets A, B et C. Pour dé¬
montrer que la droite OD est égale au
rayon OA decette circonférence, je super-

f pose les deux quadrilatères OLBA, OLCD,
en pliant la figure suivant la droite OL ; comme les angles
droits OLB, OLG sont égaux, le côté LC prend la direction
deLB, et le point G s'applique sur le point B, puisque L est le
milieu du côté BC. Pareillement, les angles LCD, LBA du poly¬
gone régulier étant égaux, ainsi que ses côtés CD, BA, la droite
CD prend la direction de BA, et le point D se place sur le
point A. Or, les droites OD,OA, dont les extrémités coïncident,
sont égales ; donc la circonférence décrite du point 0 comme
centre, avec le rayon OA, passe par le sommet D.

Je prouverais de même que cette circonférence passe par
les autres sommets du polygone ABCD....; ce polygone ré¬
gulier peut donc être inscrit dans un cercle.

2° Les côtés AB, BG, etc., du polygone ABC.... étant des
cordes égales du cercle circonscrit, les perpendiculaires
OK, OL, etc., abaissées du centre 0 sur ces cordes, sont
aussi égales (13, I); la circonférence décrite du point 0
comme centre, avec le rayon OK, passe dès lors par les milieux
K, L, etc., des côtés AB, BG, etc., et est tangente à chacune
de ces lignes (15, II). Par conséquent, le polygone régulier
ABC.... peut être circonscrit à un cercle.

Remarque. Le point 0, qui est à la fois le centre des cercles
inscrit et circonscrit, se nomme centre du polygone régulier.

On désigne sous le nom de rayon et d'apothème du poly¬
gone régulier le rayon du cercle circonscrit et celui du cercle
inscrit.

On appelle angle au centre du polygone régulier l'angle de
deuxrayons conséculifsOA,OB. Les angles au centre sont égaux,
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puisqu'ils interceptent des arcs égaux (15, I) sur la circon¬
férence circonscrite; le rapport de chacun de ces angles à

l'ange droit est donc égal à , n étant le nombre des côtés
du polygone régulier supposé convexe.

THEOREME II

Si l'on partage une circonférence en un nombre quelconque
d'arcs égaux AB, BC, CD, etc., 1° les cordes de ces arcs forment
un polygone régulier convexe, inscrit dans la circonférence.

2° Les tangentes, menées par les points de division, forment
aussi un polygone régulier convexe, circonscrit à la circonfé¬
rence.

1° Les arcsABjBC, CD, etc., étant égaux, leurs cordes sont
égales (11, III), et le polygone inscrit ABC., a ses côtés égaux.

Je dis que ses angles sont égaux aussi: en
effet, l'angle inscrit ABC a pour mesure
(15, IY) la moitié de la somme des arcs AD,
DC, compris entre ses côtés; l'angle inscrit
BCD a de même pour mesure la moitié de
la somme des arcs BA, AD, compris entre

ses côtés. Or, les arcs DC et BÀ sont égaux ; donc l'angle ABC
est égal à l'angle BCD. Je démontrerais pareillement l'égalité
des autres angles du polygone inscrit ABCD...., qui est dès
lors régulier.

2° Le polygone EFG..., formé par les tangentes menées à la
circonférence parles points A, B, C, etc., est aussi régulier. En
effet, je remarque d'abord que chacun des triangles EAB, FBC,
etc., est isocèle, puisque les tangentes menées à un cerclepar
un point extérieur sont égales (19,VI); et je dis que ces triangles
sont égaux, parce qu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles
égaux chacun à chacun. Soient, par exemple, les deux triangles
EAB, GCD : leurs côtés AB, CD sont égaux par suite de l'hypo¬
thèse ; l'angle EAB, qui a pour mesure la moitié de l'arc AB
(15,lY,c), est égal à l'angle GCD mesuré par la moitié de l'arc
CD. Il en est de même des angles EBA,GDC; donc les triangles
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EAB, GCD sont égaux. De là résultent : 1° l'égalité des angles
E, F, G, etc., du polygone ; 2° l'égalité des tangentes EB, FB,
FC, GG, etc., et, par suite, celle des côtés EF, FG, etc., du po¬
lygone qui est dès lors régulier.

Corollaire. — Lorsqu'on divise une circonférence en un cer¬
tain nombre départies égales AB, BC,etc., en dix par exemple,

et qu'à partir de A, on joint les points de
division de n en n par des lignes droites, n
étant un nombre entier moindre que la moi-

f lié de 10, on forme un polygone régulier
concave de 10 côtés,si n estpremier avec 10.
Mais, lorsque les nombres n et 10 ne sont
pas premiers entre eux, et que d est leur

plus grand commun diviseur, le polygone régulier, ainsi cons-
■ , 10 v

triât, n'a quecotes.
Je suppose d'abord n égal à 5 et, par suite, premier avec

10; je joins dès lors, de trois en trois, à partir de A, les dix
points A,B, C, D, etc., qui divisent la circonférence en dix par¬
ties égales, c'est-à-dire que je prends, à la suite les uns des au¬
tres, des arcs égaux à l'arc AD qui représente les trois dixièmes
de la circonférence, et je tire les cordes de ces arcs. Comme les
deux nombres 3 et 10 sont premiers entre eux, leur plus petit
commun multiple est égal à 3x10 ou 30 ; par conséquent la
somme de 10 arcs égaux à AD égale 3 fois la longueur de la cir¬
conférence, et c'est le plus petit multiple de l'arc AD qui con¬
tienne un nombre exact de fois la circonférence. Les cordes
de ces 10 arcs forment dès lors une ligne polygonale fermée,
puisqu'elle commence au point A et se termine à ce point.
Cette ligne a dix côtés et, par suite, dix sommets qui ne sont
autres que les dix points de division de la circonférence ; elle
forme donc un décagone régulier concave, car ses côtés sont
évidemment égaux, ainsi que ses angles, et chacun de ses

ôtés traverse sa surface.
Je suppose en second lieu n égal à 4, nombre qui n'est pas

premier avec 10, c'est-à-dire que je joins de quatre en quatre
les dix points de division de la circonférence. Je reviens alors

AM.— ÉLÊM. 9
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au point de départ A, après avoir tracé les cordes de 5 arcs con¬
sécutifs, égaux à l'arc AE qui représente les quatre dixièmes
de la circonférence ; car la somme de ces 5 arcs égale 5 fois
les^ delà circonférence ou 2 fois la longueur de cette courbe.
Le polygone régulier concave formé de cette manière n'a donc
que 5 côtés, c'est-à-djre autant qu'il y a d'unités dans le quo¬
tient du nombre 10 par le plus grand commun diviseur 2
des nombres 10 et 4.

On a donné le nom de polygone étoile à tout polygone régu¬
lier concave, à cause de sa forme. Il y a un seul pentagone
étoilé, trois heptagones étoilés, un seul octogone étoile, un
seul décagone étoilé, etc.

Remarque. Si l'on] inscrit dans un cercle donné un poly¬
gone régulier convexe,parexemple un hexagone, et ensuite les

polygonesréguliers dont le nombre des côtés
est de deux en deux fois plus grand, c'est-à-
dire les polygones de 12,24,48, etc., côtés;
les périmètres de ces polygones vont en crois,
sant, tout en restant moindres que la circon-
férence dans laquelle ils sont inscrits et dont
ils s'approchent indéfiniment. Il en est de

même de leurs surfaces qui diffèrent de moins en moins du
cercle. On exprime ces faits en disant que la circonférence et le
cercle sont les limites vers lesquelles tendent le périmètre et
la surface d'un polygone régulier inscrit dont le nombre des côtés
augmente indéfiniment ; et d'après le programme, on regarde
comme acquise au cercle, ou à sa circonférence, toute pro¬
priété démontrée pour la surface ou le périmètre d'un polygone
régulier, indépendamment du nombre et de la grandeur de ses
côtés.

THEOREME III

1° Deux polygones réguliers qui ont le même nombre de côtés
.ont semblables.

2° Le rapport des périmètres de ces polygones est le même
que celui de leurs rayons ou de leurs apothèmes.
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Soient les hexagones réguliers ABC..., A'B'C'.. ; je dis l°qu'ils

sont semblables.
En effet, la somme des angles de l'hexagone ABC égale 2x4

ou 8 angles droits (9,IV); par
suite, chaque angle de ce poly-

g
c- gone régulier égale les g d'un an¬

gle droit. Il en est de même de
chacun des angles de l'hexagone

régulier A'B'C ; les polygones ABC, A'B'C' ont donc les angles
égaux chacun à chacun. De plus, leurs côtés sont proportion¬
nels, car les rapports e!c*> sont identiques d'après

l'hypothèse ; par conséquent, ces polygones sont semblables.
2° Soient 0 et 0' les centres des hexagones ABC, A'B'C ; je

tire les rayons OA, OB, O'A', O'B', et les apothèmes OM, O'M'.
Ces polygones étant semblables, leurs périmètres sont propor¬
tionnels à deux côtés homologues quelconques, par exemple
AB, A'B'(2I,1X). Or, les triangles isocèles OAB, O'A'B' ontles
angles 0,0' égaux et compris entre côtés proportionnels ; donc
ils sont semblables (21, III), et le rapport de AB à A'B' égale ce¬
lui de OA à O'A'. Les périmètres ABC, A'B'C' sont par suite
proportionnels aux rayons OA, O'A'.

Enfin, les triangles rectangles OAM, O'A'M', dont les angles
aigus AOM, A'O'M' sont égaux comme moitiés des angles au
centre égaux AOB, A'O'B', sont semblables (21, II), et le rap¬
port des rayons OA, O'A' égale celui des apothèmes OM, O'M'.
Donc les périmètres ABC, A'B'C' sont aussi proportionnels
aux apothèmes OM, O'M'.

THÉORÈME IV

Deux circonférences sont proportionnelles à leurs rayons.
J'inscris, dans deux circonférences dont les rayons son t R et r,

deux polygones réguliers ayant le même nombre de côtés, par
exemple deux hexagones ; le rapport des périmètres de ces
polygones est égal à celui de leurs rayons R et r (III). Si j'inscris
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ensuite lespolygones réguliers dont le nombre des côtés est deux
fois plus grand, c'est-à-dire les polygones de 12 côtés, le rap-

a donc lieu, quels que soient le nombre et la grandeur de
leurs côtés; par conséquent, elle existe aussi pour les limites
de ces périmètres, c'est-à-dire que le rapport des deux
circonférences R et r est le même que celui de leurs rayons.

Corollaire I. — Le rapport d'une circonférence à son dia¬
mètre est constant.

Caries circonférences étant proportionnelles à leurs rayons
ou à leurs diamètres, le rapport d'une circonférence quelcon¬
que R à son diamètre 2R égale celui de toute autre circonfé¬
rence r à son diamètre 2r.

Ce rapport constant, qu'on désigne ordinairement par la
lettre grecques,est égalà 3,14159265358979... ; le géomètre
Lambert a prouvé, en 1761, que ce nombre est irrationnel;
mais sa démonstration ne peut être donnée dans ces Leçons de
géométrie élémentaire. Deux cent cinquante ans avant noire
ère, Archimède a trouvé, pour la première fois, que t. est com¬
pris entre les nombres 5 ^ et 3^; on se sert généralement

|
du plus grand, 3 -y, qui surpasse tc de moins d'un demi-cen¬
tième. Adrien Métius, géomètre du xvie siècle, a donné pour
valeur approchée du même rapport le nombre ^ qui n'en
diffère pas d'un demi-millionième, et qui est remarquable
par la manière dont il est formé avec les trois premiers nom¬
bres impairs 1, 3 et 5.

Il résulte de ce que le rapport d'une circonférence à son dia¬
mètre est constant, que, pour calculer la longueur d'une cir¬
conférence dont le diamètre est donné, il faut multiplier u

port de leurs périmètres
est aussi égal à celui des
rayons R et r. Cette rela¬
tion entre les périmètres
des polygones réguliers,
semblables et inscrits dans
les circonférences données,

SCD LYON 1



FIGURES PLANES. — XXVIIe LEÇON. 133
diamètre par le nombre %; et réciproquement, pour calculer la
grandeur du diamètre d'une circonférence donnée, il faut divi¬
ser cette circonférence par le nombre %. Ces deux règles sont
comprises dans la formule suivante :

CircR = 2Rx:r,
c'est-à-dire

Cire R = 2tcR.

Corollaire II. — Calculer la longueur 1 d'un arc de n degrés,
le rayon R de cet arc étant donné.

La circonlérence décrite avec le rayon R étant égale à 2 % R,
l'arc d'un degré, qui en est la trois-cent-soixantième partie,

2TÏR UR
.

,
a pour mesure ou lare de n degres a donc pour

mesure n fois ou On a par suite la formule
. xR?t

180

qui sert à calculer l'une des trois quantités l, R, n, lorsque
les deux autres sont données.

THÉORÈME V

Deux arcs semblables, c'est-à-dire deux arcs qui ont le même
nombre de degrés dans des circonférences différentes, sont
proportionnels à leurs rayons.

Soient R, R' les rayons, et /, V les longueurs de deux arcs
semblables dont le nombre des degrés est » ; on a (IV) :

. nRn zR'n
I8Q' 180"

En divisant ces égalités membre à membre, on trouve
R

/' R''

c'est-à-dire que les arcs semblables sont proportionnels à leurs
rayons.
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THÉORÉME VI

Si du sommet d'un angle BCD, comme centre, on décrit une
circonférence avec un rayon quelconque CB,
et qu'on prenne pour unité l'angle au centre
ACB qui intercepte un arc AB égal au rayon,
l'angle BCD a pour mesure le rapport de l'arc
BD, compris entre ses cotés, au rayon CB.

En effet, on a (15, II)
BCD BD.
ACB-AB '

mais l'arc AB est égal par hypothèse au rayon CB ; par con¬
séquent,

BCD BP
ACB CB'

Cette égalité démontre le théorème énoncé; car le rapport
BCD BD

ou son égal exprime la mesure de l'angle BCD,
puisqu'on prend l'angle ACB paur unité.

Remarque I. Si on désigne par a la mesure de l'angle
BCD évalué au moyen de l'unité précédente, par R le rayon
CB et par l la longueur de l'arc BD, ces trois quantités sont
liées par la relation

Z= aR

qui est d'une très-grande utilité dans la Trigonométrie.
Remarque II. Pour calculer le nombre de degrés conte¬

nus dans l'unité d'angle ACB, il suffit de supposer l égal à R
dans la formule connue (IV, c)

. tcRw
Ï8ÏÏ'

et d'en déduire ensuite la valeur de n ; on trouve

11= — = 57°17'44".
%
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PROBLÈMES NUMÉRIQUES

1. Calculer, à moins d'un millimètre, et sans le secours des
logarithmes, la circonférence qui a pour rayon la diagonale
d'un carré de 0m,5 de côté, et faire voir que l'on a obtenu l'ap-
proximation demandée.

2. Calculer, à moins d'un kilomètre, le rayon de la circon¬
férence de la terre.

3. Calculer le rayon d'un arc de 25° 15' dont la longueur
est de 8m,50.

4. Deux arcs de môme longueur ont été décrits avec des
rayons de 0m,25 et de 0m, 18. L'un est de 15° 20' ; quel est le
nombre des degrés de l'autre?

PROBLÈMES GRAPHIQUES

1. Décrire une circonférence égale à la somme, ou à la dif¬
férence de deux circonférences données.

2. Si deux polygones réguliers semblables sont placés de telle
sortequel'un soitinscrit et l'autre circonscrit au même cercle,
la circonférence de ce cercle est moyenne proportionnelle
entre la circonférence inscrite dans le premier polygone et la
circonférence circonscrite au second.

5. Si on fait rouler un cercle dans un autre cercle de rayon
double, de manière qu'ils soient toujours tangents, un point
de la circonférence du cercle mobile décrira un diamètre du
cercle fixe.

4. Lorsqu'on divise une circonférence en n parties égales par
les points A, B, C, etc., et qu'à partir de A on joint ces points
de 2 en 2, de 3 en 3..., et, en général de h en h par des lignes
droites, on forme un polygone régulier concave de n côtés,
si les nombres n et h sont premiers entre eux.

Mais, si ces nombres ne sont pas premiers entre eux, et que
d, soit leur plus grand diviseur commun, le polygone régulier
concave n'a que - côtés.
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5. Il y a autant de polygones réguliers de » côtés que d'u¬

nités dans la moitié du nombre qui exprime combien il existe
de nombres entiers moindres que n et premiers avec lui. >

6. La somme des angles intérieurs, formés par les côtés
consécutifs d'un polygone régulier de n côtés, est égale à au¬
tant de fois deux angles droits qu'il y a d'unités dans n — 2h,
h étant le nombre de fois que l'arc sous-tendu par le côté
du polygone contient la nième partie de la circonférence circon¬
scrite.

La somme des angles extérieurs, formés par chaque côté et
le prolongement du côté précédent, est égale à 4h angles droits.
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Programme. — Inscrire dans un cercle de rayon donné un carré, un hexagone
régulier, un décagone régulier. — Manière d'évaluer le rapport approché de
la circonférence au diamètre, en calculant les périmètres des polygones
réguliers de 4, 8, 10, 52... côtés, inscrits dans un cercle de rayon donné.
— Méthode des isopêrimètres.

problème 1

Inscrire un carré clans un cercle donné OA.
Jetire deux diamètresÀC,BD, perpendiculaires l'un à l'autre,

et je joins leurs extrémités par les cordes AB,
BC, CD, DA. Le quadrilatère ABCD est un
carré (27, II); car la circonférence OA est
divisée en quatre parties égales (15, I) par
les quatre angles au centre AOB, BOC, COD,
DOA, qui sont égaux comme droits.

Pour calculer le rapport du côté AB au rayon AO, il suffit de
remarquer que le triangle ABO est rectangle, et qu'il donne:

AB2 = AO2 +B02 = 2A02 ;

en effet, il en résulte que
AB
AO-

Cette égalité montre que le rapport du côté d'un carré au
rayon du cercle circonscrit est irrationnel; elle sert à calculer
l'une de ces deux lignes, lorsque l'autre est donnée.

Corollaire. — Si on divise en deux parties égales les arcs
sous-tendus par les côtés du carré ABCD, les points de divi¬
sion et les sommets du carré partageront la circonférence OA
en huit arcs égaux ; on inscrira donc l'octogone régulier
convexe en traçant les cordes de ces arcs (27, IL).
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Pour inscrire le polygone régulier convexe de 16 côtés, on
divisera en deux parties égales les arcs sous-tendus par les
côtés de l'octogone régulier, et on tracera les cordes des moi¬
tiés de ces arcs. En continuant ainsi celte bissection, on
obtiendra les polygones réguliers convexes de 32, 64,... côtés.

PROBLÈME II

Inscrire un hexagone régulier, un triangle équilatéral dans
un cercle donné OA.

1° Soit AB le côté de l'hexagone régulier inscrit dans le
cercle OA ; je dis qu'il est égal au rayon.

A b ' En effet, l'angle AOB du triangle isocèle
a\. ^7\\ , 4 2

//V-y \\ OAB égale q- ou 3 d'angle droit, puisque c'est
°\ l'un des angles au centre de l'hexagone

(27, I); la somme des deux autres angles
13 D A, B de ce triangle égale dès lors 2 angles

droils moins ou d'angle droit; mais ces angles sontégaux,

donc chacun d'eux vaut-|d'angle droit, et le triangle OAB
est équilatéral ; le côté AB de l'hexagone régulier est, par
suite, égal au rayon OA. Pour construire ce polygone, il suf¬
fit donc de tirer dans le cercle six cordes consécutives qui
soient égales au rayon.

2° On inscrit le triangle équilatéral BDF, en traçant les
cordes BD, DF, FB, qui joignent de deux en deux les sommets
de l'hexagone régulier; car les trois points B, D, F divisent
évidemment la circonférence en trois parties égales.

Pour calculer le rapport du côté BD au rayon OA, je tire
le diamètre AD; l'angle ABD du triangle BAD étant droit
(15, IV, c), j'en conclus successivement :

BD2 = AD2 — AB2 = 4A02 — AO5,
ou

BD2 = 3A02,
et, par suite,

BD

AO~V3
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Cette égalité prouve que le rapport du côté du triangle équi-

latéral au rayon du cercle circonscrit est irrationnel; elle
sert à calculer l'une de ces deux lignes, lorsque l'autre est
donnée.

Coroliaiue. — Pour inscrire dans le cercle OA les polygones
réguliers convexes de 12, 24, 48, etc., côtés, on divise en 2,
4, 8, etc., parties égales les arcs sous-tendus parles côtés de
l'hexagone régulier inscrit, et l'on tire les cordes des nou¬
veaux arcs.

problème iii

Inscrire un décagone régulier dans un cercle donné OA.
Soit AB le côté du décagone régulier con¬

vexe inscrit dans le cercle OA; je dis qu'il est
égal au plus grand segment du rayon, divisé
en moyenne et extrême raison.

En effet l'angle AOB du triangle isocèle OAB
L 2

vaut ^ ou g-d'angle droit, puisque c'est l'un des angles au
centre du décagone régulier convexe (27, I). La somme des
deux autres angles A, B de ce triangle égale dès lors 2 angles

2 8
droits moins-g, ou g-d'angle droit; mais ces angles sont
égaux, donc chacun d'eux égale d'angle droit, ou le dou¬
ble de l'angle AOB.

Cela posé, je divise l'angle BAO en deux parties égales par
la droite AC ; cette ligne partage le côté OB du triangle OAB
en segments proportionnels aux côtés adjacents (20, I), c'est-
à-dire que

AO OC
AB~BC"

Or, les angles COA, CAO du triangle OAC sont égaux, puis¬
qu'ils valent chacund'angle droit; donc les côtés CO, CA,
opposés à ces angles, sont égaux. Le triangle ABC a aussi deux
angles égaux, car l'angle ACB, extérieur au triangle OAC, égale
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la somme des deux angles intérieurs AOC, CAO, c'est-à-dire
^ d'angle droit, comme l'angle ABC : le côté AB égale dès lors
AC et, par suite, OC. En remplaçant dans l'égalité précédente
les deux droites AO, AB par OB et OC qui leur sont respecti¬
vement égales, on a

OB_OC.
OC BC'

par conséquent le point C divise le rayon OB en moyenne et
extrême raison, et le côté AB du décagone régulier convexe,
inscrit dans le cercle OB, est égal au plus grand segment OC
de ce rayon.

Remarque. Soit R le rayon du cercle donné, le côté du
décagone régulier convexe, inscrit dans ce cercle, est égal à
H (fcli (25, VIII).

Corollaire I. — Si l'on joint de trois en trois les sommets du
décagone régulier convexe par des lignes droites, on forme le
décagone étoilé (27, II. c); je dis que la différence des côtés
des deux décagones réguliers, inscrits dans le même cercle, est
égale au rayon, et leur produit égal au carré du rayon.

En effet, soient AB et AC les côtés du décagone régulier con¬
vexe et du décagone étoilé, inscrits dans le cercle OA ; je tire le

A diamètre AD et les rayons OB, OC. La droite AC
divise en deux parties égales l'arc BD, et par

I / \ \ suite l'angle BAD, puisque chacun des arcs BC,
l CD est le double de l'arc AB ; il résulte aussi de

la démonstration du problème III, quecette droite
qui rencontre le rayon OB au point E, le divise en

moyenne et extrême raison, et que les lignes OE,AE sont égales
à AB. Par conséquent, l'excès du côté AC du décagone étoilé
sur le côté AB du décagone convexe est égal à CE. Or, l'angle ACO
du triangle isocèle OAC égale l'angle CAO, et par suite l'angle
BAC; doncles trianglesOCE, ABE ont deux angles égaux chacun
à chacun, et sont semblables. Mais le triangle ABE est isocèle,
donc le triangle OCE l'est aussi, et la différence CE des côtés des
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deux décagones réguliers est égale au rayon OC du cercle cir¬
conscrit.

Je remarque ensuite que les triangles isocèles OAC, OAE,
qui ont un angle commun OAC, adjacent à leurs bases AC, AO,
sont équiangles et semblables ; on a dès lors

AC _AO
AO~ AD"

En remplaçant, dans cette égalité, la ligne AE par AB qui lui
est égale, on en déduit

ACxAB = AO";

ce qui démontre que le produit des côtés AC, AB des deux
décagones réguliers est égal au carré du rayon.

Il résulte des deux propriétés précédentes qu'on peut obtenir
les côtés des deux décagones réguliers par la même construc¬
tion, c'est-à-dire en cherchant deux lignes dont la différence
soit égale au rayon et le produit égal au carré du rayon. La
plus grande de ces deux lignes sera le côté du décagone étoilé,
et la plus petite,.le côté du décagone convexe. Mais cette con¬
struction n'est autre que celle par laquelle on divise le rayon
en moyenne et extrême raison : par conséquent, les deux solu¬
tions qu'on trouve en généralisant cette dernière question cor¬
respondent aux deux manières d'inscrire un décagone régu¬
lier dans un cercle. Soit R le rayon de ce cercle, on aura dès
lors r(v/5+1) p0ur i'expression du côté du décagone étoile.

Corollaire II. —En joignant de deux en deux, par des lignes
droites,les sommets du décagone régulier convexe, on inscrit
1 e pentagone régulier convexe, puisque chaque côté de ce po-

2 1
lygone sous-tend un arc égal à ^ ou g de la circonférence.

Pour calculer le rapport du côté de ce pentagone au rayon
du cercle circonscrit, on se sert du théorème suivant que je
vais démontrer : Le carré du côté du pentagone régulier con¬
vexe égale la somme des carrés du côté du décagone régulier
convexe et du rayon.
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Soient AB et BC les côtés du pentagone et

du décagone réguliers convexes, inscrits dans
le cercle OA. L'angle CBO du triangle isocèle
OBG vaut ~ d'angle droit d'après ce qui pré¬
cède ; il égale donc l'angle au centre AOB du

pentagone. Or, ces angles sont alternes-internes par rapport
aux droites OA, BC ; donc ces lignes sont parallèles.

Cela posé, je trace par le point 0 une parallèle à la droite
AB, et, du point D où elle rencontre la droite BC, je mène la
tangente DE au cercle OA. Le quadrilatère ABDO étant un pa¬
rallélogramme, le côté BD est égal au rayon OA, et le côté OD
égal à BA ; je remarque en outre que la tangente DE est égale au
côtéBB du décagone régulier convexe, puisque chacune de ces
lignes est moyenne proportionnelle entre la sécante DB et sa
partie extérieure DC. Les trois côtés OD, DE, OE du triangle rec¬
tangle ODE sont donc égaux respectivement aux côtés du pen¬
tagone et du décagone réguliers convexes, inscrits dans le
cercle OA, et au rayon de ce cercle, de sorte qu'on a

0D2= 0E2-}-DE2.

En remplaçant dans cette égalité les lignes OE et DE par leurs
valeurs en fonction du rayon, on trouve

OD=y/R3 + R*(n/5~1)"
ou

00 = 1^10—2^5.
Corollaire III. — Si l'on joint de deux en deux les sommets

du pentagone régulier convexe, on obtient le pentagone étoile.
On démontre, au moyen d'une construction analogue à celle
qu'on a faite pour lepenlagoneconvexe, et par un raisonnement
semblable,quelecarrédupenlagone étoile est égal à lasommecles
carrés du côté du décagone étoilé et du rayon. En désignant dès
lors le rayon par R, on ^ -t-R2, ou^ ^
pour le côté du pentagone étoilé.
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Corollaire IV. — Pour inscrire dans le cercle OA les polygo¬
nes réguliers convexes de 20, 40, 80, etc., côtés, on divise
en 2, 4, 8, etc., parties égales, les arcs sous-tendus par les
côtés du décagone régulier convexe, inscrit dans ce cercle, et
l'on tire les cordes des nouveaux arcs

problème iv

Inscrire un pentédécagone régulier dans un cercle donné OA.
Je prends un arc AB égal au sixième de la cir¬

conférence OA, et j'en retranche l'arc BC égal
au dixième de celte circonférence, le reste AG
en est le quinzième, car la fraction -g surpasse

12 1
la fraction ^ de ou Par conséquent,

la corde de Parc AC est le côté du pentédécagone régulier
convexe inscrit dans le cercle OA.

Corollaire I. — On peut inscrire trois pentédécagones éloi-
lés, en joignant de 2 en 2, de 4 en 4 et de 7 en 7 les sommets
du pentédécagone convexe.

Les deux théorèmes suivants font connaître les longueurs
des côtés de ces quatre pentédécagones en fonction du rayon :

1. Le côté du pentédécagone convexe et celui du deuxième
pentédécagone étoile sont égaux, l'un à la somme et l'autre à la
différence de Vapothème du decagene convexe, inscrit dans le
même cercle, et de la hauteur du triangle équilatéral construit
sur le côté de ce décagone.

Soit AB un arc sous-tendu par le
rayon; je prends de part et d'autre du
point B les arcs BC, BC' égaux chacun
au dixième de la circonférence, et je
tire les cordes AC, AC'. Ces droites sont
les côtés du pentédécagone convexe et
du deuxième pentédécagone étoilé, car
la différence et la somme des deux

fractions ^ et ^ égal nt respectivement ^ et
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Gela posé, j'abaisse du point B la perpendiculaire BP sur la
droite AC et la perpendiculaire BP' sur la droite AC. Les

triangles rectangles ABP, ABP' qui ont

deuxième pentédécagone étoilé sont égaux l'un à la somme
des deux droites AP, CP et l'autre à leur différence. Or, la'
droite AP est égale à l'apothème OM du décagone régulier
convexe BC, parce que les triangles rectangles ABP, OCM sont
égaux; et la droite CP est la hauteur du triangle équilatéral
construit sur BC, puisque l'angle BCP du triangle rectangle
BCP a pour mesure la moitié de l'arc AB, et qu'il est dès lors
égal au tiers d'un angle droit (6, III èt 5,1) ; ce qui démontre
le théorème énoncé.

Pour exprimer les lignes AC, AC' en fonction du rayon OA
que je désigne par R, je remarque 1° qu'on a dans le triangle
rectangle BCP

2° que, si l'on tire le diamètre CD et la corde BD, l'apothème
OM est parallèle à BD et égal à la moitié de cette droite qui
n'est autre que le côté du pentagone étoilé, inscrit dans le
cercle OA; car l'arc BD est égal aux quatre dixièmes ou aux
deux cinquièmes de la circonférence. On a donc (23, III) ;

e

l'hypoténuse commune etun angle aigu
égal sont égaux ; donc leurs côtés AP,
AP' sont égaux aussi. Pour la même
raison, le triangle BCP est égal au
triangle BCP', et le côté CP égal au
côté CP'; par conséquent les côtés AC,
AC du pentédécagone convexe et du

i)

AC = | [y10 + 2 V5 - (v'5 - 1) V3]
et AC = | R/lO + 2 v/5 4- (^5 - 1) v/3].

21 Les côtés du premier pentédécagone étoilé et du troisième
sont égaux l'un à la somme et Vautre à la différence de lahau•
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teur du triangle équilatéral construit sur le côté du décagone
étoile, inscrit dans le même cercle, et de l'apothème de ce dé¬
cagone.

Soit AB le côté du décagone étoilé,
inscrit dans le cercle OA ; je prends à
partir du point B les arcs BC, BC' égaux
chacun au sixième de la circonférence,
et je tire les cordes AC, AC'. Ces droites
sont les côtés du premier pentédé-
cagone étoilé et du troisième, parce
que la somme et la différence des deux

r- • 7 2
fractions ^ et -g égalent respectivement ^ et jg. Cela posé,
j'abaisse du point B la perpendiculaire BP sur la droite AC et
la perpendiculaire BP' sur AC'; je démontre ensuite, comme
dans le cas précédent, que chacune des droites AP, AP' est la
hauteur d'un triangle équilatéral construit sur le côté AB du
décagone étoilé, et que les droites CP, C'P' sont égales à l'apo¬
thème OM du môme décagone : ce qu'il fallait démontrer.

Pour calculer les expressions des lignes AC, AC en fonction
du rayon R, il suffit de remarquer que l'apothème OM est la
moitié de la corde de l'arc BD, ou du côté du pentagone régu¬
lier convexe, inscrit dans le cercle OA ; on a par suite (25,111) :

(y54-1) V'3 — V'iO— 2\/s]AC = y4

(yV> 4-1) V/3 4-^10-2^]-et AC'=y4
Corollaire II. — On inscrit les polygones réguliers convexes

de 30, 60,120, etc., côtés, en divisant en 2,4, 8, etc., parties
égales les arcs sous-tendus par les côtés du penlédécagone
convexe, et en traçant les cordes des nouveaux arcs.

Remarque sur les quatre problèmes précédents. Pour cir¬
conscrire un polygone régulier à un cercledonné, il suffit d'in¬
scrire dans ce cercle un polygone régulier du même nombre
de côtés, et de mener des tangentes par ses sommets (27, II).

problème v

Le rayon AB d'un cercle et le côté BC d'un polygone régulier
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convexe, inscrit dans ce cercle, étant donnés, calculer le côté
du polygone régulier convexe qui a deux fois plus de côtés que
le précédent, et est inscrit dans le même cercle.

Je trace le diamètre DF perpendiculaire au
côté BG du polygone donné, et la corde BD;
cette corde est le côté du polygone demandé,
puisque l'arc BD est la moitié de l'arc BC
(12, II). Je commence par calculer l'apothème
AE du polygone donné : le triangle ABE étant

rectangle, il en résulte que

ae=VAB2—bes;
or, la ligne droite BE est la moitié de la corde BC (12, i,, donc
le carré de BE égale le quart du carré de BG, et j'ai la for¬
mule :

J'obtiens ensuite le côté BD du polygone demandé,en remar¬
quant qu'il est moyenne proportionnelle entre le diamètre DF
et sa projection DE sur ce diamètre (23, I, c). Mais DF est
égal à 2AB, et DE égal à AB — AE ; par conséquent j'ai la nou¬
velle formule

BD t=y/2AB(AB—AE)7
qui fait connaître le côté BD en fonction du rayon donné AB
et de l'apothème AE déjà calculé.

Remarque. Pour faciliter l'application des deux formules
précédentes, je désigne par R le rayon AB du cercle donné, par
c le côté BG du polygone proposé, par cl le diamètre du cercle
inscrit clans ce polygone ou le double de son apothème AE, et
enfin par c' le côté BD du polygone demandé. La formule de
laquelle on déduit la valeur de l'apothème AE devient alors:

!=Vr'-Ï
ou

cl — \/4R2 — C-. [a)
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La longueur du côté BD est donnée par l'égalité suivante :

c' = y/R(2R—d). (b)

PROBLÈME VI

Calculer le rapport de la circonférence au diamètre.
La solution complète et pratique de ce problème fait partie

du cours de mathématiques supérieures ; aussi s'agit-il bien
moins de donner, dans celte leçon, une méthode pour calcu¬
ler le rapport de la circonférence au diamètre que de faire
concevoir la possibilité de calculer ce nombre.

Cela posé, je vais chercher la longueur de la circonférence
dont le rayon est égal à un mètre. En divisant par 2 le nombre
qui exprimera cette longueur, j'aurai la valeur du rapport de
la circonférence au diamètre, puisque le diamètre du cercle
considéré est égal à 2 mètres. La circonférence étant la limite
des polygones réguliers convexes et inscrits, dont le nombre
des côtés croît indéfiniment, si je calcule les périmètres des
polygones réguliers convexes de 4, 8, 16, etc., côtés, in¬
scrits dans le cercle dont le rayon égale un mètre, ces péri¬
mètres différeront de moins en moins de la circonféreuce,
et, en prenant la longueur de l'un de ces périmètres pour
celle de la circonférence, je commettrai une erreur d'autant
moindre que le polygone considéré aura plus de côtés.

Soient donc c, c\ c",c"',.... les côtés des polygones réguliers
de 4, 8,16,32, côtés inscrits dans le cercle dont le rayon
égale un mètre, et d, d1, d", dm, les diamètres des cercles
inscrits dans ces polygones. J'ai c = y/2 (1) ; et je déduis suc¬
cessivement des formules (a) et (b) du problème Y, les va¬
leurs suivantes des quantités c', c", cl, d'....:

c — y/2 d = y/4 — ca
c1 — y/2 — d d' = y/4 —c,a
c" —. y/2 — d' d" = y/4 — C"2
C"'— y/2 — cl" d'"= — c'"3
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En effectuant ces calculs, je trouve.
c = 1,41421556 d = 1,41421356
c1 = 0,76556686 d' = 1,84775907
c" = 0,59018064 d" = 1,96157056
c'" = 0,19603428 d'" = 1,99036945
c,v= 0,09815535 d'" = 1,99759091
c' = 0,04908246 d' = 1,99939764
c'v = 0,02454508 d" = 1,99984940

Par suite, les périmètres de polygones réguliers convexes de
4, 8, 16, 52, 64, 128, et 256 côtés, inscrits dans le cercle
dont le rayon égale un mètre, sont :

4 c = 5,65685
8 ,} = 6,12293

16 c" = 6,24289
52 c'"= 6,27510
64 c" — 6,28066

128 cv = 6,28255
256 cVI = 6,28303

Le calcul précédent ne fait pas connaître l'approximation
avec laquelle le périmètre du polygone régulier de 256 côtés
auquel je m'arrête, représente la longueur de la circonfé¬
rence circonscrite. Si je suppose cette circonférence égale à
6m,28503, le rapport de la circonférence au diamètre sera
égal à la moitié de 6,28503, ou à 5,141515. En comparant
ce nombre à la valeur connue dex, savoir 5,1415926535....,
on voit qu'il n'en diffère pas d'un dix-millième.

Remarque. On peut réduire le calcul précédent à la re¬
cherche des diamètres d', d", d"', ele, et du côté c" du poly¬
gone auquel on veut s'arrêter. En effet, si on remplace dans
la formule

d' = v'4 —

le côté c' par sa valeur \'2 - d, on trouve
d" = \J2 q-d;

par conséquent, chaque diamètre peut être calculé au moyen
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du précédent. On a dès lors :

d — y/2
dl = y/2Td
d"= \J¥T~d'

d" — y/2+d"
et enfin, c" — y/2 — d".

Ces dernières formules conduisent à une expression du
nombre Je remarque, en effet, que le double de l'apothème
du polygone régulier de 2k côtés, inscrit dans le cercle dont le

rayon est un mètre, égale\/2 + \/2-i-y/2 + etc., le nombre
des radicaux superposés étant K — 1. Par conséquent, le côté
du polygone régulier de 2k+Icôtés, inscrit dans le même cercle,

égale V2 —V/2 + V/2 + V 2 4- etc., et la moitié de son péri¬
mètre a pour expression

2k \/2 — \/ 2 -t- \/ 2 -t- y/ 2 4-ëîm
Si je suppose que le nombre K et, par suite, le nombre 2k+1 des
côtés.de ce dernier polygone croissent indéfiniment, j'aurai

- - limite 2k \/ 2 — \/ 2 4- \/ 2 -+- \J 2 4- etc.
Dans cette formule le nombre des radicaux superposés est
égal à K.

PROBLÈME VII

Etant donnés le rayon et l'apothème d'un polygone régulier,
calculer le rayon et Vapothème d'un polygone régulier de même
périmètre et d'un nombre double de côtés.

Soit AB le côté d'un polygone régulier inscrit dans le cercle
d CA; je désigne par r son rayon GA, et par

a son apothème CG que je construis en
abaissant du point C le rayon CD perpen¬
diculaire sur la droite AB. Je tire ensuite
les cordes AD, BD, et la droite qui joint les
milieux E, F de ces cordes. A cause de
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la similitude des triangles DEF, DÀB (21, III), la droite EF est
la moitié de AB; et, comme les droites CE, CF divisent res¬

pectivement en deux parties égales les angles
ACD, BCD, l'angle ECF est aussi la moitié de
l'angle au centre ACB du polygone AB. Par
conséquent, si je décris un cercle du point
C comme centre avec CE ou CF pour rayon,
la droite EF sera le côté d'un polygone ré¬

gulier inscrit dans ce cercle, de même périmètre que le po¬
lygone AB et d'un nombre double de côtés. Je désigne son
rayon CE par r', et son apothème CK par a'.

La droite EF, parallèle à AB, divise la droite DG en deux
parties égales, puisque le point E est le milieu de AD (20,1);
on a, par conséquent,

rur ÉD -t- CGC t». o »

, r
ou a — - 2

Le triangle CDE étant rectangle, on a aussi
ce = vcd7ck7

ou r' = \J r. a'.
Remarque. Des deux droites ce, cd, la première est per¬

pendiculaire et la seconde, oblique à la corde AD; par consé¬
quent le rayon r' est plus petit que le rayon r. L'apothème a'
est, au contraire, plus grand que l'apothème a, puisque CG
n'est qu'une partie de ck.

Corollaire i. — Le rayon d'un cercle est la limite des rayons
et des apothèmes des polygones réguliers dont le périmètre esl
égal à la circonférence du cercle et dont le nombre des côtés
croît indéfiniment.

Soient CA et CGle rayon et l'apothème d'un polygone régu¬
lier quelconque dont le périmètre est égal à la circonférence
d'un cercle donné R ; je dis d'abord que le rayon R est compris
entre CA et CG.

En effet, le périmètre du polygone étant plus grand que la
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circonférence inscrite dans ce polygone et plus petit que la
circonférence circonscrite, on a :

2^CG < 2~R < 2t:CA,

ou CG<R<CA.

Cela posé, je double le nombre n des côtés du polygone ré¬
gulier sans changer la longueur l de son périmètre ou de la
circonférence R ; le rayon CA du polygone diminue, tandis que
son apothème CG augmente ; par conséquent, leur différence
Cxi — CG décroît. Or, on a dans le triangle CAG :

CA —CG<AG,

ou CA — ^^2^'
puisque AG est la moitié du côté AB ou de la différence
CA — CG tend donc vers zéro, si l'on double indéfiniment le
nombre n. Le rayon CA et l'apothème CG, entre lesquels le
rayon constant R es! toujours compris, tendent dès lors indéfi¬
niment vers ce rayon qui est, par suite, leur limite commune.

Cor.oixAir.E II. — Le problème précédent conduit à un calcul
du rapport de la circonférence au diamètre plus rapide et plus
simple que celui qui a été indiqué dans le problème VI de
cette leçon. Je vais expliquer ce nouveau procédé qu'on appelle
méthode des isopérimètres.

Soit proposé de calculer le rapport de la circonférence au
diamètre à près ; je prends une circonférence dont la lon¬
gueur soit de 4 mètres, et je vais calculer son rayon R. D'après
sa définition, le nombre % sera égal à ^ ou à Comme le
rayon R est la limite des rayons et des apothèmes des poly¬
gones réguliers convexes, dont le périmètre est égal à la cir¬
conférence R et dont le nombre des côtés croît indéfiniment,
on conçoit que si je calcule les rayon s et les apothèmes des poly¬
gones réguliers convexes de 4,8,16,32,... côtés, dont le péri¬
mètre soit de 4 mètres, ces rayons et ces apothèmes différeront
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de moins en moins de R, et, en prenant la longueur de l'un de
ces rayons ou de ces apothèmes pour celle de R, je commettrai

2
sur le nombre g ou % une erreur d'autant moindre que le po¬
lygone régulier, correspondant à ce rayon ou à cet apothème,
aura plus de côtés.

Soient donc r, r', r", ... les rayons, et a, a', a", ... les apo¬
thèmes des polygones réguliers de 4, 8, 16, ... côtés dont le
périmètre est de 4 mètres; on a pour le carré

j
r= \J 2, et a = ^,

puisque le côté du carré a 1 mètre de longueur. En appliquant
aux polygones réguliers isopérimètres de 8, 16,.., côtés, les
formules du problème précédent, on trouve successivement :

Pour l'octogone régulier
. r -t- a , < p

a = —„—, et r — y r. a ;
A

Pour le polygone régulier de 16 côtés
a" = 1 a , et r" — \J r'. a";

et ainsi de suite.
Si l'on s'arrête au polygone régulier isopérimètre de 4x2K

2
côtés, K étant un nombre entier quelconque, le nombres,ou

2 2
sera compris entre les nombres — et — ; il faut donc qu'on ait

«K rK

2__2 _1_
aK rK 10m '

et, par suite,
r _a p ° K ?'K'K /] (J1U*

Comme l'apothème aK et le rayon rK sont plus grands chacun
que l'apothème ^-du carré, leur produit aKrK est plus grand

\
que on satisfera donc à l'inégalité précédente en détermi-
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liant rK ^ de manière qu'on ait

rK «K *'
^ | |jia (

et a fortiori,
'k " ,J0m + 1*

1
Par conséquent, pour avoir le nombre à ^ près, il faut con¬
tinuer le calcul des rayons et des apothèmes des polygones iso-
périmètres, jusqu'à ce qu'on trouve un polygone dont le rayon

et l'apothème diffèrent d'une quantité moindre que et

prendre ce rayon ou cet apothème pour la valeur cherchée du
rayon de la circonférence de 4 mètres.

En remarquant que la moyenne arithmétique des nombres 0
ctl est et que la moyenne géométrique des deux nombres 1

et^est^|-, on déduit des formules précédentes cette règle
simple pour calculer Je nombre % avec une approximation
donnée :

Formez une suite de nombres dont les deux premiers soient 0
et 1, et dont chacun des suivants soit alternativement moyenne
arithmétique et moyenne géométrique entre les deux précédents.
Continuez ce calcul jusqu'à ce que deux termes consécutifs aient
les m +1 premières décimales communes, puis divisez le nom¬
bre^ par l'un quelconque de ces deux termes, en calculant m
chiffres décimaux dans cette division. Le quotient sera la valeur
de * à ^ Près-

Voici le tableau des valeurs des rayons et des apothèmes des
polygones réguliers de 4, 8, 10,..., 2048 côtés, pour calculer
t à un cent-millième près,

4 . . . . a = 0,500000 . . . r = 0,707-107
8 . . . . a. = 0,603555 . . . r, = 0,655281

1G
. . . . «2 = 0,628417 . .

. r, = 0,640729
32 , . - • f'ô

— 0,632575 , r, — 0,637643
64 = 0,636108 . . . rk= 0,636875
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La première moitié des chiffres de aK et rt étant la même, on
peut remplacer leur moyenne géométrique par leur moyenne
arithmétique qui n'en diffère qu'au delà de la sixième déci¬
male *. En opérant de même pour les termes suivants, on ré¬
duit le calcul à prendre des moyennes arithmétiques.

128 . . . fl5 = 0,636492 . . . r,= 0,636684
256 , . . . ?•„ = 0,636656
512 . . . . «7= 0,656612 .

. . r7= 0,656624
1024 , . . . «8= 0,636618 . . . rt = 0,636621
2048 . . . . a3 = 0,656620 . . . r9 = 0,636620

Comme la différence des valeurs de r„ et de «„ est moindre
qu'un millionième, la valeur de ic est

2_
0,636620

à un cent-millième près.

; = 3,14159,

PROBLÈME S NUMÉRIQUES

1. Calculer le côté et l'apothème de l'octogone régulier
convexe en fonction de son rayon. — Faire une application
des deux formules en supposant le rayon égal à 4m,50.

2. Calculer le côté et l'apothème du dodécagone régulier
convexe en fonction de son rayon. — Faire une application
des deux formules en supposant le rayon égal à lm,50.

3. Démontrer que le rapport d'une circonférence à son dia¬
mètre est compris entre les nombres 3 et 4, par la seule con¬
sidération des périmètres de l'hexagone régulier inscrit dans
cette circonférence et du carré circonscrit.

4. Vérifier que la somme des côtés du carré et du triangle
êquilatéral, inscrits dans un même cercle, surpasse la moitié
de la circonférence de ce cercle d'une quantité moindre qu'un
demi-centième du rayon.

5. Si l'on construit un triangle rectangle dont les côtés de
* Voir la démonstration de co théorème dans la 25° leçon de mes leçons

nouvelles d'algèbre.
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l'angle droit soient égaux au diamètre d'une circonférence et à
l'excès du triple du rayon sur le tiers du côté du triangle équi-
latéral inscrit, l'hypoténuse de ce triangle rectangle repré¬
sente, à 0,0001 du rayon, la moitié de cette circonférence.

PROBLÈMES GRAPHIQUES

1. Une circonférence et un point étant donnés, tirer de ce
point une sécante qui divise la circonférence en deux arcs
proportionnels aux nombres 11 et 13.

2. Le côté du triangle équilatéral circonscrit à un cercle est
le double du côté du triangle équilatéral inscrit dans ce cercle.

3. L'apothème de l'hexagone régulier inscrit dans un cercle
est égal à la moitié du côté du triangle équilatéral inscrit dans
le même cercle.

4. Si la distance des centres de deux cercles qui se coupent
à angle droit est égale au double de l'un des rayons, la corde
commune est le côté de l'hexagone régulier inscrit dans l'un
de ces cercles et le côté du triangle équilatéral inscrit dans
l'autre.

5. Quel est le lieu géométrique des points tels que la somme
des carrés des distances de chacun d'eux aux sommets d'un po¬
lygone régulier, qui a un nombre pair de côtés, soit constante?

6. Décrire une circonférence telle que le périmètre du carré
inscrit dans celte courbe soit égal à celui du triangle équila¬
téral circonscrit à une circonférence donnée.

7. Construire un losange dont le côté ait une longueur don¬
née et soit aussi moyenne proportionnelle entre les deux dia¬
gonales.

8. Construire un carré dont on connaît la somme, ou la dif¬
férence de la diagonale et du côté.
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TRENTIÈME ET TRENTE ET UNIÈME LEÇON
Programme. — De l'aire des polygones et de celle du cercle. — Mesure de l'air

du rectangle, du parallélogramme, du triangle, du trapèze, d'un polygone
quelconque. — Méthode de la décomposition en triangles et en trapèzes rec¬
tangles.

DÉFINITIONS

1. On prend pour base d'un parallélogramme ABCD un côté
A e b quelconque DG de ce quadrilatère. La perpen-

/ diculaire EF, qui mesure la distance de la
J base DC au côté opposé AB, a reçu le nom de

J F c hauteur du parallélogramme.
2. Un trapèze est un quadrilatère dont deux côtés opposés

B sont parallèles. Tout trapèze "ABCD a pour
bases ses côtés parallèles AB, CD, et pour
hauteur la perpendiculaire EF qui mesure la

u F G distance de ses deux bases.
5. On appelle aire l'étendue superficielle d'une figure quel¬

conque.
Si deux figures ont des aires égales, sans avoir la même

forme, on dit qu'elles sont équivalentes.

THÉORÈME I

Deux rectangles ABCD, ABEF, de même hauteur AB, sont
proportionnels à leurs bases BC, BE.
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Je suppose le rapport des bases BC, BE égal à j (13, déf. 2);
ces lignes ont dès lors une commune mesure BG, contenue
k k. t p p 5 fois dans BG et 3 fois dans BE. Par les

points G, H, etc., qui divisent BC en 5 parties
égales, j'élève des perpendiculaires sur cette

pg h e c droite ; ces perpendiculaires partagent le rec¬

tangle ABCD en cinq rectangles ABGK, KGHL, LHEF,... égaux
entre eux (10, V, c); car leurs bases BG, GH, HE, sont
égales par hypothèse, et leurs hauteurs AB, GK, HL,.... le
sont aussi, comme parallèles comprises entre parallèles. Or,
le rectangle ABEF est formé de trois de ces rectangles partiels ;
par conséquent, les rectangles ABCD, ABEF ont une com¬
mune mesure ABGK qu'ils contiennent autant de fois que
leurs bases BC, BE contiennent leur commune mesure BG, et
le rapport des surfaces de ces rectangles est égal à

ou au rapport jjjf de leurs bases.
Corollaire. — Deux rectangles de môme base sont propor¬

tionnels à leurs hauteurs.

THEOREME II

Deux rectangles quelconques sont proportionnels aux pro¬
duits de leurs bases par leurs hau¬
teurs.

SoientR, R', deux rectangles, h, h\
leurs hauteurs et b, b', leurs bases;
jeconstruisun rectangle R" qui ait la
même base b que le premier rectan¬

gle, et la même hauteur h' que le second. Les deux rectangles
R, R", ayant la même base b, le rapport de leurs surfaces est
égal à celui de leurs hauteurs (I), c'est-à-dire qu'on a :

R

R":
h
V
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comme les hauteurs des rectangles R", R' sont aussi égales,
j'en conclus pareillement que

R' ~br

Je multiplie ensuite les deux égalités précédentes membre à
membre, et, après la suppression du facteur R" commun aux
deux termes du premier produit, je trouve :

R
R" ~~ FxFr

Exemple.— Soient/i = lm,5, & = lm,2et6=2m,4,
on a :

R
_ 1,5x5,2 _ 15x32 S

R' 1,2x2,4 12 x 24 5'

Le rectangle R est donc égal aux du rectangle R'.

THÉORÈME III

L'aire d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa
hauteur, si l'on prend pour unité de surface le carré construit
sur l'unité de longueur.

Soit à mesurer le rectangle R dont je re¬
présente la base par b et la hauteur par h ; je
prends pour unité de surface le carré construit
sur l'unité de longueur, et j'ai, d'après le théo¬

rème précédent :

R bxh
r- ïxï'

ou R ='6 x h.

Or, les nombres R, b et h sont les mesures du rectangle, de sa
base et de sa hauteur; donc l'égalité précédente exprime que
l'aire de ce rectangle est égale au produit des deux nombres qui
représentent les mesures de sa base et de sa hauteur.

On énonce ordinairement ce résultat de la manière suivante :
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L'aire d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa
hauteur.

Corollaire. — L'aire d'un carre est égale au produit de sa
base par sa hauteur, c'est-à-dire égale à la seconde puissance de
son côté.

Réciproquement, la seconde puissance d'un nombre quelcon¬
que peut être considérée comme l'aire du carré dont le côté est
égal à ce nombre. Ce corollaire et sa réciproque expliquent la
synonymie des mots carré et seconde puissance d'un nombre,
employés dans l'arithmétique.

Remarque. Si l'on prend le mètre pour unité de longueur,
le mètre carré sera l'unité de surface.

THÉORÈME IV

L'aire d'un parallélogramme ABCD est égale au produit de
F D E c sa base AC par sa hauteur BE.

1 Par les extrémités A et B de la base du pa-
/ rallélogramme ABCD, j'élève des perpendicu-

1 B laires sur cette ligne jusqu'à la rencontre du
côté opposé DC, et je dis que le parallélogramme ABCD est
équivalent au rectangle ABEF.

En effet, les triangles rectangles ADF, BCE ont les hypoté¬
nuses AD, BC égales comme côtés opposés du parallélo¬
gramme (10,1); leurs côtés AF, BE, adjacents aux angles
droits F et E, sont égaux par une raison semblable ; donc ces
triangles rectangles sont égaux (6, V).

Je remarque ensuite qu'en retranchant successivement du
quadrilatère ABCF chacun de ces triangles, le parallélogramme
ABCD et le rectangle ABEF que je trouve pour restes sont
équivalents. Or, le rectangle a pour mesure ABxBE (III);
donc l'aire du parallélogramme est aussi égale à ABxBE,
c'est-à-dire au produit de sa base AB par sa hauteur BE.

Corqllaire. — Deux parallélogrammes qui ont les bases
égales sont proportionnels à leurs hauteurs.— Si deux parai-
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lélogrammes ont leurs hauteurs égales, ils sont proportionnels
à leurs bases.

THÉORÈME V

L'aire cVun triangle est égale à la moitié du produit de sa base
par sa hauteur.

Soit ABC le triangle donné; des extrémités A et G du côté AG
je mène des droites AD, CD, respectivement
parallèles aux deux autres côtés BC, BA. Les
triangles ABC, ACD sont égaux ; car ils ont
les trois côtés égaux chacun à chacun, puis¬
que le quadrilatère ABCD est un parallélo¬

gramme (10, I.). Par conséquent, le triangle ABC est la
moitié du parallélogramme ABCD, qui a la même base BC et
la même hauteur AE que lui.

Or, le parallélogramme a pour mesure le produit BC x AE
(IV) ; donc l'aire du triangle est égale à la moitié du même
produit, c'est-à-dire à la moitié du produit de sa base BC par
sa hauteur AE.

Corollaire I. — Deux triangles qui ont les bases égales sont
proportionnels à leurs hauteurs. — Si deux triangles ont les
hauteurs égales, ils sont proportionnels à leurs bases.

Corollaire II. — Deux triangles qui ont les bases égales et
les hauteurs égales sont équivalents.

Corollaire III. — Soit c la longueur du côté d'un triangle
équilatéral; la hauteur de ce triangle est égale à c2 — |>
c'est-à-dire à par conséquent sa surface a pour mesure

c ca/5 c\/3"
2XT' 0U 4 '

Si l'on suppose, par exemple, le côté c du triangle équilaté¬
ral égale à 10 mètres, l'aire de ce triangle seraégaleà43me3013.
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THÉORÈME VI

L'aire d'un trapèze ABCD est égale au produit de sa hauteur
SEpar la demi-somme de ses bases AB, CD.

Je prolonge la base inférieure DC d'une longueur CF égale à
la base supérieure AB, et je tire la ligne
droite AF qui coupe le côté BC au point
G. Les triangles ABG, CGF ont un côté

F égal, adjacent à deux angles égaux chacun
à chacun ; en effet, les côtés CF, AB, sont égaux par hypo¬
thèse ; l'angle ABG égale l'angle FCG, parce qu'ils sont alternes-
internes par rapport aux deux parallèles AB, CF et à la sé¬
cante BC ; il en est de même des angles BAG, CFG ; les triangles
ABG, CGF sont donc égaux. Si je les retranche successivement
de la figure ABGFD, le trapèze ABCD et le triangle AFD que
j'obtiens pour restes sont équivalents ; mais le triangle a pour
mesure AE x j DF ; donc l'aire du trapèze égale aussi

1 5AE x j DF, c'est-à-dire le produit de sa hauteur AE par la
demi-somme de ses deux bases DC, AB.

Corollaire. — Le trapèze ABCD a aussi pour mesure le pro ¬
duit de sa hauteur AE par la droite G1I qui joint les milieu&
H et G de ses côtés non parallèles AB, BC.

En effet, les deux triangles ADF, AIIG, qui ont un angle
commun compris entre côtés proportionnels, sont semblables
(21, III) ; le rapport de GII à DF est donc le même que celui de
AU à AD, c'est-à-dire que la droite GII égale la moitié de la
droite DF, ou la moitié de la somme des bases AB, CD, du tra¬
pèze. Par suite, ce quadrilatère a pour mesure le produit de
AEpar GII.

problème i

Mesurer la surface d'un polygone quelconque.
Ce problème est susceptible de plusieurs solutions que je

vais exposer successivement:
AM. — ÉLttM. il
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1° Pour évaluer l'aire d'un polygone ABCDE tracé sur le pa¬

pier ou sur le terrain, on le décompose
en triangles, soit en menant les diago¬
nales d'un sommet, par exempleA, à
tous les autres ; soit en tirant des lignes
droites d'un point quelconque 0 de sa
surface à tous ses sommets. On calcule
ensuite les aires de ces triangles, et l'on
en fait la somme. Le résultat de cette
addition est la mesure de la surface du

polygone proposé.
2° Lorsque le polygone dont on de¬

mande la mesure est tracé sur le papier,
on peut le transformer en un triangle
qui lui soit équivalent, et mesurer en¬

suite la surface de ce triangle.
Pour compléter cette solution, je vais indiquer comment on

transforme un polygone, par exemple le pentagone ABGDH, en
D un triangle équivalent. Je tire la dia¬

gonale BD quirelranche du pentagone
le triangle BDC, et je mène par le
sommet C de ce triangle la droite CL
parallèle à BD. Je prolonge ensuite
le côté AB du polygone jusqu'à la ren¬

contre de CL, et je joins leur intersection L au point D parla
droite DL. Le triangle CBD, est équivalent au triangle LBD (V),
parce qu'ils ont la même base BD.et les hauteurs égales, leurs
sommets C et L se trouvant sur une parallèle à la base. Dès
lors, si je remplace dans le pentagone ABCDII le triangle CBD
par le triangle équivalent LBD, le nouveau polygone LBA11D
est équivalent au pentagone ; mais les trois points A, B, L,
étant en ligne droite, la figure LBAIID n'a que quatre côtés.
Par conséquent, j'ai transformé, par la construction précé¬
dente, le polygone proposé en un autre qui lui est équivalent
et a un côté- de moins.

En appliquant celte construction au quadrilatère ALDII,je
le transforme en un triangle DKL qui lui est équivalent, l'aire
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de ce triangle est par suite égale à celle du pentagone ABGDH.5° Lorsque le polygone est tracé sur le terrain, on emploiede préférence la méthode suivante:

Soit à évaluer l'aire du polygone
ABCDHKL ; on tire la plus grande
diagonale CK, et par les sommets
extérieurs à cette ligne on mène
des perpendiculaires sur sa direc¬
tion. Ces perpendiculaires décom¬
posent la figure en triangles rectan¬

gles et en trapèzes. On calcule ensuite les aires de ces figures
partielles, et l'on en fait la somme.

Ce procédé est préféré dans l'arpentage, à cause de la facilité
avec laquelle 011 trace des perpendiculaires sur le terrain, au
moyen de l'instrument appelé équerre d'arpenteur.

PROBLEME II

Construire un carré équivalent à un polygone.
1° Si le polygone proposé est le triangle

ABC, je tire sa hauteur AD et je désigne par X
le côté du carré qui lui est équivalent.

L'aire du triangle est égale à |-BC x AD (V),
et celle du carré, égale à X2 (III). Pour que le carré soit équi¬valent au triangle, il faut donc qu'on ait :

j'en conclus que
Xs=|BCxAD;

AD X
1 '*BC

c'est-à-dire que le côté X du carré demandé est moyenne pro¬portionnelle entre la hauteur AD et la moitié de la base BC du
triangle donné.

2° Si la surface du polygone proposé a pour mesure le pro¬duit de deux lignes droites connues, comme il arrive pour le
parallélogramme et le trapèze, on démontre, par un raison¬
nement analogue au précédent, que le côté du carré équivalent
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à ce polygone est moyenne proportionnelle entre les deux
lignes dont le produit exprime la mesure de sa surface.

3. Lorsque l'aire du polygone proposé ne s'exprime pas im¬
médiatement par le produit de deux lignes droites, on trans¬
forme ce polygone en un triangle équivalent (Problème I), et
l'on construit ensuite le carré équivalent à ce triangle.

PROBLÈMES NUMÉRIQUES

1. Calculer, à moins d'un centimètre carré, l'aire du rec¬
tangle dont la base est égale àlOm,75 et la diagonale à 15m,25.

2. Calculer l'une des hauteurs et l'aire du triangle dont les
côtés sont égaux respectivement à lm,20, lm,85 et 2m,25.

3. L'aire d'un trapèze est égale à 2034'"°,60 ; sa hauteur est
de 18m,40, et sa base inférieure de 54"',48. Calculer sa base
supérieure à moins d'un centimètre.

4. Calculer en hectares l'aire d'un hexagone régulier dont
le côté a 450 mètres de longueur.

5. Calculer, à moins d'un centimètre carré, l'aire d'un octo¬
gone régulier inscrit dans un cercle dont le rayon est de 2m,25.

6. Calculer en hectares l'aire d'un losange dont le côté est
égal à la plus petite diagonale, en sachant que la longueur de
chacune de ces lignes est de 20m,50.

7. Calculer, à un centimètre près, le côté du carré équiva-
lentautriangleéquilatéral dontl'apothèmea2m,50 delongueur.

PROBLÈMES GRAPHIQUES

4. L'aire d'un trapèze est égale au produit de l'un des côtés
non parallèles par la distance de ce côté au milieu du côte opposé.

2. Tracer par le Sommet C d'un triangle ABC une ligne
droite MN telle que le trapèze qu'elle forme avec le côté AB et
les perpendiculaires menées des deux autres sommets A, B,
sur MN soit équivalent à un carré donné.

3. Si les angles A, A', des deux triangles ABC, A'B'C' sont
égaux ou supplémentaires, les aires de ces triangles sont pro¬
portionnelles aux produits ABxAC, A'B'xA'C, des côtés
qui forment les angles A, A'.

4. Transformer un triangle rectangle en un triangle isocèle

SCD LYON 1



FIGURES PLANES. — XXXe ET XXXIe LEÇON. 165

qui lui soit équivalent et qui ait avec lui un angle commun.
Combien ce problème a-t-il de solutions ?

5. Transformer un polygone régulier en un autre polygone
régulier qui lui soit équivalent et ait deux fois plus de côtés.

0. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une
ligne droite perpendiculaire à l'un de ses côtés.

7. Diviser un triangle en trois parties proportionnelles à
des longueurs données, en joignant un point de l'intérieur à
touslçs sommets.— Cas particulier dans lequel les trois lignes
données sont égales.

8. Inscrire dans un cercle un trapèze dont la hauteur et la
surface sont données. (La grandeur d'une surface est détermi¬
née par le côté du carré qui lui est équivalent.)

9. La position et la longueur de deux lignes droites étant
données, trouver le lieu du point tel qu'en le joignant aux
extrémités de ces lignes on forme deux triangles dont les aires
soient proportionnelles à deux lignes droites données M et N.
Examiner le cas d'égalité de M et N.

10. Par un point donné sur le plan d'un angle, mener une
sécante telle que l'aire du triangle qu'elle fait avec les côtés
de cet angle soit égale à un carré donné.

11. Par un point donné sur le plan d'un angle, mener une sé¬
cante telle que le produit des distances du sommet de l'angle
aux deux points d'intersection soit égal à un carré donné.

12. Le produit de deux côtés d'un triangle est égal au produit
delà hauteur, perpendiculaire au troisième côté, par le dia¬
mètre du cercle circonscrit. — Déduire de ce théorème que
l'aire d'un triangle est égale au produit de ses trois côtés di¬
visé par le double du diamètre du cercle circonscrit.

15. Diviser un triangle en deux parties équivalentes par une
parallèle cà une ligne droite donnée.

14. Mener par un sommet d'un quadrilatère une ligne droite
qui divise sa surface en deux parties équivalentes.

15. Si dans un quadrilatère quelconque on mène par les
milieux de chacune des diagonales une parallèle à l'autre, et
qu'on joigne leur point de concours aux milieux des côtésdu qua¬
drilatère, il sera partagé en quatre quadrilatères équivalents.
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Prograsme. — Relations éntre la carré construit sur le côté d'un triangle op¬

posé à un angle droit, ou aigu, ou obtus, Ht les carrés construits sur les
deux autres côtés

REMARQUE

La vingt-troisième leçon et la vingt-quatrième renferment
plusieurs théorèmes dans lesquels on considère le produit de
deux lignes droites. Or, on sait (30, II) qu'un tel produit
peut-être considéré comme la mesure de l'aire du rectangle
construit sur ces deux lignes ; par conséquent, ces théorèmes
sont susceptibles d'une interprétation purement géométrique
et, par suite, d'une démonstration nouvelle. J'examinerai seu¬
lement les trois théorèmes relatifs au carré d'un côté d'un
triangle, opposé à un angle droit, ou aigu, ou obtus.

THEOREME I

Le carré construit sur l'hypoténuse' d'un triangle rectangle
est équivalent à la somme des carrés construits sur les deux
autres côtés.

Soit ABC un triangle dont l'angle BAC
est droit ; je construis un carré sur chacun
de ses côtés, et je dis que le carré BCDE
fait sur l'hypoténuse BC est équivalent à la
somme des carrés ABFG, ACHK faits sur
les deux autres côtés AB, AC.

J'abaisse du sommet A de l'angle droit
la perpendiculaire AM sur l'hypoténuse;
de celte ligne partage le carré BCDE enle prolongement
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deux rectangles BEMN, CDMN, respectivement équivalents aux
carrés ABFG, ACM, qui leur sont adjacents. En effet, l'aire

du rectangle BEMN est le double de celle
du triangle ABE, parce qu'ils ont la même
base BE et les hauteurs égales, le som¬
met A du triangle étant sur le prolonge¬
ment de la base supérieure MN;du rec¬
tangle (30, 111 et Y). Pareillement l'aire
du carré ABFG est le double de celle du
triangle BCF, puisqu'ils ont la même

base BF et les hauteurs égales, le sommet G du triangle étant
sur le prolongement de la base supérieure GA du carré. La
démonstration de l'équivalence du rectangle BEMN et du carré
ABFG revient donc à celle de l'égalité des deux triangles ABE,
BCF. Or, d'après la construction de la figure, les côtés BF et
BC de l'un égalent respectivement les côtés BA et BE de
l'autre ; de plus, les angles FBC, ABE, compris entre ces
côtés, sont égaux parce que chacun d'eux est égal à l'angle
ABC augmenté d'un angle droit. Donc les triangles ABE, BCF,
sont égaux (3, IV), et le rectangle BEMN est équivalent au
carré ABFG.

Je prouverais de- même l'équivalence du rectangle CDMN
et du carré ACIIK, par conséquent, le carré BCDE fait sur l'hy¬
poténuse BC est équivalent à la somme des carrés ABFG, ACIIK,
faits sur les deux autres côtés AB, AC.

Corollaire I. — Les carres faits sur les deux côtés de l'angle
droit du triangle rectangle ABC sont proportionnels aux projec¬
tions de ces côtés sur l'hypoténuse.

En effet, le rapport des carrés ABFG, ACIIK, est le même
que celui des rectangles BEMN, CDMN, qui leur sont équiva¬
lents; par conséquent, il est égal au rapport des bases BM,
CM, de ces rectangles qui ont la même hauteur MN (30,1) .

Corollaire II. — Les carrés faits sur l'hypoténuse et l'un des
côtés de l'angle droit du triangle rectangle ABC sont propor¬
tionnels à l'hypoténuse et à laprojection du côté de l'angle droit
sur l'hypoténuse.
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Le rapport des carrés BCDE, ABFG, est le même que celui du
carré BCDE et du rectangle BEMN ; par conséquent, il est égal
au rapport des bases BG et BM de ces rectangles qui ont Sa
même hauteur BE,

THÉORÈME II

Dans tout triangle, le carréconstruit sur un côté opposé à un

angle aigu est équivalent à la somme des carrés construits sur
les deux autres côtés, diminuée de deux fois le rectangle qui

K
^ aurait pour dimensions l'un des côtés

r/\ \ de l'angle aigu et la projection de l'au-
r /v»' * / tre côté sur le premier.F L n>4l-\R / 1

Soit ABC un triangle dans lequel Se
côté BG est opposé à l'angle aigu BAC ;

je construis un carré sur chacun des
côtés de ce triangle, et je dis que le
carré BCDE fait sur le côté BC est équi¬

valent à la somme des carrés ABFG, ACIIK, faits sur les deux
côtés AB, AC, moins le double du rectangle ayant pour dimen¬
sions le côté AB et la projection du côté AC sur AB.

•J'abaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires
AN, BS, CP, sur les côtés opposés; ces perpendiculaires par¬
tagent les trois carrés en six rectangles. Je vais démontrer que
deux rectangles consécutifs et placés sur les côtés d'un même
angle, par exemple BEMN, BFPO, sont équivalents. En effet,
l'aire du rectangle BEMNest le double de celle du triangleABE,
parce qu'ils ont la même base BE et les hauteurs égales, le som¬
met A du triangle étant sur le prolongement de la base supé¬
rieure MNdu rectangle (30, III et V) ; par la même raison, l'aire
du rectangle BFPO est le double de celle du triangle BCF. La dé¬
monstration de l'équivalence des deux rectangles BEMN, BFPO,
revient donc à celle de l'égalité des triangles ABE, BCF. Or,
d'après la construction de la figure, les côtés BA, BE, du pre
mier triangle sont égaux respectivement aux côtés BF, BC, du
second, et les angles ABE, FBC, compris entre ces côtés son!
égaux, parce que chacun d'eux est la somme de l'angle ABC el

/ !81
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d'un angle droit. Donc les triangles ÀBE, BCF, sont égaux (5,
V); les rectangles BEMN, BFPO sont par suite équivalants.

Je prouveraisdemême l'équivalence
des rectangles DCMN, CIISR, et celle

h desrectanglesAKSR,AGPO.Par consé¬
quent le carré BCDE est équivalent à la
somme des rectangles BFPO, CIISR, ou
à celle des carrés ABFG, ACIIK, dimi¬
nuée des deux rectangles équivalents
AGPO, AESR. Or le rectangle AGPO a

pour mesure le produit AGxAO (30, III), ou ABxAO; on a
donc :

BC* = AB2 + AC2 — 2AB x AO.
il est évident d'ailleurs que la ligne droite AO est la projection
du côté AG de l'angle aigu BAG sur l'autre côté AB de cet
angle.

THÉORÈME III

Dans tout triangle, le carré construit sur un côté opposé à un
angle obtus est équivalent à la somme des carrés construits sur

les deux autres côtés, augmentée de deux
oX //A ' fois le rectangle qui aurait pour dimensions

fC W-v ^un ^es c^s c^e l'anyle obtus et la projec¬
tion de Vautre côté sur le premier.

Soit ABC un triangle dans lequel le côté
BC est opposé à l'angle obtus BAC ; je con¬
struis un carré sur chacun des côtés de ce

triangle, et je dis que le carré BCDE fait
sur le côté BG est équivalent à la somme des carrés ABFG,
ACIIK, faits sur les deux autres côtés AB, AG, augmentée de
deux fois le rectangle ayant pour dimensions le côté AB et la
projection du côté AG sur AB.

J'abaisse des sommets du triangle ABC les perpendiculaires
AN, BS, CP, sur les côtés opposés ; ces perpendiculaires et les
côtés des trois carrés font six rectangles BEMN, CDMN, BFPO;
AGPO, CIISR, AKSR. Je démontre, comme dans le théorème
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précédent,l'équivalence de deux rectangles consécutifs et placés
sur les côtés d'un même angle ou sur leurs
prolongements ; par conséquent, le carré
BCDE est équivalent à la somme des rec-
(angles BFPO, CHSR, ou à celle des carrés
ABFG, ACHK, augmentée des deux rectan¬
gles équivalents AGPO, AKSR. Or, le rec¬
tangle AGPO a pour mesure le produit
AGx AO (50, III), ou ABx AO ; on a donc:

BC2 = AB2 + AC2 -+- 2AB x AO.
11 est d'ailleurs évident qnc la ligne droite AO est la projec¬
tion du côté AC de l'angle obtus sur l'autre côté AB de cet
angle.

PROBLEMES

1. Démontrer que le carré construit sur la diagonale d'un
carré est le double du carré proposé.

2. Le carré fait sur la somme de deux lignes droites est équi¬
valent à la somme des carrés faits sur chacune de ces lignes,
augmentée du double de leur rectangle.

3. Le carré fait sur la différence de deux lignes droites est
équivalent à la somme des carrés faits sur chacune de ces
lignes, diminuée du double de leur rectangle.

4. Le rectangle construit sur la somme et la différence de
deux lignes droites est équivalent à la différence des carrés
de ces lignes.
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Programme. — Le rapport des aires de deux polygones semblables est le môme

qub celui des carrés des côtés homologues. — Construire un carré dont le
rapport à un carré donné soit égal au rapport de deux lignes données. —

Construire un rectangle équivalent à un carré donné et dont les côtés adja¬
cents fassent une somme ou aient entre eux une différence donnée. — Appli¬
cation à la construction des racines des équations du second degré à une
inconnue.

THÉORÈME I

Les aires de deux triangles semblables ABC, A'B'C', sont pro¬
portionnelles aux carrés de leurs

A e côtés homologues.
/ ! \ /j\ Les triangles ABC, A'B'C',étant

/_ ! X / J—X, semblables, leurs bases AB, A'B',
sont proportionnelles à deux cô¬

tés homologues ; par conséquent, j'ai l'égalité
AB AC
l'B' — A'C

Des sommets C et C' je tire les lignes droites CD, C'D', respec¬
tivement perpendiculaires aux bases AB, A'B'. Les triangles
rectangles ACD, A'C'D', sont semblables (21,11, c), car ils ont
les angles aigus A et A' égaux par hypothèse ; il en résulte que

CD
_ AC

C'D' ~~ A'C''
Je multiplie membre à membre les deux égalités précédentes,
et je trouve »

- AB x CD AC!
■ ' A'B'x C'D' — A'C""

Or, l'aire du triangle ABC est égale à la moitié du produit
ABx CD, et l'aire du triangle A'B'C' égale à la moitié du pro¬
duit A'B' x C'D( (30, V) ; donc le rapport des aires decestrian-
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gles est le même que celui des carrés de leurs côtés homo¬
logues AC, A'C'.

THEOREME II

Les aires de deux polygones semblables ABCDE, A'B'C'D'E',
sont proportionnelles aux carrés de leurs
côtés homologues.

Je décompose les deux polygones sem¬
blables ABGDE, A'B'C'D'E', en un même
nombre de triangles semblables, en traçant
leurs diagonales homologues par les deux
sommets homologues A et A' (21, VII) .'Les
deux triangles ABC, A'B'C', étant sembla¬
bles, j'ai l'égalité (I)

ABC AC5.
A'B'C ~~ A'C'2'

il résulte aussi de la similitude des triangles ACD, A'C'D' que
ACD AC

A'C'D' ~ A'C'2'

Les deux égalités précédentes ayant un rapport commun, j'en
conclus

ABC ACD
A'B'C ~~ A'C'D''

c'est-à-dire que les triangles semblables dans lesquels j'ai dé¬
composé les polygones ABCDE, A'B'C'D'E', sont proportionnels.
r , ABC ACD ADELes rapports sont donc e8aux' et 1 on a

ABC 4- ACD 4- ADE ABC
A'B'C 4- A'C'D' 4- A'D'E' A'B'C'*

Or, le numérateur ABC 4-ACD4-ADE est égal à l'aire du poly¬
gone ABCDE, et le dénominateur A'B'C' 4- A'C'D' 4- A'D'E' égal à
l'aire du polygone A'B'C'D'E' ; donc les aires de ces polygones
semblables sont proportionnelles aux aires de deux triangles
semblables ABC, A'B'C', ou aux carrés des deux côtés homo¬
logues AB, A'B'(I).
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PROBLÈME I

Construire un polygone semblable à un polygone donné, et

mandé et par B, G, les deux lignes données; il s'agit de déter¬
miner X de telle sorte qu'on ait :

X*
_

B
A2 ~ G '

Cela posé, je prends sur une ligne droite indéfinie la lon¬
gueur DE égale à B, et, à la suite, une longueur EF égale à C.
Jç décris une demi-circonférence sur la ligne DF comme dia¬
mètre, puis je mène la ligne droite EG perpendiculaire à DF,
cette ligne coupe la circonférence au point G que je joins aux
points D et F par les cordes GD, GF. Je prends ensuite sur GF
une longueur GII égale au côté A du carré donné ; je mène par
le point Hune parallèle à DF, et je la prolonge jusqu'au point K
où elle rencontre GD. La droite GK est le côté du carré demandé.

En effet, l'angle 11GK du triangle GIIK étant droit (15, IV, c),
on a (52, I, c) :

Mais les parallèles KII, DF, sont divisées en parties propor¬
tionnelles (21, VI) par les lignes droites GKr GL, GII, issues
du point G, c'est-à-dire que

KL
_ DE.

LU - EF'

par conséquent, on a aussi

A' tel que son rapport à ce polygone soit
égal à celui de deux lignes droites
données.

Je suppose 1° que le polygone
donné soit un carré ; je désigne par A

\ son côté, par X le côté du carré de-

GK2 KL
GII2 ~~ LU'

GK2
_

DE
Gli2 — EF '

ou Lien ■L

GK( __ B
As - G*
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La ligne droite GK est donc le côté X du carré cherché.

2. Soit donné un polygone quelconque A; je désigne par a
r , l'un de ses côtés, par x le côté homologue du

, polygone demandé X, et par b, c, les deuxc 1 '

lignes droites données.
J'ai, par hypothèse,

X
_ b_

A ~~ c '
et

X x*
A — a2

à cause de la similitude des polygones (II), il en résulte que

xf_b_
a* c '

La construction du côté x est donc ramenée à celle d'un
carré qui soit au carré du côté a dans le rapport des deux
lignes b et c.

Je construis la ligne droite x d'après la méthode précédente,
et je fais sur celte ligne un polygone semblable au polygonedonné A (25, VIII), en regardant toutefois les lignes x et a
comme deux côtés homologues.

Remarque. — Si le rapport des deux polygones était ex¬
primé par celui de deux nombres, je prendrais pour les lignesb et c deux lignes droites proportionnelles aux deux nombres
donnés, et je ferais ensuite la construction précédente.

PROBLÈME II

Construire un rectangle équivalent à un carré donné, et dontles côtés fassent une somme ou aient entre eux une différencedonnée.
Cette question revient à construire la base et la hauteur du

rectangle, c'est-à-dire deux droites dont la somme et le pro¬
duit, ou la différence et le produit, sont donnés (25, VI et VII).
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Emploi de l'algèbre dasss la résolution des
problèmes de géométrie.

PRINCIPE DE L'HOMOGÉNÉITÉ".

On a parfois recours à l'algèbre pour résoudre les pro¬
blèmes de géométrie. On désigne alors les données et les in¬
connues par des lettres, et l'on écrit les équations du problème
en faisant usage des théorèmes de la géométrie et en appliquant
les règles de l'algèbre. Je suppose qu'on ramène chacune de
ces équations à n'avoir que des termes ralionnels et entiers,
c'est-à-dire qu'on fasse disparaître les radicaux et les dénomi¬
nateurs, si elle en contient; je dis que l'équation, ainsi trans¬
formée, est homogène.

Dans la démonstration de cet important théorème, connu
sous le nom de principe de l'homogénéité, on regarde comme
évident que toute relation qui existe entre les lignes d'une
figure de géométrie ne change pas avec l'unité employée pour
mesurer ces lignes; ainsi, le carré de l'hypoténuse d'un triangle
rectangle égale la somme des carrés des deux côtés de l'angle
droit, quelle que soit l'unité linéaire. 11 en résulte que toute
équation d'un problème de géométrie, exprimant un mode de
dépendance des inconnues et des données de la figure, n'é¬
prouve aucune modification, lorsqu'on change la grandeur
de l'unité linéaire qui a servi à écrire cette équation, en sup¬
posant, comme je l'ai déjà dit, que cette unité ne soif pas l'une
des lignes données.

* Pour comprendre la démonstration de ce principe, il importe de se rap¬
peler les définitions suivantes :

On nomme degré d'un monôme entier le nombre des facteurs algébriques
de ce terme; ce nombre est égal à la somme des exposants de toites les
lettres du monôme. Ainsi, le terme 8a4isc est du huitième degré. — Un
polynôme entier est homogène, lorsque tous ses termes soat (Lu môme degré»
Tel est le polynôme

5as5—3aôs*+66s,
dont tous les termes sont du troisième degré.
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Cela posé, considérons l'une des équations auxquelles con¬

duit un problème; pour démontrer qu'elle est homogène, je
change l'unité linéaire et j'en prends une seconde qui soit
m fois plus petite que la première. Les nombres qui expri¬
maient les mesures des différentes lignes de la figure de¬
viennent m fois plus grands, de sorte que chaque terme de
l'équation doit être multiplié par m, ou ou m% etc., selon
qu'il est du premier degré ou du second, ou du troisième, etc.;
par conséquent, cette équation ne sera indépendante du nombre-
m, c'est-à-dire de la variation de l'unité linéaire, qu'autant
que tous ses termes auront été multipliés par la même puis¬
sance de m, ce qui exige qu'ils soient tous du même degré.

Remarque l. —Si l'on emploie la trigonométrie dans la
mise en équation d'un problème de géométrie, il importe de
se rappeler que les lignes trigonométriques ne sont que des
nombres, de sorte qu'il ne faut pas les compter en évaluant
les degrés des termes de l'équation.

Remarque II. Lorsque, dans une équation entière et ho¬
mogène, on remplace l'une des lettres de cette équation par le
nombre 1, les degrés des termes qui contiennent cette lettre
diminuent, et l'équation cesse d'êlre homogène. Par consé¬
quent les équations d'un problème de géométrie ne sont pas
homogènes, lorsqu'on prend l'une des lignes données pour
unité de longueur.

©oMStnuctiosa des racines des équations des
deux degs-cs à une seasle inconnue
et de l'équation foi-caccéc.

La construction des racines d'une équation qui ne contient
qu'une inconnue consiste à remplacer les calculs qu'il faudrait
effectuer pour avoir les valeurs de ces racines, par un système
d'opérations graphiques exécutées sur les lignes données et
faisant connaître les grandeurs des lignes inconnues.

Pour faire ces tracés, 011 ne se sert que delà règle et du com¬
pas. Parmi les équations dont il est possible de construire les
racines avec ces instruments, je ne considérerai que celles qui
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sont du premier ou du second degré, et les équations bi¬
carrées.

1° Equations du premier degré.
Si l'équation considérée est du premier degré, la valeur de

l'inconnue a l'une des formes suivantes :

, , ab abcd abc ± defx = a±b, x = — , x = —,— , x =
c ' efg ' gh rh kl '

les constantes a, b, c, etc. étant les représentations numé¬
riques de lignes droites données.

Pour construire la première valeur de x, il faut ajouter à la
longueur a, ou en retrancher la longueur b. La seconde valeur
de x est la quatrième proportionnelle aux lignes c, a et b

Quant à la troisième valeur, on la construit par autant de
quatrièmes proportionnelles qu'il y a de facteurs linéaires
dans son dénominateur. En effet, si l'on prend deux incon¬
nues auxiliaires telles qu'on ait :

ab eu
y = -, * =

il en résulte que x = —.

9
Par conséquent, on construira d'abord la quatrième pro¬

portionnelle?/ aux trois lignes e, a, b, puis ta quatrième pro¬
portionnelle z aux trois lignes f, c, y; et l'inconnue x sera la
quatrième proportionnelle aux trois lignes g, d,z.

Enfin, on ramène la quatrième valeur de a; à la forme de la
troisième, au moyen de deux inconnues auxiliaires y et z,
choisies de manière qu'on ait

aby = def et gz — kl;
car on en déduit

ab je ± y)
g (h±z) "

On commencera donc par construire z et y au moyen de qua¬
trièmes proportionnelles; l'inconnue x s'obtiendra par le
même procédé, puisque les facteurs c±y, h±z sont des
lignes connues.

ÀM. - ÉLÉM. 12
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2° Équations du second degré*.
Je supposerai d'abord que l'équation soit incomplète et

qu'elle ne contienne que le carré de l'inconnue avec un terme
constant; cette équation sera de l'une des deux formes sui¬
vantes :

x* = ab, x* = a2 ± If.
Dans l'un et l'autre cas, l'inconnue a deux valeurs égales et de
signes contraires ; il suffit dès lors de construire celle qui est
positive. Il est évident que la racine positive de la première
équation est moyenne proportionnelle entre les deux lignes
a, b, et qu'on obtient celle de la seconde équation en construi¬
sant le côté d'un carré égal à la somme ou à la différence des
carrés des lignes a et b.

Je considère en second lieu l'équation complète du second
degré qui est susceptible de l'une des quatre formes suivantes :

x- — ax + b3 — 0, (1)
x3 -+- ax -+- b3 — 0, (2)
x3 — ax — b3 = 0, (5)
x3 -f- ax — b3 — 0. (4)

Je remarque d'abord que les racines de la seconde équation
sont égales à celles de la première et de signes contraires ; car
on déduit la seconde de la première en y remplaçant x par
—x; comme la quatrième équation résulte de la troisième par
le môme changement de x en — x, il suffit d'expliquer la
construction des racines des deux équations (1) et (5).

Je commence par l'équation
x2 — ax -t- b3 = 0,

et je désigne par x' et x" ses deux racines que je suppose réelles
et qui sont dès lors positives, puisque leur somme a et leur
produit b3 sont positifs; on a donc

x' x" — a,
x' x" — bs.

Ces relations ramènent la question à un problème connu :
*

Voir, dans mes leçons nouvelles d'algèbre, 3" ëdiLion, les propriétés des
équations du second degré et l'application des quantités négatives à la réso¬
lution des problèmes.
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Construire deux lignes x' et x" dont la somme et le produit sont
donnés (25, VI). Cette construction fait connaître immédiate¬
ment la condition de réalité des racines, qui est

al>2&.
Quant à l'équation

a;2 — ax — fc2 = 0,
dont les racines ont des signes contraires, je représente par m*
la racine positive et par x" la valeur absolue de celle qui est
négative; on a, par suite,

x' — x" = a,
et ■ x'x" = b\
La question proposée revient donc au problème suivant : Coj2-
struire. deux lignes x' et x" dont la différence et le produit sont
donnés (25, VII).

5° Équations bicarrées *.

Une équation bi-carrée ne peut avoir que l'une des quatre
formes suivantes :

a* — tfx* + b> = 0, (1)
f + + 0, (2)
g* — flftc* — 6*=0, (3)
xk-aV — &4 = 0. (4)

La seconde de ces équations, qu'on déduit de la première en
y remplaçant a;2 par — xs, n'a que des racines imaginaires; ii
n'y a donc pas lieu de construire ces racines. Comme la qua¬
trième équation résulte de la troisième par le même change¬
ment de m2 en —x*, il suffit de montrer comment on peut
construire les racines réelles de la première et de la troisième
équation. On commence par ramener ces deux équations au
second degré, en posant

x* = by,
y étant une ligne auxiliaire. Ces équations deviennent, en effet,

if—~y±b>=0.

Voir les propriétés des équations bi-carrées dans mes Leçons nouvelle
l'algèbre.
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On construit leurs racines d'après la méthode précédem¬
ment donnée, et l'on obtient l'inconnue x en cherchant une

moyenne proportionnelle entre la ligne b et chacune des va¬
leurs réelles et positives de la ligne auxiliaire y.

Remarque. On peut appliquer celte méthode algébrique
à la résolution des problèmes suivants :

1° Diviser une ligne droite de longueur donnée en moyenne
et extrême raison.

2° Inscrire un carré donné dans un autre carré, aussi donné.
3° Construire un cercle tangent à la fois à un cercle, à une

corde de ce cercle et au diamètre perpendiculaire à cette corde.
(On calculera le rayon du cercle demandé.)

4° Inscrire dans un triangle un rectangle d'aire donnée.
5° Diviser la surface d'un triangle en moyenne et extrême

raison par une perpendiculaire ou une parallèle à l'un de ses
côtés.

PKOBLÈMES

1. Faire un carré égal à la somme ou à la différence de
deux carrés.

2. Deux polygones semblables étant donnés, construire un
polygone qui leur soit semblable, et soit équivalent à leur
somme ou à leur différence.

5. Construire un triangle qui soit semblable à un triangle
donné, et dont les sommets soient placés sur trois circonfé¬
rences concentriques, ou sur trois lignes droites parallèles.

4. Diviser un triangle en un nombre quelconque de parties
équivalentes par des parallèles à l'un de ses côtés.

5. Construire un triangle équilatéral équivalent à la somme
ou à la différence de deux polygones donnés.

6. Inscrire dans un triangle donné un triangle semblable
à un autre triangle donné.

7. Mener par un point donné une ligne droite qui divise la
surface d'un trapèze en deux parties proportionnelles à des
lignes données m et n.

8. Construire sur une base donnée un triangle équivalent

SCD LYON 1



FIGURES PLANES. — XXXIIIe LEÇON 181
à un polygone donné, et tel que la droite qui joint son som¬
met au milieu de la base soit moyenne proportionnelle entre
les deux autres côtés.

9. Deux droites parallèles et deux points étant donnés, tra¬
cer par ces points deux lignes droites qui se coupent sur l'une
des parallèles et forment avec l'autre un triangle équivalent
à un carré donné.

10. Diviser un trapèze en un nombre quelconque départies
équivalentes par des parallèles à ses bases.

11. Diviser, par une parallèle à la base, la surface d'un
triangle de telle sorte que l'aire du trapèze soit moyenne pro¬
portionnelle entre les aires des deux triangles.

12. Les périmètres de deux triangles semblables sont pro¬
portionnels aux rayons des cercles inscrits et aux rayons des
cercles circonscrits. —Les aires de ces triangles sont propor¬
tionnelles aux carrés des mêmes rayons.

15. Par un point situé sur la bissectrice d'un angle, mener
une sécante telle que la partie de cette droite comprise dans
l'angle soit d'une longueur donnée. — Ce problème, dans le cas
particulier de l'angle droit, est connu sous le nom de Problème
de Pappus, célèbre géomètre grec qui vivait au IVe siècle.
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TRENTE-QUATRIÈME LEÇON.
Programme. — Aire d'un polygone régulier. — Aire d'un cercle, d'un secteur,

et d'un segment de cercle. — Rapport des aires de deux cercles de rayons
différents.

THÉORÈME I

L'aire d'un polygone régulier convexe est égale au produit de
son périmètre par la moitié de son apothème.

Soit 0 le centre d'un polygone régulier convexe, par exemple
_

b d'un hexagone ABCBI1K; de ce point je
/\ 1 7\ mène les rayons OA, OB, etc., aux sommets
/ \ j / \ A, B, etc. Ces lignes décomposent le poly-

gZ \ goneen autant de triangles qu'il a de côtés;
\ /°\ / et ces triangles sont égaux entre eux, parce
V À/ qu'ils ont les trois côtés égaux chacun à
h d

chacun (27,1). J'abaisse du centre 0 la per¬
pendiculaire OP sur le côté AB ; cette ligne OP est à la fois l'apo¬
thème du polygone et la hauteur du triangle OAB, qui a dès lors
pour mesure le produit de sa base AB par la moitié de OP
(50, V). Or, l'aire du polygone proposé est la somme des aires
de six triangles égaux à OAB, puisque ce polygone est convexe

OP
et qu'il a six côtés; donc elle égale six fois le produit AB X-jpL
c'est-à-dire le produit du périmètre 6AB du polygone par
la moitié de son apothème OP.

Corollaire. — Le rapport des aires de deux polygones régu¬
liers du même nombre de côtés est égal à celui des carrés de
leurs apothèmes, ou de leurs rayons,
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Les deux polygones réguliers ayant le même nombre de côtés
sont semblables (27, III) ; par conséquent, leurs surfaces sont
entre elles comme les carrés des côtés homologues (35, II), ou
des périm êtres. Or, les périmètres sont proportionnels aux apo¬
thèmes et aux rayons des deux polygones réguliers (27, III) ;
donc le rapport des surfaces de ces polygones est égal au rap¬
port des carrés de leurs apothèmes, ou de leurs rayons.

Remarque. L'aire d'un polygone quelconque, circonscrit à
un cercle, est égale au produit de son périmètre par la moitié
du rayon du cercle inscrit.

La démonstration de ce théorème est identique à celle du
théorème précédent.

THÉORÈME II

L'aire d'un cercle est égale au produit de sa circonférence par
la moitié de son rayon.

J'inscris d'abord dans le cercle un polygone régulier con¬
vexe; par exemple un hexagone, puis les polygones réguliers

convexes de 12, 24, etc., côtés. L'aire de
chacun de ces polygones est égale au produit
de son périmètre par la moitié de son apo¬
thème (I). Gomme cette règle est indépen¬
dante du nombre et de la grandeur des cô¬
tés des polygones réguliers inscrits, elle est
applicable au cercle qui est la limite des

surfaces de ces polygones; par conséquent, l'aire du cercle
est égale au produit de son périmètre, ou de sa circonférence,
par la moitié de son apothème qui n'est autre que son rayon.

Corollaire.—Je désigne par R le rayon du cercle donné,
et j'ai dès lors

R
cercle R= circ. R X ^ •

Si, dans cette expression de l'aire du cercle R, je remplace
arc. R par sa valeur 2dL (27, IV, c), je trouve :

cercle R = t:R2.
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Il résulte de cette égalité : 1° que pour calculer l'aire d'uncercle
dont le rayon est donné, on peut multiplier le carré de son rayon
par le rapport de la circonférence au diamètre; 2° qu'on obtient
réciproquement la longueur du rayon d'un cercle dont l'aire
est donnée, en divisant par r. le nombre qui exprime cette aire,
et extrayant la racine carrée du quotient.

THEOREME III

L'aire d'un secteur est égale au produit de la longueur de son
arc par la moitié de son rayon.

Soient C le centre et CÀ le rayon d'un cercle ;
je dis que l'aire du secteur ACB est égale au pro-

| duit de la longueur de l'arc AB parla moitié du
rayon CA.

En effet, on a (15, II, c)
sect. ACB arc AB
cercle CA circ. CA'

et, en multipliant les deux termes du dernier rapport parla
moitié du rayon CA,

AR CA
sect. ACB arC X 2
cercle CA . n. CA'

arc. CA x -y

Le cercle CA ayant pour mesure le produit circ. CAx ^ (II),
u

il résulte de l'égalité précédente que

CA
sect. ACB = arc AB x

A

Remarque. Si l'on désigne par R le rayon CA, et par n
le nombre des degrés de l'arc AB, on a ^ (27, IV, c) pour la
longueur de cet arc; l'aire du secteur ACB est par suite égale
, iïRn R , ttRs?I
3 Î8ÔX2' °U a 560*
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Exemple : Calculer à un kilomètre carré près l'aire du sec¬

teur de 25° 27' dans le cercle dont la circonférence à 40,000
kilomètres de longueur.

Si on remplace dans la formule ^j-le rayon R par sa valeur
et la quantité n par 23°, 27', ou 23°, 45, on a

(40000)2x 23,45
4iïx360

pour la mesure de la surface du secteur proposé. En calcu¬
lant cette mesure à une unité près, on trouve 8293741 kilo¬
mètres carrés. *

Corollaire. — L'aire d'un segment de cercle est égale à l'excès
de la longueur de son arc sur la moitié de la corde de l'arc double,
multiplié par la moitié du rayon.

En effet, l'aire du segment AMB est égale à la différence
des aires du secteur CAMB et du triangle CAB.

Le secteur a pour mesure arc AB x^! si
) j'abaisse du sommet B du triangle BAC la per¬
pendiculaire BD sur le côté opposé CA, et que
je prolonge cette droite jusqu'aupoint E où elle

rencontre la circonférence, le triangle a pour mesure

BDx ou -je- X -jr- ; car le rayon CA divise l'arc BE et sa2 2 2

corde en deux parties égales (12,1). Par conséquent, l'aire du
segment AMB égale

BE\ CA
arc AB —

Y/ XT;
ce qui démontre le théorème énoncé, puisque l'arc sous-
tendu par la corde BE est le double de l'arc AB.

Lorsque la corde BE est le côté de l'un des polygones ré¬
guliers qu'on sait inscrire, on peut calculer cette corde en
fonction du rayon par les moyens que donne la géométrie
(28, III), et obtenir l'aire du segment AMB. Dans tous les
autres cas, il faut avoir recours à la Trigonométrie.
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Exemple : Calculer, à moins d'un centimètre carré, l'aire du
segment de90° dans uncercle dont le rayon a 0,12 de longueur.

L'arc de 90°, ou le quart de la circonférence, étant
égal itx0,06, et la moitié de la corde de l'arc de 180°
égale au rayon, l'aire du segment a donc pour mesure
(*x 0,06 — 0,12) x 0,06, ou

(w-2) (0,06)*.
En calculant ce produit à 0,0001 près, on trouve 0,0041;
par suite, l'aire du segment est de 41 centimètres carrés.

THÉORÈME IV •

Les aires de deux cercles sont proportionnelles aux carrés de
leurs rayons.

En effet, soient S et S'les aires de deux cercles, R et R'
leurs rayons ; on a (II) :

S — t:R%
et

S' = *R'2;
dès lors

S
_ R^

S' ™ R'2'

Corollaire I. —Les aires de deux secteurs semblables, c'est-
à-dire terminés par des arcs semblables, sont proportionnelles
aux carrés de leurs rayons.

Soient S et S'les aires de ces secteurs, R et R' leurs rayons,
et n le nombre des degrés de leurs arcs ; on a (III, c) :

„ xR're
560'

et
7cR"ra

W
par conséquent

S —Rl
S' ~ Rs*

SCD LYON 1



FIGURES PLANES. — XXXIVe LEÇON. 187
Corollaire II. — Les aires de deux segments semblables,

c'est-à-dire terminés par des arcs Semblables, sont proportion¬
nelles aux carrés de leurs rayons.

Car le secteur et le triangle dont la différence est égale à
un des segments sont respectivement semblables au secteur
et au triangle qui forment l'autre segment.

problèmes

1. Exprimer l'aire du cercle en fonction de sa circonfé¬
rence. Faire une application de la formule trouvée, en calcu¬
lant à un kilomètre carré près l'aire d'un méridien ter¬
restre.

2. Étant donné un hexagone régulier ABCDEF, on joint les
sommets de deux en deux par les diagonales ÀC, BD, CE, DF,
EA, FB, et l'on propose : 1° de démontrer que le polygone
abcdefiormé parles intersections des diagonales consécutives
sera régulier; 2° de trouver le rapport de la surface de ce po¬
lygone à celle de l'hexagone donné.

5. Si, sur les côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle
comme diamètre, on décrit des demi-circonférences qui soient
extérieures au triangle, chacune de ces courbes fait, avec la
demi-circonférence menée par les sommets du triangle, une
figure qui a la forme d'un croissant et qu'on nomme lunule
d'Hippocrate, géomètre grec du Ve siècle. Démontrer que la
somme des surfaces des deux lunules est équivalente à la sur¬
face du triangle rectangle.

4. Décrire un cercle qui touche intérieurement un cercle
donné et divise sa surface en deux parties proportionnelles à
des lignes données.

5. La surface comprise entre deux circonférences concen¬
triques est équivalente au cercle qui a pour diamètre une
corde de la circonférence extérieure, tangente à la circonfé¬
rence intérieure.

6. Décrire deux circonférences concentriques telles que la
plus petite divise en deux parties équivalentes la surface com¬
prise dans la plus grande.
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7. Quel est le rapport des aires des hexagones réguliers in¬
scrit et circonscrit au même cercle ?

8. L'aire d'un dodécagone régulier convexe est égale au
triple du carré de son rayon.

9. La somme des perpendiculaires abaissées d'un point
quelconque de l'intérieur d'un polygone régulier sur tous les
côtés de ce polygone est constante.

10. Si l'on partage le diamètre AB d'un cercle en deux seg¬
ments quelconques AC, CB, et qu'on décrive d'un côté de la
droite AB une demi-circonférence sur le premier segment
comme diamètre, et de l'autre côté une demi-circonférence
sur le second segment, l'ensemble de ces deux lignes courbes
divise la surface du cercle donné en deux parties proportion¬
nelles aux segments AC, CB du diamètre AB.

11. Prenez sur la circonférence d'un cercle deux arcs AB,
BC, respectivement égaux au quart et au sixième de la circon¬
férence ; menez ensuite une sécante par le point A et le milieu
de la droite BC ; la corde interceptée sur cette sécante repré¬
sente, à moins d'un millième du rayon, le côté du carré équi¬
valent au cercle.

12. Si l'on tire dans un cercle trois rayons OA, OB, OC, for¬
mant entre eux des angles de 120°, et qu'on prenne sur ces
droites les longueurs OA', OB', OC', égales au côté du carré
inscrit dans le cercle, le triangle équilatéral A'B'C' est équi¬
valent à l'hexagone régulier inscrit dans le même cercle.

13. Construire sept hexagones réguliers égaux, de manière
que six d'entre eux aient deux sommets situés sur une circon¬
férence donnée et un côté commun avec le septième, qui doit
avoir le même centre que cette circonférence. — Démontrer
que le polygone concave, formé de ces sept hexagones, est
équivalent à l'hexagone régulier inscrit dans la circonférence
donnée.

FIN DES FIGURES PLANES.
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FIGURES DANS L'ESPACE

PREMIÈRE ET DEUXIÈME LEÇON
Programme : Du plan et de la ligne droite. — Deux droites qui se coupent

déterminent la position d'un plan. — Conditions pour qu'une droite soit
perpendiculaire à un plan. — Propriétés de la perpendiculaire et des obli¬
ques menées d'un même point à un plan.

DÉFINITIONS

1. Le plan est une surface telle que la ligne droite, menée
par deux points quelconques de celte surface, coïncide avec
elle dans toute son étendue.

La position d'un plan dans l'espace n'est pas déterminée,
s'il n'est assujetti qu'à la condition de passer par une ligne
droite donnée ; car on peut le faire tourner sur cette ligne
comme axe sans qu'il cesse de la contenir, et le faire passer
successivement par tous les points de l'espace.

2. Il résulte de la définition précédente que toute ligne
droite qui traverse un plan, c'est-à-dire qui se trouve en partie
d'un côté de ce plan et en partie de l'autre côté, ne peut avoir
qu'un point commun avec lui, puisqu'ils ne coïncident pas.
Par conséquent, lorsqu'un plan et une ligne droite se coupent,
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leur intersection est un point. Ce point a reçu le nom de pied
de la ligne droite.

3. Une ligne droite et un plan qui se rencontrent sont per¬
pendiculaires l'un à l'autre, si la ligne droite est perpendicu¬
laire à toutes les lignes droites qu'on peut mener par son pied
dans le plan.

On dit qu'une ligne droite est oblique à un plan, lorsqu'elle
le rencontre sans être perpendiculaire à toutes les lignes
droites qu'on peut mener par son pied dans ce plan.

THÉORÈME I

On peut faire passer un plan par deux lignes droites qui se
coupent, et Von ne peut en faire passer qu'un seul.

/ Soient AB et AC deux lignes
\/ droites qui se coupent au point A,

/C p je mène un plan quelconque P par
i la ligne droite AB, et je le fais

k/--—— \ a tourner autour de cette ligne jus-
/ \ qu'à ce qu'il passe par le point C de

B \G l'autre ligne droite AC. Dans cette
dernière position, le plan P a deux points A et C communs
avec la ligne droite AC ; il la contient donc tout entière. Par
conséquent, on peut faire passer un plan P par les deux lignes
droites AB, AC qui se coupent.

Je dis en second lieu que tout autre plan Q mené par ces
lignes coïncide avec le plan P. Pour le démontrer, je tire
d'un point quelconque L du plan Q une ligne droite LM, qui
rencontre les deux lignes droites AB, AC. Les points d'intersec¬
tion M et N sont situés dans le plan P, qui contient par hypo¬
thèse les deux lignes AB, AC ; la ligne droite LM et le point L
du plan Q se trouvent dès lors dans le plan P. Donc les plans P
et Q ont tous leurs points communs, et coïncident dans toute
leur étendue.

Corollaire i. — Une ligne droite et un point, extérieur à
cette ligne, déterminent un plan et n'en déterminent qu un seul.
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Car, si l'on mène par le point donné une ligne droite qui

coupe la ligne droite donnée, ces deux lignes déterminent un

plan et n'en déterminent qu'un seul.
Corollaire II. — Trois points qui ne sont pas en ligne droite

déterminent un plan et n'en déterminent qu'un seul.
En effet, les lignes droites qui joignent l'un des trois points

aux deux autres ne déterminent qu'un plan.
Corollaire III. — Deux lignes droites parallèles ne détermi¬

nent qu'un plan.
Par définition, deux lignes droites parallèles sont situées

dans un plan ; je dis en outre qu'elles ne déterminent qu'un
plan, caronn'en peut mener qu'un seul par l'une de ces lignes
et un point quelconque de l'autre.

Corollaire IY. — On peut conclure du théorème précédent
que deux plans coïncident dans toute leur étendue : 1° s'ils ont
deux droites commîmes, qu'elles soient concourantes ou paral¬
lèles; 2° s'ils ont une ligne droite et un point, extérieur à cette
ligne, communs l'un à l'autre; 5° s'ils ont trois points communs,
gui ne soient pas en ligne droite.

Corollaire Y. — Deux lignes droites A, B, données d'une ma¬
nière quelconque dans l'espace, ne sont pas généralement situées
dans un même plan.

En effet, si l'on mène un plan P par la droite À et un point b
delà droite B, ce plan ne contiendra pas généralement la droite
B, et ne sera quetraversé par elle. Dans ce cas, aucun plan ne
pourra passer par les deux lignes droiles.A, B ; car s'il en exis¬
tait un, il devrait coïncider avec le plan P, puisqu'il contien¬
drait avec lui la droite A et le point b. Par suite, la droite B
serait comprise dans le plan P; ce qui est contraire à l'hypo¬
thèse.

- Remarque. — Pour représenter un plan, surface illimitée qui
n'a pas de forme, on trace sur ce plan un polygone quel¬
conque, par exemple un quadrilatère ; mais il faut concevoir ce
plan prolongé indéfiniment au delà du contour de ce polygone.
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THÉORÈME II

-Si deux plans M et N se coupent, leur intersection est une

ligne droite.
Soient A et B deux points communs aux plans M et N ; cha¬

cun de ces plans contient la ligne droite ÀB, qui, dès lors, fait
partie de leur intersection. Comme les plans M et N ne peu¬
vent avoir de point commun hors de cette ligne, puisqu'ils ne
coïncident pas (1, c), la ligne droite ÀB est la seuleligne suivant
laquelle ces plans se coupent.

Une ligne droite est perpendiculaire à un plan lorsqu'elle est
perpendiculaire à deux lignes droites, menées par son pied dans

En effet, je tire la ligne droite DC dans le plan MN, de ma¬
nière qu'elle rencontre les trois lignes BC, BD, BI; et je joins
par des lignes droites chacune des intersections C, D, I, aux
deux points A, I{, pris sur la droite AB à la même dislance de
son pied B. Les triangles ACD, KCD sont égaux, carie côté CD
leur est commun; les côtés CA, CK, sont égaux, parce que la
droiteBC est perpendiculaire au milieu de AK (P., 6, II*), et les
côtés AD, DK le sont aussi pour la même raison. Par suite, les
angles ACD, KCD, opposés aux côtés égaux DA, DK, sont égaux.

Les deux triangles ACI, KCI, ont dès lors un angle égal com¬
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; donc le côté AI
est égal à Kl. Chacun des deux points I et B étant également

* Les renvois à la Géométrie plane sont indiqués par la lettre P.

THÉORÈME III

ceplan.
Soit B l'intersection de la ligne

droite AB et du plan MN ; je suppose
AB perpendiculaire à chacune des

N deux lignes droites BC, BD menées
par son pied dans le plan MN, et je
dis qu'elle est aussi perpendiculaire
à toute autre ligne droite, telle que
BI, tracée par le point B dans ce plan.
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éloigné des extrémités de la droite AK, la droite BI est perpen¬
diculaire à AK. Réciproquement, AK est perpendiculaire à BI,
et, par suite, au plan MN.

Corollaire. — Si l'on mène par la ligne droite AB différents
plans ABC, ABD, etc., et qu'on élève
par le point B de cette ligne, dans cha¬
cun de ces plans, les perpendiculaires
BC, BD,... sur AB, le lieu géométrique
de ces perpendiculaires est un plan.

En effet, soit MN le plan déterminé
par les deux perpendiculaires BC, BD ;

je dis qu'il contient toutes les autres. Je mène par la ligne
droite AB un plan quelconque ABE qui coupe le plan MN sui¬
vant la ligne droite BE, et je fais remarquer que AB est per¬
pendiculaire à BE, puisqu'elle est perpendiculaire par hypo¬
thèse au plan MN. Par conséquent la perpendiculaire, élevée
par le point B sur la droite AB dans le plan ABE, est comprise
dans le plan MN. Réciproquement, toute droite menée par le
point B dans ce plan est perpendiculaire à la droite AB ; donc
le plan MN est le lieu géométrique demandé.

THÉORÈME IV

On peut mener par un point donné 0 un plan perpendicu¬
laire à une ligne droite donnée AB, mais on ne peut en mener
qu'un seul.

A 1° Je suppose le point 0 situé sur la
droite AB, et j'élève par ce point les per-

m

—y pendiciilaires OC, OD sur AB, dans deux
/ o — / plans différents. Le plan MN -conduit par

n ces deux lignes est perpendiculaire à ln
droite AB, puisque cette ligne est pei

E

pendiculaire aux deux droites OC, OD,
menées par son pied dans ce plan (III).

Tout autre plan passant par le point 0 est oblique a la droite
AB, car il n'y a que le plan MN qui contienne toutes les per¬
pendiculaires élevées par le point 0 sur cette droite (III, c).

AU. — ÉI.ÉM. 15
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2° Si le point 0 est donné hors de la droite AB, j'abaisse

de ce point la perpendiculaire OP sur AB
dans le plan que déterminent le point 0 et
la ligne AB. Je fais remarquer ensuite que
le plan demandé doit couper la droite AB
au même point P que OP, puisque cette
ligne est la seule perpendiculaire qu'on
puisse mener du point 0 sur AB, et j'en

conclus que ce plan n'est autre que le plan perpendiculaire
à la droite AB mené par le point P. Pour en achever la con¬

struction, il suffit donc d'élever par le point P la perpendicu¬
laire PC sur AB dans un autre plan que ABO, et défaire passer
un plan MN par les deux droites PO, PC.

THÉORÈME V

On peut mener par un point donné 0 une ligne droite perpen¬
diculaire à un plan donné MN, mais on ne peut en mener qu'une.

1° Je suppose le point 0 situé dans le
plan MN, et je tire par ce point une droite
quelconque AB dans ce plan. Je mène
ensuite par le même point le plan CDE
perpendiculaire à la droite AB (IV) ; soit
CD son intersection avec le plan MN. Je
trace dans le plan CDE la ligne droite OF

perpendiculaire à CD, et je dis qu'elle est perpendiculaire au
plan MN.

En effet, la ligne droite AB, perpendiculaire au plan CDE,
est perpendiculaire à la ligne droite OF menée par son pied
dans ce plan ; dès lors OF est perpendiculaire aux deux lignes
droites AB, CD du plan MN et, par suite, à ce plan (III).

Toute autre ligne droite, menée par le point 0 dans le plan
CDE ou à l'extérieur, est oblique au moins à l'une des deux
lignes droites CD, AB ; par conséquent, elle n'est pas perpen¬
diculaire au plan MN.

2° Si le point 0 est situé hors du plan MN, je trace dans ce
plan une droite quelconque AB, et je mène par le point 0 le
plan OAC perpendiculaire à celte ligne (IV). Soit AC son in-
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îei seclion avec le plan MN ; je lire dans le plan OAC la ligne

droiteOP perpendiculaire à AC, et jedis qu'elle
est perpendiculaire à toute autre ligne droite
BP du plan MN et, par suite, à ce plan.

Pour le démontrer, je prends sur le pro¬
longement de OP une longueur PO' égale à PO,
puis je tire les droites O'A, O'B, OA et OB. La
droite AB étant, par hypothèse, perpendicu¬

laire au plan OAC, les angles OAB, O'AB sont droits, et les
triangles BAO, BAO' ont un angle égal compris entre deux
côtés égaux chacun à chacun ; car le côté AB leur est com¬

mun, et les droites AO, AO' sont égales parce qu'elles s'é¬
cartent également de AP perpendiculaire au milieu de la
droite 00'. Donc ces triangles sont égaux, et le côtéBO est
égal à BO'; le triangle 0B0' est par suite isocèle, et la droite
BP qui joint son sommet B au milieu de sa base 00' est per¬
pendiculaire à cette base. Dès lors la droite 00' est perpendi¬
culaire au plan MN.

Toute autre droite OB, menée par le point 0 jusqu'à la ren¬
contre du plan MN, est oblique à ce plan, car, si je tire la
droite BP qui joint les pieds des deux droites OP, OB, l'angle
OPB du triangle BOP est droit, puisque la droite OP est per¬
pendiculaire au plan MN ; par conséquent l'angle OBP est aigu,
et la droite OB oblique au plan MN.

THÉORÈME VI

Si on mène, d'un point A extérieur au plan MN, la perpendi¬
culaire AB et différentes obliques AC, AD, AE, etc., sur ce plan,

1° La perpendiculaire AB est plus courte que toute oblique;
2° Deux obliques AC, AD, qui s,écartent égale¬

ment du pied de la perpendiculaire sont égales ;
3° De deux obliques AD, AE, inégalement

éloignées du pied de la perpendiculaire, celle
qui s'en écarte le plus est la plus grande.

1° Dans le plan ABC, la ligne droite AB
est perpendiculaire, et la ligne droite AC oblique à l'intersec¬
tion BG des deux plans MN et ABC ; par conséquent la perpen-
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diculaire AB au plan MN est plus courte que l'oblique AC
a (P-, 6, II).

4 2° Je suppose les distances BC, BD égalesentre elles, et je dis que l'oblique AC est
—-i égale à l'oblique AD.
/ En effet, les triangles ABC , ABD sont

' égaux, parce qu'ils ont un angle droit com¬
pris entre deux côtés égaux chacun à chacun; donc leurs hy¬
poténuses, c'est-à-dire les obliques AC, AD, sont égales.

5° Soit la distanceBE plus grande que BD ; je dis que l'obli¬
que AE est plus grande que l'oblique AD.

Je prends sur BE une longueur BF égale à BD, et je tire
la ligne droite AF. Les obliques AD, AF au plan MN sont
égales, puisqu'elles s'écartent également de la perpendiculaire
AB. Mais les trois lignes droites AB, AE, AF sont comprises
dans le même plan ABE, et la première est perpendiculaire à
la ligne droite BE, tandis que les deux autres sont obliques à
cette ligne ; la plus grande de ces obliques est donc AE, qui
s'écarte le plus de la perpendiculaire AB (P., 6, II). Par con¬
séquent AE est aussi plus grande que AD.

Remarque. — On mesure la distance du point A au planMN
par la perpendiculaire AB abaissée de ce point sur le plan.

Corollaire. — Le lieu géométrique des pieds des obliques,
égales à la ligne droite AC et passant par le même point A,
est la circonférence décrite du pied de la perpendiculaire AB
comme centre, avec un rayon égal à BC.

De là résulte cette construction pour mener une perpendi¬
culaire sur un plan MN par un point A extérieur à ce plan : on
fixe au point A l'une des extrémités d'une corde dont la lon¬
gueur soit égale à AC, et l'on marque avec l'autre extrémité
sur le plan donné trois points C,D,F, également éloignés de A;
puis on détermine le centre B de la circonférence passant par
Ues points C, D, F. Ce centre est le pied de la perpendiculaire
demandée, qu'on obtient dès lors en tirant la droite AB.

THÉORÈME VII

Si, par le milieu A de la ligne droite BC, on mène un via*
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MN perpendiculaire à cette ligne, 1° tout point du plan est
également éloigné des extrémités de BG ; 2° tout point extérieur

au plan est inégalement distant des mêmes
\\ extrémités.
\ 1° Soit D un point du plan MN ; je tire

—Vd / les lignes droites DA, DB, DC, et je fais
—-J-—/K remarquer que DA est perpendiculaire au
/ milieu de BC dans le plan BDC. Par con¬

séquent, le point D de cette ligne droite
est également éloigné des extrémités de BC (P., 6, III).

2° D'un point quelconque E, extérieur au plan MN, je tire
les lignes droites EB, EC, et je dis qu'elles sont inégales.

En effet, le plan EBC coupe le plan MN suivant la ligne
droite AD perpendiculaire au milieu de BG ; donc le point E,
extérieur à AD, n'est pas situé à la même dislance des )deux
points B et G (P., 6, III).

Corollaire. — Le lieu géométrique des points de l'espace éga¬
lement éloignés de deux points donnés est le plan perpendicu¬
laire au milieu de la ligne droite qui joint ces deux points.

7

THÉORÈME VIII

Si, du pied P d'une ligne droite PO perpendiculaire au
■plan MN on abaisse une perpendiculaire
sur une ligne droite BC de ce plan, toute
ligne droite qui joint le pied A de cette
seconde perpendiculaire a un point quel-

c / conque 0 de la première est elle-même
perpendiculaire à BC.

Je prends sur BG les distances AB, AC,
égales entre elles, et je tire les droites PB, PC, ainsi que les
droites OB, OG. Dans le plan MN, les obliques PB, PC, à la
droite BC sont égales, puisqu'elles s'écartent également de la
perpendiculaire PA (P., 6, II) ; donc les droites OB, OC, obli¬
ques au plan MN, sont également éloignées de la droite OP
perpendiculaire à ce plan, et, par suite, égales entre elles (VI).
Dès l°rs le triangle OBC est isocèle, et la droite AO qui joint
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son sommet 0 au milieu A de sa base est perpendiculaire à
cette base.

Remarque.—Cette proposition, connue sous le nom de théo¬
rème des trois perpendiculaires, prouve que le plan OPA est
perpendiculaire à la ligne droite BC.

Corollaire.—La figure précédente montre que les deux
lignes droites BC, OP, qui ne sont pas comprises dans un même
plan, ont une perpendiculaire commune AP, et que cette perpen¬
diculaire mesure leur plus courte distance. Car toute autre
ligne droite OB, qui joint deux points quelconques 0 et B des
lignes droites OP, BC, est plus grande que OA, et, par suite,
plus grande que PA.

problèmes.

1. Tracer par un point donné une ligne droite qui rencontre
deux lignes droites non situées dans le même plan.

2. Toute ligne droite, également inclinée sur trois lignes
droites qui passent par son pied dans un plan, est perpendicu¬
laire à ce plan.

5. Quel est le lieu géométrique des points d'un plan égale-
lement éloignés de deux points donnés hors de ce plan?

4. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace égale¬
ment éloignés de trois points non situés en ligne droite?

5. Quel est le lieu géométrique des pieds des perpendicu¬
laires, menées d'un point extérieur à un plan sur les diffé¬
rentes lignes droites qu'on peut tirer dans ce plan par un point
donné?

6. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace tels
que la différence des carrés des distances de chacun d'entre
eux à deux points donnés soit constante?

7. Trouver sur une ligne droite un point tel que la différence
des carrés de ses distances à deux points donnés soit égale à
un carré donné.

8. Trouver sur un plan le lieu géométrique des points tels
que la somme des carrés des distances de chacun d'entre eux
à deux points donnés hors du plan soit constante.
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Programme : Parallélisme des droites et des plans.

DÉFINITIONS

\. Une ligne droite est parallèle à un plan lorsqu'elle ne
peut le rencontrer, quelque loin qu'on prolonge celte droite
et le plan.

2. Deux plans sont parallèles s'ils ne peuvent se rencontrer,
quelque prolongés qu'ils soient.

THÉORÈME I

Si deux lignes droites sont parallèles, tout plan perpendicU'
laire à l'une est aussi perpendiculaire à l'autre.

, Soient AB et CD deux lignes droites pa¬
rallèles ; je suppose le plan MN perpendicu-

—7 laire à AB, et je dis qu'il est aussi perpendi-
/ culaire à CD.

En effet, le plan déterminé par les deux
parallèles AB, CD (I) coupe le plan MN suivant la ligne droite
AC. Or la ligne droite AB, perpendiculaire au plan MN, est per¬
pendiculaire à la ligne droite AC menée par son pied dans ce
plan; donc la ligne droite CD, parallèle à AB, est aussi per¬
pendiculaire à AC (P., 7, III).

Pour démontrer que CD est perpendiculaire à une autre
ligne droite du plan MN, je tire dans ce plan la ligne droite
CE perpendiculaire à CA, et je joins le point C à unpoint quel¬
conque B de AB par la ligne droite CB. Il résulte du théorèmç.v".'3 ui0.

«? \
>-
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des trois perpendiculaires (1, Y1II) que la ligne droite CE est
perpendiculaire à CB et, par suite, au plan ACB (1, III); par
conséquent, la ligne droite CD, menée par le point C dans ce
plan, est perpendiculaire à CE. Or CD est déjà perpendiculaire
à CA, donc elle est aussi perpendiculaire au plan MN, qui con¬
tient les deux lignes droites CA et CE.

THÉORÈME II

Si deux lignes droites AB, CD, sont perpendiculaires au même
plan MN, elles sont parallèles.

B En effet, la parallèle menée à la ligne
droite AB par le point C, où la droite CD

—j rencontre le plan MN, est perpendiculaire
y à ce plan (I) ; elle coïncide donc avec CDL x qui, par hypothèse, est aussi perpendi¬

culaire au plan MN (1, Y).
Corollaire. — Deux lignes droites A et B, parallèles à une

troisième C, sont parallèles entre elles.
Car, si je mène un plan perpendiculaire à la ligne droite C,

ce plan sera aussi perpendiculaire aux lignes droites A, B, qui
sont parallèles à C (I) ; les deux lignes A et B sont donc paral¬
lèles l'une à l'autre (II).

THÉORÈME III

Si la ligne droite AB est parallèle à une ligne droite CD située
dans le plan MN, elle est aussi parallèle à ce plan.

Le plan ABCD, déterminé par les deux pa¬
rallèles AB, CD, coupe le plan MN suivant la
ligne droite CD ; par conséquent la ligne
droite AB, qui est située dans le premier de
ces deux plans, ne peut rencontrer le second

MN, puisqu'elle est supposée parallèle à leur intersection CD.

THÉORÈME IV

Si, par la ligne droite AB, parallèle au vlan MN, on fa-
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passer un plan qui coupe le plan MN, leur intersection CD est
■parallèle à la ligne droite AB.

En effet, les lignes droites AB et CD ne
peuvent se rencontrer, puisque la première
AB est parallèle au plan MN, qui contient la
seconde CD. Or ces lignes sont situées dans
le même plan ABCD ; elles sont donc paral¬
lèles.

Corollaire. — Si la ligne droite AB et le plan MN sont pa¬
rallèles, la parallèle menée à AB par un point C 'du plan MN est
située dans ce plan.

Car le plan déterminé par la ligne droite AB et le point C
coupe le plan MN suivant une ligne droite CD parallèle à AB,
puisque la ligne droite AB est parallèle au plan MN (IV)

THÉORÈME V

Les portions AC, BD, de deux lignes droites parallèles, cor?,*
prises entre une ligne droite AB et un plan MN parallèles, sonê
égales.

En effet, le plan des deux parallèles AC,
BD coupe le plan MN suivant une ligne droite
CD parallèle à AB, puisqu'il passe par la
ligne droite AB qui est, par hypothèse, pa¬
rallèle au plan AIN (IV). Par conséquent, le

quadrilatère ABCD est un parallélogramme, et les lignes droites
AC, BD sont égales.

Corollaire. — Une ligne droite et un plan parallèles sont
partout également distants.

De deux points quelconques A et B de la ligne droite AB,
parallèle au plan MN, j'abaisse les perpendiculaires AC, BD sur
ce plan; ces lignes sont parallèles (II) et, par suite, égales
entre elles. Donc la ligne droite AB et le plan MN sont partout
également distants.

THÉORÈME VI

Deux plans EF, GI1, perpendiculaires à la même ligne droite
AB, sont parallèles.
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En effet, ces plans ne peuvent se rencontrer, puisqu'on ne
F7 -, peut mener par aucun point de l'espace deux

J plans perpendiculaires à la même ligne c1

AU IX TV\
ligne droite

AB (1~ IV).

~j Cor.oLi,AiuE. — Le lieu géométrique des'a droites, menées parallèlement au plan MN parle même point A, est un plan parallèle au plan MN.
A B Je mène du point A une parallèle quel¬

conque AB et la perpendiculaire AG au plan
7 MN. Ces deux lignes déterminent un plan

— / qui coupe le plan MN suivant une droite CD
parallèle à AB (IV), dès lors la droite CD et

sa parallèle AB sont perpendiculaires à AC. Les parallèles au
plan MN, menées par le même point A, sont donc perpendicu¬
laires à la droite AC. Réciproquement, toute droite AB per¬
pendiculaire à la droite AC est parallèle au plan MN. En effet,
le plan mené par AB et AC coupe le plan MN suivant une
droite CD, perpendiculaire à AC, de sorte que la droite AB est
parallèle à CD (P., 7, 1) et, par suite, au plan MN ; par con¬
séquent, le lieu géométrique demandé est un plan perpendi¬
culaire à AC (1, II), c'est-à-dire parallèle au plan MN.

THÉORÈME VII

Les intersections AB, CD de deux plans parallèles EF, GII,
par un même plan ABCD, sont parallèles.

Les lignes droites AB, CD, situées respec¬tivement dans les plans parallèles EF, GH,
ne peuvent se rencontrer. Or, ces lignes se
trouvent aussi dans le même plan ABCD ; donc
elles sont parallèles.

THEOREME VIII

T X /
/ x /f

a

i)

cJ X /
/ X /h

Si deux plans sont parallèles, toute ligne droite perpendicu¬laire à l'un est aussi perpendiculaire à l'autre.
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Soit AB une ligne droite perpendiculaire au plan EF ; je dis

qu'elle est aussi perpendiculaire au plan GH
parallèle à EF.

Par le point d'intersection B de la ligne
AB et du plan GH, je tire dans ce plan une
ligne droite quelconque BD, et je remarque
ensuite que le plan déterminé par les deux

lignes AB, BD coupe le plan EF suivant une ligne droite AC
parallèle à BD (VII). La droite AB, perpendiculaire au plan EF
par hypothèse, est aussi perpendiculaire à la droite AC et, par
suite, à sa parallèle BD. Or, BD est une droite quelconque
menée par le pied de AB dans le plan GH ; donc la droite AB
est perpendiculaire à ce plan.

Corollaire i. — Deux plans A et B, parallèles à un troisième
C, sont parallèles entre eux.

Car, si je mène une droite perpendiculaire au plan C, cette
droite est aussi perpendiculaire aux plans A et B, qui sont dès
lors parallèles l'un à l'autre (IV).

Corollaire ii. — On ne peut mener par un point qu'un seul
plan parallèle à un plan donne'.

THÉORÈME IX

Les portions AC, BD de deux lignes droites parallèles, com¬
prises entre deux plans parallèles EF,' GI1, sont égales.

Le plan des deux droites parallèles AC,
BD coupe les deux plans parallèles EF, GH
suivant deux droites AB, CD, qui sont aussi
parallèles (VII). Par conséquent, le quadri¬
latère ABCD est un parallélogramme, et ses
côtés opposés AC, BD sont égaux.

Corollaire. — Deux plans parallèles EF, GII sont partout
également distants.

De deux points quelconques A et B du plan EF j'abaisse les
perpendiculaires AC, BD sur le plan GH ; ces droites sont pa¬
rallèles (II) et, par suite, égales entre elles. Donc les plans pa¬
rallèles EF, G1I sont partout également distants.

/A f/r

G/J ir/
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THÉORÈME X

Trois plans parallèles M, N, P interceptent des segments pro¬
portionnels sur deux lignes droites AC, DF qu'ils rencontrent.

Soient À, B, G les points où la droite AC
fD / rencontre les plans M, N, P, et D, E, F, les
*—' intersections de chacun des mêmes plans et

de la droite DF ; je tire du point A la droite
AH parallèle à DF, et je mène le plan des
deux droites AG, AH. Ce plan coupe les plans
parallèles N et P suivant les droites BG, CH
qui sont parallèles (VII) ; il en résulte que
(P., 20, I)

AB_AG
BC~~GH"

Mais les droites parallèles AG, DE sont égales, puisqu'elles
sont comprises entre les plans parallèles M et N (IX), et la droite
GH est égale à EF pour la même raison ; par conséquent

AB_DE
BC~EF

THEOREME XI

Si deux angles non situés dans le même plan ont leurs côtés
parallèles, ils sont égaux ou supplémentaires, et leurs plans
sont parallèles.

Je considère 1° deux angles BAC, EDF, dont les côtés soient
parallèles et dirigés dans le même sens deux à deux, et je dis

qu'ils sont égaux.
Je prends, sur les côtés parallèles AB, DE,

les longueurs AB, DE, égales entre elles, et
sur les deux autres côtés, les longueurs éga¬
les AC,DF; je tire ensuite les droites AD, BE,
CF. Le quadrilatère ABED, dont les côtés
opposés AB, DE sont égaux et parallèles,

est un parallélogramme ; par conséquent, lê& deux autres
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côtés AD, BE sont aussi égaux et parallèles. Or, la droite AD
est égale et parallèle à CF pour la même raison ; donc les
deux droites BE, CF sont égales et parallèles à la même droite
AD, et, par suite, égales et parallèles entre elles (II, c). Il en
résulte que le quadrilatère BCFE est un parallélogramme, et
que ses côtés opposés BC, EF sont égaux ; les triangles ABC,
DEF ont dès lors les côtés égaux chacun à chacun, et l'angle
BAC opposé au côté BC est égal à l'angle EDFopposé au côtéEF.

2° Les angles proposés sont encore égaux, si leurs côtés pa¬
rallèles ont des directions contraires.

Démonstration identique à celle du même théorème de la
Géométrie plane (P., 9,1).

3° Ces angles sont supplémentaires, si deux côtés parallèles
ont la môme direction, et les deux autres des directions con¬
traires.

Démonstration identique à celle du même théorème de la
Géométrie plane (P., 9,1).

4° Pour démontrer le parallélisme des plans ABC, DEF, je
fais remarquer que les lignes droites AB, AC sont parallèles au
plan DEF, puisqu'elles sont respectivement parallèles aux li¬
gnes droites DE, DF de ce plan (III) ; le plan déterminé par les
lignes droites AB, AC est donc parallèle au plan DEF (YI, c).

Remarque I. — On appelle angle de deux lignes droites, non
situées dans le même plan, l'angle constant que forment les
parallèles menées à ces lignes par un même point de l'espace.

Remarque II. — Une ligne droite est perpendiculaire à un
plan, lorsqu'elle est perpendiculaire à deux lignes droites
quelconques de ce plan.

PROBLÈMES.

1. Mener une parallèle à une ligne droite, de manière qu'elle
rencontre deux autres lignes droites qui ne sont pas comprises
dans un même plan.

2. Si une ligne droite et un plan sont perpendiculaires à la
même droite, ils sont parallèiese
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5. Si deux plans qui se coupent passent par deux lignes
droites parallèles, leur interseclion est parallèle à ces lignes.

4. Lorsque deux plans qui se coupent sont parallèles à une
même ligne droite, leur intersection est parallèle à cette ligne.

5. Mener par une ligne droite un plan parallèle à une autre
ligne droite.

6. Mener par un point un plan parallèle à deux lignes droites
données, ou à un plan donné.

7. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances
à deux plans parallèles sont proportionnelles à deux longueurs
données m et n.

8. Tout plan, parallèle à deux côtés opposés d'un quadrila¬
tère gauche (quadrilatère dont les côtés ne sont pas compris
dans un môme plan), divise les deux autres côtés en segments
proportionnels.

9. Les lignes droites qui passent par les milieux des côtés
opposés d'un quadrilatère gauche se rencontrent, et leur in¬
tersection est située au milieu de la ligne droite qui ioint les
milieux des diagonales.
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Programme r Lorsque deux plans se rencontrent, la figure que forment ces

plans, terminés à leur intersection commune, s'appelle angle dièdre. —

Génération des angles dièdres par la rotation d'un plan autour d'une
droite. —Dièdre droit. — Angle plan correspondant à l'angle dièdre.—
Le rapport de deux angles dièdres est le même que celui de leurs angles
plans.

DEFINITIONS

l.On appelle angle dièdre la figure formée par deux plans
r ABC, DBC, qui se coupent et sont terminés à

leur intersection BC. Cette ligne droite BC est
l'arête de l'angle dièdre qui a les deux plans ABC,
DBC pour faces.

On désigne un angle dièdre par deux lettres
placées sur son arête, quand cette ligne droite

n'est pas l'arête d'un autre angle dièdre. Dans le cas contraire,
on écrit une lettre sur chacune des faces et deux lettres sur

l'arête; puis on énonce celles-ci entreles deuxautres. Ainsi l'an¬
gle dièdre ABCD a pour arête la ligne droite BC, et ses deux
faces ABC, DBC passent respectivement par les points A, D.

La grandeur d'un angle dièdre, par exemple de l'angle
ABCD, ne dépend que de l'écartement de ses faces, qu'il faut
toujours concevoir prolongées indéfiniment. Pour se faire une
idée de cette grandeur, on suppose le plan DBC d'abord appli¬
qué sur le plan ABC ; puis on le fait tourner autour de l'arête
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BC jusqu'à ce qu'il ait repris sa position primitive. La quan¬
tité dont le plan DBG a tourné est précisément ce qui constitue
la grandeur de l'angle dièdre ABGD.

2. Deux angles dièdres sont adjacents lorsqu'ils ont la même
arête, une face commune, et qu'ils sont placés des deux côtés
de cette face.

3. Un plan ABP est perpendiculaire ou oblique à un plan MN
qu'il coupe suivant la ligne droite AB,
selon qu'il fait avec celui-ci deux an¬
gles adjacents MABP, NABP, égaux ou
inégaux.

On nomme angle dièdre droit tout
angle dièdre dont l'une des faces est
perpendiculaire à l'autre.

4. Deux angles dièdres sont opposés à l'arête lorsque les face3
de l'un sont les prolongements des faces de l'autre.

B

7 / /

THEOREME I

Si, par deux points quelconques F et K de l'arête d'un angle
dièdre ABCD, on mène deux plans EFG,
HKL, perpendiculaires à cette ligne, les an¬
gles EFG, I1KL formés par les intersections de
ces plans et- des faces de l'angle dièdre sont
égaux.

En effet, les plans EFG, HKL, perpendicu¬
laires à la ligne droite BC, sont parallèles
(3, VI); ils coupent donc chacune des faces

de l'angle dièdre A CD suivant deux lignes droites parallèles
(5, VII). Par conséquent, les angles EFG, HKL, qui ont leurs
côtés parallèles et dirigés dans le même sens, sont égaux (3,XI).

Remarque. — L'angle constant EFG, dont les deux côtés i
sont perpendiculaires à l'arête BC, a reçu le nom d'angleplan
correspondant à l'angle dièdre ABCD.

SCD LYON 1



FIGURES DANS L'ESPACE. — Ve LEÇON.

THÉORÈME II

Si les cingles p'ans qui correspondent à deux angles dièdres
sont égaux, les angles dièdres sont aussi égaux.

Soient deux angles dièdres AB, GII, dont les angles plans
correspondants CBD, IIIK, sont égaux; je dis que ces angles
dièdres sont aussi égaux.

En effet, je superpose les angles plans égaux CBD, IHK, en
appliquant le côté BC sur III et le côté BD sur IIK. L'arête BA
perpendiculaire au plan de l'angle CBD (1, I1T) prend alors la

direction de l'arête IIG perpen¬
diculaire au plan de l'angle IIIK,
et les plans ABC , GHI , qui
ont par suite deux lignes droites
communes, coïncident dans toute
leur étendue. Il en est de même
des deux plans ABD, GIIK; par
conséquent, les deux angles diè¬

dres CABD, IGI1K sont égaux.
Corollaire. — Si l'angle plan correspondant à un angle

dièdre est droit, cet angle dièdre est aussi droit.
Soient MN et AD deux plans qui se

coupent suivant la ligne droite DE ; j'é¬
lève par un point quelconque 0 de celte
ligne les perpendiculaires OA, OB sur
DE dans les plans AD et MN. Les angles
adjacents AOB, AOC, formés par ces deux
lignes droites, sont les angles plans cor¬

respondants aux angles dièdres adjacents ADEN, ADEM ; si
l'angle AOB est droit, je dis que l'angle dièdre ADEN est aussi
droit.

En effet, les angles supplémentaires AOB, AOC sont égaux
puisque l'angle AOB est droit; donc les deux angles dièdre
adjacents ADEN, ADEM, que le plan AD fait avec le plan MN,
sont aussi égaux et, par conséquent, droits.

am. — élém. 14

/
/

d
m/ / /
/ C 0 V/ _/n
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THÉORÈME III

Le rapport de deux angles dièdres quelconques CABD,
GEFII, est égal à celui des
angles plans correspondants
CBD, GFH.

Je suppose rapport des
deux angles plans CBD, GFH
égal à ^ (P., 15, déf. 2); ces

angles ont alors une com¬
mune mesure CBI contenue

5 fois dans CBD et 3 fois dans GFII. Cela posé, je partage l'angle
dièdre CABD en cinq angles dièdres égaux à l'angle dièdre CABI,
en menant un plan par son arête AB et chacune des droites BI,
BK, BL, BM, qui divisent son angle plan CBD en cinq parties
égales (II). Les plans, menés par l'arête EF de l'angle dièdre
GEFII et par chacune des droites FP, FQ, qui divisent son angle
plan en trois parties égales, partagent aussi cet angle dièdre
en trois angles dièdres égaux à l'angle CABI, puisque chacun
des angles plans correspondants est égal à l'angle CBI. Par
conséquent, l'angle dièdre CABI étant contenu 5 fois dans
l'angle dièdre CABD et 3 fois dans l'angle dièdre GEFII, le rap-

g
port de CABD à GEFII est égal à -g ; on a donc

CABD CBD
GEFII ~ GFH'

THÉORÈME IV

Tout angle dièdre a la même mesure que l'angle plan corres-
k G pondant, si l'on prend pour unités

un angle dièdre quelconque et l'angle
plan qui lui correspond.

Soit à mesurer l'angle dièdre CABD
avec un angle dièdre quelconque
IGIIK pris pour unité ; je conviens
d'évaluer l'angle plan CBD cor¬

respondant à l'angle dièdre CABD, en prenant pour unité
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l'angle plan 1HK, qui correspond à l'angle dièdre IGHK, et
j'ai (III)

CABD CBD
IGHK "" IllK*

Or, ces deux rapports égaux expriment respectivement les
mesures de l'angle dièdre CABD et de son angle plan CBD;
donc la mesure de cet angle dièdre est la même que celle de
son angle plan. On énonce ordinairement ce résultat de la
manière suivante : l'angle dièdre CABD a pour mesure l'angle
plan correspondant CBD.

Remarque. — On prend généralement pour les unités d'angle
dièdre et d'angle rectiligne l'angle dièdre droit et l'angle plan
correspondant, c'est-à-dire Vangle rectiligne droit.

THEOREME V

Si deux plans AC, AE se rencontrent, 1° les angles dièdres
adjacents CABE , DABE sont supplémentaires, 2° les angles

dièdres CABE, DABF, opposés par l'arête, sont
égaux.

1° Je mène le plan CDEF perpendiculaire
à l'intersection AB des deux plans AC, AE.
Les angles plans CBE, DBE, correspondant
aux deux angles dièdres adjacents CABE,

DABE, valent ensemble deux angles droits; donc la somme de
ces angles dièdres égale aussi deux angles dièdres droits.

2° Les angles plans CBE, DBF, correspondant aux angles
dièdres CABE, DABF, opposés par l'arête, sont égaux comme
opposés au sommet; donc les angles dièdres CABE, DABF sont
aussi égaux.

THÉORÈME VI

Si deux angles dièdres adjacents CABE, DABE sont supplé¬
mentaires, leurs faces non communes ABC, ABD sont comprises
dans le même plan.
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"V

SoitCDE un plan perpendiculaire à l'arête AB des deux angles
dièdres supplémentaires CABE, DABE ; les

/\ angles plans CEE, DBE correspondant à ces
r \~7 \ ailgles dièdres sont aussi supplémentaires ;
\ \/ \ leurs côtés non communs BC, BD sont donc

D
en ligne droite. Les plans ABC, ABD ont

dès lors deux lignes droites communes AB, CD, et coïncident
dans toute leur étendue (1, I).

PROBLÈMES.

1. Lorsque deux plans parallèles sont coupés par un môme
plan, les quatre angles dièdres aigus qui en résultent sont
égaux entre eux, ainsi que les quatre angles obtus. — Décom¬
poser cet énoncé en cinq autres, en se servant des dénomina¬
tions d'angles dièdres alternes-internes, alternes-externes,
correspondants, internes ou externes du même côté.

Les réciproques de ces théorèmes ne sont vraies que si les
arêtes des deux angles dièdres que l'on compare sont paral¬
lèles.

2. Deux angles dièdres qui ont les arêtes parallèles sont
égaux ou supplémentaires, si leurs faces sont parallèles ou
perpendiculaires chacune à chacune.

SCD LYON 1



SIXIÈME LEÇON

Programme : Plans parpendiculaires entre eux. — Si deux plans sont perpendi¬
culaires à un troisième, leur intersection est perpendiculaire à ce troisième.

DÉFINITIONS

On appelle projection d'un point sur un plan le pied de la
perpendiculaire abaissée du point sur ce plan.

La projection d'une ligne quelconque sur un plan est le lieu
des projections des différents points de cette ligne sur ce plan.

THÉORÈME I

Si la ligne droite DC est perpendiculaire au plan AB, tout
plan DCE mené par cette ligne est aussi perpendiculaire au
plan AB.

Soit EF l'intersection des deux plans AB, DE ; par le point C,
où la droite DG rencontre le plan AB, je
tire dans ce plan la droite CG perpendicu¬
laire à EF. L'angle plan DCG, correspon¬
dant à l'angle dièdre DEFB, est droit, puis-

/c 7 que la ligne droite DC est perpendiculaire
au plan AB ; donc l'angle dièdre DEFB est
droit (5, II, c), et le plan DCE perpendi¬

culaire au plan AB.

THÉORÈME II

Si les plans AB, DE sont perpendiculaires l'un à l'autre,
toute ligne droite, menée dans l'un de ces plans de manière
qu'elle soit perpendiculaire à leur intersection EF, est perpen¬
diculaire à l'autre plan.
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L

Je tire dans le plan DE la droite DC perpendiculaire à EF,
et je dis qu'elle est aussi perpendiculaire au
plan AB.

Pour le démontrer, je mène par le "point
C la droite CG perpendiculaire à EF dans le

7' plan AB. L'angle dièdre DEFB est droit,
-% puisque les plans AB, DE sont perpendicu¬

laires l'un à l'autre; donc l'angle plan DCG,
correspondant à cet angle dièdre, est droit. Il en résulte que la
droite DG est perpendiculaire aux deux droites EF, CG, et,
par suite, au plan AB qui contient ces deux lignes.

THÉORÈME III

Si deux plans AB, DE sont perpendiculaires l'un à Vautre,
oute perpendiculaire élevée sur l'un de ces

plans par un point de leur intersection EF est
située dans l'autre.

En effet, la perpendiculaire élevée sur le
plan AB par un point quelconque G de l'inter¬
section EF doit coïncider avec la droite CD,

menée perpendiculairement sur EF, par le même point C, dans
le plan DE; car CD est aussi perpendiculaire au plan AB (II).

Remarque. — Le plan DE, perpendiculaire au plan AB, est
le lieu des perpendiculaires élevées sur le plan ABpar les dif¬
férents points de l'intersection EF de ces deux plans.

Corollairf. — Si une ligne droite AB est oblique à un plan
MN, sa projection sur ce plan est une ligne droite.

J'abaisse de deux points quelconques
A et B de la droite AB les perpendiculaires
AC, BD sur le plan MN. Ces droites sont
parallèles (3, II), et le plan qu'elles déter¬
minent est perpendiculaire au plan MN (I) ;
je dis que l'intersection CD de ces deux

plans est la projection de AB sur MN.
En effet, les perpendiculaires abaissées des différents points

de la ligne AB sur CD sont parallèles à AC, et, par suite, situées
dans le plan ABDC ; le lieu des pieds de ces perpendiculaires
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c'est-à-dire la projection de la droite AB sur le plan MN, est
donc la droite CD suivant laquelle les plans MN, AD se coupent.

THEOREME IV

Si deux plans AC, AD qui se coupent sont perpendiculaires A
un troisième plan MN, leur intersection AB est aussi perpendi¬
culaire au plan MN.

Soit B le point où le plan MN est rencontré par l'intersec¬
tion AB des deux plans AC, AD; si j'élève
par ce point une perpendiculaire sur le plan
MN, cette droite est comprise dans chacun
des plans AC, AD, perpendiculaires à MN
par hypothèse (III) ; elle coïncide donc avec
leur ipterseclion AB, qui est dès lors per¬

pendiculaire au plan MN.

THÉORÈME V

Si une ligne droite AB est oblique à un plan MN, Vangle
qu'elle fait avec sa projection sur ce plan est le plus petit des
angles que cette ligne fait avec toutes les droites qu'on peut
mener par son pied A dans le plan MN.

J'abaisse d'un point quelconque B de la droite AB la perpen¬
diculaire BC sur le plan MN ; la droite AC, qui joint les pieds

A et C des deux lignes BA,BC, est la pro¬
jection de AB sur ce plan (III, c). Je dis que
l'angle BAC est moindre que l'angle BAD
formé par AB et toute autre droite AD,
menée par le point A dans le plan MN.

En effet, si je prends la longueur AD
égale à AC et que je tire la droite BD, cette ligne est oblique
au planMN et, par conséquent, plus grande que la perpendi¬
culaire BC (I, VI). Les triangles ABC, ABD ont dès lors un côté
inégal et les deux autres côtés égaux chacun à chacun donc
l'angle BAC, opposé au plus petit côté BC, est moindre que
l'angle BAD, opposé au plus grand côté BD (P., 5,'V, c).
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Piemarque I. — L'angle BAD que l'oblique AB fait avec AD
croît avec l'angle CAD, formé par AD et la projection AC de AB.

En effet, soit l'angle CAE plus grand que CAD ; je décris une
circonférence du point A comme centre, avec le rayon AC. La
corde CE est plus grande que CD (P., 11, IY) ; donc l'oblique BE
est plus grande que l'oblique BD. Les triangles ABE, ABD, ayant
par suite un côté inégal et les deux autres côtés égaux chacun
à chacun, l'angle BAE opposé au côté BE est plus grand que
l'angle BAD opposé au côté BD (P., 3, V, c).

Remarque IL — On mesure l'inclinaison d'une droite sur
un plan par l'angle que cette ligne fait avec sa projection sur
ce plan.

PROBLÈMES.

1. Si deux plans perpendiculaires à un troisième passent par
deux lignes droites parallèles, ils sont eux-mêmes parallèles.
— Les projections de deux lignes droites parallèles sur le
même plan sont parallèles.

2. Si une ligne droite est perpendiculaire à un plan, la pro¬
jection de cette ligne sur un plan quelconque est perpendicu¬
laire à l'intersection des deux plans.

3. Tracer la perpendiculaire commune à deux lignes droites
qui ne sont pas situées dans le même plan.

4. Quel est le lieu géométrique du milieu d'une ligne droite
de longueur constante, dont les extrémités sont assujetties à
rester sur deux autres lignes droites rectangulaires et non si¬
tuées dans le môme plan?

5. Quel est le lieu géométrique des points également dis¬
tants de deux plans qui se coupent?

6. Quel est le lieu géométrique des points également distants
de trois plans dont les trois intersections sont parallèles?

7. Une ligne droite est également inclinée sur deux plans
qui se coupent, lorsqu'elle les rencontre en des points égale¬
ment distants de leur intersection. —La réciproque est vraie.

8. Toute droite, oblique à un plan, est perpendiculaire à
une droite menée par son pied dans ce plan.
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Pooi*hhe : Angles trièdres. — Chaque face d'un angle trièdre est.pluî petite
que la somme des deux autres. — Si l'on prolonge les arêtes d'un angle
trièdre au delà du sommet, on forme un nouvel angle trièdre qui ne peut
lui être superposé, bien qu'il soit composé des mêmes éléments. Ces deux
angles trièdres sont dits symétriques l'un de l'autre.

Si deux angles trièdres ont leurs faces égales chacune à chacune, les
angles dièdres opposés aux faces égales sont égaux chacun à chacun, et les
deux angles trièdres sont égaux ou symétriques.

La somme des faces d'un angle polyèdre convexe est plus petite que
quatre angles droits.

Propriété de l'angle trièdre supplémentaire.
La somme des angles dièdres d'un angle trièdre est comprise entre deux

droits et six droits. — Analogie et différence entre les angles trièdres et les
triangles reclilignes.

DÉFINITIONS

1. On appelle angle polyèdre la ligure formée par plusieurs
plans, tels que SAB, SBC, SCD, SDE, SEA, qui

â passent par le même point S, et sont terminés àleur intersection SA, SB, SC, SD, SE.
Le point S est le sommet de l'angle polyèdre

qui a pour arêtes les droites SA, SB, etc. Les an-
'

gles ASB, BSG, etc., formés par deux arêtes con¬
sécutives quelconques, sont les faces de l'angle

polyèdre S.
Il faut au moins trois plans pour former un angle polyèdre;

on donne le nom d'angle trièdre à celui qui n'a que trois faces.
Un angle trièdre est rectangle s'il a un angle dièdre droit ;

birectangle s'il en a deux, et trirectangle si ses trois angles
dièdres sont droits.

2. Un angle polyèdre est convexe s'il se trouve entièrement
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d'un même côté de chacun des plans prolongés indéfiniment
qui le forment. On dit qu'il est concave dans le cas contraire.

Il est évident que le plan ABCDE, qui rencontre toutes les
arêtes de l'angle polyèdre convexe S d'un même
côté du sommet, coupe sa surface suivant un

polygone convexe ABCDE.
3. On dit que deux angles polyèdres, tels

que SABCDE , SA'B'C'D'E', sont opposés par le
sommet lorsque les arêtes de l'un sont les pro¬
longements des arêtes de l'autre.

On démontrera dans cette leçon que deux
angles polyèdres opposés par le sommet ont les
faces égales et les angles dièdres égaux cha¬

cun à chacun, mais qu'en général ils ne sont pas superpo-
sables.

THÉORÈME I

Chacun des angles plans qui forment un angle trièdre est
moindre que la somme des deux autres.

Soit SABC l'angle trièdre formé par les an¬
gles plans ASB, BSC, CSA ; si ces trois angles
sont égaux, le théorème est évident. S'ils
sont inégaux, et que l'angle ASB soit le plus
grand des trois, 'il suffit de démontrer le
théorème pour cet angle ; car il est encore évi¬

dent pour les deux autres BSC, CSA, qui sont déjà moindres
que l'angle ASB seul.

Cela posé, je fais dans le plan SAB l'angle BSD égal à l'angle
BSC ; le côté SD se trouve dans l'angle ASB qui est par hypo¬
thèse plus grand que BSC. Je tire ensuite une ligne droite qui
rencontre les trois lignes SA, SD, SB du même côté du pointS;
soient A, D et B les points d'intersection respectifs. Je prends
sur l'arête SC une longueur SC égale à SD, et je mène un plan
par la droite AB et le point G ; ce plan coupe les faces ASC,
BSC de l'angle trièdre suivant les droites AC et BG.

Les triangles BSC, BSD sont égaux, car ils ont un angle
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égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; par
conséquent les deux autres côtés BC, BD sont égaux aussi, et
la droite AD, différence des deux côtés AB, BG du triangle
ABC, est moindre que le troisième côté AC (P., 3,1, c). Les
triangles ASD, ASC ont dès lors un côté inégal et deux côtés
égaux chacun à chacun, savoir : le côté AD moindre que
AC, le côté SD égal à SC, et le côté SA commun. L'angle ASD
opposé au côté AD est par suite moindre que l'angle ASC
opposé au côté AC (P., 3, IV, c) ; or l'angle BSD est par hypo¬
thèse égal à l'angle BSC, donc on a :

ASD-t-BSD < ASC + BSC,
ou

ASB<ASC + BSC.

THÉORÈME II

Deux angles trièdres SABC, SA'B'C', opposés par le sommet,
ont tous leurs éléments, faces et angles dièdres, égaux chacun à
chacun ; mais ils ne sont superposables que si Vun ou Vautre a
deux faces égales.

En effet, les faces ASB, A'SB' des angles trièdres SABC,
SA'B'C' sont égales comme opposées par le
sommet (P., 2, III) ; il en est de même des
faces ASC, A'SC', ainsi que des faces
BSC, B'SC'. L'angle dièdre BSAC est égal
à l'angle dièdre B'SA'C', parce qu'ils sont
opposés par l'arête (5, V); les angles dièdres
ASCB, A'SC'B' sont ainsi égaux pour la
•même raison, ainsi que les angles dièdres
ASBC, A'SB'C.

* Je dis maintenant que, si l'angle trièdre
SABC a deux faces égales, les angles trièdres SABC, SA'B'C
sont superposables ; mais qu'ils ne le sont pas lorsque l'angle
trièdre SABC a toutes ses faces inégales.

Je suppose d'abord la face ASC de l'angle trièdre SABC égale
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à la faceBSC, et je fais coïncider les deux angles dièdres égaux
ASBC, A'SB'C', en plaçant l'arête SC sur l'arête
SC et le plan SC'B' sur le plan SCA; car les plans
SC'A',SCB s'appliquent alors l'un sur l'autre,
à cause de l'égalité des deux angles dièdres.
Cette superposition étant effectuée, je fais re¬

marquer que les angles B'SC', ASC sont égaux,
parce que chacun d'eux est égal à l'angle BSC;
dès lors l'arête SB' prend la direction de SA.
Par une raison semblable, l'arête SA' s'appli¬

que sur SB; le plan SB'A' coïncide par suite avec le planSAB,
et les angles trièdres SABC, SA'B'C' sont égaux.

Je suppose, en second lieu, que l'angle triêdre SABC n'ait pas
de faces égales, et je superpose encore les angles dièdres égaux
ASCB, A'SC'B'; mais alors l'arête SB' ne prend pas la direction
de SA, parce que les angles B'SC', ASC ne sont plus égaux;
pareillement l'arête SA' ne s'applique pas sur SB, de sorte que
le plan SB'A'ne coïncide pas avec le plan SBA. Les angles
trièdres SABC, SA'B'C' sont donc inégaux.

Remarque. — L'impossibilité de faire coïncider les deux an¬

gles trièdres SABC, SA'B'C', lorsque l'angle SABC n'a pas deux
faces égales, provient de ce que les faces de cet angle ne sont
pas assemblées dans le même ordre que les faces qui leur sont
respectivement égales dans l'autre angle triêdre. On voit, en
effet, que les deux faces égales ASC, A'SC se trouvent l'une

\!i'_ /b, à la droite et l'autre à la gauche de l'arête CC'.
vf j / V, Par un raisonnement analogue au précé-
\ n7 / dent, on démontre que deux angles pohjèdres

SABCDE, SA'B'C'D'E', opposés par le sommet, ont
tous leurs éléments, faces et angles dièdres,
égaux chacun à chacun, mais qu'en général ils
ne sont pas superposables, parce que leurs

\ faces égales ne sont pas -disposées de la même
>D manière. On exprime ces différentes propriétés

Ib~ \c de deux angles polyèdres opposés par le som¬
met, en disant que ces angles sont symétriques.
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THÉORÈME III

Si un angle trièdre SABC a deux faces égales CSA, CSB,
les angles dièdres SB, SA opposés à ces faces sont égaux, et ré¬
ciproquement.

Soit SA'B'C' l'angle trièdre formé par les
prolongements des arêtes de l'angle trièdre
SABC ; ces deux angles opposés parle sommet
sont égaux, puisque les faces CSA, CSB de
l'angle trièdre SABC sont égales par hypo¬
thèse (II), et leur superposition prouve l'é¬
galité des angles dièdres SB, SA'. Or l'angle
dièdre SA' est aussi égal à l'angle dièdre SA,
parce qu'ils sont opposés par l'arête (5, V) ;

donc les angles dièdres SB, SA, opposés aux faces égales CSA,
CSB de l'angle trièdre SABC, sont égaux.

Réciproquement, 011 démontre par un raisonnement analo¬
gue au précédent que si un angle trièdre SABC a deux angles
dièdres égaux SA, SB, les faces CSB, CSA, opposées à ces angles,
sont égales.

Corollaire. — Si les trois faces d'un angle trièdre sont égales,
ses trois angles dièdres sont aussi égaux, et réciproquement.

THÉORÈME IV

Si deux angles trièdres ont leurs faces égales chacune à cha¬
cune, leurs angles dièdres opposés aux faces égales sont égaux

s S' chacun à chacun, et les
/J\ /J\ deuxangles trièdressont

/ \ / | \ égaux ou symétriques.
b/ | \ I \ Soient SABC, SA'B'C,-~Xc deux angles trièdres;

■ ENf"' ' je suppose les faces1 ASB, BSC, CSA du
premier égales respectivement aux faces A'S'B', B'S'C', C'S'A' du
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second, elje dis d'abord que l'angle dièdre BÀSC est égal à
l'angle dièdre B'A'S'C.

Par un point quelconque D de l'arête SA je mène un plan
perpendiculaire à cette droite ; il coupe les deux faces de l'an-

gles ASB, ASC, dont les plans forment l'angle dièdre BASC,
peut être aigu, droit ou obtus, le plan EDF peut rencontrer
chacune des deux droites SB, SC, ou être parallèle à l'une et
couper l'autre, ou être parallèle à ces deux lignes, ou bien ren¬
contrer leurs prolongements au delà du point S. Pour éviter
l'examen de ces différents cas, je prends sur les arêtes de l'an¬
gle trièdre S les longueurs égales SA, SB, SCpje mène un plan
par les trois points A, B, C, et je substitue à l'angle trièdreS
l'angle trièdre formé par les plans ASB, ASC, ABC. Ce nouvel
angle trièdre a l'angle dièdre BASC commun avec l'angle triè¬dre S, et le plan EDF rencontre ses arêtes AB, AC,aux pointsE et F, puisque les angles BAS, CAS, adjacents aux bases AB,AC des triangles isocèles SAB, SAC, sont aigus.Cela posé, je prends sur les arêtes de l'angle trièdre S'les
longueurs S'A', S'B', S'C' égales à SA, et je fais passer un plan
par les trois points A', B', C'. Je prends ensuite sur A'S' une
longueur A'D' égale à AD, et je mène par le point D' un planperpendiculaire à l'arête S'A'. Ce plan coupe les trois faces
A'S'B', A'S'C', A'B'C' de l'angle trièdre A' suivant les droites
D'E', D'F', E'F', et l'angle plan E'D'F', dont les côtés sont per¬pendiculaires à l'arête A'S', sert de mesure à l'angle dièdreB'A'S'C'. Il s'agit donc de démontrer l'égalité des deux anglesEDF, E'D'F'.

Les triangles SAB, S'A'B' sont égaux, puisqu'ils ont par hy¬pothèse un angle égal compris entre deux côtés égaux chacunàchacun; donc l'angleSAB es Légal à l'angle S'A'B' et ls côté AB

s gle dièdre BASC suivant
les droites DE, DF, qui
sont aussi perpendicu¬
laires à SA, et dont l'an¬
gle EDF sert de mesure
à l'angle dièdre BASC.
Comme chacun des an-

SCD LYON 1



FIGURES DANS L'ESPACE. — VIIe LEÇON. 223

égal au côté A'B'. Je démontrerais de même l'égalité des trian¬
gles SAC,S'A'C' et celle des triangles SBC,S'B'C'; il en résulte
que l'angle SAC est égal à l'angle S'A'C', et que les côtés AC,
BC sont égaux respectivement aux côtés A'C', B'C'. Les deux
triangles ABC, A'B'C' ayant les trois côtés égaux chacun à cha¬
cun, leurs angles BAC, B'A'C sont aussi égaux. Cela posé,
je fais remarquer que les triangles rectangles ADE, A'D'E'
ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à cha¬
cun, et j'en conclus que le côté DE est égal à D'E' et le côté
AE égal à A'E'. La comparaison des deux triangles rectangles
ADF, A'D'F' prouve de même l'égalité des côtés DF, D'F' et
celle des côtés AF, A'F'. Les deux triangles AEF, A'E'F' ont
dès lors un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun
à chacun, et sont égaux ; donc le côté EF est égal au côté E'F'.
Les triangles DÈÈ, D'E'F' ont par conséquent les trois côtés
égaux chacun à chacun, et l'angle EDF, opposé au côtéEF, est
égal à l'angle E'D'F', opposé au côté E'F'.

Je dis, en second lieu, que les angles trièdres SABC, S'A'B'C'
sont égaux ou symétriques, selon que leurs faces égales sont
semblablement ou inversement disposées.,Je suppose d'abord
les faces égales semblablement placées, et je superpose la face
A'S'C' sur la face ASC qui lui est égale ; comme les angles
dièdres SA, S'A', opposés aux faces égales B'S'C', BSC, sont
égaux, le plan A'S'B' s'applique sur le plan ASB, et la droite
S'B' sur la droite SB, puisque l'angle A'S'B' est égal à l'angle
ASB. Les deux faces B'S'C', BSC coïncident par suite, et les
deux angles trièdres S'A'B'C', SABC sont égaux.

Je suppose, en second lieu, les faces égales des deux angles
trièdres inversement placées ; l'angle trièdre S'et le symétri¬
que de l'angle trièdre S ont dès lors leurs faces égales chacune
à chacune et semblablement placées ; ils sont donc égaux, ci
les angles trièdres S, S' sont symétriques.

THÉORÈME V

La somme des angles plans qui forment un angle polyèdre
convexe est plus petite que quatre angles droits.
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Soit SABCDE un angle polyèdre convexe, formé par les
angles plans de ASB, BSC, CSD, DSE,
ESA ; je le coupe par un plan qui
rencontre toutes ses arêtes du même
côté de leur intersection S ; je prends
un point quelconque 0 à l'intérieur
de la section ABCDE, et je le joins par
des lignes droites à tous les sommets.
Le polygone ABCDE est décomposé en

autant de triangles qu'il a de côtés, ou en autant de triangles
que son plan en détermine sur les faces de l'angle polyèdre S.

Cela posé, si on considère successivement les divers angles
trièdres que le plan de la section ABCDE fait avec les faces de
l'angle polyèdre S, on a dans l'angle trièdre^ABSE (1) :

SAB + SAE>BAE;
on a de même dans l'angle trièdre BCSA :

SBA + SBC>ABC,
et ainsi de suite. En ajoutant membre à membre les inéga¬
lités précédentes, on trouve que la somme des angles SAB,
SBA,SBC, etc., formés sur les bases AB, BC, etc. des triangles
SAB, SBC, etc., est plus grande que celle des angles inté¬
rieurs BAE, CBA, etc. du polygone ABCDE, ou plus grande
que la somme des angles OAB, OBA, OBC, etc. formés sur les
bases AB, BC, etc. des triangles OAB, OBC, etc. Or' la somme
de tous les angles des triangles SAB, SBC, etc. est égale à celle
de tous les angles des triangles OAB, OBC, etc., puisqu'il y a
le même nombre de triangles de part et d'autre ; il faut donc
que, dans le premier groupe de triangles, la somme des an¬
gles qui ont le point S pour sommet commun soit moindre
que celle des angles qui, dans le second groupe de triangles,
ont leurs sommets au point 0. Par conséquent, la somme des
angles plans ASB, BSC, CSD, etc., qui forment l'angle polyèdre
S, est moindre que quatre angles droits.
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THÉORÈME VI

Si, d'un point quelconque de l'arête d'un angle dièdre, on
élève des perpendiculaires sur ses faces,
de manière que chacune de ces droites se
trouve, par rapport à la face sur laquelle
elle est perpendiculaire, du même côté que
l'autre face, l'angle des deux perpendicu¬
laires est le supplément de l'angle plan cor¬
respondant à l'angle dièdre.

D'un point quelconque B de l'arête BD
d'un angle dièdre ABDC, j'élève la perpen¬
diculaire BC' sur le plan ABD du côté de

la face CBD, et la perpendiculaire BA' sur le plan CBD du côté
de la face ABD. Le plan de ces deux droites coupe les faces
de l'angle dièdre suivant les droites BA, BC qui sont per¬
pendiculaires à l'arête BD, et forment dès lors l'angle plan
correspondant à l'angle dièdre; je dis que l'angle A'BC est
le supplément de cet angle plan ABC.

En effet, la droite BC', perpendiculaire au
plan ABD, est, par suite, perpendiculaire à
la droite BA qui passe par son pied dans ce
plan ; pour la même raison, la droite BA'
est aussi perpendiculaire à la droite BC ; par
conséquent, les deux angles ABC, A'B'C ont

11

les côtés perpendiculaires chacun à chacun.
Or, si l'angle ABC est aigu (fig. 1), l'angle

est plus grand que l'angle droit ABC', c'est-à-dire
obtus ; et, si l'angle ABC est obtus (fig. 2), l'angle A'BC' est plus
petit que l'angle droit ABC', c'est-à-dire aigu; donc, dans l'un
et l'autre cas, l'angle A'BC' est le supplément de l'angle ABC.

Scolie. Le théorème est encore vrai lorsque l'angle ABC est
droit ; car BC se confond alors avec BC, et BA' avec BA ; donc
l'angle A'BC' est droit, c'est-à-dire qu'il est le supplément de
l'angle ABC.

/A1

A'BC

AM. — ÉLÉM.
15
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THEOREME VII

Si du sommet A d'un angle trièdre ABCD on élève les per•
pendiculaires AB', AG', AD' sur ses

-jy trois faces, de manière que chacune
- de ces droites se trouve, par rapport

à la face sur laquelle elle est perpen¬
diculaire , du même côté que l'arête
opposée à celte face, l'angle trièdre

AB'C'D' a pour faces les suppléments des angles dièdres de
l'angle trièdre ABCD; et réciproquement.

La perpendiculaire AB', élevée par le point A de l'arête de
l'angle dièdre BADG sur la face CAD, se trouve, d'après l'hy¬
pothèse, du même côté du plan CAD que l'arête AB ou que
l'autre face BAD. La perpendiculaire AC' à la face BAD est
aussi du même côté du plan BAD que l'autre face CAD. Par
conséquent, l'angle B'AC' est le supplément de l'angle plan
correspondant à l'angle dièdre BADC (VI).

Je prouverais, de même, que les angles C'AD', D'AB' sont les
suppléments respectifs des angles plans correspondants aux
angles dièdres CABD, DACB.

Réciproquement, les faces de l'angle drièdre ABCD sont les
suppléments des angles dièdres de l'angle trièdre AB'C'D'

Je remarque d'abord que la droite AD est perpendiculaire à
la face B'AC' de l'angle trièdre AB'C'D', puisqu'elle est perpen¬
diculaire aux deux droites AB', AC' qui passent par son pied
dans ce plan (E., 1, II); je dis, en outre, que celte droite se
trouve du même côté du plan B'AC' que l'arête AD' de l'angle
trièdre AB'C'D'. En effet, les deux droites AD, AD' étant, par

hypothèse, du même côté du plan
_ D. BAC et la droite AD'perpendiculaire

à ce plan, l'angle DAD' est aigu; par
conséquent, les deux droites AD, AD'
se trouvent aussi du même côté du
plan B'AC' qui est perpendiculaire

sur la droite AD.

■>
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Je démontrerais de même : 1° que la droite AC est perpendi¬
culaire à la face B'AD' de l'angle trièdre AB'C'D' et qu'elle se
trouve du même côté de cette face que l'arête opposée AC';
2° que la droite AB est perpendiculaire à la face C'AD' du même
angle trièdre, et qu'elle est du même côté de cette face que
l'arête opposée AB'. De la je conclus, en vertu de la proposi¬
tion directe, que l'angle BAC est le supplément de l'angle plan
correspondant à l'angle dièdre B'AD'C', etc.

Scolie. Les deux angles trièdres ABCD, AB'C'D' sont dits
supplémentaires.

THÉORÈME VIII

1° Chaque angle dièdre d'un angle trièdre, augmenté de deux
angles dièdres droits, est plus grand que la somme des deux
autres angles dièdres.

2° La somme des trois angles dièdres d'un angle trièdre est
comprise entre deux angles dièdres droits et six angles dièdres
droits.

1° Soient A, B, C les rapports des trois angles dièdres d'un
angle trièdre à l'angle dièdre droit ; les faces de l'angle trièdre
supplémentaire, rapportées à l'angle plan droit, sont repré¬
sentées respectivement par

2 —A, 2 —B, 2 —C.
Or, chacune de ces faces est moindre que la somme des deux
autres (I) ; donc on a :

2 — A < 2 — B -+- 2 — C
ft, par suite,

A + 2>B + C,
2° La somme des trois faces de l'angle trièdre supplémen¬

taire est positive et plus petite que quatre angles droits (V). Par
conséquent, on a

6 — A — B — C > 0
et 6 — A — B — C<4;
on en déduit successivement :

A H- B -t- C<6
et A + B + C>2.
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Scolie. II importe de remarquer l'analogie qui existe entre

les propriétés de l'angle trièdre et celles du triangle. On passe
des unes aux autres en substituant aux côtés et aux sommets
du triangle les faces et les arêtes de l'angle trièdre.

1er Exemple. Chaque côté d'un triangle est moindre que la
somme des deux autres.

Chaque face d'un angle trièdre est moindre que la somme des
deux autres.

2e Exemple. Si tin triangle a deux angles égaux, les angles
opposés à ces côtés sont égaux.

Si un angle trièdre a deux faces égales, les angles dièdres
opposés à ces faces sont égaux.

3e Exemple. Si deux triangles ont les trois côtés égaux chacun
à chacun, les angles opposés aux côtés égaux sont égaux.

Si deux angles trièdres ont les trois faces égales chacune à
chacune, les angles dièdres, opposés aux faces égales, sont
égaux, etc.

Il n'est pas moins important de remarquer que si à chaque
propriété du triangle, correspond une propriété de l'angle tri¬
èdre, la réciproque n'est pas toujours vraie. Ainsi la propriété
de la somme des faces d'un angle trièdre d'être moindre que
quatre angles droits, n'a pas d'analogue dans le triangle.

problèmes.

1. Quel est le lieu géométrique des points également dis¬
tants des trois faces d'un angle trièdre?

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi¬
gnés des trois arêtes d'un angle trièdre?

5. Les plans, menés perpendiculairement aux faces d'un
angle trièdre par les arêtes opposées à ces faces, passent par
une même droite.

4. Les plans, menés par chacune des arêtes d'un angle
trièdre et la bissectrice de la face opposée à cette arête, passent
par une même droite.

5. Toute section, faite dans un angle trièdre rectangle par
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un plan perpendiculaire à l'une de ses arêtes, est un triangle
rectangle.

6. Le point de rencontre des hauteurs du triangle qu'on
obtient en coupant un angle trièdre trirectangle par un plan,
est la projection du sommet de l'angle trièdre sur ce plan.

7. Si l'on coupe un angle trièdre trirectangle par un plan
qui rencontre ses trois arêtes, 1° le triangle intercepté sur cha¬
cune des faces est moyenne proportionnelle entre sa projection
sur le plan sécant et la section que ce plan détermine dans
l'angle trièdre ; 2° le carré de cette section est égal à la somme
des carrés de ses projections sur les faces de l'angle trièdre.

8. Couper un angle polyèdre à quatre faces par un plan tel
que la section soit un parallélogramme.

9. Les perpendiculaires, abaissées d'un point pris à l'inté¬
rieur d'un angle trièdre sur les faces de cet angle, sont les
arêtes d'un second angle trièdre qui a pour faces et pour an¬
gles dièdres les suppléments des_ angles dièdres et ceux des
faces du premier.

10. La plus grande face d'un angle trièdre est opposée au
plus grand angle drièdre, et réciproquement.

11. La somme des angles que les arêtes d'uïi angle trièdre
font avec les faces qui leur sont respectivement opposées, est
moindre que la somme des trois faces, et plus grande que la
moitié de cette somme.
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Programme : Oes polyèdres. — Parallélipipède. — Mesure du volume du parai,
lélipipède rectangle, du parallélipipède quelconque, du prisme triangulaire,
du prisme quelconque.

DÉFINITIONS

1. Un polyèdre est un corps terminé en tous sens par des
plans. Les polygones formés par les intersections de ces plans
sont les faces du polyèdre, et leur ensemble constitue sa sur face..

On appelle angles d'un polyèdre les angles polyèdres que ses
faces font entre elles ; — sommets, les sommets de ses angles
arêtes, les côtés de ses faces ; —- diagonale, toute droite qui
joint deux de ses sommets non situés dans la même face.

On désigne sous les noms particuliers de tétraèdre, d'hexa¬
èdre, d'octaèdre, de dodécaèdre et d'isocaèdre les polyèdres qui
ont quatre, six, huit, douze et vingt faces.

2. Un polyèdre est régulier, lorsque ses angles sont égaux
et que ses faces sont des polygones réguliers égaux.

Il n'y a que cinq polyèdres réguliers, qui sont : 1° le
tétraèdre régulier, dont la surface est composée de 4 triangles
équilatéraux, assemblés 3 à 3 autour de chaque sommet;
2° l'hexaèdre régulier, ou cube, qui est formé de 6 carrés,
réunis 3 à 3 autour de chaque sommet: 3° Yoctaèdre régulier,
qui est composé de 8 triangles équilatéraux, assemblés 4 à 4
autour de chaque sommet; 4° le dodécaèdre régulier, ayant
pour faces 12 pentagones réguliers, assemblés 3 à 5 autour de
chaque sommet ; 5° Y isocaèdre régulier, dont la surface est com¬
posée de20 triangles équilatéraux, réunis 5à 5 autour dechaque
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sommet. On reconnaît facilement qu'il n'y a que ces cinq po¬
lyèdres réguliers, en cherchant combien on peut former d'an¬
gles polyèdres n'ayant pour faces que des angles de polygones
réguliers. En effet, 1° avec l'angle du triangle équilatéral, qui

2
vaut* d'angle droit, on peut construire trois angles polyèdres

0

ayant 3, 4 ou 5 faces, puisque la somme des faces d'un angle
polyèdre est moindre que 4 angles droits (7,Y), et que la somme

2
de plus de 5 angles égaux à g- égale ou surpasse 4 angles
droits. On verrait de même qu'on ne peut former qu'un seul
angle polyèdre avec l'angle du carré, avec l'angle du penta¬
gone régulier, et que cet angle polyèdre n'a que trois faces,
mais qu'il est impossible d'en construire avec les angles de tous
les autres polygones réguliers.

3. Un polyèdre est convexe s'il est tout entier d'un même côté
de chacun des plans prolongés indéfiniment qui le terminent.
Dans le cas contraire, on dit qu'il est concave.

Un plan coupe la surface d'un polyèdre convexe suivant un
polygone convexe, puisque ce polygone est tout entier d'un
même côté de chacune des droites qui le forment. Une ligne
droite ne peut rencontrer, par suite, la surface d'un polyèdre
convexe en plus de deux points.

4. On distingue parmi les polyèdres le prisme et h pyra¬
mide. Occupons-nous d'abord du prisme.

Un prisme est un polyèdre qui a deux faces égales et paral¬
lèles, unies par des parallélogrammes.

On donne le nom de bases aux deux faces égales et parallèles
du prisme, et celui de faces latérales aux divers parallélo¬
grammes qui composent le reste de sa surface.

La hauteur d'un prisme est la dislance des plans de ses
bases. On sait que cette distance a pour mesure la perpendi¬
culaire abaissée d'un point quelconque de l'une des bases sur
l'autre (5, IX, c) .

Pour construire un prisme, je prends un polygone quel¬
conque, par exemple le pentagone ABCDE, et je mène par ses
sommets, d'un même côté de son plan, les droites AF, BG, CH,
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DI, EK, parallèles et égales entre elles. Je trace ensuite les
côtés du polygone FGIIIK, qui e pour
sommet les extrémités de ces parallèles,
et je dis que le polyèdre ABCDEFFIIIK est
un prisme. Je remarque, en effet, que
chacun des quadrilatères AK, El, DU, CG,
BF est un parallélogramme, puisqu'il 3
deux côtés égaux et parallèles d'après la
construction. Les pentagones BCDEF,

FGHIK ont, par suite, les côtés égaux et parallèles chacun à
chacun; ils sont donc égaux, et le polyèdre AI, qui a deux faces
égales et parallèles, unies par des parallélogrammes, est un
prisme.

5. Un prisme est triangulaire, quaclrangulaire, pentagonal,
hexagonal, etc., selon que sa base est un triangle, un quadri¬
latère, un pentagone, un hexagone, etc.

6. On di t qu'un prisme est droit ou oblique, lorsque les plans de
ses faces latérales sont perpendiculaires ou obliques à ceux des
bases. Les faces latérales d'un prisme droit sont des rectangles.

7. Si l'on coupe un prisme par un plan qui rencontre toutes
les faces latérales, la portion de ce prisme comprise entre le
plan sécant et l'une des bases est ce qu'on appelle un prisme
tronqué, ou un tronc de prisme.

8. On appelle volume d'un polyèdre la grandeur du lieu qu'il
occupe dans l'espace. — Si deux polyèdres ont le même volume
sans avoir la même forme, on dit qu'ils sont équivalents.

9. On nomme parallélipipède tout prisme dont
les bases sont des parallélogrammes. —Dès lors
le parallélipipède est compris sous six faces qui
sont des parallélogrammes.

10. Lorsque les bases d'un parallélipipède droit
sont des rectangles, on désigne ce polyèdre sous le nom de
parallélipipède rectangle, et l'on dit qu'il a pour dimensions les
longueurs des trois arêtes issues d'un même sommet.

Le parallélipipède rectangle dont les faces sont des carrés est
appelé cube ou hexaèdre régulier.

y
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THÉORÈME I

Les sections MNOPQ, RSTUV, faites dans un prisme AK par
deux plans parallèles qui rencontrent toutes ses faces latérales,
sont des polygones égaux.

En effet, les deux plans parallèles MO, RT
coupent la face AG du prisme suivant les
droites MN, RS, qui sont parallèles (5, VII) ;
donc le quadrilatère MNSR est un parallélo¬
gramme, et les parallèles MN, RS sont égales.
Je prouverais de même que les côtés NO,
OP, etc. de la section MNOPQ sont parallèles
et égaux respectivement aux côtés ST, TU, etc.
delà section RSTUV. Ces polygones ont aussi les

angles égaux chacun à chacun ; car leurs angles, considérés
deux à deux, ont les côtés parallèles et dirigés dans le même
sens (3, XI) : ainsi l'angle MNO est égal à l'angle RST, l'angle
1X0P égal à l'angle STU, etc. Donc les sections MNOPQ, RSTUV,
qui ont les côtés égaux et les angles égaux chacun à chacun,
sont égales.

Corollaire. — Toute section faite dans un prisme par un
plan parallèle à sa base est égale à cette base.

Remarque. — On appelle section droite d'un prisme toute
section faite dans ce polyèdre par un plan perpendiculaire à"
ses arêtes latérales.

THÉORÈME II

Deux prismes sont égaux s'ils ont un angle dièdre égal, com¬
pris entre une base et une face latérale égales chacune à chacune
et semblablement placées.

Soient la base ABCDE du prisme
>k AK égale à la base A'B'C'D'E' du

prisme A'K', la face latérale ABGF
égale à la face latérale A'B'G'F', et
l'angle dièdre AB égal à l'angle dièdre
A'B' ; je dis que les prismes AK, A'K'
sont égaux, si leurs faces égales

sont semblablement placées dans leurs plans respectifs.
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Pour le démontrer, je superpose les deux polygones égaux
ABCDE, A'B'C'D'E' de manière qu'ils
coïncident, et je remarque ensuite
que le plan A'B'G' s'applique sur le
plan ABG, à cause de l'égalité des
deux angles dièdres AB, A'B'. Les
parallélogrammes ABGF, A'B'G'F
étant égaux par hypothèse et pla¬

cés de la même manière dans leurs plans respectifs, l'angle
A'B'G' égale dès lors l'angle ABG ; l'arête B'G' prend par suite
la direction de l'arête BG. Or ces droites sont égales; donc
leurs extrémités G et G' se confondent.

La coïncidence des deux bases inférieures ABCDE, A'B'C'D'E'
et celle des deux arêtes BG, B'G' étant établies, les arêtes laté¬
rales C'H', D'K', etc. du prisme A'K', qui sont parallèles à B'G',
s'appliquent respectivement sur les arêtes latérales CH, DK, etc.
du prisme AK, qui sont parallèles à BC, et Les sommets des
bases supérieures G'H'K'L'F', GHKLF coïncident deux à deux.
Les prismes AK, A'K', étant ramenés à avoir les mêmes som¬
mets, ne font plus qu'un même polyèdre ; ils sont donc égaux.

Corollaire. — Deux prismes droits AK, A'K' sont égaux, s'ils
ont les bases égales et les hauteurs égales.

. En effet, l'angle dièdre droit AB est égal à l'angle dièdre
droit A'B', et les rectangles ABGF, A'B'G'F', qui ont les bases
égales et les hauteurs égales, sont égaux. Les prismes AK, A'K'
ont donc un angle dièdre égal compris entre une base et une
face latérale égales chacune à chacune et semblablement dis¬
posées; par conséquent, ils sont égaux.

THÉORÈME III

Tout prisme oblique est équivalent à un prisme droit, ayant
pour hauteur Tune des arêtes latérales du prisme oblique et
pour base sa section droite.

Soit le prisme oblique AK, qui a pour bases les polygones
ABCDE et FGHKL; je mène par les extrémités A et F de
l'arête latérale AF les plans AB'C', FGTI' perpendiculaires
à cette droite. Les sections AB'C'D'E', FG'H'K'L' sont deux
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polygones égaux, puisque leurs plans sont parallèles (I) ;

I( H par conséquent, le polyèdre AB'CD'E'FG'II'K'L'
est un prisme droit, qui a pour hauteur l'arête

G, latérale AF du prisme oblique AK et pour base
la section droite AB'C'D'E'. Je dis que ces deux
prismes sont équivalents.

Je commence par démontrer l'égalité des
B deux polyèdres ABCDEB'C'D'E', FGIÏKIG'H'K'L',

^/B' qu'on obtient en retranchant successivement
a les deux prismes AK, AK' de tout le polyèdre

AB'C'D'E'FG1IKL. A cet effet, je superpose les deux sections
égales AB'C'D'E', FG'H'K'L', de manière qu'elles coïncident;
les arêtes B'B, G'G, qui sont respectivement perpendiculaires
à ces sections, et qui ont la même longueur ÂF—BG', prennent
alors la même direction, et leurs extrémités B, G s'appliquent
l'une sur l'autre. Il en est de même des sommets C et H, des
sommets D et K, ainsi que des sommets E et L. Par consé¬
quent, les deux polyèdres convexes AB'CD, FG'IIK, que je ra¬
mène à avoir les mêmes sommets, coïncident et sont égaux.

Je remarque, en second lieu, que si je retranche successi¬
vement ces deux polyèdres égaux de la figure entière AB'C'FGK,
les deux polyèdres restants, c'est-à-dire les deux prismes AK,
AK' doivent être équivalents ; donc le prisme oblique AK est
équivalent au prisme droit AK', qui a pour hauteur l'une des
arêtes latérales du prisme oblique, et pour base sa section
droite.

THÉORÈME IV

Les faces opposées d'un parallélipipède sont égales et parallèles.
Soit le parallélipipède AG, qui a pour

7\ bases les parallélogrammes ABCD, EFGH;
\

F ces deux quadrilatères sont égaux, et
/ leurs plans sont parallèles d'après la
/ définition du parallélipipède. Je dis que

/ les autres faces opposées, par exemple
ABFE et DCGH, sont aussi égales el que

leurs plans sont parallèles.
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Ces parallélogrammes ont un angle égal, compris entre deux

côtés égaux chacun à chacun. En effet, le côté AB est égal au
côté DC, parce qu'ils sont opposés l'un à l'autre dans le paral¬
lélogramme ÀBCD ; le côté AE est égal à DU par une raison
semblable, et l'angle BAE est égal à l'angle CDII, parce queleurs côtés sont parallèles deux à deux et dirigés dans le même
sens. Par conséquent, les deux faces opposées ABFE, DCGI1
sont égales (P., 10, Y), et leurs plans sont parallèles, puisqu'ilscontiennent les angles BAE, CDU, dont les côtés sont paral¬lèles chacun à chacun (3, XI).

Remarque. — On peut prendre pour bases d'un paralléli
pipède deux faces opposées quelconques; car elles sont égales
et parallèles.

Corollaire. — Toute section faite dans un parallélipipède
par un plan qui rencontre deux faces opposées est un parallé¬
logramme.

Car cette section est un quadrilatère dont les côtés opposés
sont parallèles, comme intersections de deux plans parallèles
par un même plan (3, VII).

THÉORÈME V

Leplan menépar deux arêtes opwse'es dunparallélipipèdedivise cepolyèdre en deux prismes triangulaires qui sont équi¬
valents

Soit le parallélipipède AG, dansG

lequel les arêtes BF, DH sont oppo¬
sées l'une à l'autre; ces droites,
étant parallèles à la même arête AE,
sont parallèles entre elles (3, II, c), et
le plan qu'elles déterminent partage
le parallélipipède AG en deux polyè¬
dres ABDEFH, BCDFGH , qui sontdes prismes triangulaires. En effet, les deux faces triangulairesABD, EFH du premier polyèdre ont les côtés égaux [et paral¬lèles chacun à chacun ; donc elles sont égales, et leurs plans
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sont parallèles (3, XI). Ce polyèdre est par suite un prisme,
car ses autres faces sont des parallélogrammes. Il en est de
même du polyèdre BCDFGH.

je dis maintenant que ces deux prismes triangulaires sont
équivalents. Ce théorème est évident si le parallélipipède AG
est droit, car les deux prismes, qui sont aussi droits, ont leurs
bases égales et la même hauteur ; ils sont donc égaux (II, c).

Pour démontrer le même théorème lorsque le parallélipi¬
pède AG est oblique, je mène le plan MNOP perpendiculaire
aux arêtes latérales des deux prismes, et je fais remarquer
que le prisme oblique AFH est équivalent au prisme droit qui
aurait pour base la section droite MNP du prisme oblique, et
pour hauteur son arête latérale BF (III) ; pareillement, le
prisme oblique CFH est équivalent au prisme droit, ayant
pour base sa section droite NOP, et pour hauteur son arête
latérale BF. Or, les bases MNP, NOP des deux prismes droits
sont égales, parce qu'elles ont les trois côtés égaux chacun à
chacun; ces prismes ont en outre la même hauteur BF ; donc
ils sont égaux (II, c). Les prismes obliques AFH, CFH sont
par suite équivalents.

THÉORÈME VI

Deux parallélipipèdes rectangles de même base sont propor¬
tionnels à leurs hauteurs.

Soient ABCDE et ABCDK deux parallélipi¬
pèdes rectangles, ayant la même base ABCD
et les hauteurs inégales AE, AK ; je suppose le

5,
\ \
-\ F N\

\ \

\
l\ —Jp\
\ \\

rapport de ces hauteurs égal à =■ (P., 15, déf. 3) ;o

ces droites ont dès lors une commune mesure
AO contenue 5 fois dans AE et 3 fois dans AK.
Par les points 0, R, K, S, qui divisent AE en
5 parties égales,je mène des plans perpendicu¬

laires à cette droite; ces plans déterminent dans le paralléli¬
pipède AE des sections qui sont parallèles à la base ABCD
(3, VII) et, par suite, égales à celle base (1). Le parallélipipède
AE est donc divisé en cinq parallélipipèdes rectangles égaux,

SCD LYON 1



238 GÉOMÉTRIE.

car leurs bases sont égales et leurs hauteurs égales (II) ; le pa-
rallélipipède AK contenant trois de ces parallélipipèdes par¬
tiels, ces deux polyèdres ont une commune mesure ABCDO,
qu'ils contiennent respectivement autant de fois que les hau¬
teurs AE, AK contiennent leur commune mesure AO; par
conséquent, le rapport des deux parallélipipèdes rectangles
ABCDE, ABCDK, qui ont la même base ABCD, est aussi égal à
5
=-, ou au rapport de leurs hauteurs AE, AK.
o

THÉORÈME VII

Deux parallélipipèdes rectangles de même hauteur sont pro¬
portionnels à leurs bases.

Soient P et P' deux parallélipipèdes rectangles de même
hauteur h, dont les bases respectives R, R' ont pour dimen¬
sions les lignes a, b et b'. Je construis un parallélipipède
rectangle P" sur les trois lignes h, a, b', et je le compare d'a¬
bord au parallélipipède P. Ces deux polyèdres ont une face
égale qui a pour dimensions les lignes h, a, et que je prends
pour leur base ; ils sont donc proportionnels à leurs hauteurs
b, b' (VI), c'est-à-dire que

P _b_
p,,—y

Les deux parallélipipèdes P", P' ont aussi une base égale, dont
les dimensions sont h et 6'; par conséquent, on a aussi (VI) :

F'_n
P' ~ ar

Cela posé, je multiplie les deux égalités précédentes membre
à membre ; je divise ensuite les deux termes du premier pro¬
duit par le facteur commun P", et je trouve

P ax'b
F ~~ a'xbr

Or, les rectangles R et R' sont proportionnels aux produits
a x b, q' x bde leurs bases par leurs hauteurs (P., 30, II);
donc

P
_ R

P' " R''
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THÉORÈME VIII

Deux parallélipipèdes rectangles quelco7iques sont propor¬
tionnels aux produits de leurs bases par leurs hauteurs.

Soient P etP' deux parallélipipèdes rectangles, ayant pour
bases les rectangles R, R' et pour hauteurs les lignes h, h'. Je
construis un parallélipipède rectangle P" de même baseR que
le parallélipipède P, et de même hauteur h' que le parallélipi¬
pède P'. Les deux parallélipipèdes P, P", ayant la même base,
sont proportionnels aux hauteurs h et h' (VI), c'est-à-dire que

P_ _ h_
P" — h''

comme les parallélipipèdes rectangles P", P' ont la même
hauteur, ils sont proportionnels à leurs bases R, R' (VII), et

F
_ R_

P' — R'-

Cela posé, je multiplie les deux égalités précédentes membre
à membre; je divise ensuite les deux termes du premier pro¬
duit par leur facteur commun P", et je trouve

P__R^<à_
P' — R' X hr

THÉORÈME IX

Le volume d'un parallélipipède rectangle est égal au pro¬
duit de sa base par sa hauteur, si l'on prend pour les unités de
volume et de surface le cube et le carré faits sur l'unité de Ion
yueur.

Soit à mesurer le volume d'un parallélipipède rectangle P,
ayant le rectangle R pour base et la ligne h pour hauteur; je
prends pour les.unités de volume et de surface le cube et le
carré construits sur l'unité de longueur, et j'ai, d'après le
théorème précédent :

P R h n „ ,
— — - x -, ou P = Rx 7i.1 1 1

Or, les nombres P, R et h sont les mesures respectives
du parallélipipède rectangle, de sa base et de sa hauteur;
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cette l'égalité précédente exprime que le nombre qui représente
la mesure du parallélipipède rectangle, c'est-à-dire son volume,
est égal au produit des deux nombres qui représentent les
mesures de sa base et de sa hauteur. On énonce ordinaire¬
ment ce résultat de la manière suivante : Le volume du pa¬
rallélipipède rectangle est égal au produit de sa base par sa
hauteur.

Corollaire I. — Soient a et & les dimensions du rectangle R;
on sait que (P., 30, III)

R = a X b;
on a par suite l'égalité :

P = axbxh,
qui exprime que le volume du parallélipipède rectangle est
aussi égal au produit de ses trois dimensions; car les nombres
a, b, h sont les mesures des trois dimensions du parallélipi¬
pède P.

Ce nouvel énoncé de la mesure du parallélipipède rectangle
ne dépend pas de l'unité de surface.

Corollaire II. — Le volume d'un cube est égal au produit de
ses trois dimensions, ou à la troisième puissance de son côté.

Réciproquement, la troisième puissance d'un nombre quel¬
conque peut être considérée comme le volume d'un cube dont la
longueur du côté est représentée par ce nombre.

Ce corollaire et sa réciproque expliquent la synonymie des
mots cube et troisième puissance d'un nombre employés dans
l'arithmétique.

Remarque. — Si l'on prend le mètre pour l'unité de lon¬
gueur, le mètre carré sera l'unité de surface, et le mètre cube,
l'unité de volume.

THÉORÈME X

Le volume d'un parallélipipède quelconque est égal au pro¬
duit de sa base et de sa hauteur.

Ce théorème est déjà démontré pour un parallélipipède rec
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tangle (IX). Il s'agit donc d'en établir la vérité pour le parallé-
lipipède droit et pour le parallélipipède oblique.

1° Soit le parallélipipède droit AG qui a le
parallélogramme ABCD pour base et la droite
AE pour hauteur ; par un point quelconque A
de l'arête AB, appartenant à l'une des bases, je
mène un plan perpendiculaire à celte arête; la
section AEII'D' est un rectangle, puisque les

faces opposées BE, CH du parallélipipède AG sont perpendi¬
culaires aux bases AC, EG.

Cela posé, je fais remarquer que le parallélipipède proposé
AG est équivalent au parallélipipède droit qui aurait la section
AEII'D' pour base et l'arête AB pour hauteur (III). Or, ce der¬
nier parallélipipède droit est rectangle, puisque sa base est un
rectangle ; il a donc pour mesure le produit de sa base par sa
hauteur, c'est-à-dire AE x AD'x AB (IX).Dèslorsle paralléli¬
pipède AG a aussi pour mesure AEx AD'xAB, c'est-à-dire
le produit de sa hauteur AE par sa base ABCD, car l'aire de
celte base est égale à AD' x AB.

2° Soit le parallélipipède oblique AG
qui a pour base le parallélogramme
ABCD ; par un point quelconque E de
l'arête EF, appartenant à l'une des bases,
je mène le plan EKN perpendiculaire à
cette arête, et je remarque ensuite que le
parallélipipède proposé est équivalent au

parallélipipède droit qui aurait la section droite EKNO pour
base et l'arête EF pour hauteur (III). Soit ER la perpendicu¬
laire abaissée du point E sur le plan ABCD; cette droite est à
la fois la hauteur du parallélipipède proposé AG et celle du
parallélogramme EKNO, car elle est comprise dans le plan de
ce quadrilatère, et perpendiculaire au côtéKN (6, II). Donc le
parallélipipède droit a pour mesure ER x NK x EF ; le volume
du parallélipipède oblique AG est par suite égal à ERxNKxEF,
c'est-à-dire égal au produit de sa hauteur ER par sa base ABCD
qui a pour mesure NK x AB, ou NK x EF.

AM. ÉLKM. 16
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THÉORÈME XI

Le volume d'un prisme est égal au produit cle sa base par sa
hauteur.

Je considère d'abord le prisme triangu¬
laire ABCDEF qui a le triangle ABC pour
base, et dont FG est la hauteur. Sur l'angle
trièdre A de ce prisme, je construis le pa-
rallélipipède AK en menant par l'extrémité
de chacune des trois arêtes AB, AC, AF, un

plan parallèle au plan des deux autres. Les
deux prismes triangulaires ABCDEF et BGIIDEK dans lesquels
le parallélipipède est divisé par le plan de ses deux arêtes
opposées BD, CE, sont équivalents (V) ; le parallélipipède AK
est donc le double du prisme proposé. Or, il a pour mesure le
produit de sa base 2ABC par sa hauteur FG (X) ; donc le prisme
triangulaire ABCDEF a pour mesure ABC xFG, c'est-à-dire le
produit de sa base ABC par sa hauteur FG.

Soit, en second lieu, le prisme polygonal ABDK; je décom¬
pose ce polyèdre en prismes triangulaires, en
menant des plans par l'arête latérale AF et par
chacune des arêtes CH, DK, qui lui sont paral¬
lèles, et ne font pas partie de la même face. Ces
prismes triangulaires ont la même hauteur
que le prisme polygonal, et pour bases les trian¬
gles ABC, ACD, ADE, dans lesquels le polygone

ABCDE est décomposé par ses diagonales AC, AD, tirées du
sommet A. Or, chacun d'eux a pour mesure le produit de sa
base par sa hauteur; donc le volume du prisme polygonal
ABCK est égal à (ABC -t- ACD -+- ADE) x H, c'est-à-dire égal
au produit de sa base ABCDE par sa hauteur H.

Corollaire I. — Deux prismes qui ont des bases équivalentes
sont proportionnels à leurs hauteurs.— Deux prismes sont pro¬
portionnels à leurs bases, s'ils ont la même hauteur.

Corollaire II. — Deux prismes ont des volumes équivalents,
si leurs bases sont inversement proportionnelles à leurs hau¬
teurs.

7
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PROBLÈMES.

1. Les diagonales d'un parallélipipèdesont inégales, à moins
que le parallélipipède ne soit rectangle. — Ces droites se di¬
visent mutuellement en deux parties égales.

2. Le carré d'une diagonale d'un parallélipipède rectangle
est égal à la somme des carrés des trois dimensions du parallé¬
lipipède.

5. Calculer, à un décimètre cube près, le volume d'un prisme
droit dont la base est un hexagone régulier, en sachant que
le côté de la base est de lm,56 et la hauteur de 2m,45.

4. Un prisme droit a pour base un triangle équilajéral; son
volume est égala 1 mètre cube, et sa hauteur égale à 0m,80.
Calculer, à un centimètre près, le côté de sa base.

5. Le volume d'un prisme triangulaire est égal à la moitié
du produit d'une face latérale quelconque par la distance de
cette face à l'arête qui lui est opposée.

6. Si, sur trois droites parallèles et non situées dans le même
plan, on prend des longueurs AA', BB', CC', égales à une droite
donnée, le volume du prisme triangulaire AA'BB'CC' est con¬
stant, quelles que soient les positions respectives des arêtes
AA', BB' et CC'.

7. Couper un cube par un plan tel que la section soit un
hexagone régulier.

8. La somme des distances .des sommets d'un parallélipipède
à un plan qui lui est extérieur égale huit fois la distance du
point d'intersection des diagonales de ce polyèdre au même
plan.

9. Trouver sur un plan le lieu géométrique des points tels
que la somme des carrés des distances de chacun d'eux aux

sommets d'un parallélipipède soit égale à un carré donné.
10. Soit ABCD un rectangle ; du sommet A on abaisse la per¬

pendiculaire AE sur la diagonale BD ; par le point d'intersec¬
tion E de ces deux lignes, on tire la droite EG perpendiculaire
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au côté BC du rectangle et la droite EH perpendiculaire au côté
CD. 1° Démontrer les égalités suivantes :

ab^_egl
AD3 ~ EH '

AE3 = BD x EG X EH.

2° Déduire de ce qui précède un moyen de construire une
droite qui soit à une droite donnée dans le même rapport que
deux cubes donnés.

3° Prouver que les droites DH,BG sont deux moyennes pro¬
portionnelles entre EH et EG, c'est-à-dire que l'on a :

EH
__ DH BG

DH ~~ BG ~~ EG'
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DIXIÈME ET ONZIÈME LEÇON

Programme : Pyramide. — Mesure du volume de la pyramide triangulaire, de
la pyramide quelconque. — Volume d'un tronc de prisme à bases parallèles.
— Exercices numériques.

DÉFINITIONS

1. On appelle pyramide un polyèdre dont l'une des faces esi
un polygone quelconque, et dont les autres faces sont des
triangles ayant pour bases les côtés de la face polygonale et
pour sommets un même point de l'espace.

On donne le nom de base à la face polygonale, et celui de
sommet au point commun à toutes les faces triangulaires dont
l'ensemble forme la surface latérale de la pyramide. — La
hauteur de- la pyramide est la distance de son sommet à sa
base.

Le polyèdre SABCDE est une pyramide qui
a pour base le pentagone ABGDE et pour som¬
met le point S. Sa surface latérale est composée
des cinq triangles SAB, SBC, SCD, SDE, SAE,
et sa hauteur est représentée par la perpendi-

' culaire SF, abaissée du sommet sur le plan de
la base.

2. Une pyramide est triangulaire, quadrangulaire, pentago-
nale, etc., selon que sa base est un triangle, un quadrilatère,
un pentagone, etc. On donne le nom particulier de tétraèdre
à une pyramide triangulaire.

3. On dit qu'une pyramide est régulière lorsque sa base est
un polygone régulier, et que la droite qui joint le centre de
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* .

ce polygone au sommet de la pyramide est perpendiculaire à
la base.

4. Si l'on coupe une pyramide par un plan qui rencontre
toutes les faces latérales, la portion de ce polyèdre comprise
entre la base et le plan sécant est appelée pyramide tronquée ou
tronc de pyramide.

THÉORÈME I

1° Tout plan abcde, parallèle à la base ABCDE d'une pyra¬
mide SÀBCDE, divise les arêtes latérales et la hauteur en parties
proportionnelles.

2° La section abcde faite dans la pyramide est semblable à
la base.

1° Je mène par le sommet S de la pyramide
le plan MN parallèle à la base ABCD, et je lais
remarquer que les arêtes latérales SA, SB,
SG, etc., sont divisées, ainsi que la hauteur SF,
en segments proportionnels par les trois plans
parallèles MN, ad, AD (3, X). On a donc :

Sa Sb , Sf
aA~bB~~ /'F

2° Les plans de la base ABCDE et de la
section abcde étant parallèles, leurs intersections par chacune
des faces latérales de la pyramide sont des droites parallèles
(3, VII). Les angles ABC, abc ont dès lors les côtés parallèles
deux à deux et dirigés dans le même sens ; ils sont donc égaux
(3, XI). Pareillement, l'angle BCD est égal à bed; l'angle CDE,
égal à ede, etc.

Il résulte aussi du parallélisme des droites AB et ab, que
les triangles SAB, Sab sont semblables (P., 21, I); on a par
suite :

AB
_ SB

ab Sb'

La similitude des deux triangles SBC, Sbc donne aussi
BO

_ SB
bc" SB '
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par conséquent on a :

247

AB_BC
ab bc'

On prouverait de même l'égalité des deux rap¬

ports^, puis celle des deux rapports ĉd'

DE
—, et ainsi de suite. Les polygones ABCDE,
Cvô

abccle sont dès lors semblables ; car ils ont les
angles égaux et les côtés homologues proportionnels.

Corollaire. — La section abccle étant semblable à la base
delà pyramide, les aires des ces deux polygones sont propor¬
tionnelles aux carrés de leurs côtés homologues (P., 53, II);
on a donc :

abccle ab*
ÂÏÏCDË ~~ ÂB5'

Or, on sait que
ab__Sb__Sf
AB ~~ SB — SE;

par conséquent on a aussi
abccle S/8

ÏBCDE — SE2-

De là résulte ce théorème : Les sections, faites dans une pyra¬
mide par des plans parallèles, sont proportionnelles aux carrés
de leurs distances au sommet de la pyramide.

THÉORÈME IF
Si deux pyramides ont la même hauteur, les sections faites

par des plans parallèles aux
bases, à la même distance des
sommets, sont proportionnelles
aux bases.

Je suppose la hauteur SE de la
pyramide SABC égale à la hau¬
teur S'E' de la pyramide S'A'B'C'D',
et je prends sur ces lignes les

longueurs égales Se, S'e'; puis je mène par le point e le plan
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abc parallèle à la base ABC, et par le point e' le plan a'b'c'd'
parallèle à la base A'B'C'D'.

La section abc faite dans la pyramide SABC étant parallèle à
la base ABC, les aires de ces polygones sont proportionnelles
aux carrés de leurs distances au sommet S (I) ; on a donc

La section a'b'c'd' faite dans la pyramide S'A'B'C'D' étant aussi
parallèle à la base A'B'C'D', on a pareillement

Or les hauteurs SE, S'E' sont égales par hypothèse, ainsi que
les droites Se, S'e'; par conséquent

Corollaire. — Si les bases des deux pyramides sont équi¬
valentes, les sections abc, a'b'c'd'e', le sont aussi.

THÉORÈME III

Deux pyramides sont égales lorsqu'elles ont un angle dièdre

abc Se5
ABC ~~ SË1'

a'b'c'd' S 'en
A'B'C'D' ~~ S7!7*"

abc a'b'c'd'
ABC ~~ A'B'C'D'"

égal, compris entre une base
et une face latérale égales cha¬
cune à chacune et semblable-
ment placées.

b B

La démonstration de ce

théorème est identique à celle
qu'on a faite dans la huitième
leçon pour établir les condi¬

tions d'égalité de deux prismes (8, II).

THÉORÈME IV

Deux pyramides triangulaires qui ont les bases équivalentes
et les hauteurs égales sont équivalentes.
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Soient SABC, S'A'B'C', deux pyramides triangulaires, ayant

leurs bases ABC, A'B'C',
équivalentes, et leurs
hauteurs égales ; je dis
qu'elles sont équiva¬
le tes.

Pour le démontrer,
c, je place ces pyramides

sur le même plan, et je
divise l'une de leurs

arêtes latérales en un nombre quelconque de parties égales,
par exemple l'arête SA en quatre parties égales. Par les points
de division D, E, F, je mène ensuite des plans parallèles au
plan ABC qui contient les bases; chacun de ces plans fait des
sections équivalentes dans les deux pyramides, puisque leurs
bases sont équivalentes (II, c).

Cela posé, par les sommets G et II de la section DGH je trace
des parallèles à l'arête SA jusqu'à la rencontre du plan de la
base ABC, et je tire la droite KL qui joint les deux points
d'intersection. Chacun des quadrilatères ADGK, AD1IL, GKLII
est un parallélogramme, et les triangles AKL, DGH, compris
dans des plans parallèles sont égaux, parce qu'ils ont les côtés
égaux chacun à chacun; le polyèdre AKLDGII est donc un
prisme triangulaire. Je construis de même sous chacune des
sections EMN, FRQ de la pyramide SABC un prisme qui ait
cette section pour base, et dont les arêtes latérales soient aussi
parallèles à SA et terminées au plan de la section précédente.
J'inscris pareillement dans la pyramide S'A'B'C' autant de
prismes qu'elle a de sections, et je prends leurs arêtes latérales
parallèles à S'A'.

Je remarque ensuite que le prisme ADGH inscrit dans la
pyramide SABC est équivalent au prisme A'D'G'H' inscrit dans
la pyramide S'A'B'C, parce qu'ils sont la mêpie hauteur et que
leurs bases DGH, D'G'LI' sont équivalentes (8, XI). Or, les
prismes DEMN, D'E'M'N' sont équivalents pour la même raison,
ainsi que les prismes EFQB, E'F'Q'R' ; donc la somme des
prismes inscrits dans la pyramide SABC est égale à celle des
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prismes inscrits dans la pyramide S'A'B'C'. Si maintenant je
double indéfiniment le nombre des divisions de l'arête SA, et,
par suite, celui des prismes inscrits dans chaque pyramide,
la somme des prismes inscrits dans SABG ne cesse pas d'être
égale à celle des prismes inscrits dans S'A'B'C' ; par consé¬
quent, les limites de ces deux sommes, c'est-à-dire les deux
pyramides* SABG, S'A'B'C', sont équivalentes.

THÉORÈME V

Le volume d'une pyramide est égal au tiers du produit de sa
base par sa hauteur.

Soit d'abord la pyramide triangulaire
SABG ; je construis sur sa hase ABC un
prisme triangulaire ABCDES dont les arêtes
latérales soient parallèles à BS, et je dis que
la pyramide SABC est le tiers de ce prisme.

En effet, le prisme ABCDES est égal à la
somme de la pyramide triangulaire SABC

et de la pyramide quadrangulaire SACED. Or, le plan SAE
divise la pyramide quadrangulaire en deux pyramides trian¬
gulaires SADE, SACË, qui sont équivalentes (IV), puisqu'elles
ont le même sommet S, et que leurs bases ADE, ACE, placées

* Conformément à l'esprit du programme, j'admets que la pyramide SABC
est la limite vers laquelle tend la somme des prismes
inscrits dans ce polyèdre lorsque le nombre des prismes
"croît indéfiniment.

Cependant, pour démonlrer ce théorème, il suffi¬
rait de remarquer : 1° que si l'on mène par le point F
un plan parallèle à la face SBC. ce plan passe par
chacune des droites IT, OP, KL, puisque les droite
SF, Ql, MO, GK, RT, NP. IIL sont égales et paral-

c lèles ; 2° que l'excès de la pyramide SABC sur la
■ somme des prismes inscrits est dès lors moindre que
le tronc de pyramide compris entre les plans parallèle?
SBC, FKL. Car, la distance de ces plans étant plus petit

que SF qui est l'une des divisions yfle l'arête SA, l'épaisseur du tronc de pyra¬
mide et son volume, par suite, diminuent indéfiniment, lorsqu'on divise SA
eu parties égales de plus en plus petites.
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sur le même plan, sont égales comme ayant les côtés égaux
chacun à chacun. Je remarque ensuite que les pyramides
SABC, SADE ont des bases égales ABC,SDE, et la même hauteur
SO que le prisme; donc elles sont équivalentes, et le prisme
ABCDES est le triple de la pyramide SABC. Or, ce prisme a
pour mesure le produit ABC x SO (8, XI) ; par conséquent, le
volume de la pyramide est égal à | ABC xSO, c'est-à-dire au
tiers du produit de sa base par sa hauteur.

Je considère, en second lieu, la pyramide
polygonale SABCDE, que je décompose en
pyramides triangulaires, en menant un plan
par l'une de ses arêtes latérales, par exemple
SA, et par chacune des diagonales de la base
issues du sommet A. Ces pyramides ont pour
bases les triangles ABC, ACD, ADE, dans les¬

quels le polygone ABCDE est divisé par ses diagonales AC, AD,
et pour hauteur la perpendiculaire SO, menée de leur sommet
communS sur le plan qui contient leurs bases. Le volume de
chacune de ces pyramides étant égal au tiers du produit de sa
base par sa hauteur, celui de la pyramide polygonale SABCDE
est égal à | (ABC + ACD -+- ADE) x SO, ou au tiers du produit
de sa base par sa hauteur.

Corollaire i. — Toute pyramide est le tiers d'un prisme de
base équivalente et de même hauteur (8, XI).

Corollaire II. — Deux pyramides de même base sont pro¬
portionnelles à leurs hauteurs. — Si deux pyramides ont la
même hauteur, elles sont proportionnelles à leurs bases.

Corollaire III. — Pour mesurer le volume d'un polyèdre
quelconque, on le décompose en pyramides ayant pour bases
ses différentes faces, et pour sommet commun un point quel¬
conque pris à l'intérieur de ce polyèdre. On calcule ensuite
le volume de chacune de ces pyramides, et on fait la somme
de leurs mesures.

S'il existe à l'intérieur du polyèdre un point également éloi¬
gné de toutes ses faces, et qu'on le prenne pour le sommet de
toutes les pyramides, le volume du polyèdre sera égal au tiers
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du produit de sa surface totale par la perpendiculaire abaissée
de ce point sur l'une de ses faces.

THÉORÈME VI

Un tronc de pyramide àbases parallèles est équivalent à trois
pyramides, ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc
et pour bases respectives la base inférieure du tronc, sa base
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases.

1° Je considère le tronc de pyramide trian¬
gulaire ABCDEF, dont les bases ABC, DEF,
sont parallèles. Les plans ECA, ECD, menés
par la diagonale EC de l'une des faces laté-

c raies et par chacun des sommets A, D, exté¬
rieurs à cette face, décomposent ce polyè¬
dre en trois pyramides triangulaires EABC,

ECDF, EAÇD. La première, EABC, a pour face la base infé¬
rieure ABC du tronc; si je prends ce triangle pour sa base,
elle aura la même hauteur que le tronc, car son sommet E est
un point de la base supérieure DEF de la pyramide tronquée.
La seconde pyramide ECDF peut être considérée comme ayant
pour base le triangle DEF, qui est la base supérieure du tronc;
elle a par suite la même hauteur que le tronc, puisque son
sommet C est un point de là base inférieure ABC. Quant à
la troisième pyramide EACD, je la transforme en une autre
GACD de même base ACD et de même hauteur (IV), en trans¬
portant son sommet E au point G, où la droite EG, menée pa¬
rallèlement à DA, rencontre le côté AB de la base inférieure
ABC. Je considère ensuite la pyramide GACD comme ayantle
triangle ACG pour base et le point D pour sommet; sa hauteur
est alors égale à celle du tronc. Je dis que sa base ACG est
moyenne proportionnelle entre les deux bases ABC, DEF de
la pyramide tronquée.

Pour le démontrer, je mène du point G, jusqu'à la ren¬
contre de AC, la droite GII parallèle à BC, et je fais remarquer
que le triangle AGI! est égal au triangle DEF; en effet, leurs
côtés AG, DE sont égaux comme côtés opposés du parallélo¬
gramme AGED, et les angles GAH, AGH sont égaux respecti-
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veinent aux angles EDF, DEF, parce qu'ils ont leurs côtés pa¬
rallèles deux à deux et dirigés dans le même
sens (3, XI). Cela posé, je compare successi¬
vement le triangle ACG aux deux triangles
ABC, AGH. Les triangles ACG, ABC ont le
sommet C commun et leurs bases AG, AB si¬
tuées sur la même droite ; leurs hauteurs sont
donc égales, et le rapport de leurs aires est le

même que celui de leurs bases (P., 30, V, c), c'est-à-dire que
ABC AB
ACG — AG '

Les triangles ACG, AGH ont aussi la même hauteur, puisque
leurs bases AC, AU sont situées sur la même droite, et que le
point G est leur sommet commun ; par conséquent,

ACG AC
AGH- AH

Mais les rapports^, sont égaux à cause du parallélisme
des droites BC, GII (P., 21,1) ; il résulte donc des deux égalités
précédentes qu'on a

ABC
ACG"

ACG
:AGH'

c'est-à-dire que le triangle ACG est moyenne proportionnelle
entre les deux triangles ABC, AGH.

2° Soit le tronc de pyramide
ABCDEFGH, qu'on obtient en
coupant la pyramide polygonale
SABCD par le plan EFGH paral¬
lèle à la base ABCD ; je construis
sur le plan ABC une pyramide
triangulaire S'A'B'C, ayant la
même hauteur que la pyramide

SABCD et pour base un triangle A'B'C' équivalent au polygone
ABCD (P., 31, prob. I). Ces deux pyramides sont équivalentes,
parce qu'elles ont la même mesure (V).

Je remarque ensuite que le plan EFG détermine dans ces
pyramidesdeux sections équivalentes EFGH, E'F'G' (II, c), et j'en
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conclus que la pyramide S'E'F'G' est équivalente à la pyra¬
mide SEFGII. Le tronc de pyramide triangulaire A'B'C'E'F'G'
est, par suite, équivalent au tronc de pyramide polygonal
ABCDEFGII ; or le tronc de pyramide triangulaire est équiva¬
lent à la somme de trois pyramides qui ont la même hauteur
que le tronc, et dont les bases respectives sont la base infé¬
rieure du tronc, sa base supérieure et la moyenne proportion¬
nelle entre ces deux bases. Donc, etc.

Remarque. — Soient B, b les bases d'un tronc de pyramide
dont les bases sont parallèles, et h sa hauteur ; son volume Y
estégalà|/txB-t-§ h xb+~h x sjBb, ouà-| h(B-{-b-+- \jBb).

On peut éviter le calcul de l'une des deux bases B et b,
parce qu'elles sont semblables (I). En effet, si l'on désigne par
A et « deux côtés homologues de ces bases, ona (P., 33,II) :

b_ _ a2
B ~ A2'

et, par conséquent, b — Bx^
En remplaçant b par cette valeur dans l'égalité

V^ih(B + ft + v/Bé),
on trouve, après l'extraction de la racine carrée :

Y==Bxh(i + fl+(a')).
Cette formule, qui n'exige pas d'extraction de racine, est d'une
application plus facile que la précédente.

THÉORÈME VII

Le volume cTun tronc de prisme triangulaire ABCDEF est égal
à la somme des volumes de trois pyramides
triangulaires, ayant pour base commune la base
inférieure ABC du tronc et pour sommets res¬
pectifs les sommets D, E, F de la base supé-

a rieure.
Je mène les plans ECA, ECD par la diago¬

nale EC de l'une des faces latérales du tronc de
prisme et par chacun de ses sommets A, D, qui sont exté-
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rieurs à celle face. Ces plans décomposent le tronc en trois
D pyramides triangulaires ECAB, ECAD, ECDF.

La première, ECAB, a le triangle ABC pour

Y vtYf kase e* P0"1* ^ Pour sommet ; la seconde,
V^Y ECAD, est équivalente à la pyramide BCAD,
/ \ A parce qu'elles ont la même base CAD, et que
"\y7 leurs sommets E, D sont situés sur une droite

parallèle au plan de leur base. Or la pyramide
BACD peut être considérée comme ayant le triangle ABC pour
base et le point D pour sommet ; donc la seconde pyramide
ECAD est équivalente à une pyramide qui aurait le triangle
ABC pour base et le point D pour sommet. La troisième pyra¬
mide ECDF est équivalente àla pyramide ABCF, parce que leurs
bases CDF, CAF sont deux triangles équivalents, et que leurs
sommets E, B se trouvent sur une droite parallèle au plan de
leurs bases. Mais on peut prendre le triangle ABC pour la base
delà pyramide ABCF et le point F pour son sommet; donc le
prisme tronqué ABCDEF est équivalent à la somme de trois
pyramides ayant le triangle ABC pour base commune et les
points D, E, F, pour sommets.

Remarque. — Soient h, h', h" les distances des sommets
D, E, F, de la base supérieure du prisme tronqué à sa base
inférieure que je désigne par b\ le volume de ce polyèdre est
égal à | bx/i + ^6X/t'-+-|6x h", ou à § b (h-+- h' + h").

Corollaire. — Le volume d'un tronc de prisme triangulaire
ust égal au produit de sa section droite par le tiers de la somme
de ses trois arêtes latérales.

exercices numériques

1. Calculer, à un centimètre cube près, le volume d'un té¬
traèdre régulier dont l'arête est égale à 0m,60.

Je commence par chercher les expressions de la base et de la
hauteur du tétraèdre en fonction de l'arête que je désigne par
a. La base est un triangle équilatéral dont le côté est exprimé

par a; l'aire de ce triangle égale donc (P., 30, Y, c).4
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Pour calculer la hauteur du tétraèdre, je remarque : 1° que
cette droite fait un triangle rectangle avec l'une des arêtes
latérales et le rayon du cercle circonscrit à la base, et que
l'arête latérale est l'hypoténuse de ce triangle ; 2° que le rayon
du triangle équilatéral dont le côté égale a est représenté par

-p= (P., 28, II). J'en conclus que la hauteur du tétraèdre
V 3

égale 4 A2—%-■> ou^A~t Par conséquent, ce polyèdreV ù »)

, e2\/~3 a\f6 n asJ2 „ ,.

pour mesure | x—|—X—>ou ^ • Telle est 1 expres¬
sion du volume d'un tétraèdre régulier en fonction de son
arête a.

Si je suppose maintenant l'arête a égale à 0m,60, je trouve
(0,60) x V J

Qu 25 décimètres cubes 456 centimètres cubes
12

pour le volume demandé.
2. Calculer, à un décimètre cube près, le volume d'un tronc

de pyramide à bases parallèles, en sachant que la hauteur de ce
tronc est de 5 mètres et que ses bases sont deux hexagones régu¬
liers dont les côtés ont 0m,80 et 0m,60 de longueur.

Si l'on désigne par h la hauteur du tronc de pyramide pro¬
posé, par A un côté de sa base inférieure B et par a le côté
homologue de la base supérieure, le volume V de ce polyèdre
est donné par la formule (VI, c) :

2 V A VA>
Or, l'hexagone régulier construit sur la droite A est égal à la
somme de six triangles équilatéraux construits sur la même
droite ; par conséquent on a (P., 30, Y) :

„ 6A2\/3
4

En remplaçant B par cette valeur dans l'expression du volume
V, on arrive à la formule suivante :

h (A'-t- Afl -+- a,') y/5
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Pour faire l'application numérique proposée, on prendra

h = 3, A = 0,80, a = 0,60, et l'on trouvera

V = 1,50 (0,64 H- 0,48 + 0,36) 5,
ou V = 3m-c,,845.

5. Les amas de pierres qu'on fait de distance en distance le
long des routes ont la forme de prismes quadrangulaires tron¬
qués dont deux faces latérales opposées sont des rectangles,
tandis que les deux autres sont des trapèzes isocèles, égaux
entre eux. Chacun de ces troncs de prisme a dès lors pour bases
deux trapèzes isocèles égaux, et c'est par la plus grande de ses
faces rectangulaires qu'il s'appuie sur le sol.

Les côtés AB, BC de l'une des faces rectangulaires d'un amas
de pierres ABCDA'B'C'D' ont lm,20 et 0m,40 de longueur; les
côtés A'B', B'C' de l'autre face rectangulaire sont égaux respec¬
tivement à 0m,54 et 0m,18. Calculer le volume de cet amas de
pierres dont la hauteur est égale à 0m,80.

Je cherche d'abord l'expression du volume du prisme
tronqué en fonction des lignes don¬
nées; pour cela, je désigne par a et b
les dimensions AB, BC de la face rec-

c
tangulaire ABCD, par a' et b' les di¬
mensions A'B', B'C' de l'autre face
rectangulaire A'B'C'D', et par d la dis¬
tance E'G de ces deux faces. Le plan

mené par les arêtes parallèles A'B' etDC décompose le prisme
quadrangulaire tronqué en deux troncs de prismes triangu¬
laires ABCDA'B' et A'B'C'D'CD ; le premier a pour mesure le
produit de sa section droite EFE' par le tiers de la somme
2a + a'desesarêteslatèrales(VII, c). Or la baseEFdu triangleEFE' est égale à b, et sa hauteur E'G égale à d; donc sa surface
a pour mesure le produit —, et le volume du tronc de

prisme ABCDA'B' est par suite égal à ^ (2a -f- a'). Je prouve¬
rais de même que le tronc de prisme A'B'C'D'CD a pour mesure

«• - Ét.êst 17
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b'cl
-g- (la'-{-a) ; par conséquent, le volume de l'amas de pierres
est égal à ~ (2 a -t- a') H- (2a' -+- a).

Sije suppose maintenant a = lm,20, b = 0m,40, a' = 0m,54,
è' = 0m,18, etd=0m,80, je trouve 211 décimètres cubes
520 centimètres cubes pour le volume demandé.

Remarque I. — La formule ^ (2a -+- a') 4- ^g-(2a'+a) sert
aussi à calculer la capacité des fossés ou cuvettes que l'on
creuse le long des routes. Si on y fait b' — 0, elle se réduit à

bel
-g- (2a + a).

Elle exprime alors le volume d'un tronc de prisme triangu¬
laire dont les bases sont deux triangles isocèles égaux,et quia
pour faces latérales un rectangle et deux trapèzes isocèles
égaux ; c'est la forme qu'on donne aux toits de certains édifices,
aux piles de boulets dans les parcs d'artillerie, etc.

RemarqueII. — Si l'on suppose les rectangles ABCD, A'B'C'D'
semblables, c'est-à-dire si l'on a :

a _b
a' b' '

les arêtes AA', BB', CC', DD', prolongées, concourent au même
point. On peut alors considérer le polyèdre ABCDA'B'C'D'
comme un tronc de pyramide; son volume-est égal à (VI):

^ (ab -+- a'b' -t- \J aba'b').
Il est facile de vérifier l'identité de cette formule et de la pré¬
cédente, en tenant compte de la condition

a
__ b

PROBLÈMES.

1. Leplanbissecleur d'un angle dièdre d'un tétraèdre divise
l'arête opposée en deux segments proportionnels aux laces
adjacentes.

SCD LYON 1



FIGURES DANS L'ESPACE. - Xe ET XIe LEÇON. 259

2. Si, par le sommet S du tétraèdre SABC, on mène la
droite SD formant des angles égaux avec les
faces SAB, SBC, SAC, et qu'on joigne les

. sommets A, B, C de la base au point D dans
\ lequel cette droite rencontre ABC, les trian¬
te gles DAB, DBC, DAC sont proportionnels aux
/ faces SAB, SBC, SAC.

B 5. Les plans bissecteurs des angles dièdres
d'un tétraèdre passent par le môme point.

4. Les plans perpendiculaires aux milieux des arêtes d'un
tétraèdre passent par un même point.

5. Déterminer à l'intérieur d'un tétraèdre un point tel qu'en
le joignant à tous les sommets on décompose le tétraèdre en
quatre pyramides triangulaires équivalentes.

6. Si les angles trièdres A, A' des deux télraèdres ABCD,
A'B'C'D' sont égaux, les volumes de ces tétraèdres sont pro¬
portionnels aux produits AB xACx AD, A'B'x A'C'XA'D'
des arêtes des deux angles trièdres égaux.

7. Tout plan, mené par les milieux de deux côtés opposés
d'un quadrilatère gauche, divise les deux autres côtés en seg¬
ments proportionnels.

8. Tout plan qui passe par les milieux de deux arêtes oppo¬
sées d'un tétraèdre le divise en deux parties équivalentes.

9. On donne deux télraèdres ABCD, A'B'C'D', tels que les
droites AA', BB', CC', DD', qui joignent deux à deux les som¬
mets correspondants, concourent en un même point. Démon¬
trer que, si les faces correspondantes se coupent, les quatre
droites d'intersection sont situées dans un même plan.

10. Par un point quelconque pris à l'intérieur de la base
d'une pyramide régulière, on élève une perpendiculaire sur
cette base; cette perpendiculaire rencontre toutes les faces
latérales de la pyramide, prolongées au besoin. On demande de
démontrer que la somme des distances des points de rencontre
au plan de la base est une quantité constante.
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DOUZIÈME ET TREIZIÈME LEÇON
Pbooe/lmme. Plan de symétrie. — Centre de symétrie. —L'étude de la symé¬

trie par rapport à un point se ramène à celle de la symétrie par rapport à
un plan, en imprimant une rotation de 180° à l'une des deux figures autour
d'un axe perpendiculaire à ce plan et passant par le centre de symétrie.

Dans deux polyèdres symétriques, les faces homologues sont égales cha¬
cune à chacune, et l'inclinaison de deux faces adjacentes, dans l'un de ces
solides, est égale à l'inclinaison des faces homologues dans l'autre. —Deui
polyèdres symétriques sont équivalents.

DÉFINITIONS

1° Deux points a, a' sont symétriquement placés par rapport
à un plan MN, si ce plan est perpendiculaire

u à la ligne droite aa' et la divise en deux parties
égales.

'I ! On dit que deux corps sont symétriques pur
rapport à un plan, lorsque tous les points de

a' leurs surfaces sont, deux à deux, placés symé¬
triquement par rapport à ce plan qu'on appelle

plan de symétrie.
2° Deux points a, a' sont sijmétriquement placés par rapport

à un troisième c, si le point c se trouve
au milieu de la ligne droite aa'.

* ' * On dit que deux corps sont symétri¬
ques par rapport à un point c, lors¬

que tous les points deleurs surfaces sont, deux à deux, placés
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symétriquement par rapport au point c qu'on appelle centre de
symétrie.

Les points qui se correspondent dans ces deux genres de
symétrie sont nommés points homologues.

THÉORÈME I

Si deux figures sont symétriques par rapport à un plan MN,
et que trois points A, B, C de l'une soient en ligne droite, les
points homologues A', B', C' de l'autre sont aussi en ligne droite

Les droites AA', BB', CC', qui rencon-
trent le plan MN aux points a, b, c, sont
par hypothèse perpendiculaires à ce
plan, elles sont donc parallèles (3, II).
Le plan mené par les droites AB', AA'
contient dès lors les droites BB', CC,
et coupe le plan MN suivant la droite
ab. Cela posé, je fais tourner le trapèze

ABba autour de son côté ab, jusqu'à ce qu'il s'applique sur la
partie inférieure du plan ABB'A'. La droite «A prend alors la
direction de aA', puisque ces lignes sont perpendiculaires ou
plan MN ; et, comme elles sont égales, le point A coïncide avec
le point A'. Je prouverais de même que le point B s'applique
surB' et le point C sur C'. Or, les trois points A, B, C sont en
ligne droite; donc les points homologues A', B', C' sont aussi
en ligne droite.

Corollaire I. — A une arête rectiligne AB de l'une des deux
figures symétriques correspond une arcte rectiligne A'B' de
l'autre figure.

Corollaire II. — La droite qui joint deux points A, B est
égale à celle qui joint les points homologues A', B'.

Caries côtés AB, A'B' des deux trapèzes égaux ABaà, A'B'ab
ont la môme longueur.

THÉORÈME II

Si deux figures sont symétriques par rapport à un plan MN,
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et que quatre points A, B, C, D de l'une soient dans un plan,
les points homologues A', B', C', D' de l'autre sont aussi dans
un plan.

Ce théorème est évident, si trois des
points A, B, C, D sont en ligne droite,
puisque les trois points homologues sont
aussi en ligne droite (I). Je suppose dès
lors que trois de ces points ne soient
pas en ligne droite; et je tire du point D
une droite qui coupe les côtés de l'angle
ABC aux points E, F. Le point E étant
sur la droite NB, son homologue E' se
trouve, sur la droite A'B'; de même, le

point F', qui est homologue à F, fait partie de la droite B'C'.
Or, les trois points D, E, F sont en ligne droite; donc leurs
homologues D', E', F' sont aussi en ligne droite, et le poinlD'
est dans le plan des trois points A', B', C'.

Corollaire I. — A une face plane de l'une des deux figures
symétriques correspond une face plane de l'autre figure, et ces
faces homologues ont le même nombre de côtés.

Corollaire 11. — Deux polyèdres symétriques par rapport à
un plan ont le même nombre de faces.

Corollaire III. — Deux polyèdres sont symétriques par rap¬
port à un plan, lorsque leurs sommets sont, deux à deux,
placés symétriquement par rapport à ce plan.

Car tout point M d'une face quelconque ABCD de l'un de ces
polyèdres a son homologue M' dans la face correspondante
A'B'C'D' de l'autre polyèdre.

THÉORÈME III

Dans deux polyèdres symétriques par rapport à un plan,
1° les faces homologues sont égales ; 2° l'inclinaison de deux
faces adjacentes, dans un de ces solides, est égale à l'inclinaison
des faces homologues clans l'autre; 5° deux angles polyèdres
homologues sont symétriques.

1° Soient ABCDE, A'B'C'D'E' deux faces homologues de deux
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polyèdres symélriques par rapport au plan MN ; comme ces

ainsi que les côtés BC, B'C'; par conséquent les triangles ABC,
A'B'C' sont égaux. Je démontrerai de même l'égalité des
triangles homologues ACD, A'C'D', et celle des triangles ADE,
A'D'E'. Les deux faces homologues ABCDE, A'B'C'D'E' sont
donc égales, puisqu'elles sont composées d'un même nombre
de triangles égaux et disposés de la même manière.

Je prouverais de même que les autres faces homologues
des deux polyèdres sont égales.

2° Je dis que l'inclinaison des deux faces ABCDE, CDFG de
l'un des polyèdres est égale à l'inclinaison des faces homolo¬
gues A'B'C'D'E', G'D'F'G', de l'autre. Par les deux arêtes DE, DF
du premier polyèdre je mène un plan qui fait un angle trièdre
avec les faces ABCDE, CDFG. Le plan déterminé par les
deux arêtes D'E', D'F' du second polyèdre fait aussi un
angle trièdre avec les faces A'B'C'D'E', G'D'F'G'; ces deux
angles trièdres ont les trois angles plans égaux chacun à
chacun.

En effet, les angles CDE, C'D'E' sont égaux, comme angles
homologues des polygones égaux ABCDE, A'B'C'D'E'; de même
les angles CDF, C'D'F' sont égaux, parce qu'ils sont homolo¬
gues dans les polygones égaux CDFG, C'D'F'G'. Enfin, si je lire
les droites EF, E'F', les triangles DEF, D'E'F', qui ont pour som¬
mets des points homologues des deux polyèdres, sont égaux,

F

F faces ont le même nombre de
côtés (II), je les décompose en
un même nombre de triangles,
en tirant des diagonales par
leurs sommets homologues A
et A'. Les deux triangles homo¬
logues ABC, A'B'C' ont les trois
côtés égaux chacun à chacun :
en effet, le côté AB est égal au
côté A'B', p> .rce que leurs extré¬
mités sont des points homolo¬
gues (I). Les côtés AC, A'C sont
égaux pour la même raison,
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et l'angle EDF est égal à E'D'F'. Par conséquent, l'inclinaison
des deux faces CDE, CDF de l'angle trièdre D est égale à l'in¬
clinaison des deux faces homologues C'D'E', C'D'F' de l'angle
trièdre D' (7. IV).

3° Soient l'angle C formé par les quatres faces BCD, DCG,
GCH, HCB de l'un des deux polyèdres, et l'angle C' formé par
les quatre faces homologues B'C'D', D'C'G', G'C'H', H'C'B' de

'

l'autre polyèdre; je dis qu'ils sont symétriques. En effet, 1° ils
ont les angles plans égaux chacun à chacun, comme angles
homologues de faces égales dans les deux polyèdres; 2° leurs
angles dièdres homologues sont égaux, parce qu'ils mesurent
les inclinaisons des faces du premier polyèdre et des faces
homologues du second; 3° la disposition des parties égales
n'est pas la même dans ces deux angles polyèdres, car si l'on
superposait les deux faces homologues ABCDE, A'B'C'D'E', en
faisant coïncider le côté A'B' avec AB et le côté B'C' avec BC,
l'un de ces angles serait au-dessus du plan ABC et l'autre au-
dessous; les angles polyèdres G et C' sont donc symétriques.

Corollaire I. — Deux polyèdres symétriques par rapport à
un plan ne sont pas superposables.

Car leurs angles polyèdres ne sont pas égaux.
Corollaire II. — Deux polyèdres P, P' sont égaux, s'ils sont

symétriques à un même polyèdre P" par rapport à deux plans
différents.

En effet, les polyèdres P et P" ont leurs faces égales chacune
à chacune et leurs angles polyèdres symétriques; il en est de
même des polyèdres P' et P". Par conséquent, les polyèdres F
el P' ont les faces égales cl les angles polyèdres égaux chacun
à chacun, ils sont donc égaux.

THÉORÈME IV

Si deux polyèdres P et P' sont symétriques par rapport à un
plan MN, on peut les placer de manière qu'ils soient symétriques
par rapport à un point quelconque o de ce plan; et récipro¬
quement. ^
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Soient a, a' deux points homologues quelconques des po¬

lyèdres P, P' et b le milieu de la droite aa'
perpendiculaire au plan MN; j'élève par k
point o la perpendiculaire au/sur ce plan,

"7 puis j'abaisse du point a' sur xy la perperi-
/ diculaire a'c que je prolonge d'une lon¬

gueur ca" égale à ca'. Je tire ensuite les
droite oa, oa", et je dis qu'elles sont éga¬
les et que l'une est le prolongement de
l'autre.

En effet, le côté ob du rectangle oba'c est égal à ca' ou à ca",
et le côté oc égal à ba' ou à ba; par conséquent, les deux
triangles abo oeà" ont un angle droit compris entre deux
côtés égaux chacun à chacun, et sont égaux. J'en conclus l'éga¬
lité de leurs hypoténuses oa, oa", et celles de leurs angles oab,
n"oc. Or, les angles oab, xoa étant alternes internes par rap¬
port aux parallèles aa', xy, la somme des deux angles adja¬
cents xoa", xoa est égale à la somme des deux angles supplé¬
mentaires xoa", a!'oc, ou à deux angles droits; donc la droite
oa" est le prolongement de ao, et les deux points a", a sont
symétriquement placés par rapport au point o.

Cela posé, je suppose le polyèdre P invariablement lié à la
droite xy, et je le fais tourner sur cette droite comme axe.
Dans ce mouvement de rotation, la droite ca' perpendiculaire
à l'axe xy engendre un plan (1, III, c), et le point a' vient
se placer au point a", après avoir décrit une demi-circonfé¬
rence dans ce plan. Comme il en est de même de chacun des
points du polyèdre P', on voit que si ce polyèdre tourne sur la
droite xy jusqu'à ce que chacun de ses points ail décrit une
demi-circonférence, il sera symétrique, dans sa dernière posi¬
tion, au polyèdre P par rapport au point o, puisque les points
de ces polyèdres seront deux à deux symétriquement placés
par rapport à o, comme le sont les points a et a".

Réciproquement : Si deux polyèdres P et P" sont sij7nétriques
par rapport à un point o, on peut les placer de manière qu'ils
soient symétriques par rapport à un plan quelconque MN pas¬
sant, par ce point.
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J'élève par le point o la perpendiculaire xy sur le plan MN, et
je fais tourner le polyèdre P" autour de celte droite comme axe,
jusqu'à ce que chacun de ses points ait décrit une demi-circon¬
férence. Je démontrerais ensuite par un raisonnement ana¬

logue au précédent que, dans sa nouvelle position, le polyèdre
P" est symétrique au polyèdre P par rapport au plan MN.

Corollaire I. — Un polyèdre n'a qu'un symétrique, quelle
que soit la manière dont on construise ce dernier polyèdre.

Corollaire II. — Le plan déterminé
par deux arêtes opposées BD, B'D' d'un

v' parallélipipède ABCDA'B'C'D' divise ce
polyèdre en deux prismes trianyulaires,
symétriques par rapport au point d'inter¬
section 0 de ses diagonales.

Car le point O divise chacune des dia¬
gonales du parallélipipède en deux parties égales.

THÉORÈME V

Deux polyèdres symétriques P et P' peuvent être décomposés
en unmême nombre de pyramides symétriques.

Je place les deux polyèdres P et P' de manière qu'ils soient
symétriques par rapport à un plan MN; je prends un point
quelconque O à l'intérieur du premier et je détermine son
homologue O'dans le second. Je décompose ensuite le polyèdre
P en autant de pyramides qu'il a de faces, en menant des
plans parle point 0 et chacune des arêtes de sa surface;je
décompose de même le polyèdre P' en autant de pyramides
qu'il a de faces, en menant des plans par le point 0' et cha¬
cune des arêtes de sa surface. Ces polyèdres contiennent le
même nombre de pyramides, puisqu'ils ont le même nombre
de faces; et ces pyramides sont deux à deux symétriques, car
leurs sommets sont symétriquement placés par rapport au
plan MN (II, c. m).

Corollaire. — Si l'on mène les diagonales homologues dans
les faces homologues des polyèdres P et P', ces polyèdres
peuvent être considérés comme composés d'un même nombre
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de tétraèdres symétriques, ayant pour sommets les points
homologues 0 et 0'.

THÉORÈME VI

Deux polyèdres symétriques sont équivalents.
Soient d'abord deux pyramides symétri¬

ques; je les place de manière que leurs
bases coïncident, et que leurs sommets S, S'
se trouvent de différents côtés du plan de
leur base commune ABCDE. Les points S,
S' sont dès lors placés symétriquement
par rapport au plan ABC, et les hauteurs
SF, S'F des deux pyramides sont égales.
Par conséquent, ces pyramides qui ont la
même base et les hauteurs égales sont

équivalentes (10, V).
Je considère, en second lieu, deux polyèdres symétriques

quelconques, et je les décompose en un même nombre de
pyramides symétriques (Y). Ces pyramides étant deux à deux
équivalentes, les deux polyèdres sont, par suite, équivalents.
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Programme : Polyèdres semblables. — En c pant une pyramide par un plan
parallèle à sa base, on détermine une pyramide partielle semblable à la pre¬
mière. — Deux pyramides triangulaires qui ont un angle dièdre égal com¬
pris entre deux faces semblables et sêmblablement placées, sont semblables

DÉFINITIONS

Deux polyèdres sont semblables s'ils ont les faces semblables
chacune à chacune, et que leurs angles polyèdres formés par
les faces semblables soient égaux.

Deux points, deux lignes, deux faces, deux angles dièdres ou

polyèdres, qui se correspondent dans deux polyèdres sembla¬
bles, sont appelés homologues. Ainsi, deux angles polyèdres
égaux sont des angles homologues, et leurs sommets, des points
homologues. Pareillement, deux arêtes, deux diagonales, ter¬
minées à des sommets homologues, sont des lignes homo¬
logues. Enfin, deux faces semblables sont aussi des .faces ho¬
mologues.

THÉORÈME I

Les arêtes homologues de deux polyèdres semblables P et P'
sont proportionnelles.

11 est d'abord évident que les côtés homologues de deux
faces homologues quelconques des polyèdres semblables P et
P' sont proportionnels, puisque ces faces sont des polygones
semblables. Je remarque ensuite que le côté commun à deux
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faces adjacentes A, B du polyèdre P est homologue au côté
commun aux deux faces adjacentes A', B', qui sont respective¬
ment homologues à A et B dans le polyèdre P'; donc le rapport
de similitude (P., 21, déf.) des deux faces homologues A, A'
est le même que celui des deux autres faces homologues B, B'.
Par suite, les arêtes homologues des deux polyèdres P, P' sont
proportionnelles.

THÉORÈME II

En coupant une pyramide par un plan parallèle à sa base on
détermine une seconde pyramide semblable à la première.

Soit abcd la section faite dans la pyramide
SABCD par un plan parallèle à sa base ABCD;
je disque les pyramides S abcd, SABCD sont
semblables.

Je remarque d'abord que leurs faces
D homologues sont semblables. En effet, le

plan de la section abcd étant parallèle à la
base de la pyramide SABCD, les polygones

abcd, ABCD sont semblables (10, I) ; les triangles homologues
Sab, SAB sont aussi semblables, car ils ont les angles égaux
chacun à chacun, à cause du parallélisme des droites ab et
AB, etc.

Je dis, en second lieu, que les angles polyèdres homologues
des pyramides Sabcd, SABCD sont égaux. L'angle polyèdre S
leur est commun; pour démontrer l'égalité des deux angles
trièdres homologues a et A, je les superpose en plaçant le
sommet «sur le sommet A, l'arête aS sur l'arête AS, et faisant
coïncider le plan S ad avec le plan SAD. L'arête ad prend alors
la direction de l'arête AD, parce que l'angle S ad est égal
à l'angle SAD; pareillement, le plan S ab s'applique sur le
plan SAB, à cause de l'égalité des deux angles dièdres dSab,
DSAB, et l'arête ab prend la direction de l'arête AB, puisque
les deux angles Sab, SAB sont égaux. Dès lors la troisième
lace dab de l'angle trièdre a coïncide aussi avec la troisiêmo
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face DAB de l'autre angle trièdre A, et ces deux angles trièdres
sont égaux. Il en est de même des deux angles trièdres b et
B, etc. Donc les pyramides Sabcd, SABCD, qui ont les faces
semblables chacune à chacune et les angles polyèdres homo¬
logues égaux, sont semblables.

THÉORÈME III

Deux pyramides triangulaires qui ont un angle dièdre égal
compris entre deux faces semblables chacune à chacune et sem-

blablement placées, sont semblables.
Soient SABC, S'A'B'C' deux pyramides triangulaires qui ont

les angles dièdres AB, A'B' égaux,
et dont les faces SAB,S'A'B'sont
semblables ainsi que les faces
ABC, A'B'C' ; je dis que ces pyra¬
mides sont semblables, si toute¬
fois les faces SAB, ABC de la

> pyramide SABC ont la même
disposition relative que les faces
homologues S'A'B', A'B'C' de

l'autre pyramide S'A'B'C'.
Je prends d'abord sur l'arête BA une longueur Ba égale à

l'arête B'A', puis je mène par le point a le plan acs parallèle à
la face ACS de la pyramide SABC. Ce plan détermine une pyra¬
mide saBc semblable à SABC (II) ; je vais démontrer qu'elleest
égale à la pyramide S'A'B'C'. Je remarque, en effet, que l'angle
dièdre aB est égal par hypothèse à l'angle dièdre A'B', et le
triangle soB égal au triangle S'A'B', parce que chacun d'eux
est semblable au triangle SAB et que leurs côtés homologues
«B, A'B' sont égaux. Le triangle aBcesl aussi égal au triangle
A'B'C' pour la même raison ; donc les pyramides triangulaires
saBc, S'A'B'C', qui ont un angle dièdre égal compris entre
deux faces égales chacune à chacune et semblablement placées)
sont égales (10, III). La pyramide S'A'B'C' est, par suite, sem¬
blable à la pyramide SABC.
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PROBLÈMES

1. Deux pyramides polygonales sont semblables lorsqu'elles
ont un angle dièdre égal compris entre une base et une face
latérale semblables chacune à chacune et semblablemenl
placées.

2. Les surfaces des deux pyramides semblables sont propor¬
tionnelles aux carrés de deux arêtes homologues.

3. Couper une pyramide par un plan parallèle à sa base, de
manière que la surface de la pyramide déterminée par ce plan
et celle de la pyramide donnée soient proportionnelles aux
deux longueurs metn.

4. Si deux pyramides semblables ont leurs faces homologues
parallèles chacune à chacune, les droites qui joignent leurs
sommets homologues concourent au même point.

5. Si l'on divise dans un même rapport les droites menées
d'un point à tous les sommets d'une pyramide, les points de
division peuvent être considérés comme les sommets d'une
seconde pyramide semblable à la première.

6. Si l'on mène par les sommets d'un tétraèdre des plans
parallèles aux faces opposées, le tétraèdre formé par- ces plans
est-il semblable au premier tétraèdre?
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Programme : Décomposition des polyèdres semblables en pyramides triangu¬laires semblables. — Rapport de leurs volumes. — Exercices numé¬

riques.
Centre de similitude de deux polyèdres semblables et semblablement placés.

THEOREME I

Deux polyèdres semblables peuvent être décomposés en un
même nombre de pyramides triangulaires semblables et sembla¬
blement placées.

Soient P et P' deux polyèdres semblables ; je commence par
diviser en triangles sembla¬
bles leurs faces homologues,
qui , comme ABCDE et
A'B'C'D'E', ne sont pas trian¬
gulaires. A cet effet, je trace
les diagonales homologues
de ces polygones ; ces lignes
décomposent les surfaces
des deux polyèdres en un

mômenombre de triangles semblables et semblablement placés.
Cela posé, je partage le polyèdre P en pyramides triangu¬

laires, ayant pour bases les divers triangles dans lesquels j'ai
décomposé sa surface, et pour sommet commun un point quel¬
conque 0, pris à l'intérieur de ce polyèdre. Pour déterminer
dans l'autre polyèdre P' le point homologue à 0, je mène
par l'une de ses arêtes, par exemple A'B', un plan qui forme
à l'intérieur de ce polyèdre, avec la face A'B'C'D'E', ùn angle
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dièdre égal à l'angle dièdre OABG ; je construis ensuite dans
ce plan le triangle ' A'B'O' semblable au triangle ABO en
faisant les angles A'B'O', B'A'O' égaux respectivement aux
angles ABO, BAO. Le sommet 0' du triangle A'B'O' étant
homologue au sommet 0 du triangle ABO, je partage le po¬

lyèdre P' en pyramides trian¬
gulaires, ayant pour sommet
commun le point 0' et pour

p bases les différents triangles
dans lesquels j'ai divisé sa
surface. Les deux polyèdres
P et P' sont alors décomposés
en un même nombre de py¬
ramides triangulaires, sem-

blablement placées; je dis que ces tétraèdres sont semblables
deux à deux.

Je considère d'abord les tétraèdres OABE, OBDE, OBCD, et
les tétraèdres homologues O'A'B'E', O'B'D'E', O'B'C'D' qui ont
pour bases les triangles semblables dans lesquels j'ai décom¬
posé les faces homologues ABCDE, A'B'C'D'E des deux po¬
lyèdres. Les tétraèdres OABE, O'A'B'E' sont semblables, parce
qu'ils ont les angles dièdres égaux AB, A'B', compris entre
deux faces semblables chacune à chacune et semblablement
placées (12, III) ; par conséquent le triangle OBE est semblable
au triangle homologue O'B'E', et l'angle dièdre OBEA égal à
l'angle dièdre homologue O'B'E'A'. Les deux tétraèdres sui¬
vants OBDE, O'B'D'E' sont aussi semblables pour la même rai¬
son; car leurs bases BDE, B'D'E' sont semblables par hypo¬
thèse, ainsi que leurs faces latérales homologues OBE, O'B'E', et
l'angle dièdre OBED est égal à l'angle dièdre O'B'E'D', puisque
leurs suppléments OBEA, O'B'E'A' sont égaux. Je prouverais
(le même la similitude des deux tétraèdres OBCD, O'B'C'D'.

Je considère, en second lieu, les tétraèdres correspondant à
deux autres faces homologues CDFG, C'D'F'G' des polyèdres
P et P', adjacentes aux faces ABCDE, A'B'C'D'E', et je dis que
ces tétraèdres sont aussi semblables deux à deux. En effet, les
tétraèdres homologues OCDF, O'C'D'F' ont leurs bases CDF,
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C'D'F' semblables par hypothèse; leurs faces latérales OCD,
o O'C'D' sont aussi sembla-

êbles, à cause de \a simi¬
litude des tétraèdres OBCD,

. O'B'C'D'; de plus, l'angle
c_ dièdre OCDF est la diffé¬

rence des deux angles diè¬
dres BCDF, BCDO. Or l'an-
gle BCDF égale l'angle
B'C'D'F', parce qu'ils sont

homologues dans les deux polyèdres semblables P, P', et l'angle
BCDO égale l'angle B'C'D'O', parce qu'ils sont homologues
dans les tétraèdres semblables OBCD, O'B'C'D. Par conséquent,
l'angle dièdre OCDF égale la différence des angles dièdres

C'D'F', B'C'D'O', c'est-à-dire l'angle dièdre O'C'D'F'. Les té¬
traèdres OCDF, O'C'D'F' sont donc semblables, puisqu'ils ont
un angle dièdre égal compris entre deux faces semblables
chacune à chacune et semblablement placées. Je prouverais de
même la similitude des autres tétraèdres correspondant aux
deux faces CDFG, C'D'F'G', et ainsi de suite. Dès lors les po¬
lyèdres P et P' sont décomposés en un même nombre de pyra¬
mides triangulaires semblables et semblablement placées.

Corollaire. — On peut prendre le point O sur la surface
même du polyèdre P. Si ce point coïncide avec l'un des som¬
mets de P, par exemple avec A, le point O' coïncidera avec le
sommet A' homologue à A, et les arêtes latérales des tétraèdres
dans lesquels on décomposera les polyèdres P et P' seront des
diagonales homologues de ces polyèdres. Par conséquent, les
diagonales homologues de deux polyèdres semblables sont pro¬
portionnelles à leurs arêtes homologues (12,1).

THÉORÈME II

Réciproquement : Deux polyèdres P et P', composés d'un
même nombre de pyramides triangulaires semblables et sem¬
blablement placées, sont semblables.

Je dis d'abord que si deux pyramides OABE, OBDE du po-
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lyèdre P ont leurs bases ABE, BDE comprises dans le même
plan, il en est de même des bases A'B'E', B'D'E' des pyramides
homologues 0'A'B'E', O'B'D'E' du polyèdre P'.

En effet, les triangles ABE, BDE étant situés dans le même
plan, les deux angles dièdres adjacents OBEA, OBED valent
ensemble deux angles dièdres droits (5, V). Or, les angles
dièdres homologues OBEA, O'B'E'A' des deux tétraèdres sem¬

blables OABE, O'A'B'E' sont égaux ; les angles dièdres OBED,
o O'B'E'D' sont aussi égaux

°'a pour la même raison. Par
/ IY"- conséquent, les angles diè-

// W ^res acliacenls O'B'E'A',
, O'B'E'D' sont supplémen-

\ l\Z Maires' ce exige fl116
leurs faces non communes

B B'E'A', B'E'D' soient dans
le même plan (5, YI).

Cela posé, je fais remarquer que le polyèdre P ayant une
face ABCDE composée de trois triangles ABE, BDE, BCD, les
triangles A'B'E', B'D'E', B'C'D', qui leur sont respectivement
semblables, forment la face correspondante A'B'C'D'E' de l'autre
polyèdre P'; or ces deux faces homologues sont composées
d'une même nombre de triangles semblables et semblable-
ment placés, donc elles sont semblables (P. 21, VIII). Il en
est de même des faces CDFG, C'D'F'G', et ainsi de suite.

Je dis, en second lieu, que l'inclinaison de deux faces adja¬
centes ABCDE, CDFG du polyèdre P est égale à celle des deux
faces correspondantes A'B'C'D'E', C'D'F'G' du polyèdre P'. Je
remarque, en effet, que l'angle dièdre BCDF est égal à la
somme des angles dièdres BCDO, FCDO ; or les angles dièdres
homologues BCDO, B'C'D'O' des tétraèdres semblables OBCD,
O'B'C'D' sont égaux, ainsi que les angles dièdres homologues
FCDO, F'C'D'O' des tétraèdres semblables OCDF, O'C'DF'.Par
conséquent, l'angle dièdre BCDF égale aussi la somme des
angles dièdres B'C'D'O', F'C'D'O', c'est-à-dire l'angle dièdre
B'C'D'F'.

Il résulte évidemment de ce que les faces homologues des
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polyèdres P et P' sont semblables, également inclinées et
semblablement placées, que leurs angles polyèdres homo¬
logues, tels que SABCD, S'A'B'C'D', ont tous leurs éléments,

faces et angles dièdres, égaux
chacun à chacun et semblable¬
ment placés; par conséquent
ils sont superposables et, dès
lors, égaux entre eux. Les po¬
lyèdres P et P' sont donc sem¬
blables, puisqu'ils ont leurs

faces semblables chacune à chacune et leurs angles polyèdres
homologues égaux.

THÉORÈME III

Les volumes de deux pijramides semblables sont proportion¬
nels aux cubes de leurs arêtes homologues.

Soient SABCD, Sabcd, les deux pyramides semblables, que
je suppose placées l'une dans l'autre de
manière que leurs angles polyèdres coïn¬
cident. Les bases ABCD, abcd de ces

pyramides sont alors parallèles, et leurs
hauteurs SO, So se mesurent sur la
même droite SO, menée perpendiculai¬
rement aux bases par le sommet com¬
mun S.

Les .pyramides SABCD, S abcd étant semblables, leurs bases
ABCD, abcd sont aussi semblables, et les aires de ces poly¬
gones sont proportionnelles aux carrés de leurs côtés homo¬
logues (P., 53, II), ou aux carrés de deux arêtes homologues
des pyramides (12, I) ; on a donc

ABCD
_ SA"

abcd Sà' '
Or le plan abcd, parallèle à la base ABCD de la pyramide SABCD,
divise les droites SA, SO en segments proportionnels (10,1);
par conséquent, on a aussi

SO SA
So ~~ Sa'

»

SCD LYON 1



FIGURES DANS L'ESPACE. — XVe ET XVIe LEÇON, 277
En multipliant membre à membre les deux égalités précé¬

dentes, on trouve que
ABCD x SO SA*

abccl x So Sa5 '

or, les volumes des pyramides SABCD, Sabcd sont égaux res¬
pectivement aux tiers des produits ABCD x SO, abcd x So
(10, V) ; par conséquent, le rapport de ces volumes est le même
que celui des cubes de leurs arêtes homologues SA, Sa.

Corollaire. — Les hauteurs de deux pyramides semblables
sont proportionnelles à deux arêtes homologues,

THÉORÈME IV

Les volumes de deux polyèdres semblables P et p sont propor¬
tionnels aux cubes de deux arêtes homologues A et a.

Je décompose les deux polyèdres semblables P et p en un
même nombre de tétraèdres semblables (I), soient V, V',V",...
les volumes de ceux qui forment le polyèdre P, et a, v', v",...
les volumes des tétraèdres correspondants du polyèdre p. Les
pyramides triangulaires homologues étant semblables, et les
arêtes homologues des deux polyèdres étant proportionnelles
112,1), on a (III) :

V A3

v
~

«3 '

V'
_ A'

v'
~~~

a3 '

Y" A3
v"

~

a» '

et, par conséquent,
I — JL—H— -A!.
v v' ~~ v" " ' ' ~ a3'

en en déduit :

V + V' + V"... A!
v -+- »' -F- v"... ~ a3'
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c'est-à-dire que les volumes des polyèdres P et p sont propor¬
tionnels aux cubes des arêtes homologues A et a.

Corollaire. —Les surfaces de deux polyèdres semblables sont
proportionnelles aux carrés de leurs côtés homologues.

THÉORÈME V

Si Von joint un point quelconque 0 aux sommets d'un
polyèdre ABCDEFGIIK, et qu'on
prennesurles droites OA,OB, OC,...
des points a, b, c,... tels que

Oa 0 b Oc
0A_OB~ÔC

r étant un nombre donné, le polyèdre
abcdefghk est semblable au polyèdre
ABCDEFGHK.

En effet, je considère une face
quelconque FGKH du polyèdre don¬
né, et je mène parle point/"un plan
parallèle à FGKH ; ce plan divise les
arêtes OF, OG, OH, OK de la pyra¬
mide OFGHK en segments propor¬
tionnels (10,1), et passe dès lors
par les points g, h, k; les points ho¬
mologues aux sommets du polygone
FGIIKsont donc dansun même plan,
et le polygone fgbk qu'ils détermi¬

nent est semblable à FGHK. Je prouverais de même que les
autres faces homologues des deux polyèdres sont semblables.

Pour démontrer l'égalité de deux angles polyèdres homo¬
logues, tels que A et a, il suffit de remarquer que leurs arêtes
homologues sont parallèles et dirigées dans le même sens. Car
ces angles polyèdres ont alors leurs faces homologues égales
(P, 9,1), et leurs angles dièdres homologues égaux (7, IV),
ils sont donc égaux. Les deux polyèdres abc..., ABC..., qui
ont par suite les angles polyèdres égaux chacun à chacun et
les faces homologues semblables, sont semblables.
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Scolie I. Si au lieu de prendre les points a, b, c... sur les

droites OA, OB, OC, on les prenait sur les prolongements de
ces droites à partir du point 0, on démontrerait comme ci-
dessus la similitude des faces homologues des deux polyèdres ;
mais les angles polyèdres homologues, tels que A et a, ont
leurs arêtes homologues parallèles et dirigées en sens con¬

traires, de sorte que l'angle polyèdre a est égal au symétrique
de A. Les deux polyèdres abc..., ABC... ne sont donc pas
semblables.

Scolie II. On dit, dans le premier cas, que les deux polyèdres
sont homothétiques directs, et dans le second qu'ils sont homo¬
thétiquesinverses ; le point 0 est leur centre de similitude. De
là résulte ce nouvel énoncé du théorème précédent.

1° Deux polyèdres homothétiques directs sont semblables.
2° Deux polyèdres homothétiques inverses ont leurs faces ho¬

mologues semblables, et leurs angles polyèdres homologues sy¬
métriques.

THÉORÈME VI

Réciproquement : 1° Si deux polyèdres semblables ont leurs
faces homologues parallèles, les droites qui joignent leurs som¬
mets homologues concourent aussi en un même point.

2" Si deux polyèdres ont leurs faces semblables et parallèles
chacune à chacune, et que leurs angles polyèdres homologues
soient symétriques, les droites qui joignent leurs sommets ho¬
mologues concourent aussi en un même point.

EXERCICES HOMÉRIQUES

1. La hauteur d'une pyramide est égale à 4m,50, et sa base
est un carré dont le côté a lra,20 de longueur. Calculer les di¬
mensions correspondantes d'une pyramide semblable dont le
volume est de 7 mètres cubes 290 décimètres cubes.

Soient c le côté de la base et h la hauteur de la seconde
1

pyramide; le volume de la première étant égal à-^(l,2)sx4,5,0
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c'est-à-dire à 2 mètres cubes 160 décimètres cubes, on a (III).

c3 à5
_ 7,290

(T^- (4,5)5 — 2,160'
il en résulte que

3 /729 (1,2)5 _ 9x1,2
C_Y 216 - 6 '

3 729 (4,5)5 9 X 4,5
et h~\/' 216 6
En effectuant les calculs indiqués, on trouve :

c= lm,80, et h = 6m,75.
2. Calculer le volume d'un pcifUllélipipède rectangle dont la

surjace est égale à 3 mètres carrés, et dont les dimensions sont
proportionnelles aux trois nombres 4, 6 et 9.

Je calcule d'abord la surface et le volume du parallélipi-
pède rectangle dont les dimensions sont 4 mètres, 6 mètres
et 9 mètres. La surface est composée de six rectangles, parmi
lesquels deux ont pour dimensions 4 mètres et 6 mètres;
deux autres ont pour dimensions 4 mètres et 9 mètres ; enfin
les dimensions des deux derniers sont 6 mètres et 9 mètres.
Donc la surface totale de ce parallélipipède est égale à
4x6x2+4x9x2+6x9x2 ou à 228 mètres carrés. Quant
à son volume, il est égal à 4x6x9 ou à 216 mètres cubes.

Cela posé, je fais remarquer que ce parallélipipède est sem¬
blable au parallélipipède cherché, parce qu'ils ont leurs faces
semblables chacune à chacune et leurs angles polyèdres homo¬
logues égaux (II) ; par conséquent, leurs volumes sont propor¬
tionnels aux cubes de leurs arêtes homologues, et leurs surfaces
proportionnelles aux carrés des mêmes arêtes (IV). Dès lors,
si je désigne par V le volume inconnu et par A son arête homo¬
logue à 4 mètres, j'aurai (IV) :

216 64'
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La dernière de ces égalités donne, toute réduction faite :

2

A==S/Ï9'
et la première devient, par la substitution de cette valeur de A,

V 8

216 64 (v/Ï9)s*
27

v~w'
V==0mc-,326012.

PROBLÈMES

1. Calculer, à unceritimètreprès, les dimensions d'unparallé-
lipipèderectangle, en sachant qu'elles sonlproportionnelles aux
nombres e' l1"3 son volume est égala 2 mètres cubes.

2. Mener un plan parallèle à la base d'une pyramide, de
telle sorte qu'il divise le volume de ce polyèdre en deux
parties proportionnelles à deux lignes données m etn.

ou
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DIX-SEPTIÈME ET DIX-HUITIÈME LEÇON
Programme : Cône droit à base circulaire. — Section parallèle à la base. —

Surface latérale du cône, du tronc de cône à bases parallèles. — Volume du
cône à bases parallèles*.

DÉFINITIONS

1. Lorsqu'une ligne droite ou courbe se meut dans l'espace,
le lieu des positions qu'elle y occupe successivement est une
surface ; aussi on donne à cette ligne le nom de génératrice de
la surface, et celui de directrices aux lignes qui dirigent le
mouvement de la génératrice.

x Toute surface qui n'est pas plane, ni formée
par la réunion de surfaces planes, est appelée
surface courbe.

On distingue parmi les surfaces courbes celles
qu'on nomme surfaces de révolution. Une sur¬
face de révolution est engendrée par la rotation
d'une ligne quelconque ABC sur une ligne
droite fixe xy, à laquelle elle est liée d'une ma-

v nière invariable. La ligne droite xy est l'axe
delà surface.

On désigne sous le nom de parallèle d'une surface de révo¬
lution toulesection plane, perpendiculaire à l'axe. Les sections
faites par des plans qui passent par l'axe sont les méridiens de
cette surface.

* L'aire du cône (ou du cylindre) sera considérée, sans démonstration,
comme la limite vers laquelle '.end l'aire de la pyramide inscrite (ou du
prisme inscrit), à mesure que ses faces diminuent indéfiniment
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2. On appelle cône droit à base circulaire le corps engendré

par la rolation d'un triangle rectangle SAO sur l'un des côtés
de son angle droit SOA, par exemple sur le
côté SO.

L'autre côté OA de l'angle droit décrit un
cercle dont le plan est perpendiculaire à l'axe
SO (1, III, c), et qu'on nomme base du cône : le
point S est le sommet de ce corps, et la droite

SO en est la hauteur. L'hypoténuse SA du triangle rec¬
tangle SAO engendre une surface de révolution qu'on appelle
surface convexe du cône; la droite SA a reçu le nom d'apo¬
thème.

3. Par analogie, on appelle surface conique la surface en-
A gendrée par une droite AB, assujettie à passer

toujours par un point fixe A, et à tourner autour
de ce point en s'appuyant sur une ligne courbe
donnée BCD, qui est la directrice de la surface.

Si la directrice est une courbe fermée, et
qu'on coupe la surface conique par un plan BCD

qui rencontre toutes les positions de la génératrice d'un même
côté du sommet A, on désigne sous le nom de cône le corps
compris entre ce plan et la surface conique ; il a pour base la
face BCD, pour sommet le point A, et pour hauteur la distance
de son sommet à sa base.

4. Deux cônes droits à base circulaire sont semblables, si
leurs hauteurs sorit proportionnelles aux rayons de leurs bases,
c'est-à-dire s'ils sont engendrés par des triangles rectangles
semblables.

5. On appelle apothème d'une pyramide régulière SABCDE,
s la perpendiculaire SG abaissée de son sommet S

tê sur un côté quelconque AB de sa base ABCDE.Cette droite SG a une longueur constante : en
effet, d'après la définition de la pyramide régu-

d hère, les arêtes latérales SA, SB, SC... s'écartent
également de la perpendiculaire SF abaissée du

B c sommet sur la base; ellessont donc égales (I, VI).
De la résulte, l'égalité des triangles isocèles, SAB, SBC, SCD,....
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qui composent la surface latérale de la pyramide, car ils ont
les trois côtés égaux chacun à chacun. Les hauteurs de ces

triangles, c'est-à-dire les perpendiculaires menées du point S
sur les divers côtés de la base ABCDE sont donc égales entre
elles. y

Une pyramide est inscrite dans un cône lorsqu'elle a le
même sommet, et que sa base est inscrite dans celle du cône.
On dit réciproquement que le cône est circonscrit à la pyra¬
mide.

Si l'on inscrit dans un cône droit à base circulaire une pyra¬
mide dont la base soit un polygone régulier, cette pyramide
est régulière; car la droite qui joint le centre de sa base à son
sommet est perpendiculaire à la base, puisqu'elle coïncide
avec l'axe du cône.

THÉORÈME I

Toute section faite clans un cône droit à base circulaire par
un plan parallèle à sa base est un cercle.

Soit le cône engendré par la rotation du triangle rectangle
SAO sur le côté SO de l'angle droit SOA ; j'a¬
baisse d'un point quelconque B de la généra¬
trice SA la perpendiculaire BC sur l'axe SO.
Pendant la rotation du triangle SAO, la droite
BC engendre un plan perpendiculaire à SO
(1, III, c), et le point B, dont la distance au

point C est constante, décrit sur ce plan une
circonférence de cercle qui a le point C pour

centre. Par conséquent, toute section BC faite dans le eône
droit SAO à base circulaire par un plan perpendiculaire à l'axe,
c'est-à-dire parallèle à la base du cône (3, VI), est un cercle
qui a son centre sur l'axe SO.

Remarque!. — Ce théorème est un cas particulier de celui-ci,
dont la démonstration est identique à la précédente : Toute
section faite dans une surface de révolution par un plan per¬
pendiculaire à ïaxe est un cercle.

Remarque IL — Si l'on coupe un cône circulaire droit SAO
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par un plan BC parallèle à sa base OA, la portion du cône
comprise entre la base et la section est appelée cône tronqué
ou tronc de cône à bases parallèles.

Les cercles OA, CB sont les deux bases du tronc de cône,
qui a pour apothème la partie AB de l'apothème SA du cône
comprise entre ses bases.

THÉORÈME II

La surface latérale d'une pyramide régulière a pour mesure
le produit du périmètre de sa base par la moitié de son apo¬
thème.

Soit SABCDE une pyramide régulière qui a le polygone
régulier ABCDE pour base, le point S pour
sommet, et la droite SG pour apothème; sa
surface latérale est la somme des triangles SAB,
SBC, SCD,... qui ont pour bases les côtés AB,

o BC, CD... du polygone ABCDE, et pour hau¬
teur commune l'apothème SG de la pyramide

b u (déf. 5). Or, chacun de ces triangles a pour me¬
sure la moitié du produit de sa base par sa hauteur ; donc
la surface latérale de la pyramide régulière SABCDE a

SG
pour mesure (AB -+-BC + CD-t-...) X-^-' c'est-à-dire le pro¬
duit du périmètre AB -t-BC-l-CDde sa base par la moi¬
tié de son apothème SG. L

Remarque. — Si l'on inscrit dans un cône droit SOK à base
8 circulaire une pyramide régulière quelcon¬

que, par exemple la pyramide quadrangulaire
SABCD, dont l'apoihème est SL, et qu'ensuite
on double indéfiniment le nombre des côtés de
sa base, l'apothème SL croît, sans pouvoir éga¬
ler l'apothème SK du cône dont il s'approche
indéfiniment. La surface latérale de la pyra¬
mide augmente par suite, et diffère de moins

en moins de celle du cône ; il en est de même des volumes de
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ces deux corps. Aussi je considérerai l'apothème, la surface
convexe et le volume du cône comme les limites vers lesquelles
tendent respectivement l'apothème, la surface latérale et le vo¬
lume d'une pyramide régulière inscrite, lorsque le nombre de ses

faces augmente indéfiniment; et je regarderai comme acquise
au cône toute propriété démontrée pour une pyramide régu¬
lière inscrite, indépendamment du nombre et de la grandeur
de ses faces.

THÉORÈME III

La surface convexe d'un cône droit à base circulaire a pour
mesure le produit de la circonférence de sa base par la moitié
de son apothème.

J'inscris dans le cône droit SOK à base circulaire une pyra¬
mide régulière quelconque, par exemple la
pyramide quadrangulaire SABCD, puis les py¬
ramides régulières dont les bases ont 8, 16,..,
côtés. Les surfaces latérales de ces pyramides
vont en croissant, et ont pour limite la surface
convexe du cône SOK qui leur est circonscrit ;

or, chacune d'elles a pour mesure le produit du
périmètre de sa base par la moitié de son apo¬

thème, quels que soient le nombre et la grandeur des faces
qui la composent ; donc la surface convexe du cône SOK a aussi
pour mesure le produit de la circonférence de sa base par la
moitié de son apothème (II, Rem.).

Remarque. — Soient A l'apothème d'un cône droit à base
circulaire et R le rayon de sa base ; sa surface convexe a pour
mesure :

rcRxA.
Pour avoir la mesure de sa surface totale, il faut ajoutera

la quantité ttR x A la mesure de la base du cône, c'est-à-dire
r. R2, et l'on a :

w R (A H- R).
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Corollaire. — La surface convexe d'un cône droit SBC à

base circulaire a pour mesure le produit de son
apothème par la circonférence du parallèle DE,
également distant du sommet et de la base.

En effet, le rayon DE de ce parallèle égale la
moitié du rayon CB de la base, puisque le point D
est le milieu de SC ; on a par suite (P, 27, IV) :

Lire. CBX SB = circ. DE x SB.
L

THÉORÈME IV

La surface convexe d'un tronc de cône droit à bases paral¬
lèles a pour mesure le produit de la demi-somme des circonfé¬
rences de ses bases par son apothème.

Soit ABED un tronc de cône égal à la différence des
deux cônes de révolution
SAC, SDF, dont les bases

/j\ AB, DE sont parallèles. Par
EfcprïT" l'extrémité A de la généra-

trice SA, j'élève sur cette
droite une perpendiculaire
quelconque AG, que je

prends égale à la circonférence CA de la base inférieure du
cône tronqué. Je tire ensuite la droite SG, et je mène par le
point D, où la génératrice SA coupe la base supérieure du
tronc, la droite DH parallèle à AG. Je dis d'abord que cette
droite est égale à la circonférence du cercle FD.

En effet, la droite SC étant l'axe du cône SAC, les triangles
SDF, SAC sont rectangles et semblables ; on a donc(P., 27,IV) :

SD FD cir. FD
SA — CA — cir. CA'

Les triangles SDH, SAG sont aussi rectangles et semblables ;
on a dès lors :

SD
_ DH

SA - AG'
et, par suite,

cir. FD DH
cir. CA AG"

ir""c
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Or, la droite AG est, par hypothèse, égale à cir. CA ; donc la
droite DH est aussi égale à cir. FD.

Je remarque, en second lieu, que la surface convexe du cône
1

SAC a pour mesure ^ cir. GA x SA (III) ; elle est donc équiva¬
lente à la surface du triangle rectangle SAG, qui est mesurée

1
par jr AGx SA. De même, la surface convexe du cône SDF est

u

équivalente au triangle rectangle SDH; par conséquent, la
surface convexe du cône tronqué ABED est équivalente à la
surface du trapèze AGHD. Or, l'aire de ce trapèze est égale à
AD x (P., 13, VI); donc la surface convexe du

tronc du cône ABED a pour mesure le produit de son apothème
AD par la demi-somme des circonférences CA FD de ses
bases.

Corollaire. — Si l'on mène par le milieu K de l'apothème
AD la droite EN parallèle à AG et le plan KL parallèle aux bases
du cône tronqué, la droite KN est égale à la circonférence LK,
Or, le trapèze a pour mesure AD x KN (P., 31, IV, c); donc
la surface convexe d'un tronc de cône droit ABDE, dont les
bases sont parallèles, a pour mesure le produit de son apothème
AD par la circonférence du parallèle KL, également éloigné de
ses bases.

THÉORÈME V

Le volume d'un cône droit à base circulaire est égal au tiers
du produit de sa base par sa hauteur.

à J'inscris dans le cône droit SOK à base
circulaire une pyramide régulière quelcon¬
que , par exemple la pyramide quadran-
gulaire SABCD, puis les pyramides régu¬
lières dont les bases ont 8, 16,.... côtés.
Les volumes de ces pyramides vont en crois¬
sant, et ont pour limite le volume du cône
SOK qui leur est circonscrit ; or, chacun

d'eux a pour mesure le tiers du produit de sa base par sa
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hauteur, quels que soient le nombre et la grandeur de ses faces;
donc le volume du cône SOK a aussi pour mesure le tiers du
produit de sa base par sa hauteur (II, Rem.).

Remarque. — Soient R le rayon de la base et H la hauteur
d'un cône droit à base circulaire; son volume est égal à

Corollaire. — Les volumes de deux cônes droits à base
circulaire sont proportionnels à leurs bases si leurs hauteurs
sont égales. — Lorsque deux cônes droits à base circulaire
onldes bases égales, leurs volumes sont proportionnels à leurs
hauteurs.

Un tronc de cône droit à bases parallèles est équivalent à trois
cônes droits ayant pour hauteur commune la hauteur du tronc
et pour bases respectives la base inférieure du tronc, sa base
supérieure et la moyenne proportionnelle entre ces deux bases.

la base HKL soit équivalente au cercle AG et la hauteur GR
égale à la hauteur SC du cône SAB. Je dis d'abord que le
plan de la base supérieure du cône tronqué détermine dans la
pyramide une section MNO équivalente au cercle ED.

En effet, les bases du tronc de cône étant parallèles, le plan
SCA coupe la base supérieure du tronc de cône suivant une
droite ED parallèle à CA, et le rapport des rayons CA, ED égale
celui des hauteurs SC, SE; on a donc :

THÉORÈME VI

g
Soit ABFD le tronc de cône

égal à la différence des deux
cônes droits SAB, SDF, dont les
bases AB, DF sont parallèles ; je

5

,L construis sur le plan de là base
inférieure du cône tronqué une
pyramide triangulaire GIIKL dont

cercle CA CA2 SC1
cercle ED ~~ ËD* ~ SE2'

au. — él.ém. 10
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Il résulle aussi du parallélisme des plans MNO, IIKL, que
(10, 1, c.)

IIKL _CR_2
g MNO-GP2'

Or, les droilcs GR et SC sont
égales par liypollièse, ainsi que
les droites GP et SE ; par consé¬
quent on a :

cercle CA IIKL
cercle ED MNO'

Mais le triangle IIKL est, par construction, équivalent, au cercle
CA; donc le triangle MNO est aussi équivalent au cercle ED.

Je remarque en second lieu que le cône SAC a pour me-
\

sure =■ cercle CAx SC; il est donc équivalent à la pyramide
o

4
GIÎKii qui a pour mesure g-IîKL x GR. De môme, le cône SDE
et la pyramide GMNO sont équivalents; donc le tronc du cône
ABFD est équivalent au tronc de pyramide IlIvLMNO. Le vo¬
lume de cette pyramide tronquée étant égal à (10, VI)

| PR (IIKL + MNO + \J IIKL X MNil),
le tronc de cône a pour mesure

1 - K
w CE (cercle CA + cercle ED -t- \J cercle CA x cercle ED J,
O

c'est-à-dire qu'il est équivalent à la somme de trois cônes,
ayant pour hauteur commune la hauteur CE du tronc, et pour
bases respectives les cercles CA et ED, ainsi que la moyenne
proportionnelle entre ces deux cercles.

Remarque. — Soient II, r et II les rayons des bases et la
hauteur du cône tronqué; on a :

|t:II (R* + r' + Rr)
pour l'expression de son volume.

PROBLÈMES

1. Si deux cônes droits à base circulaire sont semblables,
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leurs surfaces convexes sont proporlionnelles aux carrés des
rayons de leurs bases, et leurs volumes proportionnels aux
cubes des mêmes rayons.

2. Diviser la surface latérale d'un cône droit à base circulaire
en deux parties équivalentes par un plan parallèle à sa base.

5. La surface totale d'un cône droit à base circulaire est

égale à 10 mètres carrés, et le rayon de sa base égal à lm,2;
calculer, à un centimètre près, l'apothème et la hauteur du
cône, puis son volume, à moins d'un centimètre cube.

4. Si l'on fait tourner successivement un triangle rectangle
autour de chaque côté de son angle droit, les volumes des deux
cônes qu'il engendre sont inversement proportionnels à leurs
hauteurs.

5. Si l'on considère un tonneau comme la somme de deux
troncs de cône égaux, réunis par leur grande base, quelle est,
à un centilitre près, la capacité d'un tonneau qui a lm,52 de
longueur, et dont les diamètres de la bonde et du fond sont
égaux respectivement à 0m,S8 et 0m,G4?

L'hypothèse précédente donne :

^t:1I (R2 + R)' -4- r2)
o ^ •

pour la mesure du tonneau, II étant sa longueur, R le rayon
de la bonde et r le rayon du fond. Le volume ainsi calculé est
trop petit; en remplaçant le produit Rr par R2, on obtient la
formule :

i*II(2R2+r«),
proposée par Oughtred et employée en Angleterre pour le
jaugeage des tonneaux.

0. Le côté c d'un triangle équilatcral étant donné, calculer
la surface totale et le volume du cône engendré par la rotation
de ce triangle autour de sa hauteur. — Déterminer, à un cen¬
timètre près : 1° la valeur de c pour laquelle la surface totale
du cône égale un mètre carré ; 2° celle pour laquelle le volume
est dun mètre cube. — (On dit qu'un cône est squilalérallorsque la section faite par un plan passant par l'axe est un
triangle équilatéral.)
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Programme . Cylindre droit à base circulaire. — Mesure de la surface latérale
et du volume. — Extension aux cylindres droits à base quelconque.

DÉFINITIONS

C D A

V G J

1. On appelle cylindre droit à base circulaire le corps en¬
gendré par la relation d'un rectangle ACBIi sur
l'un de ses côtés, par exemple CD.

Les côtés CA, DK, perpendiculaires à l'axe CD,
décrivent des cercles égaux et parallèles cjui sont
les bases du cylindre. Ce corps a pour hauteur h
droite CD qui mesure la distance de ses bases. La
surface de révolution engendrée par le côté AK

parallèle à l'axe se nomme surface convexe du cylindre.
2. Par analogie, on appelle surface cylindrique la surface

, engendrée par une ligne droite AA', assu¬
jettie à se mouvoir parallèlement à une
droite fixe MN, en s'appuyant sur une direc¬
trice courbe ABC.

Si celte directrice est une ligne fermée,
et qu'on coupe la surface cylindrique par
deux plans parallèles ABC, A'B'C rencon¬
trant la droite MN, le corps compris entre

ces plans et la surface cylindrique a reçu le nom de cylindre.
Le cylindre a pour bases ses deux faces planes ABC, A'B'C', et
pour hauteur la distance des plans de ses bases.

5. Deux cylindres droits à base circulaire sont semblables
si leurs hauteurs sont proportionnelles aux rayons de leurs

V
C'

B'

V
C

B
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bases, c'est-à-dire s'ils sont engendrés par des rectangles sem¬
blables.

4. Un prisme est inscrit dans un cylindre, lorsque ses bases
sont inscrites dans les bases correspondantes du cylindre. —

On dit réciproquement que le cylindre est circonscrit au
prisme.

THÉORÈME I

La surface latérale d'un prisme droit a pour mesure le pro¬
duit de sa hauteur par le périmètre de sa base.

Soit le prisme droit qui a pour bases les poly-
E' "

c, gones égaux ABCDE, A'B'C'D'E' ; sa surface la¬
térale est la somme des rectangles AB', BC',
CD',.... qui ont la même hauteur AA' que le
prisme, et dont les bases sont les côtés AB, BC,
CD.... de la base ABCDE de ce polyèdre. Or,
l'aire de chacun de ces rectangles est égale au

produit de sa base par sa hauteur (P., 50, III) ; donc la sur¬
face latérale du prisme a pour mesure :

(AB + BC + CDh-...)XAA\
c'est-à-dire le produit du périmètre AB -+- BC -t- CD -+- ... des.
sa base par sa hauteur AA'.

Remarque. — Si l'on inscrit dans un cylindre droit ABC'D' à
base circulaire un prisme régulier quel¬
conque , par exemple le prisme à base
carrée ABCDA'B'C'D', et qu'ensuite on
double indéfiniment le nombre des côtés
de sa base, la surface totale de ce prisme
augmente, tout en restant moindre que
celle du cylindre circonscrit dont elle s'ap¬
proche sans cesse. Il en est de même du
volume du prisme, qui diffère de moins» en
moins de celui du cylindre.

Aussi je considérerai la surface convexe d'un cylindre droit à
base circulaire et son volume comme les limites vers lesquelles
tendent respectivement la surface latérale et le volume d'un
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prisme inscrit dont le nombre des côtés cle la base croît indéfini¬
ment, et je regarderai comme acquise au cylindre toute pro¬
priété démontrée pour le prisme indépendamment du nombre et
de la grandeur des côtés de sa base.

THEOREME II

La surface convexe d'un cylindre droit à base circulaire a

pour mesure le produit de sa hauteur par la circonférence de
sa base.

J'inscris dans le cylindre droit ABC'D' à base
circulaire un prisme régulier quelconque, par
exemple le prisme à base carrée ABCDA'B'C'D',
puis les prismes réguliers dont les bases ont
8, 16.... côtés. Les surfaces latérales de ces
prismes vont en croissant, et ont po-ur limite
commune la surlace convexe du cylindre ABC'D'
qui leur est circonscrit (1, Rem.). Or, cha¬
cune d'elles a pour mesure le produit de

sa hauteur par le périmètre de sa base, quels que soient le
nombre et la grandeur des faces qui la composent ; donc la
surface convexe du cylindre ABC'D' a aussi pour mesure le
produit de sa hauteur AA' par la circonférence de sa base ABC.

Remarque. — Soient II la hauteur de ce cylindre et R le
rayon de sa base, la mesure de sa surface convexe est égale à

2sRxH.

Pour avoir l'expression de la surface totale de ce cylindre,
il faut ajouter à 2 r. R XII la mesure 2 n R2 de ses deux bases
(P., 34, II), et l'on trouve :

2 tîR (II+2).

THEOREME III

Le volume d'un cylindre droit à base circulaire est égal ait
produit de sa base par sa hauteur.

J'inscris dans le cylindre droit ABC'D' à base circulaire
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un prisme régulier quelconque, par exemple le prisme à

base carrée ABCDA'B'C'D', puis les prismes
réguliers dont les bases ont 8, 16.... côtés. Les
volumes de ces prismes vont en croissant, et
ont pour limite commune le volume du cy¬
lindre ABC'D' qui leur est circonscrit (l,Rem.).
Or, chacun d'eux a pour mesure le produit de
sa hauteur par sa base, quels que soient le nom¬
bre et la grandeur de ses faces latérales ; donc
le volume du cylindre est aussi égal au produit

de sa hauteur par le cercle qui lui sert de base.
Remarque. — Soient R le rayon de la base d'un cylindre et

Ilsa hauteur; le volume de ce corps est égal à tc R1 xll.
Corollaire. — Un cône droit à base circulaire est le tiers

d'un cylindre droit de même base et de même hauteur (14, Y).
Corollaire II. — Un tronc de cône droit à buses parallèles est

équivalent à la somme d'un cylindre et d'un cône droits, à base
circulaire, qui ont la même hauteur que le tronc, et dont les
buses ont respectivement pour rayons la demi-somme et la
demi-différence des rayons des bases du tronc.

Si R et r sont les rayons des bases du cône tronqué, et que II
soit sa hauteur, on sait que son volume Y est égal à (14, YI, c) :

|*H(R' + Rr-+-r2).
Or, en vertu de l'identité facile à vérifier

■•+*+<■=S (£±r)M-(^)\
on peut mettre l'expression de Y sous la forme suivante :

/R-t-rV IT 1 /R —rV „A—t. ^ ^ J '2 ) xIL
On voit alors que V est égal à la somme des volumes d'un
cylindre et d'un cône droits, à base circulaire, qui ont la
même hauteur II que le cône tronqué, et dont les rayons des

j y ybases sont égaux respectivement à —^— et—^—.
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Lorsque la différence des rayons R et r sera assez petite
1 /r _ A2

pour que le volume ^ ^—) X H^u cône soit négligeable
relativement au volume % XH du cylindre, on cal¬

culera de préférence le volume du cône tronqué par la formule
approximative

-m-
On fait une application continuelle de cette formule pour le
eubage des troncs d'arbre qui ne sont pas équarris. En effet,
on considère un tronc d'arbre non équarri comme équivalent
à un cylindre droit de même hauteur, qui aurait pour base la
section faite parallèlement aux bases du tronc par le milieu
de sa longueur.

La même formule a été employée m jaugeage des tonneaux.
Dans cette hypothèseIIdésigne la longueur du tonneau, Rie
rayon de la bonde et r celui du fond. Le volume ainsi calculé
est beaucoup trop petit ; on se sert maintenant en France d'un
autre mode de jaugeage proposé par Dez, ancien professeur à
l'École militaire. Il consiste à considérer un tonneau comme

équivalent à un cylindre ayant pour hauteur la longueur du
tonneau, et pour rayon de sa base l'excès du rayon de la bonde

3
sur les

g de la différence des rayons de la bonde et du fond.
On a par conséquent :

V = ,[R —5(R-r)JxH.
THÉORÈME IV

1° La surface convexe d'un cylindre droit dont la base n'est
pas circulaire a pour mesure le produit du périmètre de sa base
par sa hauteur.

2° Le volume de ce cylindre est égal au produit de sa hauteur
par sa base.

Les démonstrations des deux parties de ce théorème sont
identiques à celles des théorèmes II et III ; mais les bases des
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prismes inscrits dans le cylindre ne sont plus des polygones
réguliers.

PROBLÈMES

1. Si deux cylindres droits à base circulaire sont sembla¬
bles, leurs surfaces convexes sont proportionnelles aux carrés
des rayons de leurs bases, et leurs volumes proportionnels
aux cubes des mêmes rayons.

2. Calculer, à un millimètre près, les dimensions du litre
qu'on emploie pour les liquides, en sachant qu'il a la forme
d'un cylindre droit à base circulaire, et que sa hauteur est le
double du diamètre de sa base.

3. Calculer, à un millimètre près, les dimensions du litre,
du décalitre et de l'hectolitre qu'on emploie pour les matières
sèches, en sachant qu'ils ont la forme de cylindres droits à
base circulaire, et que la hauteur de chacun d'eux est égale
au diamètre de sa base.

4. Inscrire dans un cône droit à base circulaire un cylindre
droit dont la surface convexe soit égale à un cercle donné. —

Maximum de cette surface.
5. La hauteur d'un cône droit à base circulaire est égale à

7'",20 et le rayon de sa base égal à lm,80. Calculer, à un dé¬
cimètre cube près, le tronc de cône que l'on obtient en cou¬
pant le cône proposé par un plan parallèle à sa base, à la
distance d'un centimètre de cette base.

6. Laquelle des deux formules, proposées par Oughtrecl et
par Dez pour le jaugeage des tonneaux, donne le plus grand
volume?

7. Calculer le rayon intérieur d'un tube de verre parfaite¬
ment cylindrique, en sachant que ce tube pèse 90 grammes
lorsqu'il est vide, et 150 grammes lorsqu'on y introduit une
colonne de mercure ayant 9 centimètres de longueur. (La
densité du mercure est égale à 13,568.)

8. Mener un plan parallèle à la base d'un cylindre droit et
circulaire, de manière qu'il divise sa surface convexe en deux
parties telles que la base du cylindre soit moyenne propor¬
tionnelle entre elles.
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9. Déterminer les dimensions d'un cylindre droit à base

circulaire, en sachant que sa hauteur est égale à la moitié du
rayon de sa base et que sa surface totale est équivalente à un
cercle donné.

10. La surface totale d'un cylindre droit à base circulaire
est égale au cercle dont le rayon a deux mctres de longueur;
sa hauteur est d'un mètre. Calculer son volume à un centi¬
mètre cube près.

11. Pour retirer l'eau d'un puits, on se sert d'une pompe
dont le tube a un diamètre intérieur égal à d. La course du
piston est égale à h; D est le diamètre du puits et 11 la pro¬
fondeur de l'eau. Quel sera le nombre des coups de piston
nécessaires pour retirer l'eau du puits?

On supposera dans la formule d égal à 0m, 12, h égal à Ora55,
D égal à lm,05, et II égal à 2m,S8.

12. Diviser une ligne droite donnée en deux parties telles
qu'en prenant l'une pour la hauteur et l'autre pour le rayon
de la base d'un cylindre droit et circulaire, la surface convexe
de ce corps soit égale à un cercle donné. — Quel est le plus
grand des deux cylindres qui répondent à la question?

SCD LYON 1



VINGTIÈME ET VINGT ET UNIÈME LEÇON

PSogramme : Sphère. — Sections planes, grands cercles, petits cercles. —

Pôles d'un cercle. — Étant donnée une sphère, trouver son rayon. — Plan
tangent. — Angle de deux arcs de grand cercle. — Potions sur les triangles
sphériques : leur analogie parfaite avec les angles trièdres

DÉFINITIONS

1. On appelle sphère le corps engendré par la rotation du
demi-cercle AMB sur son diamètre AB.

Il résulte de celle définition que la sphère
est terminée par une surface de révolution
dont tous les points sont également éloignés
du centre C de la génératrice AMB; aussi on
donne au point C le nom de centre de la sphère.

On nomme rayon la droite menée du centre
d'une sphère à un point quelconque de sa sur¬
face. — Tous les rayons sont égaux.

Les droites qui passent par le centre d'une sphère et se ter¬
minent aux points où elles rencontrent sa surface s'appellent
diamètres. — Tous les diamètres sont égaux, car chacun d'eux
est le double d'un rayon.

2. Un plan est tangent à une sphère s'il n'a qu'un point
commun avec elle; ce point est appelé point de contact.

3. Deux sphères sont tangentes en un point lorsqu'elles ont
le môme plan tangent en ce point.

4. Lorsque deux plans parallèles coupent une sphère, on
appelle zone la portion de la surface de la sphère comprise
entre ces plans. — La zone a pour hauteur la distance des deux
plans parallèles, et pour bases les deux sections que ces plans
font dans la sphère. .-ye'

ls
C/5

'<*0,
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Une zone n'a qu'une base si l'un des deux plans parallèles

qui la déterminent est tangent à la sphère. Alors on l'appelle
aussi calotte sphérique.

5. Lorsque deux arcs de cercle tracés sur une sphère se cou¬
pent en un point A, on dit qu'ils font un angle en ce point, et l'on
prend pour sa mesure, comme dans la géométrie plane (1,IV),
l'angle que forment les tangentes menées à ces arcs par lesom-
met A dans le sens des arcs mêmes.—Si les deux arcs considé¬
rés appartiennent à des circonférences de grands cercles, leur
angle a la même mesure que l'angle dièdre formé par les plans
des deux cercles ; car chacun de ses côtés est perpendiculaire
au diamètre suivant lesquels les grands cercles se coupent
(P. 13,11).

6. Un polygone sphérique est la portion de la surface d'une
sphère comprise entre plusieurs arcs de grands cercles.

Ces arcs de grands cercles sont les côtés du polygone; les
angles qu'ils forment et les sommets de ces angles sont les
angles et les sommets du polygone sphérique.

Le polygone sphérique qui a trois côtés est le triangle sphé¬
rique.

7. On dit qu'un polygone sphérique est convexe lorsqu'il est
situé d'un même côté de chacune des circonférences de grands
cercles qui le forment. Il est concave dans le cas contraire.

Le périmètre d'un polygone sphérique convexe ne peut évi¬
demment être rencontré en plus de deux points par un arc de
grand cercle.

8. Les plans des arcs de grands cercles, qui forment un po¬
lygone sphérique ABCD, déterminent au centre
0 de la sphère un angle polyèdre OABCD, dont
les angles dièdres ont les mêmes mesures que
les angles du polygone, et dont les angles plans
AOB, BOC, etc. sont mesurés par les côtés cor¬
respondants AB, BC, etc. de ABCD; car ces

arcs sont décrits avec le même rayon.
Si on prolonge les faces de l'angle polyèdre OABCD au delà

du sommet 0, l'angle polyèdre symétrique OA'B'C'D' intercepte
sur la surface de la sphère un polygone A'B'C'D', dont les an-
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pies et les côtés sont égaux à ceux du polygone ABCD; mais
les parties égales des deux polygones étant disposées dans un
ordre inverse, comme celles des deux angles polyèdres symé¬
triques, ces polygones ne sont pas superposaliles. Ils sont sy¬
métriques par rapport au centre 0 de la sphère.

Pour construire un triangle sphérique qui soit symétrique
à un triangle donné ABC, on peut

j \ xdécrire deux arcs de cercle, des extré-
/ I \ \ mités A et B de l'un des côtés du trian-
cgle ABC comme pôles, avec des dis-

lances polaires égales respectivement
aux deux autres côtés AC, BC; puis

B joindre le point d'intersection C' de
ces arcs aux deux points A et B par des arcs de grands cercles.
Le triangle ABC', ainsi construit, sera le triangle demandé. En
effet, les plans des arcs de grands cercles, qui forment les
triangles sphériques ABC, ABC', déterminent au centre 0 de
la sphère deux angles trièdres symétriques OABC, OABC;
car leurs angles plans sont évidemment' égaux chacun à cha¬
cun, et inversement disposés par rapport au plan de leur face
commune AOB.

THÉORÈME I

Toute section faite dans une sphère par un plan est un cercle.
Je suppose d'abord que le plan donné passe par le centre0

de la sphère OA ; il rencontre alors sa surface en des points
également éloignés du point 0. Donc la section est un cercle

qui a le même centre et le même rayon que
la sphère.

Si le plan ne passe pas par le centre 0, et
qu'il coupe la surface de la sphère suivant
la courbe ABD, j'abaisse du point 0 la per¬
pendiculaire OC sur le plan de cette courbe.
Les rayons OA, OB, etc. de la sphère, menés

aux différents points A, B, etc. du contour delà section,sont
obliques au plan ABD et égaux entre eux; ils s'écartent donc
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également de la perpendiculaire OC (4, VI), et la courbe ABD,
qui a tous ses points également distants du point C, est une
circonférence de cercle dont le rayon CA est moindre que le
rayon OA de la sphère.

Remarque. — Les cercles qui ont le môme centre et, par
suite, le même rayon que la sphère, se nomment grands
cercles. — Tous les grands cercles sont égaux. —Deux grands
cercles se coupent suivant un diamètre de la sphère, puisqu'ils
passent l'un et l'autre par son centre. ■

Tout cercle qui ne passe pas par le centre de la sphère se
nomme petit cercle, parce que son rayon est moindre que celui
de la sp 'acre. — Le centre C d'un petit cercle CA et le centre 0
de la sphère se trouvent sur une droite perpendiculaire au plan
du cercle.

On appelle pôles d'un cercle ABD les extrémités P et P' du
diamètre de la sphère perpendiculaire à ce cercle. Cette déno¬
mination provient de ce que le diamètre PP' peut être consi¬
déré comme l'axe de Ja surface de révolution qui termine la
sphère. — Deux cercles parallèles ont les mêmes pôles (5, Vit).

Corollaire I. — On peut tracer une circonférence de grand
cercle par deux points de la surface d'une sphère.

Car, si l'on mène un plan par le centre de la sphère et les
deux points donnés, ce plan coupe la surface delà sphère sui¬
vant la circonférence d'un grand cercle.

Lorsque le centre et les deux points de la sphère ne sont pas
en ligne droite, ils ne déterminent qu'un plan (1,1), et l'on ne
peut tracer alors qu'une circonférence de grand cercle parles

deux points donnés. Dans l'hypothèse con¬
traire, les deux points donnés sont les extré¬
mités d'un même diamètre par lequel on peut
mener une infinité de grands cercles.

Corollaire II. — Tout grand cercle ABD
divise la sphère CA et sa surface en deux parties égales.

En effet, si l'on pose les zones ABDEM, ABDEN sur un
même plan, et qu'on fasse coïncider ensuite leurs bases qui
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sont égales au cercle CA, ces zones coïncideront aussi, puis¬
que tous leurs points sont également éloignés du point C,
centre commun à la sphère et à leurs hases.

Corollaire III. — Deux grands cercles se divisent mutuellement
m deux parties égales.

Caria droite suivant laquelle ils se coupent passe par le
centre de la sphère, c'est-à-dire par le centre de chacun des
deux cercles.

THÉORÈME II

1° Deux petits cercles égaux sont également éloignés du centre
delà sphère;

2° De deux petits cercles inégaux le plus grand est le plus
rapproché du centre de la sphère.

Le plan mené par le centre C de la sphère CA et par les
centres F, G de deux petits cercles FA, GD
coupe la sphère suivant le grand cercle ABED
et les deux petits cercles suivant leurs dia-

e mètres AB, DE, qui sont des cordes de ce

grand cercle. Par conséquent, l°les distances
CF, CG sont égales, si le diamètre AB est égal

audiamètreDE (P., 13,1), c'est-à-dire si les deux petits cercles
sont égaux; '2° la distance CG est moindre que CF, si le dia¬
mètre DE est plus grand que le diamètre AB(P., 13, I), c'est-
à-dire si le cercle GD est plus grand que le cercle FA,

Remarque. — Les réciproques des deux parties de ce théo¬
rème sont évidentes.

THÉORÈME III

Tous les points de la circonférence ABC d'un cercle de la
sphère sont également éloignés de chacun des deux pôles P, P'
de ce cercle.

En effet, le pied I de la perpendiculaire abaissée du pôle
1! sur le plan ABC étant le centre de la circonférence IA (1),
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les droites PA, PB, PC, etc., menées du pôle aux différents
points A, B, C, etc., de cette courbe, sont égales, parce

qu'elles s'écarlent également de la perpen¬
diculaire PI (1, VI); les points de la cir¬
conférence ABC sont donc à la même dis¬
tance du pôle P. Je prouverais de même
qu'ils sont également éloignés de l'autre
pôle P'.

11 résulte aussi de cette démonstration que les arcs de grands
cercles PA, PB, PC, etc., menés du pôleP à la circonférence
ABC, sont égaux, puisque leurs cordes sont égales.

Remarque. — Cette propriété du pôle d'un cercle delà sphère
est analogue à celle du centre de ce cercle ; aussi, en se ser¬
vant d'un compas à branches courbes, on décrit les arcs de
cercle sur la sphère avec la même facilité que sur un plan,
On prend la distance des pointes du compas égale à celle du
pôle à l'un des points de la circonférence qu'on veut décrire,
on place ensuite l'une des pointes du compas au pôle donné,
et l'on trace la circonférence avec l'autre pointe.

J'appellerai distance polaire d'un cercle de la sphère la dis¬
tance du pôle de ce cercle à l'un des points de sa circonférence;
et, des deux pôles d'un petit cercle, je ne considérerai désor¬
mais que celui qui est situé sur le même hémisphère que ce
cercle.

Corollaire I. — Le centre d'une sphère, le pôle et le centre
d'un cercle quelconque tracé sur celte sphère, sont sur une même
ligne droite perpendiculaire au plan du cercle.

Ce théorème peut être décomposé en six autres, analoguesà
ceux qui sont énoncés dans le premier corollaire de la 12e leçon
des Figures planes.

Corollaire II. — La distance polaire d'un
grand cercle est égale à la corde du quadrans,

Soit P l'un des pôles du grand cercle ABC
de la sphère OA ; l'angle droit POA dont le
sommet est situé au centre de la circonfé¬
rence du grand cercle PAP' intercepte un
arc PA égal au quart de cette circonférence
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Or, la corde de cet arc est la distance polaire du grand cercle
ABC; donc, etc.

Corollaire iii. — On peut obtenir le pôle d'un 'grand cercle
ABC de la sphère OA, 1° en prenant deux points quelconques
A, B, sur la circonférence ABC, et décrivant, de ces points comme

pôles, deux arcs de grands cercles dont l'intersection sera le
point P; 2° en traçant un grand cercle APC perpendiculaire au
cercle ABC, et prenant, à partir du point A, un arc AP égal au

quart de la circonférence APC.
En effet, 1° les angles POA, POB étant

droits d'après la construction, la droite PO
est perpendiculaire a'ux deux rayons OA, OB,
et, par suite, au plan OAB (1, III) ; donc le
point P est le pôle du cercle ABC.

2° Les deux plans APC, ABC sont perpen¬
diculaires par hypothèse. Or, la droite OP, située dans le
premier de ces plans, est perpendiculaire à leur intersection AC
(6, II) ; donc elle est perpendiculaire au second, et le point P
est le pôle du cercle ABC.

Corollaire IV. — deux grands cercles sont perpendiculaires
lorsque le pôle de l'un est sur la circonférence de l'autre.

Car le second passe parle diamètre de la sphère perpendi¬
culaire au premier (6,1).

THÉORÈME IV

Le plan perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon de la sphère
est tangent à cette sphère.

Réciproquement, tout plan tangent à une sphère est perpen¬
diculaire au rayon du point de contact.

1° Je mène par l'extrémité A du rayon OA de la sphère 0 le
plan BAC perpendiculaire à cette droite,
et je dis qu'il est tangent à la sphère.

En effet, la dislance OD du centre 0 à
un point quelconque D du plan BAC,
autre que le point A, est plus grande que
le rayon OA perpendiculaire à ce plan

(1 »VI) ; donc le point D est extérieur à la sphère, et le plan BAC
AU. — ÉIÉ». 20
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n'a par suite que le point A commun avec la surlace de la
sphère, c'est-à-dire qu'il est langent à cette surface.

Réciproquement, si le plan BAC touche la sphère OA au
point A, il est perpendiculaire au rayon OA.

Car tout point D du plan BAC, autre que le point A, étant
par hypothèse extérieur à la surface de la sphère, le rayon OA
est la ligne la plus courte qu'on puisse mener du centre 0 au
plan BAC; il est donc perpendiculaire à ce plan (1, YI).

Corollaire I. —Par un point de la surface d'une sphère, on
ne peut mener qu'un plan langent à celte surface (1, IV).

Corollaire II. — Le point de contact de deux sphères tangen¬
tes est situé sur la droite qui joint leurs centres.

Car la perpendiculaire au plan tangent, menée par le point
de contact, passe par chacun des centres des deux sphères.

THÉORÈME V

L'angle BAD de deux arcs de grands cercles AB, AD a pour
mesure l'arc de grand cercle BD décrit de son sommet A comme
pôle entre ses côtés AB, AD.

Le point A étant le pôle de l'arc de grand cercle BD, chacun
des arcs AB, AD est un quadrans, et les
angles au centre AOB, AOD sont droits.
Donc l'angle BOD est l'angle plan corres¬
pondant à l'angle dièdre BACD, et l'arc BD
qui mesure l'angle BOD, mesureaussi l'angle
BAD formé par les deux arcs de grands

cercles AB, AD (17,1).
Corollaire I. — Si on prend sur la circonférence BD et dans

le môme sens chacun des arcs BP, DP', égal à un quadrans,
le point P est un pôle de l'arc AB, le point P est aussi un
pôle de l'arc AD, et l'arc de grand cercle PP' égale l'arc BD.
Donc l'angle BAD a pour mesure l'arc de grand cercle qui joint
les pôles P et P' de ses côtés AB, AD.

Corollaire II. — Le lieu des pôles des grands cercles qui
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forment avec le grand cercle BAC un angle égal à BAD, est la
circonférence décrite du point P comme pôle avec la distance
polaire PP'.

Le lieu des diamètres de la sphère, perpendiculaires aux

plans des mêmes cercles, est la surface conique de révolution
qui a le point 0 pour centre, la droite OP pour axe et la droite
OP' pour génératrice.

Corollaire III.— Si on prolonge les arcs BA, DÀ au delà de
leur intersection A, les angles BAD, EÂF, opposés au sommet,
sont égaux; les angles adjacents BAD, DAE sont supplémen-.
taires.

THÉORÈME VI

1" Chaque côlé d'un triangle sphérique ABC est moindre que
la somme des deux autres.

2° La somme des trois côtés de ce triangle est moindre que la
circonférence d'un grand cercle.

En effet, soit 0 le centre de la sphère; les
!;>\/y plans des arcs de grands cercles qui forment

\ Bj / le triangle sphérique ABC déterminent un
\y angle trièdre OABC, dont les angles plans

sont mesurés par les côtés correspondants du
triangle ABC. Or, l'angle plan AOB est moindre que la somme
des deux autres BOC, COA (E, 7,1); donc l'arc AB est aussi
moindre que la somme des arcs BCj CA.

En second lieu, la somme des trois faces AOB, BOC, COA
est moindre que quatre angles droits (E, 7, V) ; donc le
périmètre du triangle ABC est moindre que la circonférence
d'un grand cercle.

Corollaire. — Chaque côté d'un triangle sphérique est plus
grand que la différence des deux autres côtés.

Remarque. — La démonstration du théorème précédent
prouve que chaque propriété de l'angle trièdre, relative à ses
faces ou à ses angles, appartient aux côtés ou aux angles du
triangle sphérique; il existe donc une analogie parfaite entre
le triangle sphérique et l'angle trièdre. Ainsi, d'après le théo-
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rème VIII de la septième leçon des figures dans l'espace,
10 chaque angle d'un triangle sphérique, augmentéde deux an¬
gles droits, estplus grand que la somme des deux autres; 2° la
somme des trois angles d'un triangle sphérique estplus granit
que deux angles droits;pluspetite que six angles droits; etc.

PROBLÈME l"

Etcmt donnée une sphère, trouver son rayon.
Je prends deux points quelconques M et N sur la sphère

donnée. Du point M comme pôle, je décris un
arc de cercle avec une dislance polaire arbi¬
traire ; je trace ensuite, avec la même distance
polaire et du point N comme pôle, un second
arc de cercle qui coupe le premier en un point

A également éloigné de M et N. Je détermine de même deux
autres points B, C, également éloignés des points M et N. Le
centre de la sphère et les points A, B, C sont compris dans
un même plan perpendiculaire au milieu de la droite MN,
puisque chacun d'eux est à la môme distance des extrémités
M et N de cette droite (1, VIII) ; par conséquent, la section que
ce plan fait dans la sphère est un grand cercle.

Je prends ensuite, avec un compas, les longueurs des cordes
AB, BG, AC, et je construis un triangle avec ces trois droites.
Le rayon du cercle circonscrit à ce triangle est égal au rayon
de la sphère.

PROBLÈME II

Tracer une circonférence de grand cercle par deux points
Â et B de la surface d'une sphère.

Des points A et B comme pôles, je décris
deux arcs de grands cercles ; ces arcs se ren¬
contrent au point P, l'un des deux pôles du
grand cercle qui passe par les points A et B
(III c. 3). Je trace ensuite du point P comme

pôle la circonférence du grand cercle AB.
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Corollaire. —Si les points donnés AetB sont les extrémités

d'un diamètre de la sphère, le problème proposé a une infi¬
nité de solutions ; car les arcs de grands
cercles décrits des points A et B comme
pôles coïncident, et tout point de la circon¬
férence de grand cercle CDE dont ces ar^
font partie est le pôle d'un grand cercle pak
sant par les deux points A et B.

problème iii

Par un point A de la surface d'une sphère, mener un arc de
grand cercle perpendiculaire à une circonfé-

// \ rence de grand cerle donnée CBD.
et] Du point A comme pôle, je trace un arc

^J de grand cercle jusqu'à la rencontre de la
^ circonférence CBD, et je décris de leur point

d'intersection P comme pôle l'arc de grand cercle AB. Cet arc
est perpendiculaire à la circonférence donnée CBD, puisqu
son pôle P se trouve sur cette circonférence (IV).

problème iv

Diviser un arc de grand cercle en deux parties égales.
Je détermine sur la sphère deux points C et D qui soient

également éloignés des extrémités de l'arc donné AB, et je
joins ces deux points par un arc de grand
cercle ( Prob. II). Le plan de cet arc est
perpendiculaire au milieu de la corde AB
(1, VIII) ; il divise donc l'arc en deux parties
égales.

Corollaire. — L'arc CD divise aussi en deux parties égales
chacun des arcs de petits cercles qu'on peut mener par les
deux points A et B; car tous ces arcs ont la même corde
AB.

Remarque. — La construction précédente sert aussi à tracer
un arc de grand cercle DC perpendiculaire au milieu d'un arc
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de cercle quelconque qui joint deux points donnés A et B,
(Théor. IV.)

prorlème v

Tracer le petit cercle déterminé par trois points A, B, C de
la surface d'une sphère.

Je trace les arcs de grands cercles DE, FG, respecti-vement
perpendiculaires aux milieux des arcs AB, BC
(Prob. IV, Rem.). Ces arcs se rencontrent en un
point P également distant des trois points A, B
et C. Je décris ensuite du point P comme pôle,
avec la distance polaire PA, une circonférence

de cercle qui passe par les trois points donnés.
Corollaire. — Cette construction sert à trouver le pôle d'un

petit cercle donné.

remarque sur les positions relatives de deux sphères

Deux sphères, comme deux cercles, peuvent avoir l'une par
rapport à l'autre cinq positions différentes, auxquelles corres¬
pondent les cinq théorèmes suivants :

1° Si deux sphères qui riont aucun point commun sont exté¬
rieures l'une à l'autre, la dislance de leurs centres est plus
grande que la somme de leurs rayons.

2° Si deux sphères se touchent extérieurement, la distance de
leurs centres est égale à la somme de leurs rayons.

5° Lorsque deux sphères se coupent, 1° la distance de leurs
centres est moindre que la somme de leurs rayons et plus grande
que la différence des mêmes rayons; 2° la ligne d'intersec¬
tion de leurs surfaces est une circonférence située dans un
plan perpendiculaire à la droite qui joint les centres de ces
sphères.

4° Lorsque deux sphères se touchent intérieurement, la dis¬
tance de leurs centres est égale à la différence de leurs rayons.

5° Si deux sphères, qui riont aucun point commun sont inté-
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rieures l'une à l'autre, la distance de leurs centres est moindre
que la différence de leurs rayons.

La démonstration directe de ces théorèmes est identique à
celle que j'ai donnée pour les théorèmes correspondants du
cercle (P., 14). Je ferai remarquer néanmoins que ces théo¬
rèmes sont évidents, si l'on considère les deux sphères comme

engendrées par deux cercles situés dans le même plan, et
tournant autour de la droite qui passe par leurs centres.

Pour démbntrer le second cas du troisième théorème, je
prends deux sphères qui se coupent, puis je mène un plan par

leurs centres A, B, et par un point quelconque
G de leur intersection, ce plan détermine deux
grands cercles AM, BN, dont les circonférences
se rencontrent au point C. Cela posé, si je fais
tourner le plan ABC sur la droite AB comme
axe, chacune des circonférences AM, BN en¬
gendre la surface sphérique qui lui corres¬

pond, et le point C décrit un parallèle commun à ces deux
surfaces de révolution; par conséquent, les sphères AM, BN
se coupent suivant ce parallèle.

Les réciproques des cinq théorèmes précédents sont évi¬
dentes.

PROBLÈMES

1. Quel est le lieu géométrique des centres des sections faites
dans une sphère par des plans passant : 1° par une droite don¬
née; 2° par un point donné?

2. La somme des aires des cercles, suivant lesquels les trois
faces d'un angle trièdre trirectangle coupent une sphère, est
constante pour une position donnée du sommet de cet angle
trièdre.

La somme des carrés des distances du sommet de l'angle
trièdre aux six points où les trois arêtes de cet angle ren¬
contrent la surlace de la sphère, est aussi constante.

3. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace, tels
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que le rapport des distances de chacun d'entre eux à deux
points fixes soit constant?

4. Quel est le lieu géométrique des points de l'espace éga-
ment éclairés par deux lumières d'inégale intensité?

5. Les tangentes menées à une sphère par un point extérieur
sont égales. — Le lieu géométrique de ces tangentes est une
surface conique de révolution, et celui des points de contact est
une circonférence située dans un plan perpendiculaire à la
droite qui joint le centre de la sphère au point donné.

6. Trouver un point tel qu'on voit de ce point trois sphères
données sous le même angle.

7. Quel est le lieu géométrique des centres des sphères qui
coupent deux sphères données suivant des grands cercles?

8. Quel est le lieu géométrique des centres des sphères qui
coupent trois sphères données suivant des grands cercles?

9. Mener par une droite donnée un plan tangent à une
sphère.

10. Les plans qui touchent deux sphères extérieurement
rencontrent au même point la droite menée par leurs centres.
— Il en est de même des plans qui touchent deux sphères in¬
térieurement.

11. Mener par un point donné un plan tangent à deux
sphères.

12. Mener un plan tangent à trois sphères.
15. Mener par une droite un plan qui coupe deux sphères,

de manière que les rayons des sections soient proportionnels
à ceux des sphères.

14. Mener par un point un plan qui coupe trois sphères de
manière que les rayons des sections soient proportionnels à
ceux des sphères.
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Programme : Mesure de la surface engendrée par une ligne brisée régulière,

tournant autour d'un axe mené dans son plan et par son centre. — Aire
de la zone, de la sphère entière.

DÉFINITIONS

1. On appelle ligne brisée régulière une ligne brisée, plane
et convexe, dont les côtés sont égaux et les angles égaux.

Toute ligne brisée régulière peut être inscrite dans le cercle
et lui être circonscrite, comme le périmètre d'un polygone
régulier, dont elle diffère en-ce que son angle au centre n'est
pas généralement une partie aliquote de quatre angles droits
(P., 27,1).

Une ligne brisée régulière a un centre, un rayon et un apo¬
thème qui sont le centre et les rayons des cercles circonscrit et
inscrit. On donne aussi le nom de diamètre à toute droite
menée par son centre.

Pour inscrire une ligne brisée régulière dans un arc de
cercle, il suffit évidemment de diviser cet arc en un nombre
quelconque de parties égales, et de tracer les cordes des arcs
consécutifs (P., 27, II).

2. La portion de plan comprise entre une ligne brisée régu¬
lière et les deux rayons extrêmes de cette ligne se nomme
secteur polygonal régulier.
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THÉORÈME I

Si l'on fait tourner sur une droite indéfinie xy, comme axe,
une droite limitée AB qui soit dans le même plan avec l'axe et
d'un même côté de cette ligne, la surface de révolution qu'elle
engendre a pour mesure le produit de la génératrice AB par la
circonférence que décrit le milieu M de cette droite.

La droile AB peut avoir trois positions
différentes par rapport à l'axe xy.

1° Je suppose AB parallèle à xy, et
x G 0 D y j'ahaisse des points A, B, M, les perpendi¬
culaires AG, BD, MO, sur l'axe. Dans sa révolution autour de q,
le rectangle ABCD engendre un cylindre droit à base circulaire
dont la ligne AB décrit la surface convexe ; on a donc (16, II):

surf. AB = AB x cir. OM.
2° Si la droite AB n'aancun point commun avec l'axe, sans

- lui être parallèle, j'abaisse encore les per¬
pendiculaires AC, BD, MO sur xy. Le tra¬
pèze ABCD, en tournant autour de xy, en-

u v gendre un tronc de cône droit, à bases
parallèles, dont la ligne AB décrit la surface convexe; dès lors
on a aussi (14, IV, c) :

surf. AB = AB x cir. OM.
5" Lorsque l'une des extrémités de AB, par exemple A, est

située sur l'axe xy, la perpendiculaire BD
déterminé un triangle rectangle AB qui

_ engendre un cône droit en tournant autour
11 J de xy. La ligne AB décrit la surface con¬

vexe de ce cône, par conséquent on a encore (14, III, c.) :
surf. AB = AB x cir. OM.

THÉORÈME II

La surface engendrée par une ligne brisée régulière BCDE,
tournant autour d'un diamètre xy qui ne la coupe pas, a pour
mesure le produit de la circonférence inscrite dans la ligne bri¬
sée par la projection KP de cette ligne sur l'axe.
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Soient 0 le centre et OG l'apothème de la ligne brisée régu¬
lière BCDE; cette ligne, en tournant autour de son diamètre
scy, décrit une surface égale à la somme des surfaces engen¬
drées par ses côtés BG, CD, DE.

Je mène par le milieu G du côté BC la droite GII perpendi-
E culaire à l'axe xy, et j'ai, d'après le

théorème précédent :
surf. BG = BC X cir. HG.

Pour transformer celle mesure, je
x akiil n or i» tire les droites BK, CL, perpendicu¬

laires à l'axe xy, et la droite BM parallèle au même axe. Les
triangles rectangles BCM, GOI1 sont semblables, parce qu'ils
ont leurs côtés perpendiculaires chacun à chacun (P., 21, V) ;
il en résulte que

BC OG cir. OG
BM - 11G ar. I1G'

On a dès lors
BC X cir. IIG = BM X cir. OG,

et, par suite,
surf. BC = BM x cir. OG,

ou bien, à cause de l'égalité des droites BM et KL,
surf. BC = KL x cir. OG.

Soient LN et NP les projections des côtés CD, DE, sur l'axe
de rotation; on démontrerait, par un raisonnement analogue
au précédent, que

surf. CD = LN X cir. OG,
et surf. DE = NP x cir. OG.
En ajoutant les trois égalités précédentes, membre à membre,
et remarquant que la somme surf. BC -+- surf. CD -f- surf. DE
n'est autre que surf. BCDE, on trouve :

surf. BCDE = (KL -t-LN-f- NP) x cir. OG,
ou surf. BCDE = KPx cir. OG.

Corollaire I. — La surface engendrée par un demi-polygone
régulier ABCEF d'un nombre pair de côtés, tournant autour de
son diamètre ÂF, a pour mesure le produit delà circonférence
inscrite dans ce polygone par le diamètre du cercle circonscrit.

SCD LYON 1



316 GÉOMÉTRIE.
Car la projection du demi-périmètre ABCEF sur l'axe est le

diamètre AF du cercle circonscrit au polygone.
Corollaire II. — L'égalité

surf. BC = KL X cir. OG,
précédemment démontrée, conduit à ce théorème : La surface
décrite par une droite BC qui tourne autour d'un axe xy, situé
dans le mêmeplan, a pour mesure le produit de la projeclionïL
de cette droite sur l'axe par la circonférence dont le rayon est
érjcd à la perpendicidaire GO, élevée au milieu de la droite BC
jusqu'à la rencontre de l'axe.

THÉORÈME III

Une zone a pour mesure le produit de sa hauteur par h
circonférence d'un grand cercle.

Je considère la zone engendrée par l'arc de cercle BD tour-
a nant autour du diamètre AM ; soit EF sa hauteur,
E

que je détermine en abaissant des extrémités de
l'arc BD les perpendiculaires BE, DF sur l'axeAM.

0 J'inscris ensuite dans l'arc BD la ligne brisée ré¬
gulière BCD, dont l'apothème est 01. La surlace

m que décrit cette ligne en tournant autour de AM
est évidemment moindre que la zone BD qui l'enveloppe de
toutes parts, et leur différence diminue de plus en plus, si je
double indéfiniment le nombre des côtés delà ligne inscritedans
l'arc BD ; la zone BD est donc la limite vers laquelle tend la sur¬
face décrite parla ligne brisée BCD, lorsque le nombre des côtés
de cette ligne croît indéfiniment. Or, quel que soit le nombre,
la surface engendrée par la ligne brisée régulière BCD a pour
mesure le produit de la projection EF de cette ligne sur l'axe
par la circonférence inscrite 01 (II); par conséquent, la zone
a aussi pour mesure le produit de sa hauteur EF par la circon¬
férence du cercle OA, c'est-à-dire par la circonférence d'un
grand cercle de la sphère dont la zone BD fait partie.

Corollaire I. — Soient II la hauteur de la zone et R le rayon
de la sphère, on a .

zone— 2^RxII.
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Corollaire II. — Dans la même sphère, ou dans des sphères
égales, deux zones sont proportionnelles à leurs hauteurs.

THÉORÈME IV

La surface d'une sphère a pour mesure le produit de son dia
mètre par la circonférence d'un grand cercle.

Soit la sphère engendrée par le demi-cercle ABG
tournant autour de son diamètre AG ; la demi-cir¬
conférence ABG étant la somme des deux arcs AB,
BG, la réunion des deux zones engendrées par ces
arcs forme la surface de la sphère. On a (III) :

zone AB = AE x cir. CA

et soneBG = EGx cir. CA;
si l'on additionne ces égalités membre à membre, on trouve :

surf. sph. CA = (AE -t- EG) x cir. CA
et, par suite,

surf. sph. CA = ÀG x cir. CA.
Corollaire I. — Soient R le rayon d'une sphère, D son dia¬

mètre et S sa surface, on a :
S = 2Rx2*R = 4*RJ.

Il résulte de cette valeur de S que la surface de la sphère est
égale à quatre fois taire d'un grand cercle (P., 34, II).

On a aussi :

S = D x D — t:D2.

Corollaire II. — Les surfaces de deux sphères sont propor¬
tionnelles aux carrés de leurs rayons ou de leurs diamètres.

problèmes

1. Si l'on inscrit dans un demi-cercle un demi-polygone ré¬
gulier d'un nombre pair de côtés, et qu'en lui circonscrive un
demi-polygone semblable, la surface de la sphère engendrée
par le demi-cercle tournant autour de son diamètre sera
moyenne proportionnelle entre les surfaces engendrées par les
deux polygones.
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2. Toute zone à une base est équivalente à un cercle ayant
pour rayon la corde de l'arc qui engendre la zone. Ce théorème
est-il applicable à une zone à deux bases?

3. Exprimer la surface d'une sphère en fonction delà cir¬
conférence d'un grand cercle. —Évaluer en myriamètres carrés
la surface de la terre supposée sphérique.

4. Circonscrire à une sphère un cône droit dont la surface
convexe soit le double de la base.

5. Inscrire dans une sphère un cylindre droit dont lasomme
des deux bases soit le double de la surface latérale.

6. Inscrire dans une sphère un cône dont la surface convexe
soit équivalente à celle delà calotte sphérique qui est terminée
au même cercle.

7. Couper une sphère par un plan tel que la section soit
équivalente à la différence des deux zones dans lesquelles ce
plan partage la surface de la sphère.

8. Couper une sphère par un plan tel que l'aire d'un grand
cercle soit moyenne proportionnelle entre les deux zones que
ce plan détermine.

9. Couper une sphère par deux plans parallèles également
éloignés du centre de la sphère, de manière que la somme des
aires des deux sections soit égale à l'aire de la zone comprise
entre les deux plans.

10. Inscrire dans une sphère un cône dont la base soit équi¬
valente à la moitié de la surface convexe.

11. Un cône équilatéral étant inscrit dans une sphère, déter¬
miner entre quelles limites peut varier la différence des sec¬
tions faites dans ces deux corps par un plan parallèle à la base
du cône. — Dans quelle position du plan sécant la différence
des deux sections est-elle égale aux deux tiers de l'aire d'un
grand cercle de la sphère ?

Remarque. — La plupart des problèmes précédents sont
d'excellents exercices sur les équations du second degré.
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VINGT-TROISIÈME ET VINGT-QUATRIÈME LEÇON
Pbooeamme : Mesure du volume engendré par un triangle tournant autour d'un

axe mené dans son plan par un de ses sommets. — Application au secteur
polygonal régulier tournant autour d'un axe mené dans son plan et par son
centre. — Volume du secteur sphérique, de la sphère entière et du segment
spliérique.

DÉFINITIONS

1. Le volume engendré par un secteur circulaire DCE tour¬
nant autour du diamètre AB qui lui est extérieur,

A

s'appelle secteur sphérique. Il a pour base la zone
que décrit l'arc DE du secteur circulaire.

c 2. Un polyèdre est circonscrit à une sphère,
lorsque chacune de ses faces est tangente à la

B
sphère. On dit réciproquement que la sphère est

inscrite dans le polyèdre.
Au contraire, un polyèdre est inscrit dans une sphère, lors¬

que tous ses sommets sont des points de la surface sphérique.
ta sphère est alors circonscrite.

THÉORÈME I

Le volume du corps engendré par un triangle ABC qui
tourne autour d'une ligne droite xy, menée dans le plan de
ce triangle par son sommet A, sans traverser sa surface, est
écjal au tiers de la distance du sommet A au côté opposé BC;
multiplié par la surface que décrit ce côté en tournant autour
de l'axe xy.

Le triangle ABC peut avoir trois positions différentes par
rapport à l'axe xy.

1° Je suppose le côté AB situé sur l'axe, et j'abaisse du som-
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met opposé C la perpendiculaire CE sur ce côté. Le volume

engendré par la révolution du triangle
ABC est égal à la somme ou à la diffé-
rence des cônes droits engendrés par les

Ar"? triangles rectangles ACE, BCE, tournant
autour de xy, selon que la perpendiculaire CE est à l'inté¬

rieur ou à l'extérieur du triangle ABC.
Or, on a (14, V) :

cône ACE — | r. CE2 x AE,
et cône BCE = |-*CE2xBE;

par conséquent, on a aussi :
vol. ABC=grcCE2 x AB.

Cela posé, j'abaisse du sommet A la perpendiculaire AD sur
le côté opposé BC, et jeremplace dans l'expression précédente
du volume ABC le produit AB x CE par le produit BC x AD
qui lui est égal ; car chacun de ces produits exprime le double
de l'aire du triangle ABC (P., 50, Y). Il en résulte que

vol. ABC = CEx BC x AD.

Or, la surface convexe du cône BCE a pour mesure tcCExBC
(14, III); on a donc :

vol. ABC = surf. BC x =AD.
2° Si aucun des côtés AB, AC ne coïncide avec l'axe, le côlé

CB opposé au sommet A peut ren¬
contrer l'axe, ou lui être parallèle, Je
suppose d'abord que le prolongement

'x. de CB rencontre xy au point F, et
j'abaisse du sommet A la perpendicu¬

laire AD sur CB. Le triangle ABC égale dès-lors lâ différence
des triangles ACF,ABF, et le volume qu'il engendre en tour¬
nant sur l'axe xy égale aussi la différence des volumes engen¬
drés parles triangles ACF, ABF. Or,

vol. ACF = surf. CF x |AD,
et vol. ABF = surf. BF x \ AD,
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on a donc

vol. ABC: ■-surf. BCx? AD.

K/
I: a h y

5° Le théorème précédent étant vrai, quelque petit que soit
l'angle que le côté BG fait, avec l'axe, on
peut en conclure qu'il est encore vrai lors-
quecet angle devient nul, c'est-à-dire lorsque
BC devient parallèle à xy.

Au reste, voici une démonstration directe
de ce théorème dans le cas du parallélisme des droites BC et xy.
J'abaisse des extrémités de BC les perpendiculaires BH, CG sur
-ci/, et je fais remarquer quele volume engendré parle triangle
ABC, tournant autour de xy, est la somme des volumes engen¬
drés par les triangles ABD, ACD. Or, le cône engendré par le
triangle rectangle ABH est égal au tiers du cylindre engendré
par le rectangle ABBII (16, 111, c) ; donc le triangle ABD en¬
gendre, dans sa révolution autour de l'axe xy, un volume égal
aux deux tiers du même cylindre ADBH. Je démontrerais de
même que le volume produit par la rotation du triangle ACD
autour de xy est égal aux deux tiers du cylindre produit par
la rotation du rectangle ADCG autour du même axe; par con¬
séquent, le triangle ABC engendre un volume égal aux deux
tiers de la somme des cylindres engendrés par les rectangles •

ADCG, ADBII, c'est-à-dire égal aux deux tiers du cylindre en¬
gendré par le rectangle BCGII. On a dès lors :

vol. ABC —|zAD2xBC.
Mais la surface convexe du cylindre BCGII a pour mesure
2t:ADxBC (16, II); on a donc:

vol. ABC = surf. BC x! AD.• ' 0

Si le triangle ABC est isocèle, et que la droite
MN soit la projection du côté BC sur l'axe
xy, on a (19, II, c) :

surf. BC=MN xcir. AD,
et par suite,

vol. ARC —AD* x MN.
. o

Par conséquent, le volume engendré par un triangle isocèle qui**• — éi.é3i. 2|

COROLIUaire.
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tourne autour d'un axe, situé dans sonplan etpassantpar son
sommet sans traverser sa surface, est égal aux deux tiers de la
projection de sa base sur l'axe, multipliéspar l'aire du cercle
q.'-'i a pour rayon la hauteur de ce triangle.

TI1É0UEME II

Le volume du corps engendré par un secteur polygonal régu¬
lier OBCDE qui tourne autour du diamètre xy, extérieur à sa
surface, est égal au produit de la surface que décrit le péri¬
mètre BCDE du secteur polygonal par le tiers de son apothème.

Soient 0 le ccnlre et OG l'apothème de la ligne Brisée ré¬
gulière BCDE; je tire les rayons
OC, OD, qui décomposent le sec¬
teur polygonal OBCDE en trian¬
gles isocèles. Dans sa révolution
autour de l'axe xy, ce secteur en¬
gendre un volume égal à la somme

des volumes engendrés par les triangles isocèles OBC, BCD,
ODE. On a dès lors (1 ) :

vol. OBC = surf. BCx 1 OG,
vol. OCD = surf. CD X l OG,

et vol. ODE = surf. DE x g OG;
en ajoutant ces égalités membre à membre, on trouve que

vol. OBCDE = {surf. BC -+- surf. CD surf. DE) JûG,
ou

vol. OBCDE = surf. BCDExUg.
Corollaire I. — Soit LM la projection de la ligne brisée régu-

lièreBGDEsur l'axe xy, on a (19, II) :
surf. BCDE = LM X cir. OG,

et, par suite,
vol. OBCDE = _ t:0G2 x LM.

•)

Par conséquent, le volume engendrépar le secteur poujgond

SCD LYON 1



FIGURES DANS L'ESPACE. — XXIIIe ET XXIVe LEÇON. 523

régulier OBCDE tournant autour du diamètre xy, extérieur à sa
surface, est égal aux deux tiers du produit de la projection de la
ligne brisée régulière BCDE sur l'axe xy par l'aire du cercle
inscrit dans celle ligne.

Corollaire II. — Le volume engendré par un demi-polggone
régulier ABCDE d'un nombre pair de côtés, tournant autour de
son diamètre AF, est égal aux deux tiers du cercle inscrit par
le diamètre du cercle circonscrit.

Car la projection AF du périmètre ABCDEF sur l'axe n'est
autre que le diamètre du cercle circonscrit au polygone.

THÉORÈME III

Le volume d'un secteur spliérique est égal au produit de la
zone qui lui sert de base par le tiers d\i rayon de la sphère.

Je considère le secteur spliérique engendré par le secleur
circulaire AOD tournant autour du diamètre AE,
et j'inscris la ligne Brisée régulière Al'CD dans
l'arc AD. Le volume engendré par le secteur poly¬
gonal régulier OABCD, tournant autour de l'axe
AE, est moindre que celui du secteur sphôrique
qui lui est circonscrit, et la différence de ces vo¬
lumes diminue de plus en plus, si je double
indéfiniment le nombre des côlés de la ligne brisée régulière
ACCD; le secteur spliérique AOD est donc la limite vers la¬
quelle tend le volume engendré par le secteur polygonal,
lorsque le nombre des côlés de ce secteur croît indéfiniment.
Or, quel que soit le nombre, le volume engendré par le secteur
polygonal OABCD est égal au produit de la surface que décrit
la ligne brisée ABCD par le liers de son apothème OL (II). Par
conséquent, le volume du secleur sphôrique AOD est aussi
égal au produit de la zone que décrit l'arc AD par le tiers du
rayon OA de cet arc, c'est-à-dire par le liers du rayon de la
sphère dont le secleur spliérique AOD fait parlie.

Corollaire. — Soient R le rayon de la sphère et II la hauteur
de la zone qui sert de base au secteur spliérique, on a (19,111) :

zone II = 2-11XII,
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et, par suite,
sect. sph. R = \ îPrxH.

Donc un secteur sphe'rique a aussi pour mesure les deux tien
du produit de la hauteur de la zone qui lui sert de base pur
faire d'un grand cercle delà sphère.

THÉORÈME IV

Le volume d'une sphère est égal au produit de sa surface par
le tiers du rayon.

Soit la sphère engendrée par le demi-cercle ABD,
E tournant autour de son diamètre AD; je tire un

/ \G rayon quelconque CB, et je considère la sphère
\ comme la somme des secteurs sphériques engen-

drés par les deux secteurs circulaires ACB, BCD,
Or, on a (III) :

sect. sph. ACB = zone ABXgCA,
et sect. sph. BCD = 2oneBDXgCA.
Il en résulte que

sphère CA = (zone AB zone BD) 7= C A,
ou sphère CA = surf, sphér. CAxgCA.

Corollaire I. — En désignant par R le rayon de la sphère,
par D son diamettre et par V son -volume, on a :

V — <kR2 X |=|~R\
et V = tuD2 x|= g^D5.

Corollaire II. — Les volumes de deux sphères sont propor¬
tionnels aux cubes de leurs rayons ou de leurs diamètres.

THÉORÈME V

Le volume d'un polyèdre convexe, circonscrit à une sphèr.e,al\
égal au produit de sa surface par le tiers du rayon de lasphèttl
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Car, si l'on mène un plan par le centre de la sphère et par
chacune des arêles du polyèdre, on le décompose en pyramides
qu'on peut considérer comme ayant pour bases les différentes
faces du polyèdre, et pour sommet commun le centre de la
salière. Or, chacune de ces pyramides a pour mesure le pro¬
duit de sa hase par le tiers de sa hauteur, c'est-à-dire par le
tiers du rayon de la sphère (10, V); donc, etc.

Corollaire , —Les volumes de deux -polyèdres convexes, cir¬
conscrits à la même sphère ou à des sphères égales, sont pro¬
portionnels à leurs surfaces.

THÉORÈME VI

Le volume engendré par un segment circulaire BMD, tournant
sur le diamètre Ali qui lui est extérieur, est égal à la moitié
du volume d'un cône dont la base a pour rayon la corde BD du
segment, et dont la hauteur est égale à la projection EF de cette
corde sur l'axe Ail.

A Le segment circulaire BMD étant égal à la diffé¬
rence du secteur circulaire CBMD et du triangle
CBD, le volume qu'il engendre en tournant sur
AH comme axe est égal à la différence des vo¬
lumes engendrés par le secteur circulaire et le
triangle. Or, on a (E, 20, III) :

vol. CBMD = frcCDîxEF;
o

soit CG la hauteur du triangle isocèle CBD, on a pareillement
(E, 20,1, c.) :

vol. CBD = î•âCG2 x EF,

donc îio/.BMD=|tc(CD2—CG2) xEF;
mais, le triangle CDG étant rectangle, il en résulte que

BD2
CD2 — CG2 = DG2 = -j— ;4

on a, par conséquent,
vol.

Remarque. — Si le segment circulaire est égal à un demi-

vol. BMD = g*BD2xEF.
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cercle, le volume qu'il engendre est celui de la sphère, et l'on
a, en remplaçant BD et EF par AU dans la formule précé¬
dente,

sphère CA = |t:AI13,
expression déjà trouvée pour le volume de la sphère en fonc¬
tion de son diamètre.

THEOREME Vil

Le volume d'un segment sphérique est égal à celui d'une
1ère qui a pour diamètre la hauteur du segment, augmenté de

la demi-somme des volumes de deux cylindres ayant pour hau¬
teurs et pour bases la hauteur et les bases du segment.

Soient BE et DF les rayons des sections circulaires faites dans
la sphère CA par deux plans perpendiculaires au
diamètre AG, la droite EF est la hauteur du seg¬
ment sphérique qui a pour bases les deux cercles
BE et DF.

Le volume du segment sphérique EF est égal à
la somme des volumes engendrés par le segment

circulaire BMD et par le trapèze EBDF. Or, on a :

vol. BMD = JdBD*xEF,
et vol. EBDF = |^(BES+DFS-+-BE xDF)EF;
par conséquent,

seg. sp/i.EF = ^(BDJ+2BE5+2DFîH-2BExDF) EF.
En abaissant du point B la perpendiculaire BII sur DF, et re¬
marquant que le triangle BDII est rectangle, on trouve :

BD3=BIF-t-DIP=EFs-t- (DF—BE)',
ou BD'=EFS+DP+BES —2BExDF,
Si on substitue cette valeur de BD' dans l'expression précé¬
dente du volume du segment sphérique EF, on a :

seg. sph. EF = ^r:(EF,-i-5BEs + 3DF2)EF,
ou seg. sph. EF = £ ^EF3-t- ' (rBE3 x EF -+- d)F2 X EF).
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j

Or, le terme 5-EF3 exprime le volume de la sphère dont le
diamètre est. égal à la bailleur EF du segment sphérique, et
les produits ttBE'x EF^DF'xEF sont les mesures des deux
cylindres ayant pour hauteur la droite EF et pour bases les
cercles BE, DF ; donc, etc.

Corollaire. — Si la base BE du segment sphérique est nulle,
c'est-à-dire si le plan BE perpendiculaire à l'axe AG devient
langent à la sphère, le seijment sphérique ADF, à une seule
base, est égal à la sphère qui a pour diamètre la hauteur du
seijment, plus la moitié d'un cylindre de même base et de même
hauteur que ce segment.

Car, on a •

seg. sph. ADF = g::ÂF5-t-L-DFsxAF.

PROBLÈMES.

1. Si l'on joint par une ligne droite les milieux de deux
côtés d'un triangle, et qu'ensuite on le fasse tourner autour du
troisième côté, quel sera le rapport des volumes engendrés
par les deux parties de ce triangle?

2. Exprimer le volume d'une sphère en fonction de la cir¬
conférence d'un grand cercle.

Calculer le volume et le poids de la terre supposée sphéri¬
que, en sachant que sa densité moyenne est égale à 5 \ d'après
Cavendish.

5. La surface du cylindre circonscrit à une sphère est
moyenne proportionnelle entre les surfaces de la sphère et
du cône équilatéral circonscrit.

La même relation existe entre les volumes de ces trois corps.
4. Les diamètres de la terre, de la lune et du soleil étant

proportionnels aux nombres 1, et 412, quels sont les vo¬
lumes de la lune et du soleil, si l'on prend celui de la terre
pour unité?

5. Démontrer que si l'on fait tourner un parallélogramme
successivement autour de deux côtés non parallèles, les vo¬
lumes engendrés seront en raison inverse de ces côtés.
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6. Couper une sphère par un plan qui divise en deux parties
équivalentes le secteur sphérique, ayant pour base la plus
petite des deux zones dans lesquelles ce plan décompose la
surface de la sphère

7. Inscrire dans un demi-cercle un triangle rectangle tel
que le volume qu'il engendre en tournant autour de son hypo¬
ténuse ait un rapport donné avec celui de la sphère décrite par
le demi-cercle. — Maximum de ce rapport.

f:m de la géométrie dans l'espace
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ROTIONS

SUR QUELQUES COURBES USUELLES

PREMIÈRE, DEUXIÈME, TROISIÈME
ET QUATRIÈME LEÇON

Programme : Définition de l'ellipse par la propriété des foyers. — Tracé de la
courbe par points et d'un mouvement continu. — Axes. — Sommets. —

Rayons vecteurs.
Définition générale de la tangente à uile courbe. — Les rayons vecteurs menés

des foyers à un point de l'ellipse font, avec la tangente en ce point, et d'un
même-côté de cette ligne, des angles égaux.— Mener la tangente à l'ellipse:
1° par un point pris sur l'ellipse; 2° par un point extérieur. — Normale
à l'ellipse.

HYPERBOLE. — Propriétés principales de cette courbe.

DÉFINITIONS

1. Deux points a et a' sont symétriques par rapport à une
ligne droite xy, lorsque celte droite est per¬
pendiculaire au milieu de celle qui joint les

a, points a et a'.
On appelle axe de symétrie d'une ligne courbe,

ou simplement axe, une ligne droite par rap¬
port à laquelle les points de cette courbe sont
symétriques deux à deux.

Un axe de symétrie d'une courbe.divise dès lors celte courbe
en deux parties égales, c'est-à-dire superposables.

2. Deux points a et a' sont symétriques par rapport à un
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troisième c. lorsque la ligne droite qui joint les points a et a'

est divisée par le point c en deux par-

„ • ,, a. tics égales.
On nomme centre de symétrie d'une

ligne courbe, ou simplement centre,
un point par rapport auquel les points de cette courbe sont
symétriques deux à deux. Si une ligne courbe a un centre,
les cordes qui passent par ce point sont divisées par lui en
deux parties égales. En effet, chacune de ces droites coupe la
courbe en deux points symétriquement placés par rapport au
centre.

Lorsqu'une ligne courbe a un axe et un centre, l'axe passe
parle centre; car il divise en deux parties égales la corde
menée perpendiculairement à sa direction par ce point.

3. Toute ligne droite qui passe par le centre d'une ligne
courbe se nomme diamètre.

4. On appelle tangente à une ligne courbe, en un point
donné B, la limite BE des positions
que prend une sécante BC, lorsqu'on
la fait tourner autour du point B de
manière qu'un second point d'inter¬
section C se rapproche du premier
jusqu'à se confondre avec lui. Le
[joint B se nomme point de contact

Si la ligne courbe considérée ne peut être coupée qu'en deux
points par une ligne droite, sa tangente n'a qu'un point com¬
mun avec elle. Mais il est faux de dire réciproquement qu'une
ligne droite, quin'a qu'un point commun avec une courbe,lui
soit tangente, même lorsque cette courbe ne peut être coupée
qu'en deux points par une ligne droite. Nous en trouverons
des exemples dans l'étude de l'hyperbole et de la parabole.

5. On désigne sous le nom de normale la perpendiculaire
menée par un point quelconque d'une ligne courbe sur la
tangente en ce point.

6. On appelle ellipse une courbe plane telle que la somme
des dislances de chacun de ses points à deux points fixes Fel
F', situés dans son plan, est constante.
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Les points fixes F, F' sont les foyers de l'ellipse, et les lignes
droites FM, FM', qui joignent les foyers
à un point quelconque M de cette
courbe, sont les rayons vecteurs de ce

point. — La dislance FF' se nomme
excentricité.

Deux ellipses qui ont les mêmes
■loyers sont dites homofocales.

: M

^y*/ MO F j

PROBLEME I.

Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une ellipse
dont les foyers et la somme des rayons vecteurs d'un point quel¬
conque sont donnés.

1" Tracé par points.
^ Soient F, F' les foyers de l'ellipse
r— 1 qu'il s'agit de tracer, et MN une ligne

droite égale à la somme des rayons vec¬
teurs d'un point, quelconque de celte
courbe. Je prends sur la ligne droite FF',
de chaque côté du milieu C de celte
ligne, les longueurs CA, CA' égales à la
moitié de MN ; les distances FA, F'A' sont

par suite égales entre elles, et les points A, A'appartiennent
à l'ellipse; car chacune des sommes FA -+- F'A, FA' -t- F'A' est
égale à AA' ou MN. Pour construire d'autres points de cette
courbe, je divise la distance AA' en deux parties quelconques
OA, OA', et je décris des points F, F', comme centres, avec les
rayons OA, OA', deux arcs de cercles. Si ces arcs se coupent,
leurs intersections D, D' appartiendront à l'ellipse, puisque la
somme des rayons vecteurs de chacun de ces points est égale
à OA-+-OA' ouMN. Afin d'éviter des essais inutiles, je vais dé¬
terminer entre quelles limites il faut prendre le point 0 pour
que les cercles OA, OA' se coupent constamment.

La somme AA' ou 2CA des rayons OA, OA'de ces cercles est,
par hypothèse, plus grande que la dislance FF', ou 2CF', de
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leurs centres ; il suffit donc que les rayons satisfassent à 1 iné¬

galité suivante

7^
(

—^

V'°"
GO' 0 F 1

V
Ll'

B'

OA' — OÀ < 3CF',
pour qu'il y ait intersection (P., 14,1V),
En remarquant qu'on a aussi

OA'+OA = 2CA,
et ajoutant ces deux relations membre
à membre, on trouve

20A' < 2CF' -+- 2CA,
c'est-à-dire OA' < AF' ;
on a, par suite : OA >- AF.
La droite AF est donc le minimum des rayons vecteurs de l'el¬
lipse, et la droile AF' leur maximum. Il en résulte que le point
0 doit toujours être compris entre les deux foyers F, F'.

Cela posé, je prends un second point 0' sur la droite FF', et
je décris des points F, F', comme centres, avec les rayons O'A,
O'A', deux arcs de cercles qui font connaître par leurs inter¬
sections deux autres points de l'ellipse. Après avoir déterminé
de cette manière un assez grand nombre de points de celle I
courbe, je les unis par un trait continu qui différera d'autant
moins de l'ellipse que ces points seront plus nombreux et, par
suite, plus rapprochés les uns des autres.

Remarque. — Oh peut abréger la construction précédente
en déterminant quatre points de l'ellipse avec les mêmes
rayons.

En effet, après avoir tracé du point F comme centre avec le
rayon OA et du point F' comme centre avec le rayon OA' deux
arcs de cercles qui se coupent aux points D et D', je décris du
point F, comme centre avec le rayon OA', et du point F' comme
centre avec le rayon OA, deux autres arcs de cercles, dont les
intersections D" et D'" sont encore des points de l'ellipse, le
système des deux rayons OA, OA' sen donc à déterminer les
quatre points D, D', D", D'" de cette courbe.

Lorsqu'on applique ce mode de construction, il suffit deco?
sidérer les positions du point 0 sur l'une des moitiés de FF,
par exemple CF; car si l'on prend sur la droite CF'une lon¬
gueur CO" égale à CO, les segments 0"A', Q"A de la ligne AA'
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sont égaux respectivement à OA et OA'. Les points 0" et 0, qui
sont symétriques par rapport au milieu G de FF', donnent donc
le même système de rayons.

TTracé d'un mouvement continu.
On attache aux. foyers F, F' les ex¬

trémités d'un fil FMF' flexible et inex¬
tensible, dont la longueur soit égale à

a la somme des rayons vecteurs d'un
point quelconque de l'ellipse. On tend
d'abord ce fil d'un côté de la ligne
droite FF', par exemple au-dessus, en

appliquant contre lui une pointe ou un crayon; puis on fait
glisser la pointe sur le plan, de manière que le fil soit toujours
tendu. L'arc de courbe ABA' que l'on trace ainsi est une por¬
tion d'ellipse, car la somme des distances de chacun de ses
points aux deux foyers F, F' est constamment égale à la
longueur du fil. Pour décrire l'autre portion AB'A' de l'ellipse,
on tend le fil de l'autre côté de la ligne droite FF', et l'on re¬
commence à faire glisser la pointe le long du fil. Il résulte
évidemment de ce mode de construction que l'ellipse est une
courbe fermée.

On ne se sert de celte seconde méthode que pour tracer de
grandes ellipses sur le terrain, sur des planches ou des feuilles
de carton. Mais on préfère la première pour décrire de petites
ellipses sur le papier, à cause de la ténuité du fil qu'il faut
alors employer et de la difficulté d'en fixer les extrémités aux
foyers.

Remarque. — Si, la longueur AA'du fil restant la même,
les foyers F, F' se rapprochent jusqu'à se confondre, l'ellipse
devient une circonférence de cercle ayant le point 0 pour cen¬
tre et la droite AA' pour diamètre. Car la distance du point 0
à la pointe avec laquelle on décrit l'ellipse est alors constante
et égale à la moitié de la longueur du fil ; on peut donc consi¬
dérer la circonférence d'un cercle comme une ellipse dont les
deux foyers se confondent avec le centre.
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THÉORÈME S

Lellipse a deux axes de symétrie et un centre situé à l'inter¬
section de ses axes.

En effet, soient D un point quelconque de l'ellipse, elD'
D", D'" les trois points de cette courbe
ayant les mêmes rayons vecteurs que
le point D. Je dis : 1° que les points D et
D' sont symétriques par rapport à la
droite FF'; 2° que les points D et D"'
sont symétriques par rapport à la droite
CB' perpendiculaire au milieu de FF';

5° que D et D" sont symétriques par rapport au point d'inter¬
section G des droites FF' et BB'.

1° Les circonférences décrites des points F, F', comme cen¬
tres avec les rayons OA, OÀ', se coupent en deux points D, D',,
symétriquement placés par rapporta la droite FF'; car cette
droite est perpendiculaire au milieu de leur corde commune
DD' (P., 14,1). Donc les points de l'ellipse sont deux à deux
symétriques par rapport à la droite FF', qui est par conséquent
un axe de symétrie de celle courbe.

2° Les triangles DFF', D"'FF' ont par hypothèse les côtés
égaux chacun à chacun; il en résulte que l'angle DFF', opposé
au côté DF', égale l'angle D"'F'F opposé au côléD"'F. Cela posé,
je fais tourner la partie BAB' de l'ellipse autour de la droite
BB', et je la rabats sur l'autre partie BA'B'. Le point F vient
s'appliquer sur le point F', parce que les angles BCF, BCF'
sont droits, et que le point G est le milieu de la distance FF'. La
droite FD prend ensuite la direction de F'D'", à cause de l'éga¬
lité des angles CFD, CF'D"'. Or, ces lignes ont par hypothèsela
même longueur, donc leurs extrémités 1) et D"' coïncident, ce
qui exige évidemment que les points D, D'" soient symétrique¬
ment placés par rapport à la droite BB'. Par conséquent, cette
droite par rapport à laquelle les points de l'ellipse sont deuxà
deux symétriques est un axe de symétrie.

3° Le quadrilatère DFD"F' qui a ses côtés opposés égaux par
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hvpollièse est un parallélogramme, et ses diagonales DD", FF'
se divisent mutuellement en deux parties égales. J'en conclus
que si l'on mène par l'intersection G des axes AA', BB' de l'el¬
lipse une corde quelconque DD", ce point la divise en deux
parties égales; il est donc le centre de l'ellipse.

Remarque I. — On appelle sommais de l'ellipse les quatre
points d'intersection A, A', B, B' de cette courbe avec ses deux
axes de symétrie.

La ligne droite BB'est moindre que AA'; en effet, la-droite
BC perpendiculaire sur AA' est moindre que l'oblique BF.
Or, le point B étant également distant des de_ux foyers F et F',
son rayon vecteur BF est égal à la moitié de AA'; on a donc

et, par suite, 2BC ou BB' <;AA'.
La ligne droite AA' s'appelle pour cette raison grand ax?

de l'ellipse, et la ligne droite BB'le petit axe. On désigne or-,
dinairement les longueurs AA', BB', FF' par 2a, 2b, 2c; les
trois quantités a, b, c sont liées par la relation

a2 = b2+ c%
car elles représentent les côtés du triangle rectangle BCF.

Remarque II. — Lorsque les longueurs 2a, 2b des deux axes
d'une ellipse sont données, on peut construire celte courbe
par points ou d'un mouvement continu.

On prend sur deux lignes droites rectangulaires, à partir de
leur intersection C, les longueurs CA, CA', égales à a, et les lon¬
gueurs CB, CB', égales à b. Les lignes droites AA', BB' sont les
axes de l'ellipse cherchée. Poui en construire les foyers, on
décrit de l'extrémité B du petit axe BB', avec un rayon égal à
CA, moitié de AA', un arc de cercle qui coupe le grand axeAA'
aux points F et F'. L'ellipse peut alors être construite d'après
l'une des deux méthodes précédentes, car on connaîtses foyers
et la somme 2a des rayons vecteurs d'un point quelconque d?
cette courbe.
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THÉORÈME II

Si un point est extérieur ou intérieur à l'ellipse, la somme de
ses distances aux deux foyers est plus (fraude ou moindre que
le grand axe.

Soil d'abord un point N extérieur à l'ellipse; je tire les lignes
droites NF, NF', et le rayon vecteur
MF du point M où la ligne droite NF'
renconlre l'ellipse. La ligne brisée
NF 4- MN est plus grande que la ligne
droite MF ; en augmentant chacune
de ces lignes de la même longueur
MF', je trouve

NF+ NF'> MF +MF'.
Or, le point M étant sur l'ellipse, la somme MF 4- MF' de ses
rayons vecteurs égale le grand axe la; donc la somme NF 4- NF'
des distances du point N aux deux foyers est plus grande que 2a,

Je suppose, en second lieu, le point N' intérieur à l'ellipse,
et je tire les droites N'F, N'F'. Le prolongement de N'F' ren¬
contre la courbe au point M, dont je tire le rayon vecteur MF.
La ligne droite N'F estmoindre que la ligne brisée MN'4-MF;
en augmentant chacune de ces lignes de la même longueur
N'F', j'ai

N'F' 4- N'F < MF' 4- MF.
Or, le point M étant sur l'ellipse, la somme MF' 4- MF de ses
rayons vecteurs égalele grand axe 2«; donc la somme N'F' 4- N'F
des distances du point N' aux deux foyers est moindre que 2a.

Corollaire. — Les réciproques des deux parties de ce théo¬
rème sont évidentes. Elles donnent le moyen de distinguer les
points intérieurs à une ellipse de ceux qui sont extérieurs,
lorsque celte courbe n'est pas tracée et qu'elle est déterminée
seulement par ses axes.

THÉORÈME lit

Une ligne droite ne peut rencontrer une ellipse en plus de
deux points.
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En effet, je suppose qu'une ligne droite puisse avoir trois
points communs M, M', M" avec une el-
^Pse ayant pour foyers les deux points F

/ et F'; j'abaisse du foyer F la perpendi-
culaireFP sur la droite MM", et je la pro-

F longe, au delà de son pied P, d'une lon¬
gueur PG égale à FP.

La droite MM" étant perpendiculaire au milieu de FG, les
distances MG, M'G, M"G sont respectivement égales aux dis¬
tances MF, M'F, M"F (P., 6, III) ; par conséquent, les sommes
MG + MF', M'G -f- M'F', M"G + M"F' seraient égales chacune au
grand axe de l'ellipse, et, dès lors, égales entre elles, ce qui
est impossible ; car le point M', qui se trouve sur la droite
MM" entre les points M et M", est à l'intérieur de l'un des deux
triangles MGF', M"GF'; par suite, la somme M'G -+- M'F' de ses

distances aux extrémités du côté GF' est moindre que la somme
des deux autres côtés du triangle (P., 3, II). Donc la droiteMM"
ne peut avoir plus de deux points communs avec l'ellipse FF'.

THÉORÈME IV

La tangente en un point de l'ellipse fait des angles égaux
amies rayons vecteurs de ce point.

Soient F, F'les foyers d'une ellipse et TT'sa tangente au point

F'H rencontre la sécante MM' en un point N situé entre les
points M et M'; 2° que les droites NF, NF' font avec MM' des
angles égaux.

En effet, les triangles FGN, FIGN, qui ont un angle droit
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont égaux,
et le côté NF est égal au côté NH; je démontrerais de même

'AiT. — ÉLÉM. 22

M. Pour démontrer que les angles
FMT, F'MT' sont égaux, je mène
une sécante par le point M et un

pointvoisin M'; j'abaisse du foyer F
sur cette droite la perpendiculaire
FGque je prolonge, au delà de son
pied G, d'une longueur GII égale
à GF, et je dis : 1° que la droite
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que les droites MF et MH sont égales. Par conséquent, la
somme des distances NF, NF' du
point N aux deux foyers de l'ellipse
est égale à la droi teF'H, et la somme
des rayons vecteurs MF, MF' du
point M égale à la ligne brisée F'MH.
Or, la droite F'II est moindre que
la ligne brisée F'MII, puisque ces

deux lignes ont les mêmes extrémités; donc, 1° la somme
FN -t- NF' est moindre que MF MF', ou que le grand axe de
l'ellipse, et le point N se trouve à l'intérieur de cette courbe
(II), sur la sécante MM'; 2° il résulte de l'égalité des triangles
FGN, IIGN, que l'angle FNM est égal à l'angle HNG, et, par
suite, à l'angle F'NM'.

Cela posé, je fais tourner la sécante MM' autour du point M
jusqu'à ce que le point M' coïncide avec lui; alors le point N
de la droite MM' se confond aussi avec M, puisqu'il est toujours
compris entre les points M et M'. Or, pendant sa rotation, la
sécante MM' ne cesse pas de faire des angles égaux avec les
droites NF, NF'; donc les angles FMT, F'MT', que la position
limite de la sécante MM', ou la tangente TT', fait avec les rayons
vecteurs F'M, FM du point de contact M, sont aussi égaux.

THÉORÈME V

Le lieu géométrique des projections des foyers d'une ellipt
sur ses tangentes est la circonférence décrite sur le grand axi
de cette courbe comme diamètre.

Soient F et F' les foyers d'une
ellipse ; j'abaisse de l'un d'eux,
par exemple F, la perpendicu¬
laire FI sur la droite AT tangente
au point M, et je dis que la dis¬
tance du pied I de cette perpen¬
diculaire au centre 0 de l'ellipse
est égale à la moitié du grand axe,

Pour le démontrer, j e prolonge
les deux droites FI, F'M, jusqu'à leur rencontre en G. Les
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triangles rectangles MIF, MIG sont égaux, parce qu'ils ont un
côté commun, adjacent à deux angles égaux chacun à chacun ;

car, la droite AT étant tangente au point M de l'ellipse, l'angle
FMI est égal àF'MA (III) et, par suite, à l'angle GMI. Il résulte
de l'égalité des triangles MIF, MIG, que les côtés IF, IG sont
égaux, et que la droite F'G égale F'M -+- MF ou le grand axe de
l'ellipse. Je remarque ensuite que les points 0 et I étant les
milieux des droites FF', FG, les triangles FOI, FF'G ont un

angle commun compris entre deux côtés proportionnels, et
qu'ils sont dès lors semblables; par conséquent, le côté 01 est
la moitié de F'G, et le point I se trouve sur la circonférence
décrite du point 0 comme centre avec la moitié du grand axe
de l'ellipse pour rayon.

Remarque.— La droite MG étant égale à MF, et la droite F'G
égale au grand axe la de l'ellipse, si je décris un cercle du
foyer F' comme centre avec un rayon égal à 2a, tout point M
de l'ellipse est également éloigné de ce cercle et de l'autre
foyer F.

On appelle cercles directeurs de l'ellipse les deux cercles qui
ont les foyers de cette courbe pour centres et son grand axe
pour rayon. Il résulte de ce qui précède que tout cercle direc¬
teur peut servir à tracer l'ellipse par points lorsqu'on con¬
naît ses foyers et son grand axe. En effet, si l'on décrit le
cercle directeur qui a le foyer F' pour centre, et qu'on joigne
un point quelconque G de sa circonférence à l'autre foyer F,
la perpendiculaire AT, élevée au milieu de la droite FG, coupe
le rayon F'G en un point M qui appartient évidemment à l'el
lipse demandée.

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. I), mais il
fait connaître la tangente en chaque point de la courbe; car la
droite AT est tangente à l'ellipse. On peut déduire de cette
nouvelle construction que, si d'un point F pris à l'intérieur
d'un cercle F'G on mène des droites aux points de sa circonfé¬
rence, les perpendiculaires élevées sur ces lignes par leurs mi¬
lieux toucheront une même ellipse, ayant pour foyers le point
F et le centre F' du cercle donné, et pour grand axe le rayon
F'G de ce cercle.
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THÉORÈME VI

La normale en un point quelconque M de Vellipse divise en
deux parties égales l'angle des rayons vecteurs de ce point.

Soient AB la tangente et MN la
normale au point M de l'ellipse
FF' ; les angles FMB, F'MA, que la
tangente AB fait avec les rayons
vecteurs FM, F'M du point de con¬
tact M étant égaux (IV), leurs com¬
pléments FMN, F'MN le sont aussi.

Par conséquent la normale MN divise l'angle FMF' en deux
parties égales.

PROBLÈME II

Mener une tangente à une ellipse par un point M donné sur
cette courbe.

Soient F et F' les deux foyers d'une ellipse; pour tracer la
droite qui touche cette courbe au point M, je mène les rayons
vecteurs FM, F'M de ce point, et je divise en deux parties égales

l'angle FMN que l'un de ces rayons,
... / par exemple FM, fait avec le prolonge-

ment MN de l'autre F'M. La bissectrice
/ y \ \ TT' de cet angle est la tangente demain

( F-; « ) dée (IV). En effet, l'angle FMT est égal
V y par construction à l'angle NMT et, par

suite, à l'angle F'MT', puisque les angles
NMT, F'MT' sont opposés au sommet.

PROBLÈME III

Mener une tangente à une ellipse par un point P extérieur il
cette courbe.

Je décris l'un des cercles directeurs de l'ellipse, par exemple
celui qui a pour centre le foyer F'; je trace ensuite du pointf
comme centre avec un rayon égal à la distance du point P'
l'autre foyer F un second cercle qui coupe le premier aux
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deux points N et N', parce que le point P est extérieur à l'el¬
lipse. En effet, 1° la distance PF'des deux centres est moindre

que la ligne brisée PF -t- FF'
et, à fortiori, moindre que la
somme PF -4- 2a des rayons; 2° le
point P étant extérieur à l'el¬
lipse, la somme PF'+PF est plus
grande que 2a (II); par consé¬
quent, la distance PF' des cen¬
tres est plus grande que la dif¬
férence 2a—PF des rayons. Cette
conséquence suppose que le

grand axe 2a ne soit pas moindre que la distance PF. Dans le
cas contraire, on raisonnera de la manière suivante ; le côté
PF' du triangle PFF'.est plus grand que la différence PF — FF'
des deux autres; il est donc, à fortiori, plus grand que PF — 2a..

Les points N, N'étant ainsi déterminés, je mène par le point
P les droites PM, PM', respectivement perpendiculaires à FN et
FN'; ces droites sont les tangentes demandées (V, Rem.). Pour
avoir leurs points de contact M et M'avec l'ellipse, il suffit de
tirer les rayons F'N, F'N' du cercle directeur (V, Rem.).

— p

Corollaire.— 10Les deux tangentes PM,PM menées àï1ellipse
par un point extérieur P, font des angles égaux MPF, M'PF',
avec les droites qui joignent le point P aux foyers F, F' ; 2° la
droite]?? divise en deux parties égales l'angle MFM' des rayons
vecteurs menés d'un même foyer F aux deux points de tangence.

Je prolonge le rayon vecteur F'M
d'une longueur MH égale à FM et le
rayon vecteur FM' d'une longueur
M'H' égale à F'M'. Je tire ensuite les
droites PH, PII', et je fais remar¬
quer que les triangles PMF, PMH
sont égaux parce qu'ils ont un angle
égal compris entre deux côtés égaux

chacun à chacun. Il en résulte que le côté PF est égal au,côté
PII, et que l'angle PFM est égal à l'angle PHM. Je démontrerais
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Mener à une ellipse une tangente parallèle à une droite don¬
née AB.

Je décris l'un des cercles directeurs, par exemple, celui qui
a pour centre le foyer F', et j'abaisse de l'autre foyer F sur la
droite AB la perpendiculaire FH, qui coupe le cercle directeur

aux deux points N et N', puisque
le point F est à l'intérieur de
ce cercle. Je mène ensuite la
droite MH perpendiculaire au
milieu de FN et la droite M'H'
perpendiculaire au milieu de
FN'. Ces droites sont tangentes
à l'ellipse (V,Rem.) et parallèles
à AB. Je détermine leurs points
de contact avec l'ellipse, en ti¬
rant les rayons F'N, F'N' du
cercle directeur (Y, Rem.).

Corollaire. — Les points de contact M, M'des deux tangentes

342 GEOMETRIE.
de même l'égalité des droites PF', PH', et celle des angles

PF'M', PH'M'. Les triangles PF'H
II' ^ )
f\~ — P PFH' ont par suite les côtés égaux

e chacun à chacun,puisque chacune;>u des droites F'II et FH' est égale au
grand axe de l'ellipse ; ces triangles
sont donc égaux. J'en conclus 1 "que
l'angle FPH' est égal à l'angleHPF';
en retranchant de chacun de ces

angle leur partie commune FPF', et, prenant les moitiés des
restes égaux F'PII', FPH, je trouve que l'angle F'PM' est égal à
l'angle FPM; 2° il résulte aussi de l'égalité des triangles PF'H,
PFH',que les angles PFH', PIIF' sont égaux; or, PIIF' est égala
PFM ; donc l'anglePFII' est aussi égal àPFM, et la droite FP di¬
vise l'angle MFM' en deux parties égales.

SCD LYON 1



COURBES USUELLES. — I» A IV' LEÇON. 345

parallèles Mil, M'H' sont symétriques par rapport au centre C
de l'ellipse.

Les côtés MF, MN du triangle FMN étant égaux (V), l'an¬
gle' MFN est égal à l'angle MNF. Dans le triangle isocèle
F'NN', l'angle F'N'N est aussi égal à l'angle F'NN' ; il en ré¬
sulte que les deux angles MFN, F'N'N sont égaux. Or, ils
sont correspondants par rapport aux droites MF, F'N'; donc
ces droites sont parallèles. Pour une raison analogue, la droite
FM' est parallèle à F'M; par conséquent, le quadrilatère
MFM'F' est un parallélogramme, et ses diagonales MM',
FF' se divisent mutuellement en deux parties égales. Les
points M, M' sont donc symétriques par rapport au centre C
de l'ellipse.

THÉORÈME VII

Le produit des distances FP, F'P' des deux foyers Y et F'd'une
ellipse à une tangente quelconque PP' est constant.

Sur le grand axe AA' de l'ellipse comme diamètre je décris
une circonférence qui passe par les projections P et P' des
loyers sur la tangente PP' (III, Rem.). Je prolonge ensuite la

droite P'F' jusqu'au point P", où
elle rencontre la circonférence, et
je tire la droite PP". L'angle inscrit
PP'P" étant droit, la corde PP" est
un diamètre du cercle; donc elle
passe par le centre C, et les trian¬
gles CFP, CF'P" sont égaux, parce
qu'ils ont un angle opposé au som¬

met, compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. J'en
conclus l'égalité des deux côtés PF, P"F', et, par suite, celle
des produits PFxP'F', PTxP'F'. Or, d'après une pro¬
priété du cercle (P., 23, VI), le dernier de ces produits égale
A'F' x AF', on a donc :

PF x P'F' = (a — c) (a -t- c) = a* — c! == ôs.
Corollaire. — Si je mène de chaque foyer une parallèle

la tangente PP' jusqu'à la rencontre de la perpendiculaire
abaissée du centre sur cette tangente, les triangles rectangles
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FCE, F'CG sont égaux, parce qu'ils ont l'hypoténuse égale et
un angle aigu égal. Il en résulte 1° que les côtés CE, CGsont
égaux; 2° que la droile F'P' est égale à la somme des lignes
CD, CG, et la droite FP égale à la différence des mêmes lignes.
Par conséquent on a :

F'P' x FP = (CD + CG) (CD — CG) = CD2 — CG!.
De là ce théorème : La différence des carrés des distances du
centre d'une ellipse à une tangente et à sa parallèle menée pur
un foyer est constante.

THÉORÈME VIII

Le lieu géométrique des sommets des angles droits circonscrits
à l'ellipse est une circonférence de cercle, qui a le même centre
que cette courbe.

Soit MOM' un angle droit circonscrit à l'ellipse FF'; je trace
par le centre C une parallèle à chaque côté rie cet angle, jus¬

qu'à la rencontre de la parallèle me¬
née par le foyer F à l'autre côté. En
appliquant successivement aux deux
tangentes OM, OM' le théorème qui
précède, j'ai

CD2—CE2 = b\
et CG4—CIP = à2 ;

j'ajoute ces égalités membre à membre, et je fais remarquer
que, les deux quadrilatères CDOG, CEFII étant rectangles, je
puis remplacer CD2 H- CG2 par CO2, et CE2 -+- CIP pa*1 CF2ou c'.
En faisant cette substitution, je trouve

CO2 — e2 = W,
et j'en conclus :

CO2 = c2 4- W,
ou

CO2 = a2 b\
Donc la distance du sommet de l'angle MOM' au centre de l'el¬
lipse est constante, et le lieu géométrique de ce point est la
circonférence décrite du point C comme centre avec un rayon
égal à \fcF+ 62, ou à la moitié de la diagonale du rectangle
construit sur les axes 2a, % de l'ellipse.
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THÉORÈME IX

La projection delà circonférence d'un cercle sur un plan est
une ellipse.

Les sections faites dans un cylindre par deux plans paral-

tion passe par le centre C du cercle. Soit AA' le diamètre
suivant lequel ce plan coupe le cercle, et AbA'b' la projec¬
tion de la circonférence ABA'B'; je dis que cette projection est
une ellipse.

Je trace le diamètre BB' du cercle perpendiculaire à AA', et
sa projection bb' qui est aussi perpendiculaire à AA'; l'angle
BCÎ mesure l'inclinaison du cercle sur le plan de projection.
Je prends ensuite sur AA' les longueurs CF, CF', égales à Bb ;
les points F et F' sont les foyers de l'ellipse. Pour le démontrer,
j'abaisse d'un point quelconque M de la circonférence la per¬
pendiculaire Mm sur le plan de projection, puis du point m la
perpendiculaire mP sur AA', et je tire la droite MP qui est
aussi perpendiculaire sur AA' d'après le théorème des trois

'

C'est à M. Courcelles, professeur au lycée de Rennes, qu'est due
la démonstration si remarquable que rous donnons de cet important
théorème.

n lèles qui rencontrent
toutes les génératrices
étant des figures égales,
comme les sections pa¬
rallèles d'un prisme, il
en résulte que les pro-

a jections d'un cercle sur
deux plans parallèles
sont égales; aussi, pour
faciliter la démonstra¬
tion du théorème pré¬
cédent, je supposerai
que le plan de projec-
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perpendiculaires. Cela posé, les triangles rectangles MmP
BAC, qui ont les angles égaux, chacun à chacun sont sembla-

bles, et donnent
Mm Bfr
MF ~BC;

je tire le diamètre MM'
du cercle, je joins cha¬
cun des trois points M,
M', m, aux deux points
F et F', et j'abaisse du
point F la perpendicu¬
laire FG sur MM'. Les
deux triangles rectan¬
gles CMP, CFG qui ont
un angle aigu commun

sont semblables (P. 21,11), et l'on a :

FG
_ CF.

MP ~ CM'

en comparant cette égalité à la précédente, et remarquant
que les lignes CF, Bb sont égales par hypothèse, ainsi que les
rayons CM et CB, j'en conclus que Mm est égale à FG.

Je dis maintenant que les distances mF., mP sont respecti¬
vement égales aux segments GM, GM' du diamètre MM'. Les
triangles MFm. MFG, rectangles l'un en G et l'autre en m, ont
l'hypoténuse égale et un côté égal ; ils sont donc égaux, et le
côté mF est égal à GM. Pareillement, le quadrilatère MFM'F',
dont les diagonales MM', FF'se divisent mutuellement en par¬
ties égales, étant un parallélogramme, les triangles rectangles
MmF', FGM' sont égaux parce qu'ils ont leurs hypoténuses
MF', M'F égales, et les côtés Mm, FG égaux ; donc le côté mF'
est égal à GM', et, par conséquent, la somme mF + mF' des
distances d'un point quelconque m de la projection AH'é' aux
deux points fixes F et F' est égale à la somme GM + GM'. Or,
cette dernière somme est constante et égale au diamètre MM1
du cercle, donc la courbe AH'b' est une ellipse ayant pour
foyers les points F et, F', pour grand axe le diamètre AA' et
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pour petit axe la projection du diamètre du cercle perpendi¬
culaire à AA'.

Coiiollaiue.—Sil'on convient d'appeler ordonnée d'un point
de la circonférence, ou de l'ellipse, la longueur de la perpen¬
diculaire abaissée de ce point sur l'axe AA', et abscisse la dis¬
tance de celte perpendiculaire au centre de la courbe, l'or¬
donnée et l'abscisse du point M de la circonférence seront les
lignes MP, CP, et celles du point m de l'ellipse seront mP et GP.
Or, les triangles rectangles MmP, BbG étant semblables, on a

mP
_ Cb

MP~ CB;
donc les ordonnées wiP, MP de deux points m et M de Vellipse
et de la circonférence, qui ont la même abscisse CP, sont
dans le même rapport que le petit axe de l'ellipse et le grand
axe.

De ce théorème résulte un nouveau moyen de construire
l'ellipse par points lorsqu'on connaît ses axes.

En effet, soient AA' le grand axe et BB' le petit axe d'une
ellipse; je décris une circonférence sur
chacune de ces lignes comme diamè¬
tre, et j'abaisse d'un point quelconque
M, de la circonférence OA la perpendi-

A culaire M,P sur AA'. Pour trouver le
point M de l'ellipse qui a la même abs¬
cisse CP que le point M„ je réduis l'or¬
donnée M,P dans le rapport du petit

axe OB de l'ellipse au grand axe OA, en tirant le rayon OM„ et
menant une parallèle à AA' par le point Ms où la droite OM,
rencontre la circonférence OB ; car on a

MP _OM,_OB
M,P OMi OA'

Après avoir construit par ce procédé un nombre suffisant de
points, on les réunira par un trait continu qui représentera
l'ellipse dont les axes sont AA' et BB'.
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PROBLÈMES.

1. Décrire une ellipse dont les foyers et un point sont donnés.
2. Quel est le lieu géométrique des points également distants

de deux circonférences dont l'une est inférieure à l'autre?
5. Construire une ellipse dont on connaît la longueur des

axes, un foyer et un point.
4. Tout diamètre divise l'ellipse en deux parties égales.
5. Le carré d'un diamètre quelconque de l'ellipse est égal

au carré du petit axe, augmenté du carré de la différence des
deux rayons vecteurs qui vont à Tune des extrémités de ce
diamètre.

6. Tout diamètre de l'ellipse est plus grand que le petit axe,
et plus petit que le grand axe.

7. La somme du carré de la droite qui joint un point d'une
ellipse à son centre, et du produit des deux rayons vecteurs du
même point est constante.

8. Construire une ellipse dont les deux foyers et une tangente
sont donnés.

9. Construire une ellipse dont trois tangentes et un foyer
sont donnés.

10. Tracer une ellipse dont on connaît un foyer, deux tan¬
gentes et l'un des deux points de contact.

11. Tracer une ellipse dont on connaît un foyer, une tan¬
gente et deux points.

12. Construire une ellipse dont on connaît la longueur du
grand axe, le centre et deux tangentes.

13. Construire une ellipse dont on connaît un sommet, un
foyer est une tangente.

14. Deux ellipses égales ont leurs grands axes situés sur la
même ligne droite et sont tangentes. Si Ton fait rouler l'une
de ces ellipses sur l'autre de manière que leur point de contact
soit toujours également éloigné des deux sommets par lesquels
ces courbes se touchaient d'abord, quel est le lieu géométrique
de chacun des foyers de l'ellipse mobile?

15. Quelssontles lieux géométriques des sommets des diffé¬
rents trapèzes qu'on peut construire sur une base donnée, avec
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cette double condition que l'autre base ait une longueur donnée
et que la somme des deux côtés non parallèles soit aussi donnée?

Quel estle lieu géométrique des points de rencontre des côtés
non parallèles de ces trapèzes? — Quel est le lieu géométrique
des intersections de leurs diagonales?

16. Étant donnés un cercle et un point dans son intérieur,
si sur chacun des diamètres de ce cercle on décrit une ellipse
qui ait ce diamètre pour grand axe et qui passe par ce point,
quel sera le lieu géométrique des foyers de ces ellipses?

17. Soient MT, MT', deux tangentes menées par le point M
à une ellipse dont les foyers sont F, F'; si l'on prend sur ces
tangentes les longueurs MO, MO', respectivement égales aux
distances MF, MF', la droite 00' sera égale au grand axe de
l'ellipse.

18. Une droite et un cercle qui se touchent étant donnés, si
l'on décrit une ellipse tangente à la droite, et ayant pour foyers
les extrémités d'un diamètre quelconque du cercle, quel sera le
lieu géométrique des extrémités du petit axe de cette ellipse?

19. Le carré de la distance du foyer F de l'ellipse à une tan¬
gente et le carré de la moitié du petit axe sont dans le môme
rapport que les rayons vecteurs FM, F'M du point de contact M
delà tangente.

20. Si un angle est circonscrit à une ellipse, la portion d'une
tangente mobile comprise entre les côtés de cet angle est vue
de chaque foyer sous un angle constant .

21. Le rectangle des segments interceptés par le grand axe
d'une ellipse et d'une tangente mobile sur les deux tangentes
menées aux extrémités du grand axe est constant.

22. Le lieu du sommet d'un angle droit circonscrit à deux
ellipses homofocales est un cercle concentrique à ces ellipses.

23. Si deux sphères extérieures l'une à l'autre sont inscri¬
tes dans le même cône, tout plan tangent intérieurement à ces
sphères coupe la surface du cône suivant une ellipse qui a
pour foyers les points de contact du plan tangent.

Démontrer le même théorème pour deux sphères inscrites
dans un cylindre, et remarquer en outre que le petit axe de
l'ellipse est constamment égal au diamètre du cylindre.
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24. Couper un cône ou un cylindre de révolution par un
plan de manière que la section soit une ellipse égale à une

ellipse donnée.
25. Trouver les points de rencontre d'une ligne droite avec

une ellipse qui n'est pas tracée, et dont on connaît les foyers
et la longueur du grand axe.

26. Si deux cônes de révolution sont opposés au sommet
et qu'on inscrive une sphère dans chacun d'eux, tout plan
tangent extérieurement à ces sphères coupe les deux cônes
suivant une hyperbole qui a pour foyers les points de con¬
tact du plan tangent. (Voir ci-après la définition de l'hy¬
perbole.)

Remarque. — Comme l'hyperbole est d'un usage aussi fré¬
quent que l'ellipse dans la Géométrie descriptive et dans les
arts, je vais exposer ses principales propriétés qui ont la plus
grande analogie avec celles de l'ellipse, malgré la différence
de forme de ces deux courbes, représentant avec la parabole
tous les genres de sections planes du cône.

Propriétés principales de l'hyperbole,

On appelle hyperbole une courbe plane, telle que la diffé¬
rence des distances de chacun de ses points à deux points fixes
F et F', situés dans son plan, est constante.

Les points F, F' sont les foyers de l'hyperbole, et les lignes
droites MF, MF', qui joignent un point quelconque M de cette
courbe à ses foyers, sont les rayons vecteurs de ce point. La dis¬
tance FF* se nomme excentricité.

Deux hyperboles qui ont les mêmes foyers sont dites homo-
focales.

PROBLÊME I.

Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une hyper-
h oie dont les foyers et la différence des rayons vecteurs d'un
voint quelconque sont donnés.

1° Soient F, F' les foyers de l'hyperbole qu'il s'agit de décrire
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et OP une ligne droite égale à la différence des rayons vecteurs
d'un point quelconque de cette courbe. Je prends, sur la ligne
droite FF' de chaque côté du milieu C de celte ligne, les

longueurs CA, CA' égales à la moitié
de OP ; les distances FA, F'A' sont par
suite égales entre elles, et les points
A, A' appartiennent à l'hyperbole;
car chacune des différencesF'A—FA,
FA' — F'A' est égale à AA' ou OP.

Cela posé, je fais remarquer que le lieu cherché doit être com¬
posé de deux lignes distinctes, l'une contenant les points du
lieu plus rapprochés du oyer F que du foyer F', et l'autre con¬
tenant au contraire les points plus rapprochés du foyer F' que
du foyer F.

Pour construire la première partie du lieu, on marque un

point quelconque D sur le prolongement FK de la droite F'F,
etl'on décrit des points FF' comme centres, avec les longueurs
respectives DA, DA' pour rayons, deux arcs de cercle qui se
coupent; car la distance FF' des deux centres est plus grande
que la différence DA'—DA ou AA' des rayons, et moindre que
leur somme DA -i- DA' ou FF' -+- 2DF. Les points d'intersection
M, M' des deux arcs de cercle appartiennent à l'hyperbole,
puisque la différence de leurs rayons vecteurs DA', DA est égale
àAA' ou OP. En faisant varier la position du point D sur la
droite FK, on obtiendra autant de points de l'hyperbole qu'on
le voudra; s'ils sont suffisamment rapprochés les uns des au¬
tres, on les réunira par un trait continu et l'on aura un arc
d'hyperbole MAM'. Comme la distance du point D au point A
peut croître indéfiniment, on voit que la ligne cherchée se
compose de deux branches, partant du point A et s'èlendant
indéfiniment des deux côtés de la droite FF'.

On construira la seconde partie du lieu avec les mêmes
rayons DA, DA', en prenant le point F pour le centre du plus
grand des deux cercles et le point F' pour le centre du plus pe¬
tit, etl'on trouvera une seconde ligne NA'N' composée de deux
branches indéfinies qui partent du point A'. L'ensemble des
deux lignes MAM', NAN' constitue le lieu géométrique cherché.
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2° Tracé d'un mouvement continu.

L'hyperbole étant une courbe à branches infinies, il est évi¬
dent qu'on ne peut décrire d'un
mouvement continu qu'une portion
très-petite de cette ligne dans le voi¬
sinage de l'un ou de l'autre des
foyers F, F'. Voici comment on
opère : on prend une règle GH plus
grande que la dislance focale FF';
on attache à l'une de ses extrémités,

par exemple au point H, un fil d'une longueur IIL égale à
l'excès de GI1 sur OP, puis on iixe l'extrémité G de la règle au
foyer F' et l'extrémité L du fil à l'autre foyer F. On fait tour¬
ner ensuite la règle autour du point F', en appliquant le fil
contre elle avec une pointe ou un crayon, de manière qu'il soit
toujours tendu. La courbe que le crayon décrit pendant ce
mouvement est un arc d'hyperbole; car si le crayon se trouve
au point M pour la position F'H' de la règle, comme on ne
change pas la différence de ses rayons vecteurs MF', MF en
augmentant chacun d'eux- de la même longueur MH', on voit
que cette différence est égale à l'excès constant de la longueur
MF' MH' de la règle sur la longueur MF -f- MH' du fil, c'est-
à-dire égale à la ligne OP.

On décrirait de même une portion de l'autre branche en
fixant l'extrémité G de la règle au foyer F et l'extrémité L du
fil à l'autre foyer F'.

THÉORÈME I

L'hyperbole a deux axes de symétrie et un centre situé i
Vintersection de ses axes.

On démontre, comme on l'a fait
pour l'ellipse : 1° que la droite qui

°T passe par les foyers F et F' de l'hyper¬
bole est un axe de celte courbe ; 2° que

P-L la perpendiculaire BB', élevée par le
milieu G de FF' sur cette droite, est
aussi un axe ; 3° que le point d'inter¬

section C des deux axes est le centre de l'hyperbole.
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Remarque I. — L'axe FF' rencontre l'hyperbole en deux
points A, A', qu'on appelle les sommets de cette courbe; mais
l'axe BB' ne rencontre pas l'hyperbole. Aussi on donne au

premier le nom d'axe transverse, et au second celui à axe non
transverse.

On désigne ordinairement les longueurs AA' et FF' par 2a
et 2c. Si on décrit du sommet A comme centre, avec un rayon
égal à CF ou c, un arc de cercle qui coupe l'axe non transverse
aux deux points B, B' et qu'on représente par 2b la longueur
BB' de la corde interceptée, les trois quantités a, b, c satisfe¬
ront à la relation suivante :

= iR + b*,
puisque le triangle ABC est rectangle. Par analogie avec l'el¬
lipse, on appelle les deux quantités a et b les longueurs des
axes de ï hyperbole. L'égalité précédente ne diffère de celle qu'on
a trouvée entre les axes de l'ellipse et la distance de ses foyers,
savoir :

c'^a2 —6S,
qu'en ce que 62 est remplacé par — 62. Cette remarque permet
de déduire les propriétés de l'hyperbole correspondantes il
des propriétés données de l'ellipse, lorsque ces dernières sont
exprimées par des relations entre les axes.

Si les deux axes a, b de l'hyperbole sont égaux, on dit que
. cette courbe est équilatère.

Remarque II. — Lorsque les longueurs 2a, 26 des axes de
l'hyperbole sont données, on peut construire cette courbe par
points ou d'un mouvement continu.

On prend sur deux lignes droites rectangulaires, à partir de
leur intersection C, les longueurs CA, CA' égales à a, et les
longueurs CB, CB' égales à 6. Les droites AA', BB' sont les
axes de l'hyperbole demandée. Pour en déterminer les foyers,
on décrit du point C comme centre, avec un rayon égal à la
distance AB, un arc de cercle qui coupe l'axe transverse aux
points F et F'. L'hyperbole peut alors être construite d'après
l'une des deux méthodes précédentes, puisqu'on connaît ses
foyers et la difiérence 2a des rayons vecteurs d'un point quel¬
conque de cette courbe.

AM. — ÉLEM. 23
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THÉORÈ E II

Si un point est intérieur ou extérieur à l'hyperbole, la diffé¬
rence de ses distances aux deux foyers est plus grande ou plus
petite que l'axe transverse.

Soit : l°un point N intérieur à l'hyperbole FF', c'est-à-clire si¬
tué dans la partie concave de cette courbe:

sêe NM -t- MF, si je retranche chacune d'elles de la ligne droite
JNF', j'aurai

NF' — NF > MF' — MF,
ou NF' — NF>2a,
puisque le point M est sur l'hyperbole FF'.

Je suppose, 2°, le point N' extérieur à l'hyperbole, et plus
rapproché du foyer F que du foyer F'; je mèneles lignes droites
N'F, N'F'. La première rencontre l'hyperbole au point M', dont
je tire le rayon vecteur M'F'. Comme la ligne droite N'F'est
moindre que la ligne brisée M'F' -+- M'N', si je retranche de ces
deux longueurs la ligne N'F, j'aurai

N'F' —N'F <M'F' —M'F,
ou N'F' — N'F <2fl,
puisque le point M'appartient à l'hyperbole.

Corollaire. — Les réciproques des deux parties de ce théo¬
rème sont évidentes; elles donnent le moyen de distinguer les
points intérieurs à l'hyperbole des points qui sont extérieurs
lorsque celte courbe n'est pas tracée et qu'elle est déterminée
seulement par ses axes.

j e lire les lignes droites NF, NF' et le rayon
vecteur du point M, où la ligne droite NF'
rencontre la branche d'hyperbole dans
laquelle se trouve le point N. La ligne
droite NF étant moindr que la ligne bri-

TIIÉORÈME III

Une ligne droite ne peut rencontrer une hyperbole en plus Je
deux points,

Démonstration analogue à celle du théorème III de l'ellipse'
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THÉORÈME IV

La tangente en un point de Vhyperbole divise en deux parties
égales l'angle des rayons vecteurs de ce point.

Soient F, F' les foyers d'une hyperbole
et TT' sa tangente au point M. Pour dé¬
montrer que les angles FMT, F'MT sont
égaux, ie mène une sécante quelconque
MM' par le point M et un point voisin M',
situé sur la rnêjne branche; du foyer F
j'abaisse sur celte droite la perpendicu-

laireFG, que je prolonge au delà de son pied G d'une longueur
Gïï égale à GF, et je dis 1° que la droite F'II rencontre la sé¬
cante MM' en un point N situé entre les points M et M'; 2° que
les droites NF, NF' font des angles égaux avec MM'.

En effet, les triangles FGN, HGN, qui ont un angle droit
compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont
égaux, et le côté NF est égal au côté Nil; je démontrerais de
même que les droites MF, MH sont égales. Par conséquent,
la différence des distances NF', NF du point N aux deux foyers
de l'hyperbole est égale à la droite F'H, et la différence des
rayons vecteurs MF', MF du point M égale à MF' — MIL Or, le
côté F'II du triangle F'MH est plus grand que la différence
MF'—Mil des deux autres côtés, dont 1° la différence NF'—NF'
est plus grande que MF' — MF, ou que l'axe transverse de l'hy¬
perbole, etle point N se trouve à l'intérieur de cette courbe (II)
sur la sécante MM'; 2° il résulte aussi de l'égalité des triangles
FGN, HGN que les angles FNG, F'NG sont égaux.

Cela posé, je fais tourner la sécante MM' autour du point M
jusqu'à ce que le point M'coïncide avec lui ; alors le point N de
la droite MM' se confond aussi avec M, puisqu'il est toujours
compris entre les points M ét M'. Or, pendant sa rotation, la
sécante MM' ne cesse pas de diviser en deux parties égales1 angle FNF' des deux rayons vecteurs du point N ; donc les
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angles FMT, F'MT que la position limite de la sécante MM', ou
la tangente TT, fait avec les rayons vecteurs MF, MF' du point
de conlact M sont égaux.

Le Heu géométrique des projections des foyers d'une hyperbole
sur ses tangentes est la circonférence décrite sur Vaxe transverse
de celte courbe comme diamètre.

Soient F et F' les foyers d'une hyperbole; j'abaisse de l'un
d'eux, par exemple F, la perpendiculaire FI sur la droite TT,
tangente au point M, et je dis que la distance du pied I de cette
perpendiculaire au centré C de l'hyperbole est égale à la moitié

étant tangente au point M de l'hyperbole, l'angle FMI est égal
à FMI (III). Il en résulte que le point I est le milieu de la droite
FG, et que la droite F'G égale F'M—FM ou l'axe transverse\
Je remarque ensuite que les triangles FIC, FGF' ont un angle
commun, compris entre deux côtés proportionnels, et qu'ils
sont conséquemment semblables; or, FG égale la moitié de FF',

• donc CI égale aussi la moitié de F'G, et le point I se trouve sur
la circonférence décrite du point G comme centre, avec la
moitié a de l'axe transverse de l'hyperbole pour rayon.

Remarque 1. — La droite MG étant égale à MF, et la
d roite F'G égale à l'axe transverse 2a de l'hyperbole, si je

; décris un cercle du point F' comme centre avec un rayon
égal à 2a, tout point M de l'hyperbole est également éloigné
de la circonférence de ce oercle et de l'autre foyer F.

On appelle cercles directeurs de l'hyperbole les deux cercle;

THÉORÈME V

de l'axe transverse AA'.
Pour le démontrer, je prolonge

la droite FI jusqu'au point G où elle
rencontre le rayon vecteur MF'. Les
triangles rectangles MIF, MIG sont
égaux, parce qu'ils ont un côté com¬
mun adjacent à deux angles égaux
chacun à chacun; car la droite TT'
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décrits des foyers de l'hyperbole comme centres, avecunrayon
égal à l'axe transverse. Il résulte de ce qui précède que tout
cercle directeur d'une hyperbole peut servir à tracer cette
courbe par points, lorsqu'on connaît ses foyers et la longueur
de son axe transverse. En effet, si l'on décrit le cercle direc¬
teur qui a le foyer F' pour centre, et qu'on joigne un point
quelconque G de sa circonférence à l'autre foyer F, la perpen¬
diculaire TT', élevée au milieu de la droite FG, coupe le pro¬
longement du rayon F'G en un point M qui appartient évidem¬
ment à l'hyperbole demandée.

Ce procédé est plus long que le précédent (Probl. 1), mais il
fait connaître la tangente en chaque point de la courbe ; car la
droite TT' est tangente à l'hyperbole. On peut déduire de cette
nouvelle construction que, si d'un point F pris à l'extérieur

Remarque IL — Lorsque la droite Fl, tournant autour du
foyer F, vient se confondre avec la tangente FK menée du
point F au cercle CA, elle touche aussi le cercle F'G; car ies
rayons F'G, CI, qui sont constamment parallèles, deviennent
simultanément perpendiculaires à FI. Pendant ce mouvement
de rotation, l'angle GFM du triangle isocèle MFG tend à deve¬
nir droit, ainsi que son égal FGM; par suite, le point M, dontles rayons vecteurs F'M, FM s'approchent de plus en plus d'être
parallèles à sa tangente TT', s'éloigne indéfiniment des deux
loyers F, F' et la tangente TT' tend vers une position limitequi n'est autre que le rayon CK du point de contact de la droitefK et du cercle CA.

On donne le nom d'asymptote à la droite remarquable CI(,qui touche l'hyperbole au point situé à l'infini sur la partiesupérieure de la branche AM. On reconnaît facilement, par des

d'un cercle F'G, on mène des droites
aux points de sa circonférence, les

■ /fa perpendiculaires élevées sur ces lignes
par leurs milieux toucheront une

même hyperbole, ayant pour foyers
le point F et le centre F' du cercle

x donné, et pour axe transverse le rayon
F'G du cercle.
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considérations analogues aux précédentes, que la même droite
CK touche aussi l'hyperbole au point situé à l'infini sur la par¬
tie inférieure de l'autre branche A'N. Si l'on mène par le pointF

la seconde tangente FK'au cercleCA
et qu'on trace le rayon CK' du point
de contact, cette droite indéfiniment
prolongée est aussi une asymptote
de l'hyperbole, qu'elle touche aux
points situés à l'infini sur la partie in¬
férieure de la branche AM et sur la
partie supérieure delà branche A'N.

Les deux asymptotes CK, GK', qui font évidemment des an¬
gles égaux avec l'axe transverse FF', sont d'une grande utilité
pour le tracé des branches de l'hyperbole dont elles déter¬
minent la direction ; car elles jouissent de la propriété suivante'
La distance d'un point M d'une branche quelconque AM de l'hy¬
perbole à l'asymptote correspondante CK diminue indéfiniment
à mesure que le point considéré s'éloigne de plus en plus du
sommet A de cette branche, en se rapprochant du point de con¬
tact de l'asymptote.

En effet, la distance du point M à la droite CK est moindre
que celie du point T à la même droite, et, à fortiori, moindre
queCT. Or celte dernière dislance décroît indéfiniment à me¬
sure que le point M s'éloigne du sommet A, puisque la tangente
TT' a pour limite l'asymptote CK; donc le point M se rap¬
proche indéfiniment de l'asymptote, tout en s'éloignant du
point A.

Remarque III. — Les asymptotes d'une hyperbole équilatère
La réciproque de ce théorème est vraie.sont rectangulaires

THÉORÈME VI

La normale en un point quelconque d'une hyperbole fait dei
angles égaux avec les rayons vecteurs de ce point.

Démonstration analogue à celle du théorème VI de l'ellipse.
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problême ii

Mener une tangente à une hyperbole par un point M donné
sur cette courbe.

Soient F et F' les foyers d'une hyperbole ; pour tracer la
ligne droite qui touche cette courbe
au point M, je tire les rayons vec¬
teurs FM, F'M de ce point, et je-
divise en deux parties égales l'an¬
gle FMF'. La bissectrice TT' de cet
angle est la tangente demandée(IV).

problême m

Mener une tangente à une hyperbole par un point P extérieur
; cette courbe.

Je décris l'un des cercles directeurs de-

l'hyperbole, par exemple celui qui a pour
centre le foyer F' ; je trace ensuite du
point P comme centre, avec un rayon
égal à la distance du point P à l'autre
foyer F, un second cercle qui coupe le
premier aux deux points N et N', parce
que le point P est extérieur à l'hyper¬

bole. Pour démontrer cette double intersection, il suffit de
prouver que l'une quelconque des trois lignes 2 a, PF, PF', qui
représentent les rayons des deux cercles et la distance de leurs
centres, est moindre que la somme des deux autres et plus-
grande que leur différence (P., 14, V). Or, le côté FF' du
triangle PFF' est moindre que la somme des deux autres côtés
PF, PF'; on a donc, à fortiori,

2a < PF PF'
Comme le point P est extérieur à l'hyperbole, on a aussi (II)

2a>PF — PF',
ou 2a>PF' —PF.

SCD LYON 1



500 GÉOMÉTRIE.

selon que le point P est plus près ou plus loin du foyer F' que
du foyer F; par conséquent les deux cercles se coupent.

Les points N et N' étant ainsi déterminés, je mène par le
point P les droites PM, PM' respectivement perpendiculaires à
FN et FN'; ces droites sont les tangentes demandées (V, Rem.).
Pour avoir leurs points de contact M et M' avec l'hyperbole, il
suffit de tirer les deux rayons F'N, F'N', du cercle direc¬
teur (V, Rem.).

Remarque. — Si le point P coïncide avec le centre de l'hy¬
perbole, les deux tangentes ne sont autres que les asymptotes.

Corollaire. — On démontrerait, comme on l'a fait pour

l'ellipse (Probl. III, c) : 1° que les tangentes PM, PM', menées à
l'hyperoole par un point extérieur P, font des angles égaux avec
leidroilesVF,VF', qui joignent lepoint P aux deux foyers F,F';

2° que la droite FP divise en deux parties égales l'angle des
rayons vecteurs, menés d'un même foyer F aux deux points de
tangence M, M', ou le supplément de cet angle.

problème iv

Mener à une hyperbole une tangente parallèle à une droite
donnée AR.

Je décris l'un des cercles directeurs de l'hyperbole, par
exemple celui qui a pour centre le foyer F' et j'abaisse de l'autre
foyer F sur AB la perpendiculaire FI qui coupe générale¬

ment le cercle en deux points G cl G'.
a Je mène ensuite la droite MT perpen¬

diculaire au milieu de FG et la droite
MT perpendiculaii e au milieu de FG'.
Ces droites sont tangentes à l'hyper¬
bole (Y, Rem.), et parallèles à AB ; je
détermine leur point de contact M, M'

en tirant les rayons F'G, F'G' du cercle directeur (Y, Rem.).
Ce problème n'est possible que si la droite FI, perpendicu¬

laire à AB ou à sa parallèle MT, se trouve dans l'angle KFK'
formé par les tangentes' menées du foyer F au cercle F'; par
conséquent, l'angle IFT doit être moindre que l'angle KFF', et
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par suite l'angle ITF, complément de IFT, doit, être plus grand
que l'angle KF'F, complément de KFF'. Or le rayon F'K est
parallèle à l'une des asymptotes de l'hyperbole (V, Rem. 2);
donc il faut et il suffit que la droite donnée AB fasse avec l'axe
(ransverse FF' un angle aigu plus grand que celui que les
asymptotes font avec le même axe, pour que le problème soit
possible: et alors il a toujours deux solutions.

Corollaire. — On démontrerait, comme on l'a fait pour
l'ellipse (Prob. IV, c), que les points de contact M, M' des deux
tangentes parallèles MT, M'T' sont symétriques par rapport au
centre C de l'hyperbole.

THÉORÈME VII

Le produit des distances FP, F'P' des deux foyers F et F' d'une
hyperbole à une tangente quelconque PP' est constant.

Sur l'axe transverse AA' de l'hyperbole comme diamètre,
je décris une circonférence qui passe par les projections P

\ M/ et P' des foyers sur la tangente (V). Soit
\

G 7 P" le second point d'intersection de cette
(circonférence et de la droite F'P'; je tire

' la droite PP". L'angle inscrit PP'P" étant
/ />" E\ droit, la corde PP" est un diamètre du
/ \ cercle CP ; elle passe donc par le centre C,

et les triangles CFP, CF'P" sont égaux, parce qu'ils ont un
angle opposé au sommet compris entre deux côtés égaux cha¬
cun à chacun ; de là résulte l'égalité des côtés FP, F'P" et,
par suite, celle des produits FPxF'P', F'P"xF'P'. Or, d'a¬
près une propriété du cercle (P., 23, VI), le dernier de ces
produits est égal à F'AxF'A'; on a donc

FPxF'P'= (c-t-o) (c— a) = c2 — b\
Corollaire. — Si je mène de chaque foyer un parallèle à la

tangente PP'jusqu'à la rencontre de la perpendiculaire tracée
du centre G sur cette tangente, les triangles rectangles FCE,
F'CG sont égaux, parce qu'ils ont l'hypoténuse égale et un
angle aigu égal. Il en résulte aussi 1° que les côtés CG, CE sont
égaux; 2° que la droite F'P' est égale à la somme des lignes
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CD, CG et la droite FP égale à la différence des mêmes lignes.
Par conséquent on a :

F'P' xFP — (CG + CD) (CG — CD) = CG3 — CD2.
De là ce théorème : La différence des carrés des distances du

ventre d'une hyperbole à une tangente et à sa parallèle menée

par un foyer est constante.

THÉORÈME VI

Le lieu géométrique des sommets des angles droits circonscrit!,
à l'hyperbole est une circonférence de cercle, ayant le même
centre que cette courbe.

Démonstration analogue à celle du théorème correspondant
de l'ellipse (VIII).

Le rayon de la circonférence est égal à cd — à2, de sorte que
le lieu géométrique demandé n'existe que pour les hyperboles
dont l'axe transverse 2a est plus grand quel'axenon transverse.
Ce lieu géométrique se réduit à un point lorsque l'hyperbole
est équilatère. On peut vérifier facilement ces diverses consé¬
quences sur une figure.

Je propose sur l'hyperbole les exercices suivants qui sont
analogues aux problèmes précédemment donnés sur l'ellipse
et dont la démonstration se fait de la môme manière.

1. Décrire une hyperbole dont les foyers et un point sont
donnés.

2. Quel est le lieu géométrique des points également éloi¬
gnés de deux circonférences dont l'une n'est pas intérieure à
l'autre?

5. Construire une hyperbole dont on connaît la longueur
des axes, un foyer et un point.

4. Le carré d'un diamètre quelconque de l'hyperbole est
égal au carré de la somme des rayons vecteurs menés à l'une
des extrémités de ce diamètre, diminué du carré de l'axe non
transverse. -

5. La différence du carré de la dislance du point de l'hyper¬
bole à son centre et du produit des deux rayons vecteurs de
ce point est constant.
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6. Construire une hyperbole dont les deux foyers et'une

tangente sont donnés.
7. Construire une hyperbole dont trois tangentes et un foyer

sont donnés.
8. Tracer une hyperbole dont on connaît un foyer, deux

tangentes et l'un des points de contact.
9. Tracer une hyperbole dont on connaît un foyer, une tan¬

gente et deux points.
10. Construire une hyperbole dont on connaît la longueur

de l'axe transverse, le centre et deux tangentes.
11. Construire une hyperbole dont on connaît un sommet,

un foyer et une tangente.
12. Deux hyperboles égales ont leurs axes transverses situés

sur la même ligne droite et sont tangentes. Si l'on fait rouler
l'une de ces hyperboles sur l'autre, de manière que leur point
de contact soit toujours également éloigné des deux sommets
par lesquels ces courbes se touchaient d'abord, quel sera le
lieu géométrique de chaque foyer de l'hyperbole mobile?

15. Quels sont les lieux géométriques des sommets des dif¬
férents trapèzes qu'on peut construire sur une base donnée,
avec cette double condition que l'autre base ait une longueur
donnée et que la différence des deux côtés non parallèles soit
aussi donnée?

Quel est le lieu géométrique des points de rencontre des
côtés non parallèles de ces trapèzes? — Quel est le lieu géomé¬
trique des intersections de leurs diagonales?

14. Étant donnés un cercle et un point extérieur, si sur cha¬
cun des diamètres de ce cercle on décrit une hyperbole ayant
ce diamètre pour axe transverse et passant par le point donné,
quel sera le lieu géométrique des foyers de ces hyperboles?

15. Soient MT, MT' deux tangentes menées parle point M à
une hyperbole dont les foyers sont F et F'; si on prend sur ces
tangentes les longueurs MO, MO' respectivement égales aux
distances MF, MF', la droite 00' sera égale à l'axe transverse
de l'hyperbole.

16. Le carré de la distance du foyer F de l'hyperbole à une
tangente et le carré de la moitié de l'axe transverse sont dans
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le même rapport que les rayons vecteurs FM, F'M du point de
contact M de la tangente.

17. Si un angle est circonscrit à une hyperbole, la portion
d'une tangente mobile comprise entre les côtés de cet angle
est vue de chaque foyer sous un angle constant.

18. Le rectangle des segments interceptés par l'axe trans¬
verse d'une hyperbole et une tangente mobile sur les deux
tangentes menées aux sommets de cette courbe est constant

19. Le lieu géométrique des sommets des angles droits cir¬
conscrits à deux hyperboles bomofocales est une circonférence
concentrique à ces hyperboles.

20. Le lieu géométrique des sommets des angles droits cir¬
conscrits à une ellipse et à une hyperbole homofocales est une
circonférence concentrique à ces deux courbes.

21. Une ellipse et une hyperbole bomofocales se coupent
sous des angles droits.

22. Construire les points de rencontre d'une ligne droite et
d'une hyperbole dont on ne connaît que les foyers et l'axe
transverse.

Toute droite parallèle à l'une des asymptotes ne rencontre
l'hyperbole qu'en un point.

23. Construire une hyperbole dont on connaît un foyer, une
asymptote et la longueur de l'axe transverse.

24. Construire une hyperbole dont une asymptote, une tan¬
gente et un foyer sont donnés.

25 Démontrer que le quadrilatère, formé par les rayons
vecteurs des deux points dans lesquels une tangente quel¬
conque à l'hyperbole rencontre les asymptotes de cette courbe,
est inscriptible.
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CINQUIÈME ET SIXIÈME LEÇON
Programme : Délinilion de la parabole par la propriété du foyer et de la direc¬

trice. — Tracé de la courbe par points et d'un mouvement continu. —

Axe. — Sommet. — Rayon vecteur. — La tangente fait des angles égaux
avec la parallèle à l'axe et le rayon vecteur, menés par le point de contact-
— Mener la tangente à la parabole, 1° par un point pris sur la courbe ;
2° par un point extérieur. — Kormale. — Sous-normale. — Le carré de la
corde perpendiculaire à l'axe est proportionnel à la distance de cette corde
au sommet.

DÉFINITIONS

La parabole est une courbe plane dont chacun des points
estégalement éloigné d'un point fixe et d'une droite fixe, situés
dans son plan. — Le point fixe se nomme foyer, et la droite
fixe, directrice.

On appelle rayon vecteur d'un point de la parabole la droite
qui joint ce point au foyer.

PROBLÈME I

Décrire par points, ou d'un mouvement continu, une para¬
bole dont la directrice et le foyer sont donnés.

1° Tracé par points. Soient Dïï
directrice et F le foyer de la para¬
bole qu'il s'agit de construire par
points ; j'abaisse du foyer la perpen-

_ diculaire FD sur la directrice, et je
fais remarquer que le milieu A de la
droite DF est le seul point de cette
ligne également éloigné du foyer et
de la directrice; il appartient donc

à la parabole qui n'a pas d'autre point commun avec DF.
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Pour déterminer un autre point de la paraLole, je prends

sur la droite DF une longueur quelconque DP plus grande
que DA, et j'élève par le point P la
perpendiculaire MM' sur la droite DF,
Je décris ensuite du foyer comme
centre, avec un rayon égal à DP, un
arc de cercle qui coupe la droite MM'
aux deux points M et M'; car la dis¬
tance FP du centre F à cette droite est
moindre que DP, c'est-à-dire moindre
que le rayon du cercle. Chacun des

points M, M' appartient à la parabole ; car la perpendicu¬
laire Mil abaissée du point M sur la directrice étant égale
à DP ou à MF, le point M est également distant de la direc¬
trice et du foyer ; il en est de même du point M'. Cela
posé, en faisant varier la grandeur de DP et, par suite, la po¬
sition de la sécante MM', je détermine autant de points de la
parabole que je veux; je les unis ensuite par un trait continu
qui représente d'autant mieux la parabole que ces points sont
plus nombreux.

Il résulte de cette construction que la parabole est composée
de deux branches AM, AM' qui partent du point A, et vont en
s'éloignant indéfiniment du foyer et de la directrice ; car la dis¬
tance DP de la directrice et de sa parallèle MM' peut croître, à
partir de DA, au delà de toute limite, sans que le cercle décrit

dupointF comme centre avec le rayon
DP cesse de couper la droite MM'.

Remarque.—Au lieu de déterminer
les points de la parabole en coupant
cette courbe par des parallèles à la
directrice, on peut employer aussi des
perpendiculaires à cette droite. En
effet, si je mène d'un point quelcon¬
que II de la directrice la perpendicu¬

laire JIC sur cette ligne, et que je tire ensuite la droite IIF, la 1
perpendiculaire TT' élevée au milieu de la droite IIF ren¬

contre la droite IIC en un point M situé sur la parabole ; car les
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distances MF et MH sont égales. Il résulte de cette construction
quête parabole n'est coupée qu'en un seul point par une per¬
pendiculaire à la directrice.

longueur soit égale à l'autre côté GIï de l'angle droit, puis
on attache l'une de ses extrémités au sommet G de l'équerre
et l'autre au foyer F de la parabole. On fait alors glisser

, ' l'équerre le long de la règle, en appliquant contre l'équerre,
avec une pointe ou un crayon, le fil qu'on tient toujours
tendu. L'arc de courbe que la pointe décrit de cette manière
est un arc de parabole. En effet, la longueur GM -+- MF du fil
étant égale par hypothèse au côté GM ou GM 4- MH de l'é¬
querre, la distance MF est constamment égale à la distance Mil,
de sorte que le point M est également éloigné de la directrice
et du foyer.

Après avoir tracé la branche AM par ce mode de construc¬
tion, il faut retourner l'équerre et recommencer l'application
du même procédé pour décrire la branche inférieure.

Corollaire. — La parabole a pour axe de symétrie la perpen¬
diculaire menée de son foyer sur sa directrice.

En effet, considérons deux points quelconques M, M' de la
parabole déterminés par l'intersection de la droite MM'
parallèle à sa directrice, et du cercle qui a le foyer F pour
centre et la droite DP pour rayon. La perpendiculaire DP menée

o

F
2° Tracé d'un mouvement con¬

tinu. La parabole ayant deux
branches infinies, il est évident
qu'on ne peut décrire d'un mou¬
vement continu qu'une portion
très - petite de celte courbe dans
le voisinage de son foyer. Voici

r~ comment on opère : on place le
bord d'une règle sur la directrice
DE, et l'on applique contre cette
règle le plus petit côté IIK de
l'angle droit d'une équerre GIIK ;
on prend ensuite un fil dont la
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du centre de cercle sur la corde MM' divise cette corde en

deux parties égales (P., 12, I)'; donc
les points M et M' sont symétriques
par rapport à la droite DF, et cette
droite est un. axe de symétrie de la

—• parabole.
Le point A où cet axe coupe la pa¬

rabole est le sommet de cette courbe.
On appelle paramètre de la para¬
bole la droite FD qui mesure la

distance du foyer à la directrice. Cette droite seule détermine
la parabole.

M
~

/?

1
zi

4
%

F P

THÉORÈME \

Les points extérieurs à la parabole soni moins éloignés de la
directrice que du foyer ; les points intérieurs sont au contraire
plus éloignés de la directrice que du foyer.

1° Soit N'un point extérieur à la parabole; je mène par
ce point et parallèlement à l'axe la
droite NQ, qui coupe la courbe au

point M et la directrice au point Q ; je
tire ensuite les droites FM et FN. Le

rayon vecteurMF, ou la droite MN+NQ
qui lui est égale, parce que le point M
appartient à la parabole, est moindre
que la ligne brisée MN -h NF ; il faut
donc qu'on ait

NQ <NF.
2° Soit N' un point intérieur; je mène la droite N'Q paral¬

lèle à l'axe. Cette droite rencontre la directrice au point Q e!
la parabole au point M dont je trace le rayon vecteur FM. La
ligne brisée N'M-t- MF est plus grande que l'a droite N'F; or les
droites MF, MQ sont égales, parce que le point M est sur la
parabole; on a donc

N'M 4- MQ > N'F,
ou N'Q > N'F.
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THÉORÈME II

La parabole peut être considérée comme la limite vers laquelle
tend une ellipse dont l'un des foyers s'éloigne indéfiniment de
l'autre, supposé fixe avec le sommet voisin.

Soient F et F' les foyers d'une

se confond avec sa tangente Dl)' au point E, où il coupe la
droite AF ; car la distance AE est égale à AF et, par suite,
constante. Or, quelle que soit la position du point F', tout
point M de l'ellipse est également distant du point F et du cercle
directeur (Courbes usuelles, \, y, Rem.); par conséquent,
chaque point M'de la courbe GAII, limite de l'ellipse, est aussi
également distant du point F et de la droite DD', limite du
cercle directeur. La courbe GAH est donc une parabole.

Corollaire . — Le théorème précédent sert à déduire les pro¬
priétés de la parabole des propriétés déjà connues de l'ellipse.
Si ces dernières dépendent explicitement des axes a, b de l'el¬
lipse et de l'excentricité c, on désigne par 2? le paramètre EF
(le la parabole, et l'on a :

ellipse dont le grand axeesl AA';
du point F' comme centre je
décris le cercle directeur F'E,
et je suppose que, les points
A et F restant fixes, le foyer F'
s'éloigne indéfiniment de l'autre
foyer F. L'ellipse se change alors
en une courbe ouverte GAII

ayant deux branches infinies
AG, AH et le cercle directeur11

P

Ci

et

m, — ÉLÉsr.
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En remplaçant dans la relation donnée les quantités a, h
par les valeurs qui précèdent, et supposant ensuite c= œ, on
trouvera la propriété correspondante de la parabole.

Remarque. — On démontrerait de même que la parabole
peut aussi être considérée comme la limite vers laquelle tend
une hyperbole dont l'un des foyers s'éloigne indéfiniment de
l'autre, supposé fixe avec le sommet voisin.

THÉORÈME III ■

Une ligne droite ne peut rencontrer une parabole en plus de
deux points.

Ce théorème résulte évidemment de ce que la parabole peut
être considérée comme une ellipsedont legrand axe est infini.

THÉORÈME IV

La tangente à la parabole fait des angles égaux avec la pa¬
rallèle à Taxe et le rayon vecteur, menés par le point de con¬
tact.

Ce théorème est une conséquence évidente de ce que la pa¬
rabole (voir la figure précédente) est la limite d'une ellipse
dont le foyer F' s'éloigne indéfiniment de l'autre loyer F, sup¬
posé fixe avec le sommet voisin A; car le rayon vecteur MF'
d'un point quelconque M de l'ellipse tend à devenir parallèle
à l'axe AF. Néanmoins je vais donner une démonstration di¬
recte de ce théorème.

r y Soient F le foyer et DD' la di-/——rectrice d'une parabole; je dis
que la droite MT qui la touche
au point M fait des angles égaux
avec le rayon vecteur MF et la
droite MG, menée parallèlement à
l'axe par le point M. Pour 1?, dé¬
montrer, je tire du point M une
sécante quelconque MM', qui ren¬
contre la directrice au point E, et

je lais remarquer que la droite FF divise en deux parties
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égales l'angle MFN extérieur au triangle FMM'. En effet, des
points Met M'je tire les droites MC, M'G' perpendiculaires à la
directrice, et j'ai :

EM MC
EM' M'C'"

Or, les droites MC, MF sont égales, ainsi que les droites M'C',
M'F, puisque les points M et M'sont
situés sur la parabole; donc

EM
_ MF

EM' ~ M'F '

ce qui exige que la droite EF soit la
bissectrice de l'angle MFN extérieur
au triangle MFM' (P. 20, IV).

Je suppose maintenant que le
point M'se rapproche indéfiniment

du point M, l'angle MFN augmente et a pour limite deux
angles droits ; par conséquent, la bissectrice de cet angle tend
à devenir perpendiculaire au rayon vecteur FM. De là je con¬
clus que la tangente MT et la perpendiculaire FE' menée par
le foyer F sur le rayon FM du point de contact rencontrent la
directrice au même point E'. Les triangles rectangles MFE',
MCE' ont dès lors l'hypoténuse ME' commune et les côtés MC,
MF égaux l'un à l'autre ; ils sont donc égaux, et l'angle E'MF
est égal à l'angle E'MC, ou à son opposé au sommet TMG.

Corollaire ï. — Le point de contact M de la tangente MT et
le point 11 où cette droite coupe l'axe de la parabole sont égale¬
ment éloignés du loyer.

En effet, l'angle FMII est égal à l'angle GMT, puisque la
droite MT est tangente à la parabole. Or, les angles GMT,
FUJI sont égaux comme correspondants; donc l'angle FMII
est égal à l'angle FDM, et le côté FII du triangle FMII égal au
cité FM.

Corollaire II. — La tangente au sommet de la parabole est
perpendiculaire à l'axe.
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THÉORÈME V

Le lieu géométrique des projections du foyer d'une parabole
sur ses tangentes est la tangente au sommet.

Ce théorème résulte évidemment de

Soit MT une tangente quelconque à
la parabole; je mène par le point de

contact M une parallèle à l'axe, et je la prolonge jusqu'au point
H où elle rencontre la directrice. La tangente MT divise en
deux parties égales l'angle FMH ; par conséquent elle est per¬
pendiculaire au milieu I de la base FII du triangle isocèle MFH,
et le point I est la projection du foyer F sur la droite MT. Or la
tangente au sommet A de la parabole est parallèle à la direc¬
trice DH, et divise la droite FD en deux parlies égales; donc
elle divise aussi la droite FII en deux parlies égales, c'est-à-dire
qu'elle passe par le point I.

Remarque. — Si l'on projette sur Taxe de la parabole la
partie MO de la tangente comprise entre l'axe et le point de
contact, la projection PO se nomme sous-tangente.

Corollaire. — Le sommet A de la parabole divise en deux
parties égale la sous-tangente OP.

En effet, la perpendiculaire FI, abaissée du sommet F du
triangle isocèle OFM (IY, c) sur la base OM, divise cette droite
en deux parties égales; donc le point I est le milieu de OM. La
droite AI qui est parallèle à MP passe dès lors par le milieu
de OP, et le sommet A divise la sous-tangente OP en deux par¬
ties égales.

ce que la parabole est la limite d'une
ellipse dont l'un des foyers s'éloigne
indéfiniment de l'autre, supposé fixe
avec le sommet voisin (1, IY). Yoici
la démonstration directe de ce théo¬
rème :

problème ii

Mener une tangente à la parabole par un point M pris sur
cette courbe.
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On peut résoudre ce problème de deux manières diffé¬
rentes :

1° Je mène par le point M la droite Mil parallèle à l'axe
jusqu'à la rencontre de la directrice
en H, et je divise l'angle FMII en deux
parties égales. La bissectrice MO est
la tangente demandée (IV)

2° Je prends sur l'axe, à partir du
foyer F et dans le sens FA, la longueur
FO égale au rayon vecteur FM du point
de contact, et je tire la droite MO.
Cette ligne est tangente à la parabole,

puisqu'elle fait des angles égaux avec l'axe et le rayon vecteur
du poi.it de contact (IV, c).

Cette seconde construction est plus simple que la première.

probleme iii

Mener une tangente à la parabole par un point P extérieur
à celte courbe

Je décris du point P comme centre, avec un rayon égal à
la distance PF de ce point au foyer F
de la parabole, un cercle qui coupe la
directrice en deux points N et N'; car
le point P, extérieur à la parabole, est
plus éloigné du foyer que de la di¬
rectrice (I). Je tire ensuite les droi¬
tes FN, FN', et j'abaisse du point P
les perpendiculaires PM, PM' sur ces
droites.

Les lignes PM, PM' sont tangentes à la parabole (IV). Pour
avoir leurs points de contact M, M'je mène des parallèles à
l'axe par les points N, N', jusqu'à la rencontre de PM etPM'.

Remarque. — On peut mener par un point extérieur à la
parabole deux tangentes à cette courbe.

Corollaire. — Si d'un point P extérieur à la parabole on
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mène deux tangentes à celte courbe, 1° ces tangentes font des
angles égaux avec la droite PF et la parallèle à Vaxe, menée
par le point P ; 2° la droite PF divise en deux parties égales
l'angle formé par les rayons vecteurs des deux points de contact.

C'est une conséquence évidente de la propriété correspon¬
dante de l'ellipse (1, III, c).La démonstration directe de celte
propriété n'offre aucune difficulté.

riiOBLEME IV

Mener à laparabole une tangente parallèle à uns droite donnée.
J'abaisse du foyer la perpendicu¬

laire FII sur la droite donnée, et je la
prolonge jusqu'à la rencontre deladi-
rectrice en II, puis j'élève la perpen¬
diculaire TT' au milieu de la droite
FII. Celte perpendiculaire est tan¬
gente à la parabole (V) ; j'obtiens son
point de contact M en menant par le
point II la droite IIC parallèle à l'axe.

Remarque. — On ne peut mener à la parabole qu'une tan¬
gente parallèle à une droite donnée.

THÉORÈME VI

La normale en un point donné M d'une parabole divise en
deux parties égales l'angle que for¬
ment la parallèle à l'axe et le rayon
vecteur, menés par le point M.

Je mène par le point M la tangente
MT et la droite MN perpendiculaire à
cette tangente. Les angles FMO, KMT,
que la droite MT fait avec le rayon
vecteur FM et la droite MK parallèle
à l'axe, étant égaux, leurs complé¬

ments FMN, KMN le sont aussi; donc la normale MN divise
l'angle FMK en deux parties égales.
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Remarque. — Si l'on projette sur l'axe de la parabole la

égaux chacun à chacun : en effet, les côtés MP, HD sont paral¬
lèles et compris entre les droites parallèles DF et IIM ; il en est
de même des hypoténuses MN, HF qui sont Tune et l'autre
perpendiculaires à la tangente MT et, dès lors, parallèles. Par
conséquent, les deux autres côtés PN et FD sont égaux, c'est-
à-dire que la sous-normale PN est égale au paramètre FD de
la parabole.

Corollaire II. — Le carré d'une corde MM' perpendiculaire
à l'axe de la parabole est proportionnel à la distance AP de
celte corde au sommet P.

On a MM* = 4MP2, puisque le point P est le milieu de MM';
or, le triangle MNO étant rectangle, la perpendiculaire MP
abaissée du sommet M de l'angle droit sur l'hypoténuse est
moyenne proportionnelle entre les deux segments PN, PO de
ce côté (P., 23, I), c'est-à-dire entre la sous-normale PN qui
égale le paramètre p de la parabole (VI, c) et la sous-tangente
PO qui est le double de la dislance AP du sommet à la corde
MM' (V, c). On a dès lors

portion MN de la normale comprise
entre l'axe et la courbe, la projec¬
tion PN se nommc sous-normale.

Corollaire i. — Dans la parabole,
la sous-normale PN est constante et

égale au paramètre FD.
Je prolonge la droite KM jusqu'au

point II où elle coupe la directrice,
et je tire la droite FII. Les deux tri¬
angles rectangles MNP, FDII sont
égaux, parce qu'ils ont deux côtés

MM'2 = 8p x AP.
MM'2

Le rapport ^ - égale par suite 8p; il est donc constant.
THÉORÈME VII

Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la para¬
bole est la directrice.

SCD LYON 1



376 GÉOMÉTRIE.

Ce théorème est une conséquence du théorème correspon¬
dant de l'ellipse (1, VII).

Il est d'abord évident que le cercle concentrique à l'ellipse,
et décrit avec le rayon \J a2 -+- bs, se change en une droite per¬
pendiculaire à l'axe focal, lorsque l'un des foyers (de l'ellipse
s'éloigne indéfiniment de l'autre, supposé fixe avec le sominel
voisin. Je remarque ensuite que la distance du foyer fixe à
celte droite est la limite vers laquelle tend la distance
\/ a2 -t-b2 — c du même foyer à la circonférence concentrique
à l'ellipse, lorsqu'on suppose c = oo et les lignes a, b, c liées
par les relations (II, c) :

a = c + , b1 = p f ^2
dans lesquelles p désigne la distance du foyer et du sommet
fixes.

On a successivement :

(\J a2-t-b2—c) (vy a2 -+- b2c) 2b2\/a*-hb*—c— .

v/a2-t-b2+c yV-t-b2-i-c
et, par suite,

\l a*-h b* — c =
. /a2 b2
V 1.

Or, en supposant c== co , et remarquant qu'il résulte des va¬
leurs précédentes de a et b que

limite = 1, limite (^j =p, limite = 0,
on trouve

limite (\J a2 + b2 — c) =
Donc le lieu des sommets des angles droits circonscrits à la
parabole est la directrice.

Remarque. — La démonstration directe de cette proposition
n'offre aucune difficulté; elle conduit à ces deux conséquences
remarquables : 1° La droite qui joint les points de contact des
côtés de chaque angle droit passe par le foyer ; 2" cette droite est
perpendiculaire à celle qui joint le foyer au sommet de l'angle.

SCD LYON 1



COURBES USUELLES. — V ET VIe LEÇON. 577

PROBLÈMES

1. Construire une parabole dont on connaît la directrice et
deux points, ou le foyer et deux points.

2. Quel est le lieu géométrique des foyers des paraboles qui
ont la même directrice et un point commun?

3. Quel est le lieu géométrique des points également distants
d'une droite et d'une circonférence de cercle?

4. Quel est le lieu géométrique des foyers des paraboles qui
ont la même directrice et une tangente commune? — Trouver
le lieu géométrique des sommets des mêmes paraboles.

5. Construire une parabole dont on connaît la directrice et
deux tangentes, ou le foyer et deux tangentes.

6. Tracer une parabole dont on connaît la tangente au som¬
met et deux autres tangentes.

7. Quel est le lieu des foyers des paraboles qui ont trois
tangentes communes?

8. Décrire une parabole qui touche quatre droites données.
9. Trouver les points de rencontre d'une droite et d'une

parabole donnée par son foyer et sa directrice.
10. Décrire une parabole dont on connaît un point, une

tangente et le foyer ou la directrice. — Cas particulier dans
lequel le point donné est sur la tangente.

11. Les carrés des perpendiculaires abaissées du foyer sur
deux tangentes à la parabole sont proportionnels aux rayons
vecteurs des deux points de contact.

12. Inscrire un cercle dans un segment de parabole déter¬
miné par une corde perpendiculaire à l'axe.

13. Quel estle lieu géométrique des points tels que la somme
ou la différence des distances de chacun d'eux à un point et
aune droite fixes soit constante?

14. Si par le foyer d'une, parabole on mène une perpendi¬
culaire à son axe, et que l'on prenne, à partir du foyer, sur
cette perpendiculaire, deux longueurs égales, le trapèze formé
en abaissant de leurs extrémités des perpendiculaires sur les
tangentes est constant.
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15. Si des différents poinls N d'une tangente CM à une pa¬
rabole on mène deux droites, l'une FN au foyer F et l'autre
NB tangente, l'angle FNB de ces deux droites est constant.

16. Si des différents points K d'une corde de contact de deux
tangentes AC, AB à une parabole, on mène deux parallèles
KD, KE aux deux tangentes, il en résulte un parallélogramme
dont la diagonale DE est tangente à la parabole.

17. La dislance du foyer d'une parabole au sommet d'un
angle circonscrit à cette courbe est moyenne proportionnelle
entre les rayons vecteurs des points de contact des côtés de cet
angle.

18. Si un angle est circonscrit aune parabole, une tangente
mobile coupe les deux côtés de cet angle en deux points tels
que le produit de leurs dislances au foyer de la parabole est
directement proportionnel à la dislance du foyer au point de
contact de la tangente mobile.

19. Lorsqu'un quadrilatère est circonscrit à une parabole,
le produit des distances du foyer à deux sommets opposés du
quadrilatère est égal au produit des distances du foyer aux
deux autres sommets.

20. Étant donnés sur un plan deux poinls fixes A, B et un

système de paraboles ayant le même foyer F, si l'on mène par
les points A et B quatre tangentes à l'une de ces paraboles, le
produit des rayons vecteurs des quatre points de contact est
constant, quelle que soit la parabole que l'on considère. •

21. Si deux points d'une parabole sont en ligne droite avec
le foyer de cette courbe, le produit de leurs distances à la di¬
rectrice est dans un rapport constant avec la longueur de la
droite qui joint ces deux points.

22. Des extrémités M et M' d'une corde passant par le foyer
F d'une parabole, on abaisse les perpendiculaires MP, M'P'sur
une droite fixe, située dans le plan de la parabole, ell'onpro-

MP M'P' .

pose de démontrer que la somme + jpp est constante.
23. Si une sphère est inscrite dans un cône, tout plan tan¬

gent à celte sphère et parallèle à une seule génératrice du
^ne coupe la surface conique suivant une parabole. Celte
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courbe a pour foyer le point de contact du plan tangent, et
pour directrice l'intersection du plan tangent et du plan de la
circonférence suivant laquelle le cône touche la sphère.

24. La perspective d'un cercle sur un plan non parallèle à
celui du cercle est une ellipse, ou une hyperbole, ou bien une

parabole, — On démontrera ce théorème en supposant l'œil
placé en un point de la perpendiculaire élevée par le centre
du cercle sur son plan.
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Programme : Définition de l'hélice, considérée comme résultant de l'enroule,
ment du plan d'un triangle rectangle sur un cylindre droit à base circulaire
— La tangente à l'hélice fait avec l'arête du cylindre un angle constant, -
Construire la projection de l'hélice et de sa tangente sur un plan perperjt-
culaire à la base du cylindre.

DÉFINITIONS

1. On appelle surface développable toute surface qu'on peut
étendre sur un plan sans déchirure ni duplicature.

Une surface engendrée par le mouvement d'une ligne droite
est développable, si deux positions consécutives quelconques de
cette généraIricerecliligne sont comprises dans un mêmeplan.
Telles sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques,

Si l'on pose, un cylindre
droit à base circulaire sur
un plan, de manière qu'il
le touche par sa surface J
convexe, il est évident
qu'après avoir fendu celle
surface suivant une posi¬

tion de sa génératrice rectiligne, et l'avoir détachée des deux
bases du cylindre, on peut l'étendre sur le plan de sorte qu'elle
prenne la forme d'un rectangle, ayant pour base une droite
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égale à la circonférence de la base du cylindre el pour hau¬
teur la hauteur même de ce corps. On énonce ordinairement
ce fait de la manière suivante : Le développement de la surface
convexe d'un cylindre droit sur un plan est un rectangle qui a
pour dimensions la hauteur du cylindre et la longueur de la
circonférence de sa base.

2. On démontre dans le cours supérieur de mathématiques,
et j'admettrai comme évident, que les tangentes menées par un
point d'une surface courbe à toutes les lignes qu'on peut tracer
par ce point sur cette surface sont comprises dans un même
plan. Ce plan s'appelle plan tangent.

Il résulte de cette définition que, pour mener un plan tan¬
gent à une surface en un point donné M, il suffit de mener les
tangentes à deux lignes tracées par ce point sur la surface, et
de faire passer un plan par ces deux tangentes. — Si la surface
peut être engendrée par le mouvement d'une ligne droite,
comme le cylindre et le cône, le plan tangent en un point
quelconque de cette surface contient la génératrice rectiligne
qui passe par ce point; car cette ligne est elle-même sa tan¬
gente.

5. Soit ADQP le rectangle qu'on obtient en développant sur
un plan la surface con-

•

vexe du cylindre droit
ABCD à hase circulaire.

s Si l'on divise sa hauteur
AD en parties égales

r AE,EF,.., et, qu'après
avoir pris sur lecôté op -

p posé PQ une longueur
PR égale à AE, et tiré

la droite AR, ainsi que ses parallèles ES, FQ,... on enroule le
rectangle ADQP sur le cylindre; les droites AR, ES, FQ trace¬
ront sur la surface convexe du cylindre une courbe continue
qu'on appelle hélice. Celle courbe est continue, car l'arc formé
parla droite AR vient aboutir au point E où commence celui
qui forme la droite ES ; et ainsi de suite.

Chacun des arcs AR, ES... de l'hélice, qui ont leurs extrè-
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mités sur la même génératrice AD de la surface cylindrique
et font le tour entier du cylindre, se nomme spire. On appelle
pas de l'hélice la portion constante AE de la génératrice AD,
comprise entre les extrémités d'une spire. La longueur de la
circonférence delà base du cylindre, la longueur d'une spire
de l'hélice tracée sur ce cylindre et le pas de cette hélice sont
les trois côtés du triangle rectangle APR, dont l'enroulement
sur le cylindre produit la spire AR. La connaissance de deux
des éléments de ce triangle rectangle suffit donc à la déter¬
mination de l'hélice.

Il est important de remarquer que la droite AR et ses paral¬
lèles ES, FQ font le même angle avec toutes les génératrices
de la surface du cylindre; cet angle n'est autre que ARP.

THEOREME I

Le plan, tangent à, une surface 'cylindrique ou conique en un
point donné M, est aussi tangent à cette surface en tout autre
point N de la génératrice rectiligne MN qui passe par le point M.

Pour démontrer ce théorème, je trace par les poinls M et N
sur la surface proposée, cylindrique ou
conique, deux lignes quelconques MA,
NE et leurs tangentes MS, NT. Je consi¬
dère ensuite une seconde position M'iY
de la génératrice rectiligne, dans la¬
quelle cette droite rencontre les courbes
MA, NB aux points M', N', et je fais re¬
marquer que les droites M'N', MN sont
parallèles ou concouranles, selon que
la surface proposée est cylindrique ou
conique. Ces droiles se trouvent dès Ion

dans un même plan qui contient les sécantes MM', NN'. Si je
fais tourner ce plan autour de MN jusqu'à ce que la généra¬
trice ait passé de la position M'N' à la position MN, alors les
sécantes MM', NN' coïncident respectivement avec les tangentes
MS, NT. Ces tangentes sont donc comprises dans un mémo
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plan avec la droite MN, et le plan MNT tangent au point N
coïncide avec le plan NMS tangent au point M.

Corollaire. — Pour mener un plan tangent à un cylindre
ou à un cône en un point donné M, il suffit de tracer par ce

point la génératrice rectiligne de la surface cylindrique ou
conique jusqu'à la rencontre de la base, et de mener ensuite
la tangente à la base par le point d'intersection; le plan déter¬
miné par la génératrice et cette tangente sera le plan tangent
demandé.

THÉORÈME II

La distance d'an point M de l'hélice à la base du cylindre est
proportionnelle à Varc MA de cette courbe, compris entre la base
du cylindre et lepoint M ; elle est aussi proportionnelle à la pro-.
jection AN de cet arc sur la base.

En effet, soit m la position du point M sur la droite AR, lors¬
qu'on développe la sur¬
face du cylindre sur le
plan DAP; je tire du
point m une parallèle à
RP et je la prolonge
jusqu'au point ?i où elle
rencontre AP. La droite
mn est égale à la dis¬
tance MN du point M à

sa base du cylindre, et la droite An égale à la projection de
l'arc d'hélice AM sur cette base.

Cela posé, je conclus de la similitude des triangles rectan-
glesARP, Amn, que

mn Am
_ An

"RP= AU AP'
Or, les dénominateurs RP, AR, AP de ces rapports égaux sont
constants, quelle que soit la position du point M; donc leurs
numérateurs mn, km, An sont directement proportionnels.

Corollaire. — Si je désigne par l la longueur AR d'une spire,
par h le pas RP de l'hélice cl par R le rayon OA du cylindre,

; —

e
^

i
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aurai mn :-.:jXAm
et mn :

h
2-R

X A11.

Remarque.— La projection An de l'arc d'hélice AM sur la
base du cylindre est égale à l'arc de cercle AN, lorsque le point
M se trouve sur la première spire. Dans l'hypothèse cou-
traire, la droite An surpasse l'arc AN d'autant de circonfé¬
rences que l'arc d'hélice AM fait de fois le tour entier du
cylindre.

rr.om.EME i

Mener une tangente àïhélicepar unpolntpris sur cette courbe.
Soit MT la tangente au pointM de l'hélice AMM'; cette droite

est située dans le plan MNT qui touche le
cylindre suivant la génératrice MN (déf. 2).
Pour la tracer, il suffit dès lors de connaître
le point T, où elle rencontre la ligne d'in¬
tersection NT du plan tangent et de la base
du cylindre. Je dis que la distance du point
T au point N (distance qu'on appelle ordi¬
nairement la sous-tangente du point N) est
égale à la projection AN de l'arc d'hélice AM
sur la base du cylindre.

En effet, je conduis par la droite MN un
plan qui coupe la surface du cylindre suivant une seconde
génératrice M'N' ; soient M' et N' les points d'intersection de
celte droite avec l'hélice et la circonférence de la hase du
cylindre. Je tire les sécantes MM', NN' qui se rencontrent qp
point K, et je remarque qu'en faisant tourner le plan MNM'N'
autour de la droite MN jusqu'à ce que la génératrice M'N" se
confonde avec MN, les sécantesKMM', KNN' deviennent simul-
anément tangentes, la première à l'hélice et la seconde à la

circonférence de la base du cylindre. Par conséquent, la sous-
tangente NT est la limite vers laquelle tend la longueur va-
riahleNK. Cela posé, de la simililude des triangles MNK, M'N'K,
je déduis l'égalité suivante :
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A
i

ï
n

k

et, par suite,

ou bien

VII- ET VIIIe LEÇON.
NK N'K
NM — N'M"

385

par une propriété de l'hélice démontrée pré¬
cédemment (III), j'ai aussi :

MN
_

M'N'
arc AN arc AN'"

En multipliant ces deux égalités membre à
membre, je trouve :

NK N'K

NK
arc AN

NK
arc AN

arc AN arc AN"
N'K — NK

arc AN' —

corde NN'
arc AN '

arcNN' '
Si je suppose maintenant que le point M'vienne coïncider

avec le point M, l'arc de cercle NN' et sa corde décroissent en

même temps jusqu'à zéro. Or, on démontre dans la trigono¬
métrie que le rapport du sinus à l'arc tend vers l'unité, lorsque
l'arc diminue jusqu'à zéro; donc, on a aussi :

.. corde NN'
lim. ïvnvf7-= 1,arc NN '

et, par suite, lim. NK = arc AN.
Pour construire la tangente au point M de l'hélice, il faut

dès lors prendre sur l'intersection du plan tangent et delà base
du cylindre, à partir du point N et dans le sens de l'arc NA,
une longueur NT égale à cet arc, et tirer ensuite la droite MT.

Corollaire. — La tangente à Vhélice fait un angle constant
avec la génératrice du cylindre, menée par le point de contact.

Soient MT la tangente au
point M de l'hélice AM et NT
sa projection sur le plan de
la base; la droite NT étant
égale à la longueur de l'arc
AN, si je prends sur le déve¬
loppement rectiligne AR de
l'hélice une longueur Am

Égale à l'arc AM de cette courbe, et que j'abaisse du point m la
am. — élém. 25
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perpendiculaire mn sur la base An du rectangle suivant lequel
se développe la surface du cylindre, j'aurai

,
D An = arc AN - NT.

Donc les triangles MNT, mnk,
m J> qui ont un angle droit com¬

pris entre deux côtés égaux
chacun à chacun, sont égaux

n entre eux ; l'angle TMN est,
par suite, égal à l'angle Amn,
c'est-à-dire à l'angle constant

sous lequel la droite AR, qui engendre l'hélice, coupe toutes
les génératrices du cylindre.

Lorsque l'angle Amn est connu, cette propriété de la tan¬
gente à l'hélice permet d'éviter la rectification de l'arc AN pour
tracer cette droite. En effet, on peut alors mener par le point
M, dans le plan tangent, la droite MT, de manière qu'elle fasse
avec la génératrice MN l'angle NMT égal à l'angle Amn.

PROBLÈME II

Construire la projection de l'hélice et de sa tangente sur un
plan perpendiculaire à la base du cylindre.

Dans la résolution de ce problème, je ferai usage des prin¬
cipes suivants de géométrie descriptive* :

1° La droite qui joint les deux projections d'un même point
de l'espace est perpendiculaire à la ligne de terre.

2° La distance d'un point à l'un des plans de projection est
égale à la distance de sa projection sur l'autre plan à la ligne
de terre.

Les spires d'une même hélice étant des courbes identiques,
leurs projections sur un plan quelconque sont égales; aussi
je réduirai à la projection d'une seule spire l'épure demandée.

Soient le cercle oa la base du cylindre proposé, et a l'ori¬
gine de l'hélice; je prends le plan de la base du cylindre

* Voir leur démonstration dans mes Applications de la Géométrie élimiir
taire [Cours de seconde).
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pour plan horizontal de projection, et je choisis le plan
vertical de telle sorte que la ligne
de terre a'c' soit parallèle au dia¬
mètre ac de la base. Le cylindre
étant droit par hypothèse, il a pour
projection horizontale le cercle oa,
et pour projection verticale le rec¬
tangle a'c'c"a", dont la base est égale
au diamètre ac du cercle oa, et
dont la hauteur est égale au pas a'a"
de l'hélice.

Cela posé, je fais remarquer que
tout point M de l'hélice se projette
horizontalement en un point m de
la circonférence oa, et que, si je
tire du point m la perpendiculaire
mn sur la ligne de terre, la pro¬
jection verticale du même point M
se trouve sur cette perpendiculaire

au-dessus de la ligne de terre et à une distance de cette ligne
égale à Mm; il s'agit donc de construire la longueur Mm. Or,
on a (III) :

Mm
_ a'a"

arc Ma cir, oa '
par conséquent, la ligne Mm est une quatrième proportionnelle
à trois lignes connues. En construisant cette droite et prenant
nm' égale à sa longueur, j'aurai la projection verticale m' du
point M.

On peut abréger beaucoup cette construction, en remarquant
que si l'on prend l'arc am égal à la moitié, au tiers, au quart...de la circonférence oa, la droite Mm sera la moitié, ou le tiers,
ou le quart... du pas a'a" de l'hélice. De là résulte cette con¬
struction : divisez la circonférence oa en un nombre quelcon¬
que de parties égales, par exemple seize; divisez aussi le pasfl'a" de l'hélice en seize parties égales, et menez par les divi¬sions correspondantes h et m du pas et de la circonférence une
parallèle et une perpendiculaire à la ligne de terre. Ces deux
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droites se rencontrent en un point m', qui sera la projection
verticale du point de l'hélice ayant le point m pour projection
horizontale. En réunissant par un trait continu dm!a" les seize
points ainsi obtenus, vous aurez la projection demandée.

On rectifie le tracé de celte pro¬

jection en construisant la tangente
en chacun des points déterminés par
la méthode précédente. Pour con¬
struire les projections delà tangente
en un point quelconque M de l'hé¬
lice, je mène la droite mt tangente
au point m de la base du cylindre.
Cette droite est la trace horizontale
du plan tangent au point M et, par
suite, la projection horizontale de la
tangente au même point M de l'hé¬
lice ; car le plan tangent est perpen¬
diculaire au plan horizontal de pro¬
jection. Je prends ensuite la droite
mt égale à l'arc am, c'est-à-dire à la
sous-tangente du point M (Prob. I);
par conséquent, le point t est la trace

horizontale de la tangente. Je projette ce point sur la ligne de
terre, et je tire la droite r,.'!'; cette droite est la projection
verticale delà tangente MT.

Il est facile de reconnaître, 10 que la courbe dm'd' est symé¬
trique par rapport à la droite qui joint les milieux e', f des
côtés da", c'c" du rectangle a'de"a"; 2° qu'elle est tangente à
ses côtés dans les points d, a" et f; 5° que la tangente au
point d', qui divise en deux parties égales la moitié df delà
courbe dm'd', coupe celte courbe, c'est-à-dire que l'arc diï
est au-dessous de cette tangente et l'arc d'f au-dessus; et qu'il
en est de même de la tangente au point b' de l'arc fa"; 4°que
la dislance d'un point quelconque m' de la courbe dm!a" ha
projection verticale b'd' de l'axe du cylindre est proportion¬
nelle au cosinus de l'arc de cercle am; 5° que chacun des
points d', b' est un centre de la courbe dj'a", c'est-à-dire que
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toute corde qui passe par l'un de ces points sera divisée par lui
en deux parties égales.

PROBLÈMES

1. Le plus court chemin de deux points de la surface d'un
cylindre droit à base circulaire, mesuré sur cette surface elle-
même, est le plus petit des arcs d'hélice qui joint ces deux
poinls.

2. Si par un point de l'espace on mène des parallèles aux
tangentes de tous les points d'une spire d'hélice, ces droites
formeront une surface conique de révolution.

3. Si l'on trace par un point d'une surface cylindrique à base
circulaire deux hélices qui se coupent à angle droit, la circon¬
férence de la base du cylindre sera moyenne proportionnelle
entre les pas de ces hélices.

Les mêmes hélices divisent la surface du cylindre en qua¬
drilatères égaux. Calculer l'aire de l'un de ces quadrilatères
en fonction des pas des deux hélices.

FIN DES COURBES USUELLES
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COMPLÉMENT

DE GÉOMÉTRIE
exigé pour l'admission

a l'école polytechnique et a l'école normale supérieure

FIGURES TRACÉES SUR LA SPHÈRE

CHAPITRE I

ïîn triangle et «le la pyramide splaériqnes.

Programme : Dans tout triangle spliérique, un côté quelconque est plus petit
que la somme des deux autres. — Le plus court chemin d'un point à un
autre sur la surface de la sphère est un arc de grand cercle. — Mesure de
l'angle de deux arcs de grands cercles. — Propriétés du triangle polaire ou
supplémentaire. — Deux triangles sphériques, situés sur la même sphère
ou sur des sphères égales, sont égaux dans toutes leurs parties : 1° lorsqu'ils
ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun ; 2° lors¬
qu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun;
3» lorsqu'ils sont équilatéraux entre eux ; ■4° lorsqu'ils sont équianglei
entre eux. Dans ces différents cas, les triangles sont égaux ou symétriques.
— La somme des angles de tout triangle spliérique est plus grande que
deux angles droits, et moindre que six. — Ce qu'on appelle excès splié¬
rique.

THÉORÈME I

Si, par le pôle P iVune circonférence quelconque AB tracée
sur une sphère OP, on mène une circonférence de grand cercle,
ces deux lignes courbes sont perpendiculaires l'une sur l'autre,
c'est-à-dire qu'elles se coupent en formant un angle droit;
et réciproquement>
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Je trace une circonférence de grand cercle par le pôle P et

un point quelconque C de la circonférence
AB, et je dis que ces deux courbes font un

j \ \ angle droit au point C. Je remarque d'abord
( M 1° Gue leurs plans sont perpendiculaires (6,1);

car le plan du grand cercle PC contient la
perpendiculaire élevée par le centre I du
cercle AB sur le plan de ce cercle, puisque

cette droite passe par le pôleP et le centre 0 de la sphère.
Cela posé, je mène par le point C les tangentes CD, CE aux

deux cercles AB, PC. La droite CD est perpendiculaire au rayon
IC du cercle AB, c'est-à-dire à l'intersection des deux plans
ABC, PCI; par conséquent, elle est aussi perpendiculaire au
plan PCI (6, II), et à la droite CE qui passe par son pied dans
ce plan. Donc l'angle DCE, sous lequel les deux circonférences
AC, PC se coupent, est droit.

Réciproquement, le pôle de la circonférence AB se trouve
sur la circonférence de grand cercle PC, si l'angle DCE, formé
par ces deux lignes, est droit.

En effet, la droite 01 qui joint le centre de la sphère au centre
du cercle AB étant perpendiculaire au plan ABC (I,Rem.),etlc
rayon IC étant aussi perpendiculaire à la tangente CD, il résulte
du théorème des trois perpendiculaires que le rayon OC du grand
cercle PC est perpendiculaire à la droite CD. Or, cette droiteCD
fait par hypothèse un angle droit avecla tangente CE; donc le
plan OCE, c'est-à-dire le plan du grand cercle PC est perpen¬
diculaire à CD et, par suite, au plan ABC; il contient dès lors le
diamètre 01 de la sphère et le pôle P de la circonférence AB.

Corollaire. — Par un point A de la sur¬
face d'une sphère on ne peut mener qu'une
circonférence de grand cercle BAB' perpen¬
diculaire à une circonférence BCD tracée sur
cette sphère.

Car on ne peut mener qu'une circonfé¬
rence de grand cercla par le point A et le pôle P du cercle
BCD, à moins que ces deux points ne coïncident.

Soient B et B'ies intersections des deux circonférences; si
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l'on ne considère que les arcs moindres qu'une demi-circon¬
férence, et qu'il en soit ainsi des deux arcs AB, APB', il ré
suite de ce corollaire qu'on peut mener d'un point A donné
sur une sphère deux arcs de grand cercle AB,APB', perpendicu¬
laires à une circonférence BCD, tracée sur cette sphère, et
qu'on ne peut en mener que deux.

THÉORÈME II

Chaque côté d'un polygone sphérique convexe ABCDE est
moindre que la moitié de la circonférence d'un grand cercle.

Car si on supposait un côté quelconque AE de ce polygone
plus grand qu'une demi-circonférence de grand cercle, l'arc
ABprolongérencontrerait AE en un second point F, situé entre

a les points A et E, de sorte que le polygone
// sphérique ne serait pas tout entier d'un

[ j\ même côté de la circonférence AB; ce qui
\I J)c contredit l'hypothèse. Donc, etc.

—■'/ Remarque I. — La réciproque de ce théo-
u rème est fausse.

Remarque II. — On ne considère ordinairement que des
polygones sphériques convexes ; par conséquent, chacun de
leurs côtés est moindre qu'une demi-circonférence de grand
cercle,

THÉORÈME III

Une circonférence quelconque BCD et un point A extérieur à
cette courbe étant donnés sur une sphère, si
l'on mène de ce point les deux arcs de grands
cercles AB, AB' perpendiculaires et l'arc de
grand cercle AC oblique à la circonférence BCD,
l'arc oblique est plus grand que l'un des deux
arcs AB, AB' et plus petit que l'autre.

1° Soit P le pôle de la circonférence BCD ; ce point se trouve
sur la circonférence de grand cercle BAB', qui est perpen¬
diculaire à BCD par hypothèse (16, IV). En le joignant au
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pointC par un arc de grand cercle, on forme le triangle sphé-
rique PAC, dans lequel la somme des deux
côtés PA, AC est plus grande que le troisième
côté PC (II). Mais Parc PC est égal à l'arc PB,
puisque le point P est le pôle du cercle BCD;
on a donc

PA + AC>PA + AB,
et, par suite, AC>-AB.

2° Dans le même triangle PAC, le côté AC est plus petit
que la somme des deux autres PA, PC; or, l'arc PC est égal
à l'arc PB', puisque le point P est le pôle du cercle BCD; on
a donc

AC < PA h- PB',
ou

AC < AB'.

Remarque. — On suppose dans ce théorème que chacun
des arcs AB, AB' et AC est moindre qu'une demi-circonfé¬
rence.

THEOREME IV

Les plus courts chemins du pôle P d'une circonférence BC aux
différents points de cette courbe, sur la surface de là sphère,
sont égaux entre eux.

Soient PMB, PNC les plus courts chemins du pôle P à deux
points quelconques B et C de la circonférence
BC; je dis que ces lignes ne peuvent être iné¬
gales. En effet, si on supposait l'une, par exem¬
ple PMB, plus courte que l'autre PNC, et qu'on
la fît tourner sur le diamètre PA de la sphère
comme axe, elle engendrerait une surface de

révolution qui ne serait autre que la zone PBC, puisque tous
ses points sont également éloignés du centre de.la sphère.
L'extrémité B de celte ligne, décrivant la circonférence BC,
passerait donc par le point C ; mais ce point serait alors joint
au pôle par une ligne plus courte que PNC, ce qui est contraire
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à l'hypothèse. Par conséquent, les plus courts chemins PMB,
PNC du pôle P aux deux points B et C de la circonférence BC
sont égaux.

THÉORÈME V

Le plus court chemin cVun point à un autre sur la surface
a sphère est un arc de grand cercle.

Soient A et B deux points de la surface
d'une sphère; je les joins par un arc de grand
cercle que je suppose d'abord moindre qu'une
demi-circonférence, et je dis que cet arc est
le plus court chemin du point A au point B
sur la surface de la sphère.

En effet, je prends un point quelconque G de l'arc AB, et je
vais démontrer que le plus court chemin cherché passe par ce
point. Pour cela je décris du point A comme pôle, avec la
distance polaireAC, une circonférence à laquelle l'arcde grand
cercle AB est perpendiculaire (E., 17, IV); l'arc BG est, par
suite, le plus petit de tous les arcs de grands cercles qu'on peut
mener à celte circonférence (III). Si je décris dès lors une
circonférence du point B comme pôle, avec la distance polaire
BC, cette courbe n'aura que le point G commun avec la cir¬
conférence AG et lui sera extérieure.

Cela posé, je représente pour un instant le plus court che¬
min du point A au point B sur la sphère par la ligne ADEB, et
je fais remarquer qu'il jouit de cette propriété que, si on le
divise en plusieurs parties, par exemple en trois, AD, DE,
EB, par les points D et E, chacune de ces parties est le plus
court chemin pour aller de l'une de ses extrémités à l'autre
sur la sphère; car, en faisant l'hypothèse contraire et rem¬
plaçant les lignes AD, DE, ED par les plus courts chemins du
point A au point D, du point D au point E, et du point E au
point B, on joindrait le point A au point B par une ligne moins
longue que ADEB; ce qui est impossible, d'après la première
hypothèse. De là je conclus que le plus court chemin du
point A au point B est décomposé, par les deux circonférences
AC, BC; en trois parties, qui sont : 1° le plus court chemin
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du point A à la circonférence AC ; 2° le plus court chemin du

point B à la circonférence BG; 3° le plus court
chemin de l'une des circonférences AC, BCà
l'autre. Or, le pôle A est également distant
des points de la circonférence AC (IV) ; le
pôle B est aussi également distant des points
de la circonférence BG ; donc le plus court

chemin du point A au point B sur la sphère passe par le
point C, puisque la distance des deux circonférences AC, BC
est nulle pour ce point seul. Le point C étant un point quel¬
conque de l'arc AB, il résulte de ce qui précède que cet arc
fait partie du plus court chemin du point A au point B; et,
comme il joint ces deux points l'un à l'autre sans disconti¬
nuité, il est le plus court chemin cherché.

Je suppose, en second lieu, que les points A, B soient les
extrémités d'un même diamètre de la sphère; les circonfé¬
rences AC, BC, décrites de ces points comme pôles, coïncident
alors dans toute leur étendue, de sorte que le plus court che¬
min du point A au point B est l'une quelconque des demi-cir-
conferences de grands cercles qu'on peut mener parles deux
points A et B.

THÉORÈME VI

Un triangle sphérique ABC étant donné, si des sommets
A, B, C, comme pôles, on décrit
les circonférences de grands cercles
B'C'B"C", C'A'C'A", A'B'A"B", ces
lignes divisent la surface de la sphère
en huit triangles sphériques, tels
que les sommets de chacun d'eux
sont les pôles des côtés du triangle
ABC.

1° Les deux circonférences de

grands cercles B'C'B"C", C'A'C'A" divisent évidemment en
quatre triangles la surface de chacun des deux hémisphères
déterminés par le plan de la troisième circonférence A'B'A"B";
par conséquent, la surface de la sphère est partagée en huit
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triangles sphériques ayant pour sommets les six points d'in¬
tersection A', A", B', B", C', G" des
trois circonférences de grands cer-

y/f\ \ v. cles A'B', B'C' et C'A'.
V/' i i A •''un t'e ces trian-

—i—i G S*es> je dis que les sommets A',
yîr—J. L/ B", C' sont les pôles des côtés BC,\ \ y y CA, AB du triangle ABC. En effet,

J le point B étant le pôle de la circon-
A férence A'C', la distance BA' est un

quadrans; le point C étant le pôle de la circonférence A'B',
la dislance CA' égale aussi un quadrans. Dès lors le point A'
est éloigné d'un quadrans de chacun des points B et C; il
est donc le pôle de l'arc BC. Je démontrerais de même que
le sommet B" est le pôle de l'arc AC et le sommet C le pôle
de l'arc AB.

Remarque. — Parmileshuittrianglesprécédents, on ne con¬
sidère ordinairement que le triangle A'B'C', qui se distingue
des sept autres parce qu'il a son sommet A' du même côté de
l'arc BC que le point A, son sommet B' du même côté de l'arc
AC que le point B, et son sommet C' du même côté de l'arc AB
que le point C.

Réciproquement, je dis que, parmi les huit triangles sphé¬
riques qu'on formerait en décrivant trois circonférences de
grands cercles des sommets du triangle A'B'C' comme pôles, le
triangle ABC est celui qui jouit des mêmes propriétés par rap¬
port au triangle A'B'C'. En effet, pour démontrer que le som¬
met A du triangle ABC se trouve du même côté de l'arc B'C'
que le point A', il suffit de remarquer que les deux points A, A'
étant, par hypothèse, dans le même hémisphère terminé par
la circonférence BC dont le point A' est le pôle, la plus courte
distance du point A' au point A est moindre qu'un quadrans;
il en résulte que ces deux points doivent se trouver d'un même
côté de la circonférence de grand cercle B'C', décrite du point A
comme pôle. Je prouverais de môme que le triangle ABC a son
sommet B du même côté de l'arc A'C' que le point B', et son
sommet C du même côté de l'arc A'Br que le point C'.
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Legendre a donné aux deux triangles sphériques ABC,
A'B'C le nom de triangles polaires, parce qu'on peut décrire
les côtés de l'un quelconque d'entre eux, en prenant les
sommets de l'autre pour pôles. On les appelle aussi triangles
supplémentaires pour une raison qui résulte du théorème
suivant.

THÉORÈME VII

Si ABC et A'B'C' sont deux triangles polaires, chaque angle
de Vun de ces triangles a pour me¬
sure l'excès d'une demi - circonfé¬
rence sur le côté opposé dans Vautre
triangle.

Je prolonge les côtés AB, AC de
l'angle À du triangle ABC jusqu'aux
points D et E, où ils rencontrent le
côtéB'C' du triangle A'B'C. Le point
A étant le pôle de l'arc B'C', l'angle

BAC a pour mesure l'arc DE compris entre ses côtés (E, 20, Y);
je dis que DE est égal à l'excès d'une demi-circonférence
sur l'arc B'C'. En effet, l'arc EB' est un quadrans, puisque le
point B' est le pôle du côté AC; pareillement l'arc DC' est un

quadrans, car le point C' est le pôle du côtéAB. La somme
des deux arcs EB', DC égale donc une demi-circonférence.
Si de l'arc EB' je retranche DB', et que j'ajoute la même lon¬
gueur à l'arc DC, la somme des deux arcs EB', DC' n'est pas
changée; j'ai dès lors

DE -+- B'C = ÉB' + DC = çcirconf.,
et, par suite.

DE = lÀ circonf. — B'C.
Je démontrerais de même que chacun des deux autres

angles B, C du triangle ABC a pour mesure l'excès d'une
demi-circonférence sur le côté qui lui est opposé dans le
triangle A'B'C'.

Je considère, en second lieu, l'angle A' du triangle A'B'C';
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soient F et G les points d'intersection de ses côtés A'B', A'C'et
de l'arc BC prolongé. Le point A'
étant le pôle de BC, l'angle B'A'C' a
pour mesure l'arc FG compris entre
ses côtés. Or, chacun des arcs BG

B" et CF est un quadrans, puisque le
point B est le pôle de l'arc A'C', et
le point C le pôle de l'arc A'B'; par
conséquent, la somme BG-t- CF égale
une demi-circonférence. Mais cette

somme égale aussi BC-t-FG; donc BC-t-FG est une demi-
circonférence, et l'arc FG égale l'excès d'une demi-circon¬
férence sur le côté BC du triangle ABC. Je ferais la même
démonstration pour les deux autres angles B'et C' du triangle
A'B'C'.

Remarque. — Cette propriété du triangle A'B'C' appartient
aussi à son symétrique A"B"C", puisque ces triangles ont les
côtés égaux et les angles égaux chacun à chacun; mais elle
n'est pas commune aux six autres triangles qu'on obtient en
décrivant les trois circonférences des grands cerclesB'C'B"C",
C'A'C'A", A'B'A"B", des sommets A, B, C, du triangle ABC
comme pôles. Ainsi, par exemple, l'angle BAC a pour mesure
le côté B"C qui lui est opposé dans le triangle A'B"C', et non
pas l'excès d'une demi-circonférence sur ce côté ; car l'arc
C'B" est égal à l'excès de la demi-circonférence B'C'B" sur
l'arc C'B' ou à l'arc ED qui sert de mesure à l'angle BAC.
L'angle C du triangle ABC a aussi pour mesure le côté A'B"
qui lui est opposé dans le triangle A'C'B"; mais l'angle B a
pour mesure l'excès d'une demi-circonférence sur le côté A'C'
qui lui est opposé dans le môme triangle A'C'B".

Le théorème précédent explique le choix qu'on a fait du
triangle A'B'C' parmi les huit triangles que les trois circonfé¬
rences B'C'B"C", A'C'A"C", A'B'A"B" déterminent sur la sphère,
et justifie le nom de triangles supplémentaires, donné aux deux
triangles ABC, A"B"C".

Co -3
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THÉORÈME VIII

1° La somme des trois angles d'un triangle sphérique ABC
est moindre que six angles droits et plus grande que deux.

2° La somme de deux angles quelconques de ce triangle est
moindre que le troisième augmenté de deux angles droits.

1° Chaque angle du triangle ABC est moindre
que deux angles droits; donc la somme des

\ Aj / trois angles de ce triangle est moindre que six
\/ angles droits.

0 Si on désigne par A, B, C les nombres de
degrés contenus dans les mesures des angles BAC, ABC, ÂCB
du triangle proposé, les côtés du triangle supplémentaire sont
respectivement égaux à

180° —A, 180° —B, 180°—C.
Or, la somme de ces côtés est moindre qu'une circonférence
(E, 20, VI) ; par conséquent on a

180° — A -4-180° — B ■+• 180° — C < 560°,
'et l'on en déduit :

A + B + C>180#.
Donc la somme des trois angles du triangle sphérique ABC est
plus grande que deux angles droils.

2" Chaque côté du triangle supplémentaire étant moindre
que la somme des deux autres (E, 20, VI), on a aussi :

180° —A <180° —B+ 180°— C,
d'où l'on tire :

B -t- C <A -t-180°;
la somme de deux angles quelconques B etC du triangle ABC
est donc moindre que le troisième A, augmenté de deux angles
droits.

Remarque. — On appelle excès sphérique d'un triangle
l'excès de la somme de ses angles sur deux angles droits.

Un triangle sphérique est rectangle lorsqu'il a un angle
droit; on appelle hypoténuse le côté opposé à cet angle.

On donne le surnom de birectangle, de trirectangle à un
triangle sphérique qui a deux ou trois angles droits.
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Trois grands cercles qui sont perpendiculaires deux à deux
divisent évidemment la surface de la sphère en huit triangles
trirectangles égaux enlre eux (X).

Corollaire. — La somme des angles d'un polygone sphérique
convexe de n côtés est plus grande que n —2 fois 2 angles droits
et moindre que n — 2 fois 6 angles droits.

En effet, on peut décomposer ce polygone en n — 2 triangles
sphériques, en joignant l'un de ses sommets à tous les autres
par des arcs de grands cercles ; or, la somme des angles de
chaque triangle est comprise entre 2 angles droits et 6 angles
droits ; donc la somme des angles de tous les triangles, ou la
somme des angles du polygone, est comprise entre n— 2 fois
Sangles droits et n — 2 fois 6 angles droits.

L'excès de la somme des angles de ce polygone sur 2 (n — 2)
angles droits est appelé l'excès sphérique du polygone.

THÉORÈME IX

deux triangles sphériques, situés sur la même sphère ou sur
des sphères égales, sont égaux ou symétriques, s'ils ont un

angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun.
... Soient ABC, A'B'C deux trian-

- /C A S^es s'tués sur des sphères
\ '/ / \ j / égales qui ont les points 0 et 0'

\j/ pour centres ; je suppose l'angle0 °' A égal à l'angle A', le côté AB
égal au côté A'B' et le côté AC égal au côté A'C'. Je dis que
les triangles ABC, A'B'C' sont égaux, si leurs parties égales
sont semblablemeat disposées, et qu'ils sont symétriques dans
l'hypothèse contraire.

Bans la première hypothèse, je superpose les surfaces des
deux sphères en faisant coïncider leurs centres 0 et 0' ; j'amène
ensuite le point A' sur le point A et le point B' sur le point B ;'arc A'B'6'applique alors sur l'arc AB. Comme l'angle A'<est
ecal à 1 angle A, et que les parties égales des deux triangles
sontsemblablement disposées, l'arc A'C' prend la direction de'arc AC, et le point C se confond avec le point C, puisque les

26

SCD LYON 1



402 GÉOMgTRIE.
arcs AC, A'C sont égaux. Les côtés BC, B'C' ont par suite les
mêmes extrémités et coïncident ; les triangles ABC, A'B'C sont
donc égaux.

Je suppose, en second lieu, les parties égales des triangles
ABC, A'B'C' inversement disposées, et je construis un triangle
sphérique abc qui soit symétrique au triangle ABC. Ces deux
triangles ont tous leurs éléments, côtés et angles, égaux cha¬
cun à chacun et inversement disposés ; par conséquent, le
triangle A'B'C' et le triangle abc ont un angle égal compris
entre deux côtés égaux chacun à chacun, et leurs parties égales
sont semblablement disposées. D'après le cas précédent, le
triangle A'B'C' est donc égal au triangle abc, et les triangles
ABC, A'B'C'"sont symétriques.

THÉORÈME X

Deux triangles sphériques, situés sur la même sphère ou sur
des sphères égales, sont égaux ou sijmétriques, s'ils ont un côlc
égal adjacent à deux angles égaux chacun ù chacun.

Soient ABC, A'B'C' deuxtrian-
c'

gles situés sur deux sphères éga¬
les dont les points 0 et 0' soir
les centres. Je suppose le côté
BC égal au côté B'C', l'angle B

égal à l'angle B' et l'angle C égal à l'angle C'. Je dis que les
triangles ABC, A'B' C' sont égaux, si leurs parties égales sont
semblablement disposées, et qu'ils sont symétriques dans
l'hypothèse contraire.

J'admets d'abord que la disposition des parties égales soit
la même dans les deux triangles, et je superpose les surfaces
des deux sphères en faisant coïncider leurs centres 0,0'-
J'amène ensuite le point B' sur le point B et le point C' sur le
point C; l'arc B'C' s'applique alors sur l'arc BC. Comme te
angles B'et C' sont respectivement égaux aux angles B. et C,
l'arc B'A' prend la direction de l'arc BA, et l'arc C'A'la direc¬
tion de l'arc CA. Par conséquent, re point d'intersection A'des
arcs B'A', C'A' se confond avec celui des arcs BA, CA, c'est-à-
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dire avec le point A, et les triangles ABC, A'B'C' qui coïn¬
cident dans toute leur étendue sont égaux.

Si les parties égales des deux triangles ABC, A'B'C' étaient
inversement disposées, je démontrerais, comme dans le théo¬
rème précédent, que ces triangles sont symétriques.

THÉORÈME XI

Deux triangles sphériques ABC, A'B'C', situés sur la même
sphère ou sur des sphères égales, sont égaux ou symétriques
s'ils ont les trois côtés égaux chacun à chacun.

^ Soient 0 et 0' les centres da
deux sphères égales, sur les-

\ j/ quelles les triangles ABC, A'B'C\/7 V sont placés; les grands cercles
qui forment ces triangles dé¬

terminent deux angles trièdres OABC, O'A'B'C' dont les faces
sont égales chacune à chacune, puisque les côtés des deux
triangles qui servent de mesure à ces angles sont eux-mêmes
égaux chacun à chacun. Par conséquent les angles dièdres,
opposés aux faces égales, sont égaux (E, 7, IY). Les triangles
ABC, A'B'C ont dès lors tous leurs éléments, côtés et angles,
égaux chacun à chacun; ils sont donc égaux ou symétriques,
selon que leurs parties égales sont semblablement ou inver¬
sement disposées.

THÉORÈME XII

Deux triangles sphériques ABC, A'B'C', situés sur la même
sphère ou sur des sphères égales, sont égaux ou symétriques,
s'ils ont les trois angles égaux chacun à chacun.

Je construis les triangles polaires abc, a'b'c' des triangles
ABC, A'B'C, et je fais remarquer que les angles des triangles
ABC, A'B'C étant par hypothèse égaux chacun à chacun, leurs
suppléments le sont aussi; par conséquent les triangles abc,a'b'c?
ont les trois côtés égaux chacun à chacun (VII) et sont égaux ou
symétriques (XI). Les angles de ces triangles sont donc égaux
chacun à chacun, ainsi que leurs suppléments; les triangles»
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ABC, A'B'C ont, par.suite, les côtés égaux chacun à chacun,
et sont égaux ou symétriques, selon que leurs parties égales
sont semblablement ou inversement disposées.

Corollaire I. — Si l'on appelle, comme dans la Géométrie
plane, triangles sphériques semblables deux triangles équian-
gles dont les côtés adjacents aux angles égaux soient propor¬
tionnels, la proposition précédente démontre que deux trian¬
gles sphériques semblables ne peuvent appartenir à la même
sphère sans être égaux.

Corollaire II. — Si un angle trièdre OABC a son sommet
au centre 0 de deux sphères concentri¬
ques OA, OA', il intercepte sur leurs sur¬
faces deux triangles ABC, A'B'C', qui sont
semblables.

En effet, ces triangles sont évidemment
équiangles; de plus, leurs côtés AC, A'C

sont des arcs semblables, proportionnels aux rayons OA, OA',
il en est de même des côtés BC, B'C' et des côtés ÀB, A'B';
on a donc

AC
_ BC _ AB

A'C' B'C' A'B' '
et les triangles sphériques ABC, A'B'C' sont semblables.

problème i

Construire un triangle sphérique dont les trois côtés sont
donnes.

Soient a, h, e les trois arcs de grands cercles donnés; je
suppose leur somme moindre que la circon¬
férence de grand cercle AB, et chacun d'eux
plus grand que la différence des deux autres
(E, 20, YI). Pour construire un triangle sphéri¬
que avec ces trois arcs, je prends sur la circon¬
férence de grand cercle AB un arc AB égalée,

et je décris du point A comme pôle, avec une distance polaire
égale à b, la circonférence CD rencontrant la circonférence AB
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aux point D et D'. Je décris ensuite du point B comme pôle,
avec une distance polaire égal à a, un arc de
cercle qui coupe la circonférence CD aux deux
points C,Ci,et je joins chacun de ces points aux
deux points A, B par un arc de grand cercle.
Les triangles sphériques symétriques ABC,
ABC, satisfont l'un et l'autre aux conditions

du problème proposé qui a dès lors deux solutions.
La possibilité de ce problème ne dépend que de l'intersec¬

tion de la circonférence CD et de l'arc décrit du point B comme
pôle avec la distance polaire a. Or, pour que les deux lignes
se rencontrent, il faut et il suffit que la distance polaire a soit
plus grande que l'un des deux arcs BD, BD', menés du point B
perpendiculairement à la circonférence CD, et plus petite que
l'autre (III) ; je dis que les trois arcs donnés satisfont à ces deux
conditions. En effet, 1° l'arc a est plus grand par hypothèse
que l'arc BD qui égale AB — ADouc—b; 2° l'arc BD', ou c+b,
peut être plus petit ou plus grand qu'une demi-circonférence :
dans le premier cas, l'arc a est plus petit par hypothèse que
l'arc BD'; dans le second cas, je compare l'arc» à l'arc BD"D',
ou 560° — (c + b), qui est moindre qu'une demi- circonférence,
et je fais remarquer qu'il est encore plus petit que BD"D'; car
on a par hypothèse

a + b -t- c < 560°,
et, par conséquent,

«<360°— (b -+- c).
PROBLÈME II

Construire un triangle sphérique dont les trois angles sont
donnés.

Soient A, B, C les trois angles donnés; je suppose leur
somme plus grande que deux angles droits, et chacun d'eux,
aùgmenté de deux angles droits, plus grand que la somme des
deux autres (VIII). Cela posé, je désigne par a', b', c' les sup¬
pléments respectifs de ces angles, et dans chacune des inéga¬
lités suivantes :

A + B-i-C>1800,
A+180°>B + C.
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données par hypothèse, je remplace A par 180°—a', B par
180° — b', et C par 180° — c' ; je trouve ainsi :

a'-+ fr'-H c'<360°,
Et

+ c'.

On peut donc construire un triangle sphérique avec lçsijhis
arcs de grands cercles a',b', c', puisque leur somme est moindre
que la circonférence d'un grand cercle, et que chacun d'eux
est moindre que la somme des deux autres (Probl. I). Ce trian¬
gle sphérique étant construit, je décris ensuite son triangle
polaire qui a pour angles les suppléments des arcs a?, b', c'
(VII), c'est-à-dire les angles donnés A, B, C et qui résout dès
1ors le problème proposé.

Ce problème a deux solutions, puisqu'on peut construire un
trianglesphériqueetsonsymôtrique avec les trois arcs a',b\d.
Ces deux solutions sont aussi deux triangles sphériques symé¬
triques.

PROBLÊME III

Tracer par un point A donné sur une sphère une circonférence
de grand cercle qui fasse un angle do7iné avec une circonférence
de grand cercle donné BCD.

i) Je commence par déterminer le pôle P du
//^^\\ cercle BCD, situé sur l'hémisphère ABCD; je

\ décris ensuite la circonférence EFH, lieu géo-
\ ' J^k,' J métrique des pôles des circonférences de grands

/y cercles, qui font avec la circonférence BCD
^ un angle égal à l'angle donné (E, 20, Y), el

je trace du point A comme pôle un arc de grand cercle, ren¬
contrant généralement la circonférence EFH en deux points
E, F. Chacun de ces points est le pôle d'une circonférence de
grand cercle qui résout le problème proposé, car elle passe
par le point A et fait l'angle donné avec la circonférence BCD.

Pour reconnaître la condition de possibilité de ce problème,
je joins le point A au point P par un arc de grand cercle qui
coupe la circonférence EFH aux deux points II, K et la circon-
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férence BCD au poini C. Les deux arcs Ail, AK étant perpendi-
b culaires à cette circonférence (E., 20,111), il faut

et il suffît que l'arc AH soit plus petit et l'arc AIv
plus grand qu'un quadrans qui est la distance
polaire de l'arc de grand cercle, décrit du
point A comme pôle. La première de ces deux
conditions est toujours satisfaite, puisque l'arc

AH est moindre que AP, et, par suite, moindre qu'un qua¬
drans. Le problème proposé a donc deux solutions lorsque
l'arc AK est plus grand que PC, c'est-à-dire lorsque l'arc PK est
plus grand que l'arc AC qui mesure la distance du point A
à la circonférence BCD. 11 n'a qu'une solution si PK est égal à
CA; enfin, il est impossible lorsque PK est moindre que CA.

Remarque. — Ce problème sert à construire un triangle
sphérique dans lequel on connaît un angle et les deux côtés
qui le forment, ou un côté et deux angles.
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CHAPITRE II

mesure dè la surface du triangle gphériqne et
du volume de la pyramide spliérique.

Programme : Un fuseau est à la surface de la sphère comme l'angle du fuseau
est à quatre angles droits. — Deux triangles spliériques symétrique* sont
équivalents. — L'aire d'un triangle sphérique est à celle de la sphère
entière comme l'excès de la somme de ses angles sur deux angles droits
est à huit angles droits. — A chaque propriété des triangles ou polygones
sphériques correspond une propriété analogue des angles trièdres ou po¬
lyèdres.

DÉFINITIONS

1. On appelle fuseau la portion de la surface d'une sphère
comprise entre deux demi-circonférences de grands cercles
terminées au môme diamètre. L'angle de ces deux circonfé¬
rences a reçu le nom d'angle du fuseau.

Il est évident que deux fuseaux situés sur la môme sphère
ou sur des sphères égales sont égaux s'ils ont des angles égaux,

2. Un onglet sphérique est la partie d'une sphère comprise
entre deux demi-grands cercles terminés au même diamètre.
L'angle des plans de ces deux cercles est l'angle de l'onglet
sphérique; le fuseau qui le termine lui sert debase.

Dans la même sphère ou dans des sphères égales deux on¬
glets sont évidemment égaux s'ils ont des angles égaux.

3. On appelle pyramide sphérique la portion d'une sphère
comprise dans un angle polyèdre qui a son sommet au centre
de cette sphère. — La pyramide a pour base le polygone in¬
tercepté par l'angle polyèdre sur la surface sphérique.

Deux pyramides sphériques opposées par le sommet sont
symétriques comme leurs bases.

4. Un segment sphérique est la portion d'une sphère com¬
prise entre deux plans parallèles; il a pour bases les deux
cercles qui le terminent, et pour hauteur la plus courte dis¬
tance des plans de ses bases.
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Si l'un des deux plans parallèles est langent à la sphère, le
segment sphérique correspondant n'a qu'une base.

THÉORÈME I

Le rapport d'un fuseau à la surface de la sphère est égal au
rapport de l'angle de ce fuseau à quatre angles droits.

Soit le fuseau ABED déterminé sur la

sphère CA par les demi-circonférences BAD,
BED, qui se coupent aux extrémités du dia¬
mètre BD. Je décris, du point D comme
pôle, une circonférence de grand cercle
rencontrant les arcs BAD, BED aux points
A et E; l'angle du fuseau a pour mesure

l'arc AE. Je suppose d'abord cet arc et la circonférence CA
commensurables entre eux, et leur rapport égal à ~ Je
divise la circonférence CA en 16 parties égales; dès lors
l'arc AE contient exactement trois de ses parties. Par le dia¬
mètre BD et chacun des points de division, je mène des
plans qui partagent la surface de la sphère en 16 fuseaux
égaux entre eux, car leurs angles sont égaux. Or, le fuseau
ABED contient exactement trois de ces fuseaux partiels;

• 3
donc son rapport à la surface de la sphère égale aussi ; par
conséquent il est le même que le rapport de l'arc AE à la cir -
conférence CA, ou que celui de son angle à quatre angles droits.

Si l'arc AE et la circonférence CA n'ont pas de commune

mesure, je divise la circonférence en un nombre quelconque
de parties égales, par exemple en 1000, et je suppose que l'arc
AEsoit plus grand que 345 de ces parties, mais moindre que
346; le rapport de cet arc à la circonférence CA, ou celui de
l'angle du fuseau à quatre angles droits, est compris par suite
entre ^ et Par le diamètre BD et chacun des points de
division de la circonférence, je mène des plans qui parlagent
la surface de la sphère en 1000 fuseaux égaux entre eux, car
leurs angles ont des mesures égales. Or, le fuseau ABED est plus
grand que 345 de çes fuseaux partiels, et moindre que 346;
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donc son rapport à la surface de la sphère est aussi compris
entre ^ et Ce rapport et celui de l'angle du fuseau à
quatre angles droits contiennent dès lors le même nombre de
millièmes. Je prouverais par un raisonnement semblable que
ces deux rapports contiennent le même nombre d'unités d'un
ordre décimal quelconque; par conséquent ils sont égaux.

Remarque. — On démontre de même que le rapport d'un
onglet à la sphère égale celui de l'angle de l'onglet à quatre
angles droits.

Corollaire. — Soient R le rayon d'une sphère et A le rapport
de l'angle d'un fuseau à l'angle droit. 1° Il résulte du théorème
précédent que

fus. A A.
4ÏR*~ 4'

on en déduit :

fus. A = tcR' X A,
c'est-à-dire que l'aire d'un fuseau est égale au produit de l'aire
d'un grand cercle de la sphère par le rapport de l'angle du fuseau
à l'angle droit.

2° On a aussi

onglet A. fus. A
sphère R surf. sph. R1

or, le volume de la sphère est égal au produit de sa surface
par le tiers de son rayon; donc le volume de l'onglet est égal
au produit du fuseau correspondant par le tiers du rayon île
la sphère.

THÉORÈME II

Deux triangles sphériques symétriques sont équivalents.
Soient ABC, A'B'C' deux

triangles sphériques sy¬
métriques dans lesquels
le côté AB est égal à AU',

c le ccté AC égal à A'C, et
le côté BC égal à B'C'; il

en résulte que les angles A, B, C du premier triangle sont
égaux respectivement aux angles A', B', C' du second.
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Le triangle ÀBC peut être isocèle ou ne l'être pas. Je le
suppose d'abord isocèle, et ses côtés AB, AG égaux; je dis

côté A'C' prend la direction de AB, à cause de l'égalité des
deux angles A, A', et le point C' se confond avec le point B.
Les côtés CB, B'C' ont dès lors leurs extrémités communes et
coïncident; donc les triangles ABC, A'B'C' sont égaux.

Je suppose, en second lieu, que les triangles symétriques
ABC, A'B'C ne soient pas isocèles, et je dis qu'ils sont équiva¬
lents. Je détermine le pôle P du petit cercle circonscrit au
triangle ABC (E., 20, Prob. V), et je le joins aux sommets de
ce triangle par des arcs de grand cercle. Le point P peut
être à l'intérieur du triangle ABC ou à l'extérieur, ou bien sur
le plus grand côté. J'examine d'abord le premier cas : les arcs
PA, PB, PC décomposent le triangle ABC en trois triangles
PAB, PAC, PBC qui sont isocèles, car le pôle P est également
éloigné des trois points A, B et C. Je tire dans l'angle B'A'C'
un arc de grand cercle A'P', faisant avec le côté A'B' un angle
B'A'P'égal à l'angle BAP; je prends ensuite sur l'arc A'P' une

longueur A'P' égale à AP ; et je joins le point P' aux trois som¬
mets du triangle A'B'C' par les arcs de grand cercle P'A',
PU', P'C'. Les deux triangles PAB, P'A'B', qui ont un angle
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun, sont
symétriques; car leurs parties égales sont évidemment dis¬
posées dans un ordre inverse. Or, le triangle PAB est isocèle ;
donc P'A'B' l'est aussi, et ces triangles symétriques sont égaux
d'après ce qui précède. Les triangles PAC, P'A'C' ont pareille¬
ment un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun à
chacun, puisque l'angle PAC, qui est la différence des deux
angles BAC, BAP, égale l'angle P'A'C qui est aussi la différence
des deux angles B'A'C', B'A'P' égaux respectivement aux
angles BAC, BAP. De plus, les parties égales de ces triangles

A A' qu'il est égal au triangle
A'B'C', qui est aussi iso¬
cèle puisque A'B'est égal
àAB elA'C' égala AC. En

c effet, si j'applique le côté
A'B' sur son égal AC, le
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sont disposées dans un ordre inverse; donc PAC et P'A'Csont
symétriques. Mais le triangle PAC est isocèle ; par conséquent
il est égal à P'A'C'. Enfin, les triangles isocèles PBC, P'B'C'
sont égaux, puisqu'ils ont les trois côtés égaux chacun à cha¬
cun. Donc les triangles ABC, A'B'C', qui sont composés d'un
même nombre de triangles isocèles égaux deux à deux, sont

équivalents.

On fait la démonstration de la même manière, lorsque la
pôle P du cercle circonscrit au triangle ABC se trouve sur le
plus grand côté AC du triangle ABC, ou à l'extérieur decc
triangle. Dans le premier cas, on décompose ABC en deux
triangles isocèles PBA, PBC, en tirant l'arc de grand cercle PB,
Dans le second cas, le triangle ABC est égal à l'excès de la
somme des deux triangles isocèles PBA, PBC sur le triangle
PAC qui est aussi isocèle.

Corollaire i. — Si un triangle sphérique ABC est isocèle,Ip
angles B, C, opposés aux côtés égaux AB, AC, sont égaux;et
réciproquement.

L'égalité du triangle isocèle ABC et de son symétrique A'B'C
prouve que l'angle B est égal à l'angle C, etpar suite à l'angle C.

La réciproque se démontre aussi par la superposition du
triangle ABC et de son symétrique A'B'C'.

Corollaire II. — Deux triangles sphé-
niques ABC, DBE, gui ont un angle opposé
Var sommet et dont les côtés AC, DE, op-

\T1/ y posés à cet angle, sont situés sur la même
—" circonférence de grand cercle, forment en¬

semble le fuseau ABCF dont l'angle est ABC.

SCD LYON 1



COMPLÉMENT. 445

Le fuseau ABCF égale la somme des deux triangles ABC,
ACF; or, le triangle ACF est équivalent au triangle DBE parce
qu'ils sont symétriques, on a donc :

tri. ABC -f- tri. DBE — fus. ABCF.

THÉORÈME III

l'aire du triangle sphërique est à celle de la sphère en¬
tière, comme l'excès de la somme des angles du
triangle sur deux angles droits est à huit angles
droits.

Soit le triangle sphérique ABC; je prolonge
ses côtés AC, BC jusqu'aux points D et E, où ils

rencontrent la circonférence dont le troisième côté AB fait
partie, et j'ai les égalités suivantes :

ABC + BCD = fuseau A,
ABC -+- ACE = fuseau B,
ABC -f- CDE = fuseau C (II, 2).

En ajoutant ces égalités membre à membre, et remarquant
que la somme des quatre triangles ABC, BCD, CDE, ACE est
égale à la moitié de la surface de la sphère, je trouve :

2 ABC + \ surf, sph.— fus. A -+- fus. B + fus. C,
et par suite,

ABC = | (fus. A + fus. B -f- fus. C) — | surf. sph.
Je divise ensuite les deux membres de cette dernière égalité
parla surface de la sphère, et j'y remplace le rapport de chaque
fuseau à la surface de la sphère par celui de l'angle de ce
fuseau à quatre angles droits; si je désigne par A, B, C les
rapports des angles du triangle ABC à l'angle droit, j'aurai

ABC __A+B + C —2.
surf. sph. - 8

ce qui démontre le théorème énoncé.
Corollaire. — Si, dans l'égalité précédente, je substitue à

la surface de la sphère huit fois l'aire T du triangle trirectangle,
celte égalité devient :

ABC
«T

■B + C —2;
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le nombre A -h B + C — 2, qu'on obtient en divisant l'excèsde
la somme des angles du triangle ABC sur deux angles droits
par l'angle droit, est le rapport de l'excès sphériqueàe ce triangle
à l'angle droit. Par conséquent, le triangle sphérique ABC a
pour mesure le rapport de son excès sphérique à l'angle droit,
lorsqu'on prend le triangle trirectangle, ou le huitième de la
surface de la sphère, pour l'unité de surface.

THÉORÈME IV

L'aire d'un polygone sphérique convexe ABCDE est à celle de
la sphère entière, comme l'excès de la somme des angles de ci
polygone sur autant de fois deux angles droits qu'il a de côtés
moins deux est à huit angles droits.

Je joins le sommet A aux autres sommets
par des arcs de grand cercle qui décom¬
posent le polygone sphérique ABCDE en
autant de triangles qu'il a de côtés moins
deux. Or, l'aire de chaque triangle est à
celle de la sphère comme l'excès de la

somme de ses angles, diminuée de deux angles droits, est à
huit angles droits ; donc la somme des aires de tous les triangles
ABC, ACD, ADE, ou l'aire du polygone ABCDE, est à celle de
la sphère entière comme la somme des angles de ce polygone,
diminuée d'autant de fois deux angles droits qu'il a de côtés
moins deux, est à huit angles droits; car la somme des angles
de tous les triangles est égale à celle des angles du poly¬
gone.

Corollaire. — Soient n le nombre des côtés du polygone,S
le rapport de la somme de ses angles à l'angle droit et T l'aire
du triangle sphérique trirectangle; on a

Le nombre S — 2 (n — 2), qui est le rapport de l'excès sphé¬
rique du polygone à l'angle droit, exprime la mesure de la
surface de ce polygone, lorsqu'on prend le triangle sphérique
trirectangle pour unité.
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Remarques sur les deux chapitres précédents.

On sait que les plans des ares de grands cercles qui formen
un polygone sphérique déterminent au centre de la sphère un
angle polyèdre qui a les mêmes angles que le polygone et dont
les angles plans sont mesurés par les côtés du même polygone.
On peut donc conclure de là qu'à chaque propriété des trian¬
gles ou polygones sphériques correspond une propriété ana¬
logue des angles trièdres ou polyèdres. Par exemple :

Dans tout angle trièdre : 1° la somme des angles dièdres est
moindre que six angles dièdres droits, et plus grande que deux ;
2" la somme de deux angles dièdres est moindre que le troisième
augmenté de deux angles dièdres droits.

deux angles trièdres sont égaux ou symétriques : 1° s'ils ont
un angle dièdre égal compris entre deux angles plans égaux
chacun à chacun ; 2° s'ils ont un angle plan égal, adjacent à
deux angles dièdres égaux chacun à chacun; 5° s'ils ont les
trois angles plans égaux chacun à chacun; 4° s'ils ont les trois
angles dièdres égaux chacun à chacun.

THÉORÈME V

Le lieu géométrique des sommets A des triangles sphériques
qui ont une base commune BC, et dans lesquels
l'angle A, opposéà la base, diffère de la somme
B -f- C des deux autres angles d'une quantité

\ constante K, est une circonférence passant par
\ les points B et C,

B Soit ABC l'un des triangles jouissant de la
propriété énoncée ; je détermine le pôle P du cercle qui passe
par ses sommets, et je tire des arcs de grand cercle PA, PB, PC.
Le triangle PAB étant isocèle, l'angle PBA, opposé au côté PA,
est égal à l'angle PAB, opposé au côté PB; pour une raison sem¬
blable, l'angle PCA est égal à l'angle PAG. Par conséquent, la
somme des angles égaux PBC,PCB du triangle isocèle PBC égale
l'excès K de la somme des deux angles ABC, ACB du triangle
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ABC sur le troisième BAC, et chacun des angles PBC, PCB égale
la moitié de l'angle donné K (II, c., I). Le triangle isocèle PBC
est donc déterminé, puisqu'on connaît son côté BC et les deux
angles adjacents ; la dislance AP du sommet variable A au point
fixe P estpar suite constante, et le lieu géométrique du pointA
est la circonférence décrite du point P comme pôle avec la
distance polaire PB ou PC.

THÉORÈME VI

Le lieu géométrique des sommets C des triangles spliériques
de même base AB et de même surface est une circonférence.

Soit ABC l'un des triangles satisfaisant aux conditions de
l'énoncé; je prolonge les côtés BC, AC de l'an¬
gle ACB jusqu'à la rencontre de la circonfé¬
rence AB. En désignant par A, B, C, D, E les
rapports des angles des triangles ABC, CBEà
l'angle droit, et par S le rapport constant de

l'aire du triangle ABC à celle du triangle trirectangle, j'ai
l'égalité (III) :

A-t-B + C— 2 = S ;

or, les angles A et D des triangles ABC, CDE sont supplémen¬
taires, ainsi que leurs angles B et E; par conséquent,

A = 2 — D,
B = 2- E.

En substituant ces valeurs de A et B dans l'égalité précédente,
je trouve :

2 + C — D — E = S,
c'est-à-dire que l'angle C du triangle CDE diffère de la somme
D-f-Edes deux autres angles d'une quantité constante. Or,
les deux sommets D et E de ce triangle sont diamétralement
opposés aux points donnés A et B et, par suite, fixes; donc le
lieu du troisième sommet C est une circonférence passant par
les points D et E (Y).

Cette proposition est connue sous le nom de théorème ik
Lexeïl; c'est à M. Steiner qu'est due la démonstration géomé¬
trique précédente.
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THÉORÈME VII

Corollaire.

Si deux pyramides sphériques triangulaires sont symétriques,
tlies sont équivalentes.

Démonstration analogue à celle du théorème II, même
chapitre; il suffit d'y remplacer chaque triangle sphérique
par la pyramide sphérique correspondante.

- Deux pyramides sphériques triangulaires
OABC, OCDE qui ont un angle dièdre opposé
par Varête et dont les deux faces AOB, EOD,
opposées à cet angle, font partie du même
plan, forment ensemble l'onglet- ACFB dont
l'angle est ACB.

Car la pyramide OCDE est équivalento
à la pyramide OAFB, parce qu'elles sont symétriques.

THÉORÈME VIII

Le volume d'une pyramide sphérique triangulaire OABC est
éijal au produit de sa base ABC par le tiers du rayon OA de la
sphère.

Les plans des faces AOC, BOC divisent l'hémisphère ABCB
en quatre pyramides sphériques trian¬
gulaires OABC, OACD, OCDE, OBCE,
l'on a :

OABC +- OBCE — onglet A
OABC -1- OACD = onglet B,
OABC OCDE = onglet C (VII, c).

En ajoutant ces égalités membre à mem¬
bre et remarquant que la somme des quatre pyramides OABC,
OBCE, OACD, OCDE est égale à la moitié de la sphère, on
>rouve :

"20ABC -|- | sphère = onglet A •
Et par conséquent,

- ongletB -t- onglet G,

AM ELKM.
à 7
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* 1

OABG =
^ (onglet A •+- onglet B -f- onglet G) — j sphère.

Or, on a successivement (I, c) :

onglet A = /hs. A x | OA,
onglet B = fus. B x g OA,
onglet C = fus. G x g OA,

et sphère OA = surf. sph. X l OA;

(fus. A -+- fus. B ■+■ fus. C — \ surf, sph .\ ^A 2 / 5 '
ou (III) OABC = tri. ABG x J OA.

Corollaire. — Le volume de la pyramide sphérique triangu¬
laire OABC est aussi égal au rapport de l'excès sphérique de su
base à l'angle droit, si l'on prend la pyramide trirectangle, ou
le huitième de la sphère, pour l'unité du volume.

Soient A, B, C les rapports des angles de la pyramide OABC
à l'angle droit et R le rayon de la sphère ; on a (III) :

tri. ABC =^ (A+B + C- 2)
et, par suite,

pyr. OABG = ^ (A 4- B + G - 2) ;
mais le volume V de la pyramide sphérique trirectangle est

égal-^(E., 20, IV); on a donc :
Ht°™ = A+B + C-2;

ce qui démontre le théorème énoncé.

THÉORÈME IX

Le volume d'une pyramide sphérique polygonale OABCDE
est égal au produit de sa base ABCDE par le tiers du rayon de
la sphère.
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Je mène les grands cercles OEB, OEC qui décomposent la
pyramide polygonale ÂBCD en pyramides
triangulaires ayant pour Bases les différents
triangles dans lesquels le polygone ABCD
est partagé par les arcs EB, EC. Chaque
pyramide triangulaire a pour mesure le
produit de sa base par le tiers du rayon de

la sphère; donc le volume de la pyramide polygonale OABCDE
est égal au produit de la somme des bases des pyramides trian¬
gulaires par le tiers du rayon, c'est-à-dire égal au produit de
sa base par le tiers du rayon.

Corollaire. — Le volume de la pyramide sphérique polygo-
nale OABGD est aussi égal au rapport de l'excès sphérique de sa
base à l'angle droit, si Von prend la pyramide sphérique trirec-
tangle pour l'unité de volume.

Soient R le rayon de la sphère, n le nombre des faces laté¬
rales de la pyramide et A le rapport de la somme de ses angles
dièdres à l'angle dièdre droit ; on a (IV) :

polyg. ABCDE = ^ A — 2 (n — 2) ^
et, par suite, OABCDE == f A — 2 (n — 2)

. itR1
Or, le volume V de la pyramide trirectangle est égal à
(E, 20, IV) ; on a donc :

OABCDE , _ . ni

—Y— = A —2 (n—2);
ce qui démontre le théorème énoncé.

problèmes

1. La somme des angles dièdres d'un angle polyèdre qui a n
faces est plus grande que 2 (n — 2) angles droits, et moindre
que 2?i angles droits.

2. Le tétraèdre qui a pour sommets les points d'intersection
des médianes des faces d'un tétraèdre donné est semblable au

symétrique de ce dernier tétraèdre. — Quel est le rapport de
leurs volumes?
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5. Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique est
égal à la somme des deux autres, le pôle du cercle circonscrit
à ce triangle est sur le plus grand côté.

4. Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique est
plus grand que la somme des deux autres., le pôle du cercle
circonscrit est situé à l'extérieur du triangle, entre les prolon¬
gements des côtés du plus grand angle.

5. Si le plus grand des angles d'un triangle sphérique est
moindre que la somme des deux autres, le pôle du cercle cir¬
conscrit est situé à l'intérieur du triangle.

6. Tout point de l'arc bissecteur de l'angle de deux arcs de
grands cercles est également éloigné des deux côtés de cet
angle. — Tout point extérieur à l'arc bissecteur est inégale¬
ment distant des deux côtés de l'angle.

7. Les arcs bissecteurs des trois angles d'un triangle sphé¬
rique passent par le même point qui est le centre du cercle
inscrit. — Les arcs bissecteurs des suppléments de deux angles
d'un triangle sphérique et l'arc bissecteur du troisièmepmgle
se rencontrent en un môme point, centre de l'un des cercles
ex-inscrits.

8. Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles
sphériques qui ont une base commune et dont l'angle au som¬
met est égal à la somme des deux autres?

9. Calculer la portion de la surface et du volume de la terre
comprise entre l'équateur et l'écliptique, en sachant que ces
deux cercles forment un angle 23° 28'?

10. Déterminer l'angle des méridiens de Paris etdeLondres,
en sachant -que le fuseau terrestre qu'ils forment est égala
3,367 myriamètres carrés.

11. Calculer l'aire d'un triangle sphérique ABC, ensachant
que le rayon de la sphère est égal à lm,2, et que les angles
A, B, C sont respectivement égaux à 78° 15', 62° 45' et
72° 40'.

12. Calculer les angles d'un triangle sphérique, en sachant
qu'ils sont entre eux comme les nombres 4, 6 et 7, et que ce
triangle est égal au quart du triangle trirectangle de la même
sphère.
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15. Calculer le rayon du âegmentsphérique maximum parmi
les segments sphêriques qui sont terminés par des zones de
surlace constante, à une seule base.

14. Diviser une sphère en deux segments dont l'un soit les
deux tiers de l'autre, par un plan perpendiculaire à un dia¬
mètre donné. — Calculer le rayon de la section à un millimètre
près, en prenant celui de la sphère pour unité.

15. Inscrire dans une sphère un cylindre dont le volume
ait un rapport donné avec celui de la sphère. — Maximum de
je rapport.

FIN I.IU COMPLÉMENT,
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