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PRÉFACE. 

X-J E Discours imprimé à la tête de ce nouveau Cours 

de Mathématiques contient une Histoire abrégée de 

l'Arithmétique & de l'Algébre. J'y ai exposé en même 

rems la manière générale dont j'ai cru devoir traiter 

les sciences que mon plan embrasse. Vo;ci en peu de 

mots Tordre particulier du présent Ouvrage. 

L'Algébre n'étant autre chose que l'Arithmétique 

généralisée , les opérations fondamentales de ces deux 

sciences se correspondent nécessairement. J'ai donc 

suivi ici, pour les fondements, la même méthode que 

dans le Traité d'Arithmétique. Après avoir fait con-

noître la nature des quantités Algébriques & les diffé-

rents lignes dont on se sert pour abréger les expressions 

qui les représentent, j'explique f Addition, la Soustrac-

tion, la Multiplication & la Division de ces quantités, 

soit qu'elles se présentent sous une forme rationnelle, 

ou qu'elles soient affectées de radicaux. La régie pour 

la multiplication des signes négatifs embarrasse ordinai-

rement les Commerçants. II me semble que je la pro-

pose avec toute la clarté qu'on peut désirer. 

Au calcul des fractions ordinaires, j'ai joint celui 

des fractions qu'on nomme Continues. On n'en traite 

pas ordinairement dans les Eléments d'Algèbre ; mais 

a. 
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elles ont quelques "propriétés remarquables & utiles qtie 

je démontre brièvement. 

Les principes de la formation des puissances & de 

l'extraction des racines, tant pour les entiers que pour 

les fractions, font fondés immédiatement fur ceux de 

la Multiplication & de la Division. Mais pour faciliter 

Tufage de ces principes, je les développe au long, & 

j'ai foin d'éclaircir les préceptes par des exemples. De-

là je passe à la résolurion des Equations, qui est, à 

proprement parler, le véritable objet de l'Algébre, & 

qui fournit l'occasion naturelle d'appliquer les régies 

précédentes à des Problêmes intéressants. 

J'enseigne d'abord à résoudre les Problêmes déter-

minés du premier degré. Puis j'expose une méthode 

générale & facile pour résoudre les Problêmes indéter-

minés du même degré, à deux inconnues, lorsqu'on 

exige que ces inconnues soient des nombres entiers. 

Les Problêmes déterminés du second degré n'ont 

guère plus de difficulté que ceux du premier ; j'en 

traite avec le détail nécessaire. Quant aux Problêmes 

indéterminés du second degré, ils ne peuvent être 

résolus en nombres rationnels que dans certaines sup-

positions particulières que j'ai la plupart indiquées. 

Les formules pour la résolution des Equations déter-

minées du troisième & du quatrième degré font un peu 

compliquées. Je les trouve par des moyens simples & 

d'une pratique commode. Je ne dis rien des Problêmes 

indéterminés, relatifs à ces deux degrés, parce qu'ils 

n'admettent de solutions en nombres rationnels que 

dans un très-petit nombre de cas qui se traitent paï 
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3es méthodes à-peu-près semblables à celles que l'on 

a employées pour le second degré. 

On n'a pas ehcore pu résoudre généralement & en ri-

gueur les Equations qui paflent le quatrième degré. Mais 

il y a dans tous les degrés plus élevés des Equations parti-

culières* exactement résolubles. II en est d'autres qui peu-

vent être abaissées à des degrés inférieurs , & qui par-là 

deviennent plus faciles à manier. Je donne plusieurs 

exemples de ces différens cas, & je mets le Lecteur 

fur la voie d'en trouver de nouveaux. Pour connoître 

de plus en plus la nature des Equations de tous les 

degrés, j'examine la manière générale dont elles se 

forment. Cet examen fait voir que, sans égard aux 

signes, le coéfficient du second terme d'une Equation 

est égal à la somme de ses racines ; que celui du troi-

sième est le produit des racines prises deux à deux ; 

que celui du quatrième est le produit des racines prises 

trois à trois -, &c. De-là je tire, en passant, une démons-

tration aisée de la formule pour élever un binome à 

une puissance quelconque, entière ou rompue, positive 

ou négative. Ensuite j'exp] ique, dans se plus grand détail, 

la manière de décomposer une Equation en ses facteurs 

rationnels si elle en a de tels ; & de trouver directe-

ment & séparément les racines égales qu'elle peut 

contenir. 

A ces recherches succèdent diverses opérations de 

calcul que l'on peut faire fur les racines d'une Equation 

quelconque fans les connoître. L'objet de ces calculs 

est de faciliter la résolution sinon exacte, du moins 

approchée, d'une Equation prise à volonté. 

a ij 
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II y a dans le troisième & le quatrième degré plu-

sieurs Equarions qui étant résolues par les formules 

ordinaires peuvent quelquefois le simplifier. II en est 

de même pour certaines Equations dans les degrés 

supérieurs. Je donne la méthode pour faire ces réduc-

tions, lorsqu'elles font possibles. Par les mêmes prin-

cipes , |e fais voir que toute expression imaginaire qui 

provient d'un radical pair placé au devant d'une quan-

tité négative, ou d'un radical quelconque placé au-devant 

d'une quantité en partie réelle, en partie imaginaire 

de la première espece, peut être regardée comme pro-

duite par la résolution d'une Equation du second degré 

dont les racines font imaginaires ; proposition essen-

tielle dans l'analyse des Equatior>s. M. d'Alembert avoit 

démontré depuis long-rems ce Théorème, par une mé-

thode très savante, qui embrasse dans fa généralité les 

quantités exponentielles. I .a démonstration que je donne 

du même Théorème, pour les Equations, est nouvelle, 

purement algébrique, & je crois qu'on la trouvera fort 

simple., 

Lorsque tous les moyens de résoudre en rigueur 

une Equation sont épuisés inutilement, il reste au 

moins la ressource de la résoudre par approximation. 

J'employe, pour cela, la méthode de Neuton ; & je 

la présente de manière qu'on ne peut, en aucun cas, 

rencontrer de la difficulté à faire J'opérarion dont il 

s'agit, ni à la pouffer jusques à tel point d'exactitude 

qu'on voudra. Cette méthode est très-expéditive pour 

la pratique, où l'on est rarement obligé de pousser 

l'approximation assez loin pour que le calcul devienne 

I 
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long & pénible. Je parle, comme on voit, des Equa-

tions numériques. On peut toujours, dans l'uíage de 

l'Algébre, ramener à cette classe les Equations littérales ; 

car l'objet de tout Problème déterminé est de faire 

trouver une inconnue mêlée avec des quantités données 

& par conséquent exprimables par des nombres donnés: 

Ainsi il ne reste rien à désirer pour l'approximation des 

racines, lorsqu'il est simplement question de résoudre 

un Problême particulier qui en dépend. Néanmoins 

comme il y a des cas où l'on a besoin d'avoir sous 

une forme générale les expressions des racines d'une 

Equation littérale, j'explique l'usage des suites directes 

& inverses pour trouver ces sortes d'expressions. 

La Théorie des Equations est terminée par la méthode 

d'éliminer les inconnues, 8c de faire évanouir les radi-

caux , dans les Equations de tous les degrés, quel que 

puisse être le nombre des inconnues ou des radicaux. 

L'art de former des suites & de les sommer est une 

partie essentielle de l'Algébre. On doit mettre au rang 

des suites les plus curieuses & les plus utiles celles des 

nombres figurés. J'en explique donc la théorie ; je 

forme, par leur moyen , d'autres suites plus générales, 

que je somme d'une manière nouvelle , comme on. 

pourra s'en convaincre, en lisant le Traité de M.Jacques 

Bernoulli, De Seriebus Infinìtis, où l'Auteur considère 

de pareilles suites. 

Les suites récurrentes ne méritent pas moins d'at-

tention. J'apprens à les former -, & je tire de leurs pre-

miers éléments l'expression du terme général donc 

dépend principalement leur sommation. 
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Enfin j'exposè les propriétés des logarithmes fous un 

point de vue plus général & plus approfondi que je 

n'avois pu le faire dans l'Arithmétique. 

Tel est le précis des matières qui composent cet 

Ouvrage. On trouvera à la fuite de cette nouvelle 

édition un Ecrit de M. de la Place, fur la théorie des 

nombres premiers ; théorie très-piquante par elle-même , 

& qui le devient encore plus par la manière ingénieuse 

Sc neuve dont l'Auteur l'a ici traitée. 

On prie le Leâeur de commencer par 

corriger à la main les fautes marquées dans 

l'Errata qui accompagne cet Ouvrage. 
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TRAITÉ 
ÉLÉMENTAIRE 

D'A L G É B RE. 

CHAPITRE I. 

Définitions & Notions préliminaires. 

!î. jL/ALGÉiîRE est une Science qui considère les 

grandeurs abstraites en général, & qui les compare 

ensemble suivant le même esprit que l'Arithmétique 

compare ies nombres. C'est pour cela que plusieurs 

Auteurs donnent à PAlgébre le nom i'Arithmétiqu6 

universelle. 

2. TOUT ce qui est susceptible d'augmentation ou 

de diminution s'appelle grandeur* L'Algébre repré-

sente les grandeurs en général par les lettres a, b, c » 

A 
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2 ALGÈBRE* 

d, &c de l'alphabet ; & sans songer aux valeurs indivi-

duelles qu'elles ont dans chaque cas, elle les compare 

ensemble de toutes les manières possibles, soit en les 

composant par l'addition & la multiplication, soit en 

îes décomposant par la soustraction & la division. Elle 

trouve par ce moyen des résultats généraux, qui font 

ensuite susceptibles d'une infinité d'applications par-

ticulières , suivant les différentes valeurs numériques 

qu'on voudra attribuer aux lettres qu'ils renferment. 

3. A l'avantage qui résulte de la généralité des sym-

boles , l'Algèbre réunit encore celui d'employer cer-

tains signes qui rendent fa langue extrêmement simple 

& laconique. J'ai déja fait connoître en partie ces 

signes dans l'Arithmétique ; mais il est bon de les 

remettre ici fous les yeux du Lecteur, avec ceux que 

je n'ai pas eu occasion d'expliquer. 

4. LE signe H- signifie plus. C'est le caractère de 

l'addition. Ainsi, l'exprelïion -+-«-+-b, indique l'ad-

dition de la grandeur représentée par a, avec'la gran-

deur représentée par b. 

Une quantité qui n'a pas de signe, est censée pré-

cédée du signe -K Ordinairement on supprime ce 

signe, lorsqu'il commence une phrase algébrique. Par 

exemple, au lieu d'écrire, comme on vient de faire, 

•+-a-\~b, on écrit simplement a-J-è. Dans cette der-

nière expression , le signe ■+• est fous-entendu au-

devant de a. 

j « LE signe —, mis entre deux quantités écrites 

J'une à la fuite de l'autre, signifie moins, & veut dire 
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ijue la seconde quantité est soustraite de la première , 

ou que la seconde est prise dans un sens contraire à 

celui qu'on attribue à la prêmière, comme je l'expli-

querai ci-dessous. Ainsi, Impression a—b indique 

que la grandeur b est soustraite de la grandeur a, ou 

que si l'on a pris a dans un sens, on doit prendre b 

dans le sens contraire. La quantité a qui commence la 

phrase , est censée affectée du signe «+-• 

6. LE signe x signifie multiplié par. Ainsi, ay. b 

veut dire, a multiplié par b. Les deux grandeurs a & b 

font censées chacune affectées du signe -K De même, 

axbxc représente le produit des trois grandeurs a
y
b,c 

multipliées ensemble. 

Ordinairement, quand il s'agit d'indiquer la mul-

tiplication de deux ou d'un plus grand nombre de 

quantités simples, on supprime le signe x , & on se 

contente d'écrire -ces quantités les unes à côté des 

autres. Ainsi, au lieu de ay.b, on écrit ab ; au lieu 

de a x b x c , on écrit abc ; au lieu àe axbxexd* on 

écrit abed. 

Quelquefois, au lieu du signe x, on met un point. 

Ainsi, pour axb, on écrit a.b; pour axbxc , on 

écrit a.b.c ; &c. 

Lorsqu'une quantité composée de plusieurs parties 

séparées par les signes -+- & — , doit être multipliée 

par une autre quantité simple ou composée, on en-

ferme entre deux parenthèses toutes les parties qui 

doivent former une quantité ; & on regarde le 

résultat, comme une quantité simple à multiplier 

par une autre quantité simple. Ainsi, Pexpression 
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(a-hb-—d)xg, veut dire que la quantité (a-\-l—-â); 

regardée comme ne formant qu'un même tout, est 

multipliée par la quantité g. De même, ( a*+-b—d) x 

(g+h—k) , veut dire que les deux quantités 

(a-\-b—d), (g-hh—k),regardées comme formant 

chacune un tout particulier, font multipliées ensem-

ble. Les mêmes multiplications peuvent s'indiquer 

autrement ; pour —d)xg , on peut écrire 

(a~i-b—d).g, ou a-\-b—dxg, ou a~\-b—d.g, 

pour (a-i-b — d) x (g-+- h — k) , on peut écrire 

(a -r- b — d),(g-\-k — k) , ou a-\~ b —-íix 

g h — k , ou a-\~b -— d . g~\- h — k. Il vaut 

mieux, pour prévenir toute équivoque, enfermer les 

quantités composées, entre des parenthèses, que de 

mettre des barres au-dessus d'elles, 

7. LE signe —, placé entre deux quantités écrites 

l'une au - dessus de l'autre, indique le quotient de la 

quantité supérieure divisée par l'inférieure. .Ainsi , 

— représente le quotient de la quantité a divisée par 
b 

la quantité b. Les deux quantités a & b font censées 

chacune affectées du signe *+-. 

Quelquefois on indique la division de deux gran-

deurs , en les séparant par deux points. Ainsi, a : b 

veut dire la même chose que -— ; (<zHh£"-f-c — d)i 

a ~ 11 h ] c 
(g — h—k) est la même chose que —-—. 
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S. POUR désigner qu'une quantité est égale à une 

autre, on se sert du caractère = qui veut dire est 

égal. Ainsi >a — b signifie, a est égal à b. 

p. LE signe > ou <, mis entre deux quantités, 

signifie que celle qui est du côté de l'ouverture de ce 

signe est la plus grande, ou bien que celle qui est du 

côté de la pointe, est la plus petite. Ainsi, a^>b , 
veut dire, a plus grand que b, ou , ce qui est la même 

chose, b plus petit que a. De même, a<sb, veut dire, 

a plus petit que b ., ou, ce qui est la même chose, b plus 

grand que a. 

i o. LE signe \/, placé au-devant d'une quantité, 

indique une certaine racine de cette quantité. On écrit, 

sur la tête du radical, le chiffre 2, ou 3 , ou 4., ou 5, 

&c, pour désigner la racine quarrée, ou la racine cube» 

ou la racine quatrième, ou la racine cinquième, &c 

Lorsqu'il s'agit de la racine quarrée, on s'abstient or-

dinairement d'écrire l'indice ; en forte que tout radical 

qui n'a point d'indice est censé un radical du second 

degré. Ainsi, l'expreslìon jX^, ou ]/a, représente la 

racine quarrée de a ; l'expresîìon j/f^H-t—d] re-

présente la racine quarrée de la quantité [a-f-&—i] 

regardée comme ne formant qu'un même tout ; l'ex-

presîìon p/ a indique la racine cube ou troisième de a j 

l'expreslìon jX[a-j~£—d] représente la racine cube 

de la quantité [a-f-è—d] regardée comme ne for-

mant qu'un même tout ; l'expreslìon ]/^a désigne la 

racine quatrième de a ; &c. 

II. ON appell* quantité Jìtnple ou monôme, une 

A iij 
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quantité qui ne contient qu'une seule partie , un seul 

terme, ou qui n'est précédée que d'un seul signe expri-

mé ou sous-entendu. Ainsi, a est un monôme ;—t est 

un monôme. Le produit de plusieurs quantités simples, 

comme abc qui est le produit des trois facteurs a,b ,c
t 

est encore un monôme, parce qu'on regarde ce pro-

duit comme ne formant qu'un même tout. 

12. LES lettres qui composent un monôme, en sont 

appellées les dimensions ; chaque lettre est une dimen-

sion particulière. Ainsi, a est un monôme d'une feule 

dimension ; ab est un monôme de deux dimensions; 

abc est un monôme de trois dimensions ; ainsi de 

fuite. 

13. COMME le quarré d'une quantité est le produit 

de cette quantité multipliée une fois par elle-même; 

que le cube est le produit de la quantité multipliée 

deux fois par elle-même ; ainsi de fuite : on voit que le 

nombre des dimensions du quarré, ou du cube, ou de 

ïa quatrième puissance, ou, &c , est double, ou triple. 

ou quadruple , ou, &c, de celurdes dimensions de la 

racine. Car, par exemple, le quarré de la quantité a 

qui a une dimension, est axa ou aa qui a deux di-

mensions ; le cube de la même quantité a est axaxa, 

ou aaa, qui a trois dimensions ; la quatrième puissance 

de a est axaxaxa, ou aaaa, qui a quatre dimen-

sions ; &c. 

14. DONC , réciproquement le nombre des dimen-

sions de la racine quarrée, ou cube, ou quatrième, ou, 

&c, n'est que la moitié, ou le tiers, ou le quart, ou, 
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&c, de celui des dimensions du quarré, ou du cube, 

ou de la quatrième puissance, ou , &c. Ainsi, par 

exemple, la quantité l/ab n'est que d'une dimension , 

puisque le produit ab, dont on indique la racine quar-

rée, est de deux dimensions. De même, les quantités 

y/abc, p^abcd, ^abcde, ne font que d'une dimen-

sion. On voit semblablement que les quantités ]/ aabb, 

Y abcdef, \faabccdde, font de deux dimensions. 

1 y. ON appelle quantité complexe,on polynôme, une 

quantité composée de plusieurs termes séparés les uns 

des autres par les signes + &—.Ainsi, a-\-b-\-c—d 

est un polynôme. On voit qu'un polynôme n'est autre 

chose que l'assemblage de plusieurs monômes. 

16. LORSQUE tous les termes d'un polynôme ont le 

même nombre de dimensions, ce polynôme est homo-

gène. Ainsi, le polynôme a-\-b—c est homogène; 

chacun de ses termes est d'une dimension. De même, 

le polynôme a-\-b—\/cd, est homogène, chacun 

de ses termes ayant une dimension. Le polynôme 

ab-\-cd—^fghkmn , est aussi homogène > il a deux 

dimensions à chacun de ses termes. Mais les polynômes 

a-i-bc—d, ab-+-cd—X^fgh, ne font homogènes ni 

l'un ni l'autre. 

17. LES quantités qu'on compare ensemble dans un 

même calcul, ou qui forment le résultat de quelques 

opérations, font toujours homogènes, c'est-à-dire, 

contiennent réellement ou implicit$hent le même nom. 

bre de dimensions à tous leurs termes. Car on ne peuc 

comparer ensemble que des quantités de même nature; 

A iv 
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6 chaque lettre qui entre dans un terme d'un polynô-

me , a nécessairement fa lettre correspondante dans un 

autre terme. 

18. QUOIQUE les quantités qui composent un même 

polynôme, soient toujours du même genre, en ce íens 

qu'elles ont toutes le même nombre de dimensions 

exprimées ou fous-entendues ; elles peuvent d'ailleurs 

«être opposées entr'elles, quant à leur manière d'exister; 

& pour marquer cetts opposition, on distingue en gé-

néral ces quantités, en qnantités positives & quantités 

négatives. Cette distinction est très-importante; je vais 

tâcher de la faire bien comprendre par des exemples. 

Supposons qu'un homme ait mille livres de biens ou 

de dettes : vous exprimerez également l'une ou l'autre 

tquantité par le même symbole iooott. Et en général, 

pour désigner un bien ou une dette, d'une manière 

Indéterminée, vous pourrez employer une même let-

tre a. Cependant, comme les biens & les dettes font 

des quantités qui affectent différemment l'étc. "'un 

Iiomme, & que ces quantités peuvent se trouver mê-

lées ensemble dans un même calcul, on est convenu de 

Jes distinguer, en appeîlant les unes quantités positives, 

les autres quantités négatives, & en mettant le signe -f~ 

au-devant des quantités positives, & le signe — au-

devant des quantités négative?. Ainsi, pour dire algé-

briquement qu'un homme a un bien exprimé par a, 

on écrit -\-a ; 3c peur dire qu'il a une dette exprimée 

par a, on écrit — a. Si un homme a un bien exprimé 

par a & une dette exprimée par b, on représente son 

état par -r-a^~b, ou par a—-b, en sous- entendant 
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ïe signe -H au-devant de la lettre a qui commence la 

phrase algébrique. 

On voit semblablement que si, en partant d'un mê-

me point, le mouvement vers l'occident entre, comme 

qaantité positive, dans un calcul; le mouvement vers 

l'orient, qui est opposé au premier mouvement, devra 

entrer dans le même calcul., comme quantité négative. 

Si les élévations du Soleil au-dessus de l'horison , sont 

considérées comme des quantités positives, les abais-

semens du Soleil au-dessous de l'horison devront être 

traités comme des quantités négatives. II en est de 

nême de toutes les quantités qui existent différemment 

les unes par rapport aux autres. 

/ 

ìp. IL peut arriver qu'une quantité qui se présente 

dans un calcul, ou positivement ou négativement, soit 

impossible, autrement imaginaire. Ces sortes de quan-> 

tités proviennent de quelque incompatibilité entre les 

conditions d'une question. Nous en parlerons dans la 

fuite plus expressément & plus clairement. 
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CHAPITRE II. 

Addition des quantités Algébriques, 

20. x\ JOUTER ensemble plusieurs quantités, c'est 

les joindre, les prendre à-la-fois avec les signes qu'elles 

ont. Ainsi, ajouter ensemble plusieurs biens, c'est for-

mer un bien plus grand ; ajouter ensemble plusieurs 

dettes, c'est former une dette plus grande; ajouter un 

bien avec une dette, c'est former un résultat qui est 

l'excès du bien fur la dette, ou de la dette fur le bien, 

selon que le bien est plus grand que la dette, ou que la 

dette est plus grande que le bien. 

21. IL est clair par-là qu'en Algèbre, ajouter ne 

signifie pas toujours augmenter. Quand j'ajoute un bien 

avec un bien, j'augmente le bien ; de même quand 

j'ajoute une dette avec une dette, j'augmente la dette. 

Mais quand je joins un bien avec une dette, je diminue 

réellement l'une ou l'autre quantité. 

22. "DONC, pour ajouter ensemble plusieurs monômes, 

il faut les écrire les uns à la fuite des autres * avec les 

signes H- &• — qu'ils ont. Si dans le résultat, la somme 

des quantités positives l'emporte fur la somme des 

quantités négatives, c'est une marque qu'il y a plus de 

biens que de dettes ; au contraire, il y auroit plus de 

dettes que de biens, si la somme des quantités néga-
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rives l'emportoit fur la somme des quantités positives. 

Par exemple, qu'il s'agisse d'ajouter ensemble les 

quatre monômes -\~a * -\-b, —c, +á ? On écrira 

-ha-\-b— c-hd, ou bien a-k-b — c~\-d , en sous-

entendant le signe -+• qui commence la phrase. 

23. L'ADDITION des polynômes est sondée sur celle 

des monômes ; car il est clair qu'un tout étant égal à la 

somme de toutes ses parties prises ensemble, on aura 

la somme de plusieurs polynômes, en joignant ensem-

ble tous les termes dont ils font composés, & en les 

affectant des signes qu'ils ont. 

EXEMPLE I. 

Ajouter ensemble les trois polynômes 

a-hb — c, 

g —h —k, 

m H- n — p ? 

Somme a-h b — c-j-g — h — k~±-m -+- n — p. 

EXEMPLE II. 

Ajouter ensemble les quatre polynômes 

a-+-b-+-c — d , 

b—f-hg-ha, 

c + £ — b -hg , 
h-\-c-\-n — d? 

Somme sl -+- b -\-c — d-\-b —f -H g -H a -H c -H 

e— b-+-g-r-h-\~c-\-n — d. 

24. LORSQUE dans la somme il se trouve des termes 

semblables, c'est-à-dire, des termes qui contiennent la 
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mcme lettre , s'ils n'ont qu'une dimension ; ou le* 

mêmes lettres, s'ils ont plus d'une dimension : alors au 

lieu d'écrire plusieurs fois le même terme, on ne l'écrit 

qu'une feule fois, mais on met au-devant un chiffre 

qui marque combien de fois ce terme doit être répété. 

Cela s'appelle/tfire la réduction. Ainsi, dans l'exemple 

précédent, au lieu de a-f-sl , j'écris 2a ; au lieu de 

-4-è-t-& — b, j'écris simplement , parce que l'un 

des biens, -f- b, est détruit parla dette—è,& que par 

conséquent le résultat du tout -$-b+b — b est sim-

plement ; au lieu de -f-e-+-c>4-c, j'écris -4-3 c; 

au lieu de •—d—d, j'écris — 2 d ; enfin, au lieu de 

•4-g-4-g , j'écris -f-2g. Par toutes ces réductions, 

notre somme devient 2a-+-b-+-^c—2 d—f-h2.g-b 

e -h h-\-n. 

Le chiffre qu'on place ainsi au-devant d'une quan-

tité pour marquer combien de fois elle doit être répé-

tée positivement ou négativement, s'appelle coefficient. 

Lorsqu'une quantité n'a point de coéfficient, elle est 

censée avoir l'unité pour coéfficient. Ainsi, a est la 

même chose que la ; ab est la même chose que lab. 

Voici encore deux exemples d'additions de poly-, ' 

nomes, avec les réductions. 

EXEMPLE I. 

Ajouter ensemble les polynômes 

3 a 2 & ~4- 4 C 8 d, 

<— èa-r~yb — 5* c -f - 4 á, 

-S a — 4/? H- 6h ? 

Somme — 2a-\-b— c—^d 6 h. 
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EXEMPLE II. 

Ajouter ensemble les polynômes 

o aa — 

— 7^ + 3^ — 2 k \/de j 

2 mn —f\fmnp ■+-// — gh ? 

Somme — ad — 2bc + k \/de+2mn —fty mnp-h 

fï-gh. 

CHAPITRE III. 

SouJlraÛion des quantités Algébriques* 

2J. O'o u ST R A IRE une quantité d'une autre, c'est 

prendre la première dans un sens contraire à celui 

qu'elle a. Ainsi ; soustraire un bien, c'est poser une 

dette ; soustraire une dette, c'est poser un bien. 

26. ON voit donc que soustraire n'est pas toujours; 

diminuer. Quand je soustrais un bien d'un bien, je di-

minue celui-ci : mais quand d'un bien je soustrais une 

dette, j'augmente réellement le bien, puisqu'un homme 

à qui l'on ôte une dette , devient plus riche de la quan-, 

tité qui exprime cette dette. 

27. DONC , pour retrancher un monôme d'une autre 

quantité quelconque, il saut changer le signe -hou — de 

fe monôme, Gr l'écrire en cet état à la.suite de la quantité 
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proposée. Le résultat exprimera un bien ou une dette * 

selon qu'il sera positif ou négatif. 

Par exemple, si de la quantité a-{-b * il s'agitde 

retrancher le monôme «+- c, on écrira pour reste 

&-\-b—c. 

Si de la quantité b, on veut retrancher le mo-

nôme — c, on écrira pour reste a-{-b~hc 

28. LA soustraction des polynômes se fait en chan-

geant les signes de tous les termes de la quantité à 

soustraire. Quand il se trouve dans le résultat des ter-

mes semblables, on fait la réduction, comme nous 

lavons expliqué pour l'addition. 

EXEMPLE í. 

De 6a— $b -f $c, 

soustraire 44 — 6è-f-pc? 

reste 6 a — 4&-4-JC q.a-\-6b— oc, 

ou bien en faisant la réduction, 2 <z •+> 2b — 4 c. 

EXEMPLE II. 

De. . . — f aa •+• sbc -h 4g\^cd, 

soustraire -+■ 3 aa — 2 g j/ci —fflmnp, 

reste —faa-h fbc -+• 4gl/cd — 3act-+-2g|/cá-+-

fy/mnp, ou bien en faisant la réduction, — Saa-f-

Jbc -H 6g]/cd-+-fÇ/mnp. 
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CHAPITRE IV. 

Multiplication des quantités Algébriques, 

2$. 1V1 ULTIPLIER une quantité par une autre, 

c'est répéter la première autant de fois qu'il y a d'uni-

tés dans la seconde ; & de plus, la répéter dans le sens 

de la seconde, c'est-à-dire, l'ajouter ou la prendre avec 

ses signes, tels qu'ils font, si le multiplicateur est po-

sitif ; ou bien la soustraire, & par conséquent changer 

ses signes, si le multiplicateur est négatif. Tout cela 

fuit clairement des idées que nous avons données de 

l'addition & de la soustraction. 

30. DONC, I°. si le multiplicande & le multipli-

cateur sont positifs, le produit fera positif, puisqu'un 

bien ajouté un certain nombre de sois avec lui-même, 

ne peut produire qu'un bien. Ainsi donne 

+ ab. Cette régie s'exprime ainsi en général, + x-t-

donne •+•. 

20. Si le multiplicande est négatif, & le multiplica-

teur positif, le produit fera négatif, puisqu'une dette 

ajoutée un certain nombre de fois avec elle - même , 

ne peut produire qu'une dette. Ainsi, — ax + í, 

donne — ab. Cetta règle s'exprime ainsi en général, 

r— x >-H donne — . 

30. Si le multiplicande est positif, & le multiplica-

1 
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teur négatif, le produit fera négatif, puisqu'un bien 

soustrait un certain nombre de fois, opère dans l'état 

d'un homme le même effet qu'une dette exprimée par 

la même valeur, & que par conséquent ces deux effets 

doivent être désignés par le même caractère —. Cette 

régie s'exprime ainsi en général, x — donne —. 

4°. Si le multiplicande & le multiplicateur son: tous 

deux négatifs , le produit fera positif, puisqu'une 

dette soustraite un certain nombre de sois, opère dans 

l'état d'un homme le même effet qu'un bien exprimé 

par la même valeur, & que par conséquent ces deux 

effets doivent être désignés par le même caractère -4*. 

Cette régie s'exprime ainsi en général—x — donne -4-. 

31. LES quantités qu'on doit multiplier ensemble 

peuvent être libres ou non de signes radicaux. Dans le 

premier cas , on les appelle quantités rationnelles, & 

dans le second on les nomme quantités radicales. 

Nous allons traiter d'abord de la multiplication des 

quantités rationnelles , c'est - à - dire, de la multipli-

cation , en supposant que ni le multiplicande, ni le 

multiplicateur, ne contiennent de signes radicaux ; 

nous parlerons ensuite de la multiplication des quan-

tités radicales. 

SECTION 
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SECTION I. 

Multiplication des quantités rationnelles. 

32. LA première opération que nous avons à faire 

ici, & celle d'où dépendent toutes les autres, est de 

savoir multiplier un monôme rationnel par un autre 

monôme rationnel. Elle se fait, en écrivant le signe 

qui doit précéder le produit, conformément à la régie 

étabiie (30}, & en écrivant ensuite, les unes à côté 

des autres, les lettres dont les deux facteurs de la mul-

tiplication font composés. Ainsi, par exemple, pour 

multiplier -f-a par '4-&, on écrira -hab ; pour multi-

plier -H ab par — £, on écrira — abc ; pour multiplier 

— abc par -+■> de, on écrira —abcde ; pour multipliée 

—gh par — mn, on écrira 4- ghmn. 

33. LORSQUE deux monômes qu'on doit multiplier 

ensemble , ont dej coefficients , autres que l'unité, 

après avoir écrit !e signe qui doit précéder le produit, 

il faut multiplier ensemble les coéfficients, suivant les. 

régies de l'Arithmétique, & ensuite écrire les quantitési 

littérales les unes à côté des autres. Par exemple , qu'on 

ait à multiplier 3^ par — , on écrira — 1 sab. De 

même, le produit de — 4 cd par — Sf, est -4- ^2cdfi 

le produit de — 7 ab par 4- 3/g, est — 21 ab/g. 

34.. IL arrive souvent qu'une même lettre doit être 

multipliée une fois ou plusieurs fois par elle-même ; 

alors pouj: éviter les répétitions de cette lettre , & 

B 
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pour plus de clarté, on se contente de l'écrire une feulé 

fois, & on met à fa droite un petit chiffre un peu élevé, 

qu'on appelle exposant, lequel marque combien de fois 

la lettre devroit être écrite comme facteur. Par exem-

ple , qu'on ait le produit axa, au lieu d'écrire aa, on 

écrit a
2
-; pour le produit axa*a, au lieu d'écrire aaa, 

on écrit a
ì
 ; pour le produit axa*axa, on écrit d*; 

ainsi de fuite. 
Lorsqu'une lettre n'a pas d'exposant, elle est censée 

avoir l'unité pour exposant. Ainsi, a est la même chose 

que à1. 
Les exposants font fur-tout d'usage pour les cas où 

une même lettre doit être écrite plus de deux fois com-

me facteur ; car on ne s'en sert pas quelquefois, lors-

qu'une lettre doit être écrite deux sois seulement ; ainsi 

pour aa , on écrit indifféremment aa ou a*. 

On doit bien prendre garde à ne pas confondre 

l'expofant avec le coéfíìcient. Celui-ci marque qu'une 

quantité doit être ajoutée avec elle-même une fois, 

deux fois, &c, & l'autre, qu'une quantité doit être 

multipliée par elle-même une fois, deux fois, &c. Ainsi, 

2.a n'est pas la même chose que a
1

. En effet, soit, par 

exemple, a — 3 ; 2a oaa-+a sera 3 -4-3, c'est-à-dire, 

£ ; & a2 sera axa, ou 3 x3 , c'est-à dire, 9. 

3J. Ir, résulte de la nature de l'expofant ^ que si l'on 

veut multiplier ensemble des monômes qui contien-

nent la même lettre avec des exposants différents, il 

faudra écrire une fois seulement cette lettre, & lui don-

ner pour exposant, la somme des exposants des fac-

teurs. Ainsi, le produit de a par a
2

, est a
l+i

 ou «
$
 j le 
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jproduit de a2 par a', est as ; le produit de o? par a4, 

est a7; le produit de —a2b2 par a^ , est —a'b* ; le 

produit de —qa2 par—Ja5£2, est -r-2Gayè2 ; le pro-

duit de — ^azb2c2 par — ^abh* est H- i Ja'iV. 

Tout cela est clair, puisque le produit de a par a2 

est la même chose que axaxa ou ; que le produit 

de a1 par a3, est la même chose que axaxax axa ou 

a1 ; ainsi des autres. 

3 6. Nous sommes maintenant en état de multiplier 

un polynôme par un monôme ; car il ne s'agit pour 

cela que de multiplier successivement tous les termes du 

polynôme , par ce monôme, en ayant égard à ia régie 

des signes, à celle des coéfficients, & à celle des expo-

sants. La lomme de tous ces produits partiels fera le 

produit total. 

EXEMPLE. 

Multiplier le polynôme. , ,a* — s ab -h ycd 

par le monôme ,,— 5" ac ? 

Produit — ya'c -+- 2J* a
1
bc — 35'ac-i. 

37. QU'ON ait à multiplier un polynôme par un 

autre polynôme : on multipliera successivement tousles 

termes du multiplicande, par tous ceux du multiplica-

teur ; & on ajoutera ensemble tous ces produits par-

tiels , pour avoir le produit total. On fera dans ce 

produit les réductions convenables (24.). 

Bij 
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EXEMPLE I. 

Multiplier 3 a2 — ;M + cf 

par. —<;a
2

-\-<%bd— 8 cf.? 

Ier ptoduk — 1 y a4 4- 2$a2bd — Sa*cf> 

2? produit -i- 12a2bd — 20 W2 H- ^bcdf; 

3e
 produit —2<%a2cf-\- qobcdf—8c2/2. 

Produit total —iya4-}-37<Î
2
W—2$a2cf 20b2d1-\' 

qqbcdf— 8 c
2
/

2
. 

On voit que le multiplicande 3 a2 — 5 W 4- c/a été 

d'abord multiplié par —jsa2, puis par 4-4M, enfin 

par — 8 c/; & qu'ensuite on a ajouté ensemble tous 

les produits partiels ; ce qui a donné, toutes réductions 

faites, le produit total écrit ci-dessus. 

EXEMPLE II. 

Multiplier. . — $a2b 4- ab2 — ci2 4- Sfgk, 

par —$ab 4- 4/ — 1 $mn 4-<?cá ? 

I
eI

prod. -\-^a?bz—- ya2^ ->r ttabcd2 — J2abfgh ; 

2e
 prod. —2oa2bf2-h ̂ ab1/2 — ̂ .cd2/2 4- 3 ipgk ; 

3e
 prod. 4- 7ïa2bmn — ijab-mn 4- iscd2mn — 

120fghmn ; 

4
e

'prod. —^a
2

bcd-^r^ab
2

ed—$c
2

d
s

 -+-J2cdfgh. 

Produit total 45- a?b2 — $ a2P ~\~ p abcd2 — 72 alfjh — 

20a2bf2 -+• ^ab2j2 — ̂ cd2/2 4- 3 zfigk -H j^a'-binn — 

i y ab2mn -+- i cd2mn — 120fghmn — 4 y a2bcd 4" 

^ab2cd-^pc2di 4- J2cdfgh. 
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38. IL peut se faire qu'on ait à multiplier ensemble 

plus de deux quantités. Alors il faut commencer par 

multiplier, l'une par l'autre , deux de ces quantités , 

puis multiplier leur produit par la troisième, ce qui 

donnera un second produit, qu'on multipliera par la 

quatrième ; ainsi de suite. On voit assez qu'il est indif-

férent de prendre les facteurs dans tel ordre qu'on 

voudra. 
EXEMPLE I. 

Effetluer la multiplication indiquée —6a? Y. — 4&c x 

4- 3«ÎTZX—pgk ? 

Je multiplie d'abord — 6 a
1 par —4bc; le produit 

est -Ariâ^aP-bc, que je multiplie ensuite par -\-3mn } 

le second produit est -\-r]2a2bcmn, que je multiplie 

par—9gh; le troisième produit est — 6^8a2bcmngh, 

& c'est le résultat de la multiplication indiquée. 

EXEMPLE II. 

Effetluer la multiplication indiquée (a — b ) X' 

(3 a2— 2 b1) x ( jm' + dn5)? 

Je commence par multipliera—b par 3 a"1 — 2b2 ; 

ce qui me donne le produit 3a3 — %a2b — 2ab2-1r2bì. 

Ensuite je multiplie ce produit par 5m3 -f- 6n* ; ce qui 

me donne le produit cherché i^a^m? — i$a
2
b%?— 

iQab2m% -f- 1 o£5m3
 4- 18a3n3 — 18a^n3 — 12ab2nì 

4- I2è3n3. 

B iij 
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SECTION I I. 

; Multiplication des quantités radicales. 

3 p. LORSQUE parmi les facteurs d'une multiplica-

tion , il se trouve des quantités radicales, la multipli-

cation se sait, comme je l'expliquerai tout-à-l'heure, 

après avoir enseigné la manière de présenter les quan-

tités radicales fous une forme qui les rend susceptibles 

des mêmes calculs qu'on fait fur les quantités ration-

nelles. Voici en quoi consiste ce moyen. Nous en avons 

déja indiqué l'efprit (13 & 14). 

40. SOIT la quantité a, ou , ce qui est la même 

chose (34), a1 ; & qu'on élevé cette quantité successi-
vement au quarré, au cube, à la quatrième puissance , 

à la cinquième puissance, & en général à une puissance 

dont le numéro, suivant Tordre de dénomination, est 

le nombre entier n ; on formera la suite, 

i"puiss. Ie puiss. 3e puiss. 4epuiss. 5epuiss. n£puiss. 

si1, a', a}, a4, a1. . .an, 

dans laquelle on voit que les exposants des puissances 

seconde , troisième, quatrième, &c, sont les produits 

de l'expoíant í de la première puissance, par les nom-

bres 2,3,4, &
C

* 

On voit pareillement que le quarré d'une quantité 

telle que a? est a!í, que son cube est ^ que fa qua-

trième puissance est a4P; ainsi de fuite. Car le quarré de 
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ât n'est autre chose que a? x aP ; c'est-à-dire (3y) , 

aP
+
P, ou a

1
?; le cube de aP n'est autre chose que 

aPx&PxaP, c'est-à-dire, OP+P+P* ou ; la qua-

trième puissance de aP n'est autre chose que aPxa?x 

a? x aP ; c'est-à-dire, at+l+P+P, ou a® ; 8fc. 

En suivant le même principe, le quarré de a
n
b? est 

a
inb-P ; le cube de ct^P est a^bw ; &c. 

4,1. IL suit de-là qu'en général l'exposant du quarré 

est double de l'exposant de la racine quarrée; que l'ex-

posant du cube est triple de l'exposant de la racine 

cube ; que l'exposant de la quatrième puissance est qua-

druple de l'exposant de lá racine quatrième ; ainsi de 

suite. 

42. DONC réciproquement, on tirera ou on indi-

quera la racine seconde, ou troisième, ou quatrième, 

&c, d'une quantité proposée, en prenant la moitié, ou 

le tiers, ou le quart, ou, &c, de l'exposant de cette 

quantité. Si cette même quantité contient plusieurs 

lettres, il faut prendre la moitié, ou le tiers
J
 ou le 

quart, &c, de l'exposant de chaque lettre. Ainsi, '[/'a
1 

est la même chose que a*, ou a
1

, ou a ; a, ou jKsl^-
v , 

est lam ême chose que a* ; y ab* est la même choie 

j_ . JLJLÌ. 
que a*b ; y a'Pc

1
 est la même chose que a*b*c* , ou 

43. CELA posé, il est facile de faire une multiplica-

tion, lorsque les facteurs contiennent des quantités 

radicales. Nous allons d'abord exécuter cette opération 

B iv 
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pour les monômes ; elle n'a pas plus de difficulté' pour 

les polynômes, puisque dans ce dernier cas ., il ne 

s'agit, à chaque opération particulière, que de multi-

plies un monôme par un monôme, & d'ajouter eníuite 

tous les produits partiels ensemble, pour avoir le pro-

duit total. 

44. JE suppose en premier lieu, pour aller du plus 

íìmple au plus composé, que l'un des facteurs de la 

multiplication soit une quantité radicale, l'autre étant 

une quantité rationnelle. Alors, après avoir écrit le 

signe qui doit affecter le produit, Conformément à la 

régie de l'article 30, & après avoir multiplié ensemble 

les coéfficients, s'il y en a d'autres que l'unité, il faut 

écrire les quantités littérales rationnelles au-devant 

des quantités radicales. Ainsi, le produit de -h\/ac 

par —b , est —by acj ou — ba2c2 ; le produit de 

ï i4 
*^~^àyac par—6èest—z^bd]/ acou—2qbda c*; 

le produit de —5/ par —X^abf est -t-ff]/abf, ou 

-{-ffaìbif í ; le produit de —71<y a2c par—çah , 

est -\~6^ahb'y^a
1
c

J
 ou -r*63ahbaTc~ -, le produit de 

— 6a2 par -4- qcy^a^P est —4.2a2c\/a+bs, ou — 

q.2a2ca>b. 

45-. Nous observerons que si dans le produit, une 

même lettre a un exposant entier & un exposant frac-

tionnaire , comme cela arrive souvent, on peut n'écrire 

qu'une fois cette lettre, en l'affectant d'un exposant 

égal à la somme de ses exposants partiels. Les trois 
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derniers produits font dans ce cas. Ainsi, au lieu de 

*Jt- ffaifa'f i j on peut écrire 4-Ja'^3/' ; au lieu de 

*^6^ahba
%

c-* , on peut écrire -f-63^.2
2
c4 5 au lieu 

de —q.zcPca.sb , on peut écrire —^ica * b. 

46. EN second lieu, supposons que les deux facteurs 

de la multiplication soient des quantités radicales. 11 

peut arriver que les deux radicaux soient ou ne soient 

pas de la même espèce ; ce qui fait deux cas. 

47. QUE les deux radicaux soient d'abord de même 

espèce, c'est-à-dire, ou tous les deux du second degré, 

ou tous les deux du troisième degré, &c. En ce cas, 

après avoir écrit le signe qui doit précéder le produit, 

& après avoir multiplié les coefficients & les quantités 

entières, s'il y en a au-devant des radicaux, vous écri-

rez le signe radical commun aux deux facteurs de la 

multiplication, & à la fuite de ce signe, les produits 

des lettres qui font après les signes radicaux de ces deux 

mêmes facteurs. Ainsi , le produit de ~\~]/a paf 

*¥]/'b* est -+-]/ab, ou 4-av^T ; le produit de ~\-\/a 

par —\/b, est —]/ab, ou —a*b~ ; le produit de 
• r v r 

4-1/ a par —1 h, est —\Y ab, ou —a>bi ; le pro-

duit de —S ay/h par —Jc^g, est -\*qpacy
/
'hg, 

ou 4-40ctc/i-ig> ; le produit de—1/[«-+-4^] paf 

+ 6^1/4^ est — 6b^[^ab 4-iô*M] , ou — 

6b[qab-±~i6bb]ï ; le produit de \/
r
[a-¥-b] par 
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]/ [a — b], est + fc). («—, ou i/rv — H. 

ou [a
a—è2]* ;le produit de +]/—a par-+-]/—a 

z 

est ■+-}/[—a)
1
*

1
, ou + ]/[—ou ■+■[■— a]

2
, 

ou + [— « ] ; c'est-à-dire, — a * car le signe -f" qui est 

au-devant de la parenthèse dans l'expression -+-[—a], 

signifie qu'il faut ajouter la dette —a, ce qui donne 

1—a. 

48. LA raison de toutes ces opérations est sondée 

sur ce principe, que le produit de la racine quarrée, ou 

cube, ou quatrième, &c, d'une quantité, par la racine 

semblable d'une autre quantité, est égal à la racine pa-

reille du produit de ces deux quantités. Or, ce principe 

est évident ; car puisque le quarré d'une quantité, telle 

que ab est que son cube est aìbì, que sa qua-

trième puissance est a4&4 , &c, il s'ensuit récipro-

quement que ]/ a
z
b

z
 = ab =]/

/
a

2
 x }/ b

2
 ; que 

\/aìb,=zab—'y/aì-x.\/P ; ainsi des autres quantités 

pareilles. 

4p. SÍ les deux facteurs de la multiplication font des 

quantités radicales de différentes espèces, on commen-

cera par les ramener à la même espèce, en substituant 

aux signes radicaux , les fractions exponentielles cor-

respondantes, & en réduisant ensuite ces fractions au . 

même dénominateur ; ce qui rappelle ce cas au précé-

dent. Qu'on ait, par exemple, à multiplier ■+•]/a par 

4-]/£2
 5 pour-f-j/'a, j'écris -ha2, & pour -+-]/ b1, 

j'écris -ì-b ïi je réduits ( Arith. oi ) les deux fractions 
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exponentielles \, ~ au même dénominateur ; elles dé-

viennent |, - , en forte que 4- est la même chose 

que 4-a«", ou ■+-}/ a', & 4-Zn est la même chose 

que 4-&«, ou 4- J/' b* : or, par le cas précédent, le 

produit de +y a\ par est -f-ou 

3 1 
+ a&b\ \ 

yo. ON peut.au lieu de 4-a°&6, écrire simplement 
1 1 

'^-a2bi , en laissant les fractions exponentielles fous 

leur première forme. Mais nous avons enseigné le 

moyen de ramener ces fractions , ou les radicaux 

qu'elles représentent, à la même dénomination , parce 

qu'il est utile de savoir faire & de pratiquer cette opé-

ration dans plusieurs cas. 

On trouvera de la même manière que le produit de 

r , 9 9 

— Y a1 par-h]//áî, est—-y a*b9 , ou — a' »A»*, 

ou —ab* ; que le produit de —]/a par—y [ctH-55]» 

est -\-y ar[a54-£5]1 , ou [a'-f-í5] 1 0 , ou 

S L 
4-a2[a5 -r-fr3]5, 5 que le produit de 4-43a* par 

— ycp^è5, est —2oac'
(
/'a%b9, ou —.aoac.slïèl, 

5 3_ 

ou — 20 ca 3^4. 

y 1. TOUTES ces opérations font évidentes Pour en 

sentir la justesse, il suffit de voir qu'une quantité, telle 
m im $m 4m 

que a * , est la même chose que a?" , ou a3", ou a 4", 

&c. Or, cette identité est manifeste. Car, par exemple, 
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en doublant l'exposant de , c'est-à-dire, en écrivant 

ct * , j'élève a71 au quarré, & en prenant ensuite la moi-

tié de l'exposant —-—, c'est-à-dire, en écrivant aZìt
 % 

7T17 

je tire la racine quarrée de a n . Ces deux opérations 
m 

réunies ne changent donc rien à la valeur de a" , & 

onaa!*=í*. Ainsi des autres. 

y2. Si on avoit plus de deux quantités radicales i 

multiplier ensemble, on multiplieroit d'abord l'une par 

l'autre les deux premières , puis on multiplieroit le 

produit résultant, par la troisième ; ainsi de suite. Par 

exemple, pour effectuer le produit l/ax^/bx^c, 

je multiplie d'abord ~\/a par ]/ b, ce qui donne le 

produit ab\ ou aV, ou ]/yVA2 ; ensuite je multi-
J. _i i _i 

plie ce produit par ~\/c, ou c4, & j'ai ab
%
c', ou (en 

réduisant les trois fractions exponentielles au même 

dénominateur), a*VV\ ou ^"AV. 

5*3. JE finis par un exemple de multiplication de 

polynômes, dans lequel on fera l'appîication de tout 

ce que nous avons prescrit pour la multiplication des 

monômes où il entre des radicaux. Le calcul de cet 

exemple s'exécute d:aìlleurs à l'ordinaire, en multipliant 

tous les termes du multiplicande, par ceux du multi-

plicateur , & en ajoutant ensemble tous les produits 

partiels» 
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EXEMPLE. 

Multiplier —$a*-{-'jmn-+-]/rahfh 

par ?. — jm-\-8]y a*b? 

Produit 3 y a m — 4.5} m
1
 n — 7 m ]/ abfh — 

40 a
1 y a'b -fr- 5 6 mn ou 

, « JL 

3sa*m — 451 mz/i •—. 7m y abfh — 30 a^s -fr-' 

Sómnaibi + Sa6b6f -h-. 

CHAPITRE V. 

Division des quantités Algébriques. 

5-i-A-Ji VISER une quantité par une autre, c'est en 

chercher une troisième , qui multipliant la seconde, 

donne un produit égal à la première. Le dividende 

peut donc être regardé comme le produit du diviseur 

par le quotient. 

JJ. IL suit de-là& de l'article 30, 

i°. Que si le dividende & le diviseur ont tous deux 

le signe 4-, le quotient aura aussi le signe -J-. Cette 

-f-

régle s'exprime ainsi en général, •— donne -fr-. 

2°. Si le dividende a le signe -H, & le diviseur le 

. signe — , le quotient aura le signe —<. Cette régie 

> . -fr 
J5 exprime ainsi en général , — donne —. 
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3°. Sî le dividende a le signe —, & le diviseur ìë 

signe +• > le quotient aura le signe —. Cette régie 

s'exprime ainsi en général, — donne —. 

40, Si le dividende & le diviseur ont tous les deux 

le signe —- > le quotient aura le signe -h • Cette régie 

s'exprime ainsi en général, — donne -f~. 

Tout cela est évident, puisque le produit du divi-

seur par le quotient, doit avoir un signe qui soit celui 

du dividende. 

SECTION I. 

Divi/ìon des quantités rationnelles. 

f6. QU'ON ait d'abord un monôme rationnel s ' 

diviser par un autre monôme rationnel : cette opéra-

tion se fait en écrivant le signe qui doit précéder le 

quotient, conformément à la régie que nous venons 

de prescrire, & en effaçant ensuite les lettres commu-

nes au dividende & au diviseur. Ainsi, le quotient de 

la quantitéab, divisée par la quantité -f- a, est -+-b; 

le quotient de la quantité — abh divisée par H- ab, est 

— h; le quotient de la quantité -— mnpq , divisée par 

— nq , est mp. 

En effet, puisqu'on multiplie (32), en écrivant les 

lettres les unes à côté des autres, & en affectant le pro-. 

duit du signe convenable, il est clair que réciproque-

ment on divisera, en effaçant les lettres communes au 
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dividende & au diviseur, & en affectant le quotient du 

ligne convenable. 

57. QUELQUEFOIS il n'y a pas de lettres communes 

au dividende & au diviseur : alors la division ne peut 

que s'indiquer. Par exemple, on ne peut qu'indiquer 

la division de a par b ; & la manière de l'indiquer est 

y. Dans cette expression , a doit être regardé comme 

le numérateur d'une fraction dont b est le dénomina-

teur ; en forte que si a vaut 6, & b, 7, l'expreffion — 

revient à la fraction f. 

Quelquefois les lettres du diviseur ne se trouvent 

qu'en partie dans le dividende : alors la division se fait 

en partie, & s'indique en partie. Ainsi, en divisant 

cd 

<— abcd par abh, le quotient est — ; en divi-

sant — mnpq par — nrs, le quotient est -h •— 

58. LORSQUE le dividende ou le diviseur, ou tous 

les deux , ont des coéfficients différents de l'unité, il 

faut diviser, suivant les régies de l'Arithmétique, le 

coefficient du dividende par celui du diviseur, & en-

suite diviser les quantités littérales, comme nous venons 

de l'expliquer. Ainsi, qu'on ait à diviser — 1 $ abb par 

+• 3 ab, le quotient est — j b. Le quotient de la quan-

tité — 35- mnpq, divisée par — 7 amn , est 
a 

Si dans le dividende & dans le diviseur, il s© 
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trouve une même lettre avec des expoíans différents, lt 

division de ces deux quantités se sait en retranchant, de 

l'exposant du dividende, l'exposant du diviseur. Ainsi 

a* 8a*£* 

En effet, 

a2 4aii 

7 a. b*c 7 7 

— n'est autre chose que
 ama

. ■ qui devient ( en effec-
a- aa. 

tuant la division ) , aa ou De même, —- = 

8 aaaaabb , . r , 
■— — 2 aab =.2 a. b \ amu des autres. 

$0.0.0.0 
o. 

60. ON voit par-là que a°= i ; car i = — = 

—=sll * = a". Ainsi, toute quantité élevée à la 
a1 

puissance o vaut i ; car une telle expression représente 

toujours le quotient d'une grandeur divisée par elle-

même; quotient qui est nécessairement I, puisque toute 

grandeur se contient une fois elle-même. 

61. Si l'exposant d'une lettre dans le dividende est 

moindre que l'exposant de la même lettre dans le di-

viseur , on aura un reste négatif, en retranchant le se-

a4 

çond exposant du premier. Ainsi, —=aa"~-f=a-"'í 
as 

j— = 7*3—'b*—» ==7a— lb~ \ 
asbì ' 

Il est évident que si on avoit commencé par suppri-

mer les lettres communes au dividende & au diviseur, 

on 

SCD LYON 1



CHAPITRE V. 33 

lan* 
cn auroit eu ==•—== = a~ì ; 

a3 slî a*bì 

7 

62. PAR-LA , on comprend la signification précise des 

exposants négatifs qu'on employé fréquemment dans 

l'Algébre. Une lettre qui a un exposant négatif, re-

présente un diviseur égal à cette lettre affectée du même 

exposant pris positivement ; c'est-à-dire, par exemple, 

que a--1, ou la 2 est la même chose que —-—; 
a1 

b3, 

^bza s est la même chose que ——. 

63. TOUT cela posé, nous pouvons diviser un poly-

nôme quelconque par un monôme. Voici un exemple 

de cette opération, dans lequel on trouvera une appli-

cation de toutes les régies précédentes. Les termes du 

dividende font divisés successivement par le diviseur, 

& la somme de tous les quotients partiels, forme le 

quotient total. 

II est à propos, pour faciliter l'opération, à'or donner 

le polynôme, c'est-à-dire, d'écrire successivement, en 

allant de gauche à droite, tous les termes où une lettre 

choisie à volonté a les plus grands exposants , & de 

diviser ensuite, dans le même ordre, chaque terme du 

polynôme par le diviseur. 

EXEMPLE. 

"Diviser le polynôme a^b* *—2a?d + 4a
4
—q-abcd* 

par le monôme — 2,aí? 

Q 
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Je commence par ordonner le polynôme par rap-

port à la lettre a qui se trouve au dividende & au divi-

seur ; je dispose ces deux quantités , comme pour les 

quantités numériques, & comme on le voit ici. Ensuite 

je divise tous les termes du dividende par le diviseur, 

& j'écris chaque quotient partiel, à mesure que je le 

trouve. La somme de tous les quotients partiels forme 

le quotient total. 
Diviseur. 

2a*. 

Dividende. s 

-2aSd-t-a*bl—q.abcd] 

ì- Quotient. 
i* . ihi 

2a1 •+■ ad 

64. QU'ON ait maintenant à diviser un polynôme 

par un polynôme : on commencera par ordonner le 

dividende & le diviseur par rapport à une même lettre; 

puis on divisera toutes les parties du dividende par le 

diviseur, en suivant à peu près les mêmes procédés que 

dans l'Arithmétique. Cela s'entendra mieux par des 

exemples. 
EXEMPLE I. 

Diviser le polynôme. • • • 3 ab*-— ^a^b-ha*—b*, 

par le polynôme —r- 2ab-+-a* -hb'l 

Divid. a? 3a
2
b-\-3ab

2
 — f Diviseur. 

— a'-r-2sl
2

i>—ab
2

, I a
2
—zab + b

1
. 

reste i— a2b -+- 2 ab1 — b"1 , J Quotient. 

^
r

a
2
b — 2ab

2
~\-b

ì
, I

 a
 — b 

2e wste 
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J'ordonne d'abord le dividende & le diviseur par 

rapport à la même lettre a. 

Cela posé, i°. je divise le premier terme du divi-

dende par le premier terme du diviseur; & comme ils 

font censés avoir tous les deux le signe -4-, le quotient 

aura auffi le signe H- qu'on pourra supprimer, parce 

qu'il commence la phrase. Or, en divisant a? par a1, 

on a pour quotient la lettre a que j'écris à l'endroit du 

quotient. Je multiplie le diviseur entier a?—2ab-+-b*, 

par le quotient partiel a, ce qui donne le produit a? — 

o.a1b'\-abí. Ce produit doit être retranché du divi-

dende. Ainsi je l'écris, fous le dividende, avec des 

signes contraires à ceux qu'il a ; & après avoir fait la 

réduction, c'est à-dire, après avoir effacé les termes qui 

se trouvent avec des signes contraires au dividende, & 

au produit dont nous venons de parler, pris négative-

ment, j'ai le reste — azb-t-2abz—V" qu'il faut diviser 

par le diviseur a2—2ab-\-bz. 

2°. Je fais cette seconde opération, en divisant le 

premier terme—aïb du dividende, par le premier 

terme a1 du diviseur; j'ai pour second quotient partiel, 

—b que j'écrisà la fuite de la première partie a du quo-

tient total. Je multiplie le diviseur entier, par — b ; 

ce qui donne le produit—azb-+-2ab
1—b* que j'écris, 

avec des signes contraires , fous le dividende. Et 

comme après avoir fait la réduction, il ne reste rien, je 

conclus que le quotient exact de la quantité a5-— 

3 alb+ 3 ab1—divisée para'—aaè+ès est a—b. 
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EXEMPLE II. 

Diviser 
a-\~bì par 

Dividende a^-ì-b*, 

— ctí — câb , 
Diviseur 0. 

I«rcste ct^-J-^ï, )
 Qu0tient

-

2.e relie • a'fr-V-V, 

— a>b* — a*bK 

3 e reste — a2è3 -f- V, 

-f- aïb* ab*, 

4" reste ab+-+-b*, 

— ab* — bf, 

Je
 reste o 

i°. Le dividende & le diviseur étant ordonnés par 

rapport à a, je divise le premier terme a
1
 du divi-

dende , par le premier terme a du diviseur ; il vient le 

premier quotient partiel a* que j'écris à fa place. Je 

multiplie le diviseur a-+-b par a
4

; & j'écris le produit, 

avec des signes contraires, fous le dividende ; il vient 

«—a5 — a*b. Faisant la réduction du dividende & de 

cette quantité, on a pour premier reste, ou pour se-

cond dividende partiel ordonné par rapport à a, la 

quantité — a*b b1. 

2°. Je divise le premier terme —a*b de ce divi-

dende, par le premier terme a du diviseur ; il vient le 

second quotient partiel —cC'b que j'écris à la fuite da 
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premier; je multiplie a~\~b par—a?b;& j'écris le pro-

duit, avec des signes contraires, fous le dividende; il 

vient a*b-\-a?bz. Faisant la réduction, le second reste, 

ou le troisième dividende partiel est a
i
b
z
-+-b

ì
. 

3°. Je divise le premier terme a\bz de ce dividende 

par a ; il vient au quotient -+- az
b

z que j'écris ; je mul-

tiplie le diviseur a-\-b par a
z
b
z
, & j'écris le produit., 

avec des signes contraires , fous le dividende ; il 

vient —a>bz— a-b^. La réduction étant faite , on a 

— a^'-f-è' pour troisième reste, ou pour quatrième 

dividende partiel. 

4.
0
. Je divise — a

z
b* par a ; il vient —ab* pour qua-

trième quotient partiel ; je multiplie le diviseur a-+~b 

par —ab*, & j'écris le produit, avec des signes con-

traires, fous le dividende; il vient-\-artfab*. La 

réduction faite, on a ab\-\-W pour quatrième reste, 

ou pour cinquième dividende partiel 

Je divise ab* par a ; il vient b* pour cinquième 

quotient partiel ; je multiplie a-+~b par b*, & j'écris le 

produit, avec des signes contraires, fous le dividende; 

il vient—ab*—b
1

. La réduction faite, on a o pour 

reste. D'où je conclus que le quotient exact de la quan-

tité a
1
-{-b

1 divisée par a-^-b, esta4—a>b-\~a
z
b
z

—. 

ab*+.b*. 

6$\ QUELQUEFOIS, après avoir ordonné le divi-

dende & le diviseur, par rapport à une lettre, il se 

trouve plusieurs termes dans lesquels cette lettre a le 

même exposant. Alors il faut disposer tous ces termes 

dans une même colonne verticale. 
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EXEMPLE. 

Diviser. ... 10a*-\-na
2
b—19abc—ij^c-t* 

3^a—H1 jbc2—$b2c, 

par .^ab-t-fa
1
—$bc? 

J'ordonne le dividende & le diviseur par rapporta 

la lettre a, & j'ai 1 o a} +■ 11 a
2
b—I j* a2

c — i p abc+ 

3 ab
1
 -+-1 y bc

l
—y Z>

2
c à diviser par y a

a
 3 ab—$bc. 

Or, comme dans le dividende, il y a deux termes qui 

contiennent a2
, & deux qui contiennent a, je dispose 

mon dividende & mon diviseur, comme on le voit ici. 

ÇDivíd. IO«
5
+IIst

i£-ipfl&C+Ij
,
&C

S
-jW,s Diviseur. 

\ —i$a
2
c-\-3ab

l
 \fa*-\-3ab—$bc. 

— 10a? — 6a2b-\-ioabc ; \ — 1 

1 ; ; , , j Quotient. 

i«resteí Sa*b—
9

abc^r 1
5

bc
2
—$b

2

C, I 
1 teíie

l-
XS

a>
c
+

3
ab

2 C 2a+b-
3

c. 

— fa2b—$ab*-+~<;bH , 

2e
 refte —i $ a2c—$abc-+*ifbc*, 

j-ct2c-+-paic—ifbc2 , 

3 e
 reste O 

i°. Je divise ioa5 par ya*; il vient 2 a au quotient; 

je multiplie le diviseur par 2 a , & j'écris le produit, 

avec des signes contraires, fous le dividende. Puis 

ayant fait la réduction, j'ai le premier reste écrit ci-

deífus. 

20. Je divise le premier terme $a2b de ce reste 

par y a* ; il vient -J-è au quotient ; je multiplie le di-

viseur par -{- b, & ayant écrit le produit, avec des 
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signes contraires, fous le dividende, puis ayant fait la 

réduction, on a un second reste écrit ci-deífus. 

3°. Je divise le premier terme — iy<z
2

c de ce reste 

par y#
1

, ensuite ayant fait les mêmes opérations que 

ci-devant, il ne reste rien. Ainsi la division est ache-

vée, & le quotient exact est 2 a 4- b — 3 c. 

66. LES Commençants doivent beaucoup s'exercer 

à la pratique de la division. Ils acquerront l'habitude 

de faire cette opération facilement, & quelquefois 

même à la feule inspection du dividende & du divi-

seur, en multipliant ensemble des polynômes, & en 

divisant ensuite le produit, par l'un des facteurs de la 

multiplication. C'est par les mêmes moyens qu'on 

apprend à décomposer les quantités en leurs facteurs, 

lorsqu'elles en ont d'autres qu'elles-mêmes & l'unité*. 

Par exemple , qu'on ait la quantité aa — bb : on voit 

fans peine, avec un peu d'usage du calcul, que cette 

quantitéest composée des deux facteurs a-{-b ,a—b, 

ou bien que aa — bb = (a-+~b) x (a — b). On 

voit de même que m2 4- n* = (m -\- n — 1 ) x 

(m—n]/—1) ; que aa-\- 2 ab-+*bk=(a-t-b) x 

{a-\~b) = (a-\-b)x, Ces sortes de décompositions 

ou de transformations font d'un fréquent usage dans 

les calculs algébriques. 

67. LORSQUE le diviseur n'est pas contenu exacte-

ment dans le dividende, comme cela arrive très-sou-

vent, la division ne se sait qu'avec un reste; elle res-

semble en tout à celle des quantités numériques. Par 

exemple, qu'on ait à diviser a* 4-2 ab^-b* 4- c*, 

C iv 
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par a 4- b : on trouvera que le quotient est a 4- b , 8í 

que le reste est c1 ; de sorte qu'en indiquant la division 

de ce reste , par le diviseur , le quotient total est 

a-+-b-\ —. 
a-t-b 

68. DANS ces sortes de cas, où la division ne peut 

pas se faire exactement, le quotient peut être repré-

senté par une suite infinie de termes , dont chacun en 

particulier est un monôme. Par-là, on se débarrasse de 

toute quantité complexe au diviseur, ce qui est sou-

vent utile dans l'Algèbre. Cette opération se fait, en 

poussant la division à l'infini, de la manière qu'on va 

expliquer sur l'exemple suivant. 

EXEMPLE. 

Diviser à V'infini cz par a-hb> 

Divid. C
1
 , f Diviseur a-+-b 

a 
Quotient \ 

Czb Czbz 

f-
leae

—^L. <? a az 

ei : cn* ì — + —
S
 &c. 

2C reste 4" 
czbz 

czbz c*bi 

az ~ÔT~ 
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3 e teste-
aï 

c2iî c2** 
__ | __ 

reste -J-

c2i* c2í* 

a4 

Se reste &C. 

i°. Je divise le dividende c2 par le premier terme a 

du diviseur, ou plutôt ( J7 ), j'indique cette division, 

parce que le dividende c2 & le diviseur a n'ont pas de 

lettre commune. Le quotient est —, que j'écris à la 

place où il doit être. Je multiplie le diviseur a+b par 

c2 . 

—, & j'écris le produit, avec des signes contraires, 

fous le dividende. Puis ayant fait la réduction, j'ai —■ 

pour premier reste, ou pour second dividende 

partiel. 

2°. Je divise ce dividende par le premier terme a 

czl 
du diviseur, & j'ai — pour second quotient partiel 

a~ 

que j'écris à la fuite du premier. Je multiplie le divi-

- c
zb 

leur a b par — ; & j'écris le produit, avec des 

%nes contraires, fous le dividende. La réduction faite, 
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j'ai —f— — pour second reste, ou pour troisième 

dividende partiel à diviser par a-\~b. 

On continuera la division toujours de la même ma-

nière. U est évident qu'elle n'aura pas de fin, & qu'elle 

donnera continuellement de nouveaux termes au quo-

tient. Le quotient total fera donc exprimé par cette 

fuite infinie. 

C2 C2£ C*í*l C*Ì5 C2J4 

-t : : 1 &c. 
a az a* a* 

Comme chaque terme de cette fuite a c2 pour un de 

ses facteurs, elle peut être écrite fous cette forme, 

c2x { h 1 &c. ì 
Va a2 aî a 4 a* / 

6p. ON voit facilement que tous les termes de cette 

même fuite iront en diminuant de grandeur, si a^>b; 

& qu'au contraire, ils iront en augmentant, ûa<^b. 

En effet, comparons d'abord ensemble les deux pre-

miers termes — & —, en faisant abstraction de 
a a2 

leurs signes, ou en les supposant affectés du même signe. 

Si on a a b, on aura auslî > —— : car puisque 
a a 

a > b, il est clair qu'en divisant les deux membres pat 

la même grandeurs on aura—— !*> —-—, ou bien 
& az *^ a2 

* b o- ■ • 

— > —— Si au contraire on avoit a<Lb, on trou-
a az -

veroit — << . 
a ^ a2 
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On fera voir d'une manière semblable, qu'en sup-

posant a^>b, le second terme -—^- est plus grand que 

le troisième ——, & qu'au contraire , en supposant 

a<C,b, le second terme —est plus petit que le troi-

íìème——; ainsi de fuite. D'où nous pouvons con-

clure en général que les termes de la fuite iront en 

j. diminuant ou en augmentant, selon que a sera plus 

grand ou plus petit que b. 

70. ON appelle suites convergentes, celles dont les 

termes vont en diminuant, & suites divergentes, celles 

dont les termes vont en augmentant. Une fuite peut 

converger ou diverger plus ou moins rapidement, 

selon que ses termes vont en diminuant ou en aug-

mentant, par des sauts plus ou moins grands. 

71. LORSQU'UNE fuite converge rapidement, il 

suffit de prendre quelques termes du commencement, 

pour avoir, à peu de chose près, la valeur de la fuite 

entière. Par exemple , ayant trouvé par la méthode 

de l'article 68, que la valeur générale du quotient 

indiqué —peut être exprimée par la fuite infinie, 
a-r-o 

I b b* bi J4 
4, 1 &c; 

a a1 ai a* «f 

fi l'on suppose a = 100, b — 1 , & qu'on prenne seu-

lement les deux premiers termes de cette fuite, on aura 
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■
 3
 c'està-dire,———, en réduisant lea 

IOO IOOOO 1COOO 

deux fractions au même dénominateur, puis soustrayant 

la seconde de la première. Or, cette dernière fraction 

ne diffère pas beaucoup de la fraction , ou 
1 1 10Ò-f-l 

, qui est la valeur totale de la fuite. Carréduifons 
IOI 

I 99 • 
les deux fractions & • au même dénomina-

IOI loooo 

teur, pour pouvoir les comparer plus facilement 

ensemble ; elles deviendront respectivement 
IOIOÛOO 

9999 .y • , n 
& ; d où l'on voit que leur différence est 

1010:00 

presqu'inseníìble. 

On approcheroit davantage, & de plus en plus, de 

la valeur entière de la fuite , en prenant ensemble ses 

trois premiers termes, ou ses quatre premiers termes ; 

ainsi de fuite. 

II est clair, par la raison contraire , que si une suite 

est divergente, on s'éloignera de plus en plus de fa 

valeur totale, à mesure qu'on prendra plus de termes 

du commencement. On ne peut donc prendre les 

premiers termes d'une fuite qui en a une infinité, pour 

exprimer, à peu de chose près, fa valeur totale, que 

quand cette..fuite est convergente. Plus elle converga 

promptement, moins il faut prendre de termes du 

commencement, pour la représenter d'une manière 

approchée. 
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72. L'EXPRESSION —Peut ^tre développée en 

suite infinie, de deux manières, selon qu'on regardera 

a OU b, comme le premier terme du diviseur. Dans le 

premier cas,.la fuite.infinie est 

(A) 1 h &c. 

Et dans le second, la suite infinie est 

(B) + h &c. 

Or, lorsque a^>b, la suite (A) est convergente , 

& la suite (B) est divergente ; au contraire, lorsque 

a.<J>, la suite (A) est divergente, & la suite (B) 

est convergente. Ainsi, lorsque a^>b , il faut se 

servir de la suite (A) pour représenter le quotient 

indiqué —, & lorsque a<Cb , il saut se servir de 

la suite (B) pour représenter le même quotient. 

73. Sr on avoit a=b , l'une ou l'autre fuite de-

viendroit également, 

1 1 1 11 1 
1 1- h&c. 

a a a a a a 

Or, comme claaque terme est détruit par le terme 

suivant, il paroît s'ensuivre que la valeur totale de 

la suite est o , tandis que cette valeur doit être réelle-

ment—-—ou—-.Mais il faut prendre garde que 
1 a z b 

dans ce cas, la fuite n'est pas convergente, & que si 

l'on veut employer quelques-uns de ses termes pour 
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1 
exprimer la quantité -——, on ne peut pas se dispenser 

d'ajouter à ces termes, le reste de la division, divisé 

par le diviseur. 

Si, par exemple, on arrête la série au second 

terme ; à la somme des deux pre-
a a a 

miers termes qu'on trouve (68) en divisant i par 

a-i-a, il faudra joindre le quotient du second reste 

i de la division, divisé par a-\-a, c'est-à-dire,' 
i a 

alors on aura — —4- —-—, c'est-à-dire, —— 
a a z a i a 

pour la valeur de —-—, comme cela doit être. 

Si l'on arrête la férie au troisième terme -\——, 
a 

à la somme — — -f- — des trois premiers termes 
a a a 1 

provenants de la division, il faudra joindre le quo-

tient du troisième reste — i, divisé par 2a, c'est-

i , III 

a-dire, : alors on aura H 
2í a a a 

-, c'est-à-dire,——, pour la valeur de-
%a z a , a a 

Ainsi de fuite. 

«íâfcdfeï» 
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SECTION fr 

Division des quantités radicales. 

74 EST IL d'abord question de diviser un monôme 

rationnel par un monôme radical, ou un monôme 

radical par un monôme rationnel ? La division ne peut 

alors que s'indiquer ; en observant néanmoins que s'il 

y a des coéfficients, autres que f unité, au-devant des 

quantités ; ou que la quantité radicale soit précédée de 

quantités rationnelles, la division des coéfficients & 

des quantités rationnelles, se fait comme on l'a expli-

qué ci-dessus. Ainsi, par exemple, en divisant -+-apar 

l4-J/ b, on a pour quotient -h —, ou —— ; 

en divisant — 8a\/c par *+<2ab, on a pour quotient 

4 Vc 4 e1 

ou-
b ' b 

75". ON doit observer qu'au Jieu d'écrire, comme 

nous venons de faire, le quotient en forme de fraction, 

on écrit souvent le diviseur à côté du dividende, en 

donnant au diviseur un exposant négatif. Ainsi, l'ex-

a 1 

pression H- —— est la même chose que -H ab T$ 

f* 
t 

Expression -— —-— est la même chose que —« 
t 

<jc
l
£*- », On traite à cet égard les quantités qui ont des 
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exposants fractionnaires, comme celles qui ont pour-

exposants des nombres entiers (61 ). 

76. FAUT - IL diviser un monôme radical par un 

autre monôme radical ? Je distingue deux cas ; l'un 

où les deux quantités radicales font de même efpéce, 

l'autre où elles font de différentes espèces, 

77. SUPPOSONS d'abord que le dividende & le divi-

seur soient des quantités radicales de même dénomina-

tion. Après avoir écrit le signe qui doit précéder le 

quotient., on écrira le signe radical commun au divi-

dende & au diviseur, & à la suite de ce signe, le quo-

tient des quantités divisées de la même manière que íì 

elles n'étoient point affectées de radicaux. La division 

des coéfficients & des quantités rationnelles qui peuvent 

précéder les quantités radicales, fe fait à l'ordinaire. 

Ainsi, en divisant ~^\/azbz par—on a pour 

quotient — \/ab*, ou —a1 b1, ou (en réduisant la 

fraction exponentielle de b à sa plus simple expression), 
1 

i— a'bien divisant — 8a1]/ iom1n2par-}-4«"P
/'^/nn, 

on a pour quotient —2a]/^2mn, ou —2ax2im',nì, 

ou —2ìaminì ; en divisant — 7 0?!^ m^rpp par — 

-iiy mn'1 

Saz]/ cmp, on a pour quotient -f- -, ou 
1 8 

1 a\/ mn*c—1 ■jamin''c 5 

4-, , ou 4 , ou bien 
8 8 

j î I 

encore 4-7 . 8~1 . a/n'n'c 
78. 
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78. ON se rendra facilement raison de cette régie, 

en considérant que la division est une opération inverse 

de la multiplication, & que le produit du diviseur par 

îe quotient doit toujours être une quantité égale au 

dividende. Ainsi, par exemple, je dis que si l'on divise 

— ]/a par -f- \fb, le quotient sera —j/"--^—. En 

effet, si l'on multiplie (4.7) cette derniere quantité par 

+ J/
r
^ » on aura —\^ »

 ou
 —~Va > Ç1

"
 E

^ *
E 

dividende proposé. II en sera de même dans tous les 
autres cas pareils, 

70. LORSQUB le dividende & le diviseur ne sont pas 

des quantités radicales de même dénomination, on peut 

l#s réduire à la même dénomination (40) ; & alors ce* 

cas revient au précédent. Qu'on ait, par exemple, à 

diviser —\/ aïb* par -f-]/a : je réduis les deux 

quantités radicales à la même dénomination ; la pre-

B • / - -
mière devient —y , ou — a

6
b

s
 , la seconde 

devient 4- , ou -\-a
6
 ; & en divisant la première 

par la seconde , j'ai pour quotient —J/û'è
4
 , ou 

ì Or 12 

—a
6
b

s
 , ou —ia

x
bï. On trouvera semblablement 

qu'en divisant —^.a^h par —za^bc, le quotient 

est ■+- 2 a \f —j- > ou -i^2aj/
/r

'b
,
c'-

ì
 , ou -f. 

j_ Î_ j_ 1 

2ab
ll

c
 11

, ow+-zab
,l

e \ Ainsi des autres quan-
tités pareilles. 

3Q 
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80. DONNONS un exemple de division de polynô-

mes où il entre des quantités radicales. Je me contente 

d'indiquer l'opération , qui fera facile pour ceux 

auront bien entendu tout ce qui précède. 

EXEMPLE. 

Diviser a?b*—j^b* -\-jabc}/'m
1

np-~ 

par ab — 5 b ̂ /a-c ? 

On fera cette opération à l'ordinaire, en divisant 

successivement les différentes parties du dividende par 

le premier terme du diviseur , & retranchant du divi-

dende, à chaque division partielle, le produit du quo-

tient partiel par le diviseur entier. II n'y aura point de 

difficulté à l'cgard de la division au multiplication des 

quantités radicales, puisque toutes les opérations par-

tielles se sont sur des monômes, & qu'elles ne deman-

dent par conséquent point d'autres régies que celles que 

nous avons données pour ces dernières quantités. On 

trouvera ainsi que le quotient demandé est a
z
b—• 

7 aèi4-7c]/mîn/\ 
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CHAPITRE VI. 

Des Frafiions Algébriques. 

8r. I_vES fractions littérales font, comme les frac-' 

lions numériques, les quotients des numérateurs divisés 

par les dénominateurs. Ainsi, tout ce que nous avons 

dit au sujet des fractions numériques , s'applique éga-

lement aux fractions littérales, en substituant aux opé-

rations arithmétiques, les opérations algébriques cor-

respondantes , c'est - à - dire , addition à addition , 

soustraction à soustraction , &c. On verra, par cette 

correspondance, la raison de la plupart des calculs que 

je vais faire fur les fractions littérales ; & cela nous 

épargnera beaucoup de raisonnements. 

82. RÉDUIRE une quantité entière en unefraBion qui 
úx un dénominateur donné ? 

Soit la quantité a qu'il s'agit de réduire en une frac-

tion qui ait le dénominateur b. Je multiplie a par b, & 

j'applique fous le produit ab , le dénominateur b ; en 

forte que a est la même chose que 
^^^^B f jmj .1

 T
 'ifrri.hiiînfiup olfc/> 

83. ON voit semblablement que toute fraction peut 

être transformée en une autre de même valeur , en 

multipliant ou divisant son numérateur & son dénomi-

nateur par une même quantité. Ainsi, la fraction 
0 

D ij 
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devient (en multipliant haut & bas par cjy—-— ; la 

fraction
 é

flg")""L
>
 devient C en divisant haut & bas 

aa — bb 

par a-+~b),-
a 

a ■ 

£4,. RÉDUIRE en une feule fr aBion une quantité com-

posée d'un entier £r d'une fraBion ? 

Multipliez l'entier par le dénominateur de la frac-

tion , & appliquez fous le tout ce dénominateur. 

» • r- bi
 n

 , , . - ac -hbd 
Amli, a H elt la meme choie que 5 

c 

ac— cd— ad _ „ , 
elt la meme choie que. . ., 1 

C -f- íf 

ac + ad-hac — ci—zac — af 
, ou que ;—

}
 en tai-

c-i-d c-i-a 

fant la réduction du numérateur. 

8y. TIRER les entiers qui peuvent se trouver dans 

unefraBion ? 

Divisez le numérateur par le dénominateur, autant 

que cela fera possible. Ainsi , ayant la fraction 

—
a

 ~*~
<
^ , je divise les deux premiers termes du 
a 

numérateur, par a , & je la réduis., par ce moyen, à 

cd f 
cette quantité a-\~b —-, De même , la fraction 

__ . devient a—b~\- —, en di-
a—-h ' a—o 

visant les trois premiers termes du numérateur
 a

 par 

d—-k. 
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S 6. RÉDUIRE plusieurs fraBions au. même iénomì~ 

nateur í 

Multipliez le numérateur & le dénominateur de cha-

cune d'elles, par le produit des dénominateurs de tou-

tes les autres, & appliquez , fous chaque nouveau nu-

mérateur, le produit de tous les dénominateurs. Ainsi, 

CL C C 

les fractions —, —, — , se changent respective-

.1 • adf bcf Me . ,
 A ment en celles-ci ,, , ,* . —-—, qui ont le me-

bdf bas bas 
me dénominateur. 

L'opération se feroit de même , fi le numéra-

teur ou le dénominateur , ou tous les deux, étoient 

des quantités complexes. Ainsi , les deux fractions 

a—b g~hh . . (a — b)xsf-+-e) 
deviennent 

&-+-C f-i-e (í+c)x(/+e) 

(g-hh)x(b-ì-c) 
■, ou bien en effectuant les multi-

Çb-i-c)x(f-he) 

,. . af—bf -f- ae — be bg-i-bk-lrcg-hch 

plications, -f—~ -,
 s 

bf '-+- cf -+• be -f- ce bj■+■ cf -f- be -+- ce 

87. LORSQUE les fractions ont des facteurs com-

munsà leurs dénominateurs, elles peuvent être réduites 

a la même dénomination, d'une manière abrégée, qui 

est utile dans la pratique du calcul. Soient., par exem-

ple , les deux fractions *—, ~~» dont les déno-
bc bh 

niinateurs ont le facteur commun b : je vois qu'en 

•multipliant la première, haut & bas, par le facteur non 

commun h du dénominateur de îa seconde, & la se-

conde , aussi haut & bas, par le facteur non commun e 

D iij 
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du dénominateur de la première, je les réduirai tout 

de fuite au même dénominateur. Elles deviendront 

ainsi
 a

''
h
 ,

 cd
& . 

bch ' bch 

88. AJOUTS R des fr aB ions avec d'autres quantités 

entières ou rompues. 

Ecrivez toutes les quantités à ajouter, les unes à la 

fuite des autres, avec les signes qu'elles ont, & faites 

les réductions dont la somme peut être susceptible, 

Qu'on ait à ajouter ensemble la quantité entière a—b 

. ' . ¥■ ., . ' >r * j 
St la fraction : j ecns a-—o -\ ; & en 

a-f-o a-h b 

réduisant l'entier en une fraction qui ait le dénomina-

a*— fr'4-b* ,
 st

 v j-
 aí 

teur a-h-b, j ai , c esl-a-dire, -
■ì-b 

Pour ajouter ensemble les trois fractions -+- , —• 
b 

c e . a c e 
~TJ-Ì—r- . j ecns — —r -h —r~. Si on reduit ces 

4 f b d f 

trois fractions au même dénominateur, on aura 

bcf - bde . . adf—bcf-i-bde 

H 737- > ou bien, 

bdf 

bdf ' bdf : \ bdf 

8p. FAIRE lafoufiraBion des quantités où Use trouve ' 

des fraBions ? 

Changez les signes de la quantité que vous devez 

soustraire, & en cet état, écrivez-la à la suite de celle 

dont elle doit être soustraite. Ainsi , pour retranches 

bz bz 

de a—b , i'écris a—b-— — , & en 
a — b ' a-t-b 
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réduisant tout en fraction, je trouve 
al-b*-ll 

-, Pour soustraire —-a de 

■ b 

aa 

-, OU 

5 S 

bien 

a-

a — b 
-t-sl, ou bien 

aa — ab iacf 
-, ou 

i'écris 

■ ab 

a—b 

c .a 
Pour soustraire la fraction

 r
 de la fraction — , 

WLS ■ , à o 

i'écris — -h -r, & en réduisant les deux fractions au 
b d 

ad-hic 

bd 
pour rei iiltat même dénominateur, on aura 

de la soustraction. « 

#0. MULTIPLIER ensemble unesraUion rationnelle, 

fir £ autres quantités, entières ou rompues ? 

Si l'on doit multiplier un entier par une fraction , 

ou une fraction par un entier, on multipliera sentier 

par îe numérateur de la fraction, sans toucher au déno-

minateur. Et fi l'on doit multiplier une fraction par une 

fraction, on multipliera numérateur par numérateur, & 

dénominateur par dénominateur. Ainsi, le résultat du 

produit indiqué ax.— est -h ; le résultat du 

produit indiqué 
7 g, 

ja, est 4-
20 ah 

7g 

a m 

; le 

résultat du produit indiqué — x — est—-
b n bu 

pi. MULTIPLIER ensemble des quantités où il se 
trouve des fraâions radicales ? 

Puisqu'on multiplie une fraction par une autre, en 

multipliant numérateur par numérateur, & dénomina-

D iv 
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teur par dénominateur, il est clair qu'on élèvera uaí 

fraction au quarré, au cube, à la quatrième puissance, 

&c, en élevant chacun de ses deux termes au quarré, 

au cube, à la quatrième puissance, &c. ì)onc récipro-

quement la racine seconde, ou troisième, ou quatrième, 

&c, d'une fraction, est une fraction qui a pour numé-

rateur la racine seconde, ou troisième, ou quatrième, 

&c, du numérateur, & pour dénominateur la racine 

pareille dû dénominateur. Or, cette dernière fraction 

peut être considérée comme le quotient de son numé-^ 

rateur divisé par son dénominateur, de la même
 ma-j 

nière que si ses deux termes étoient des quantités 

rationnelles. Ainsi, la multiplication des quantités où 

il entre des fractions radicales, se fera par le moyen de 

l'article précédent, & des principes que nous avons 

donnés (44, 47,49) pour la multiplication des quan-

tités radicales qui ne contiennent point de fractions. 

Qu'on ait, par exemple, la quantité —ab à multi-

plier par la fraction radicale sj/^ —— : comme cette 

fraction est la meme chose que ■■^
/m

 , la question se ré-
V N 

duit à multiplier sentier —ab par la fraction 

de la même manière que si les deux termes de cette frac-

tion étoient des quantités rationnelles ; le produit est 
1 

ab\/m cbm1 1 i 
donc ; J ou , ou —abrrún 2.L!e 

\/n i 
n> 

même, le résultat du produit indiqué — 6
 Û

~'J/
//

~~;Ì-
 X 
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_
;iou

 _£__
x
_j

ô
, est + 

OU -f» 
30 ba^ni* 

n» 

, ou 30ba2msn 3, ou 

Si on avoit à multiplier ensemble deux fractions 

radicales, telles que — -~, & — lp "' 

rnettroit la première fous cette forme 

seconde sous celle-ci-
m 

]/a 

]/b 

;on 

,&la 

tuer la multiplication indiquée' 

ce qui donne le produit 4-

: alors il s'agiroit d'effec-

Va l/^m 

m 

yby.yn 
, ou 

1 1 

a*m* 
4- —7-7— , ou ■Jrairìúb ln +, ou (en réduisant 

tous les exposants fractionnaires à la même denomi-

.
 x

 £ <* 1 -L a + TTZÎ 

nation.), 4-a
1
'm

11
 &

 ,l
n 'Sou-f-^ ~J^T~* 

$)2. VAIRE la division des quantités où ilnese trouve 

JHe des f raclions rationnelles P 

Si le dividende est une fraction, & le diviseur un 

entier, multipliez le dénominateur de la fraction, pai> 

1 entier, £âns toucher au numérateur. Et íì le diviseur 
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est une fraction, renversez cette fraction, Sc en «í 

état vous la multiplierez avec le dividende. Ainsi, en 

divisant ^-par-f-c, 'e quotient est ~— ; eo 
o . oc 

,. ,
r
 a m ' '. _ a 

divilant — par H , le quotient elt — x + 
b n b 

—, c'est-à-dire en effectuant la multiplication,-
m 

an 

bm 

03. FAIRE la division des quantités où il se trom 

des fraSions radicales ? 

Une racine quelconque d'une fraction n'est autre 

chose (pi) que la racine semblable du numérateur 

divisée par la racine aussi semblable du dénominateur; 

ce qui donne une fraction par rapport à laquelle on 

opérera , comme nous venons de le prescrire pour 

les fractions rationnelles. Ainsi , qu'on me propose 

de diviser—J/^~~ par m: je change la fraction 

V a 
én celle-ci: & j ai pour quotient-

]y b 

V
 a

 . S'il est question de diviser la fraction -
mf/b 

jp/^". 1—par la fraction — je change' 

\Y a 
première fraction en celle-ci ^77-, & la se

con
^ 

V " 
]/m a 

en celle - ci ■—> —. : alors il s agit de diviíer 
|/ n 
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fa pm . ]/a 
par -j— ; le quotient elt ■ sb ^ y n ' 1 y h 

-—r-, c est-a-dire , + ■ v , ou -f-> 

-î^-, ou -+-a
l
n*b

 %
m *

}
o\x-i-a

7
*n

r
'b~"m 'S 

~ b * m î 

94. RÉDUIRE unefraclion à ses moindres termes? 

Après avoir ordonné les deux termes de la fraction, 

par rapport à une même lettre , il faut diviser celui 

des deux termes, où. cette lettre a le plus grand expo-

sant , par le second, & pousser l'opération tant qu'elle 

est possible, conformément aux régies ordinaires de la 

division; ensuite il faut diviser j suivant les mêmes con-

ditions , le second terme par le premier reste ; puis le 

premier reste, par le second reste ; ainsi de suite, jusqu'à 

ce qu'on parvienne à une division exacte : alors le der-

nier diviseur est le plus grand commun diviseur des deux 

termes de la fraction proposée. Si on ne pouvoit pas 

parvenir à faire une division exacte, la fraction feroit 

irréductible. On voit que le procédé est absolument 

le même pour les fractions littérales que pour les frac-

tions numériques, 

95- INAPPLICATION de cette régie à la pratique 

peut être simplifiée & facilitée par les observations 

suivantes. 

On ne change rien au commun diviseur de deux 

quantités, en multipliant ou en divisant l'une de ces 
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quantités par un facteur qui n'est pas diviseur de l'autre, 

Qu'on ait, par exemple, la fraction —^— , dont les 
ac 

deux termes ont a pour diviseur commun : en mul-

tipliant le numérateur ou le dénominateur par une 

quantité d, on formera la nouvelle fraction , ou 
ac 

i -«>, dont les deux termes n'ont pas d'autre divi-
acd 1 

seur commun que a. Mais si la quantité par laquelle on 

multiplie un des termes de la fraction, étoit diviseur 

de l'autre terme, alors on changeroit le diviseur com-

mun. Par exemple , qu'on multiplie le numérateur de 

ab 
la fraction par c, qui est diviseur du dénomina-

ac 

de 
teur, on formera la fraction , dont les deux ter-

, ac 

mes ont, pour diviseur commun, ac, & non pas íìiw 

plement a comme tout-à-l'heure. De même, si l'on 

multiplie le dénominateur de la fraction —^—, par I, 

qui est diviseur du numérateur, on formera la fraction 

——— » dont les deux termes ont pour diviseur coni-
abc 

*nun ab, & non a simplement. On ne conserve donc 

le même diviseur commun aux deux termes d'un» 

fraction, qu'en multipliant ou eiv divisant l'un de ces 

termes par une quantité qui ne soit pas diviseur da 

l'autre. 

Appliquons ces principes à des exemples» 
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EXEMPLE I. 

a3 -4-ai* — a*i—lî 
Réduire la fraction — ■— r--

« ses moindres termes ? 

J'ordonne tout par rapport à la lettre a, & je prens 

le dénominateur pour dividende, & le numérateur 

pour diviseur. Cela posé , 

i°. Comme 2 a divise tous les termes du dividende , 

& ne divise pas ceux du diviseur, je commence par 

délivrer le dividende de ce diviseur, pour simplifier 

l'opération. II me vient ainsi 2aì— 2 a1 b — ab1-\~bi 

à divises par a
1
 — aïb-^rafr — b*. Le quotient est 2 , 

& le reste — 3 ab14- 3 ¥. 

2°. Je prens pour dividende le diviseur aì—a
Jl
 b -f-. 

è1 — , & pour diviseur le premier reste —■ 3 aba-++ 

jjé'» Et comme 3 b1 est diviseur de ce reste, sans l'être 

du nouveau dividende, je délivre mon diviseur actuel 

du facteur 3b
1
. Par ce moyen, j'ai «'—a*b ~\+ 

è
1
—^ à diviser par — a -f- b. II vient pour quotient 

«act —a- — b2. D'où je conclus que —a-\~b est 

le plus grand commun diviseur cherché. Divi-

sant donc les deux termes de la fraction propose 
aì—a2 b-{-ab11— b* 

"—; ; — r— Par — elle 

défendra -, ou— —, & fera 
— 4£Zî-i-za£r 4«}_^îfli* 

réduite à ses moindres termes. 
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EXEMPLE II. 

Réduire la fraBion 
3 a s -h $a*b -h qab* -h 4&3 

^ /èr moindres termes ? 

J'ordonne tout par rapport à la lettre a ; & je prens 

pour dividende le numérateur, & pour diviseur le 

dénominateur. 

1 °. Je prépare le dividende, en divisant tous ses 

termes par a qui n'est pas diviseur commun de tous 

les termes du dénominateur. Ensuite je multiplie 

tous les termes du même dividende par 3 qui n'est 

pas diviseur du dénominateur, afin de rendre le pre-

mier terme du dividende, divisible par le premier 

terme. du diviseur. Par ces deux opérations , j'ai 

6 a? 4- 6 a2b —< 3 abc — 3 b~-c à diviser par 3 af + 

3 ̂ £4-4 ai1-+-4- b\ Le quotient est 2 , & le reste 

1—3abc — 8 ah* — ̂ b2c— Sb1. 

2°. Je prens pour dividende le diviseur précédent 

3 à" 4- 3 a2b 4- 4 ab2 4-4 P, & pour diviseur le pre-

mier reste — 3 abc — 8 ab2 — 3 b2c ■— 8 bK Je pré-

pare la division, en observant que—3k — Sb1 

divise le diviseur & ne divise pas le dividende. 

Ainsi, je délivre le diviseur de ce facteur ; & alors 

j'ai 3<Î'4- 3^6 4-4slíJ4-4ÌJ à diviser par a-^~b. La 

division se fait exactement, & le quotient est 3 a2 + 

40='. Par conséquent, le plus grand commun diviseur 

, , - -, i. a*-hiai b — a2bc—ab2c 
de la traction propolee —; — 

3 ai -h 3 axb-h<tab2-h4b * 

.est a 4-" b ; & en divisant son numérateur & son dé-
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Dominateur par ce diviseur, cette fraction devient 

îa3 —abc 

Des FraBions continues* 

o<5. LORSQU'UNE fraction a pour dénominateur 

faísembiage d'un entier & d'une fraction ; que cette 

seconde fraction a pour dénominateur réassemblage 

d'un entier & d'une fraction ; que cette troisième 

fraction a pour dénominateur , l'aísemblage d'un en-

tier & d'une fraction ; ainsi de suite : l'expreífion 

composée de toutes ces fractions particulières, est ce 

qu'on appelle une jraSion continue, soit que le nom-

bre des fractions intégrantes soit fini ou infini. Ainsi , 

Impression 

v — e 
«H y 

l-i f 
c-i S 

tfH . 

est une fraction continue. 

57.Si chacun des numérateurs et, €,y, <f
 jê

, &C* 

vaut 1, i'expreffion précédente deviendra 

1 

a H t 

b-\ r 

c-i 1 

d-i-— " 

e-h &c. - , 

| Les fractions continues que nous avons considérées 

dans l'Arithmétique ont cette dernière forme. 
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une fraction ordinaire. Soit, par exemple, la fraction 

continue, 

— C 
«H y 

b-i J 
c H . 

d 

i°. L'assemblageJL j\ des deux dernières fractions 
c-t-— 

d 

intégrantes étant une fraction qui a y pour numéra-

teur, &C-+-—pour dénominateur; il est clair que 

íì nous réduisons ce dénominateur en la fraction équi-

valente , l'aílèmblage en question pourra 

être regardé comme une fraction qui a y pour numé-

rateur, & —- pour dénominateur ; ou, ce qui 

revient au même , comme le quotient de la quantitéy 

divisée par la fraction r- , ce qui donne (92). 

20. A la place de l'assemblage des trois der-

nières fractions intégrantes, nous pouvons substituer 

C 
yù ; d'où l'on tire , en opérant comme nous 

H 
cd-h<r 

venoriSì 
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terions de faire fur l'asltmblage des deux dernières 

r A- • ' Scd-hW 
fractions intégrantes, ■ ■ . 

bcd-i-bs-i-yd 

3°. Pareillement , au lieu de l'assemblage des 

quatre fractions intégrantes, nous pouvons prendre 

ficd-t-êj\ ; d'où, l'on tire la fraction ordi-
«H : . , 

bcd-hb^ -hày 

a.bcd-i-ab^-i-'íiy 

^ abcd+abMy+lcd^ '
 6X

P
ressi0n de 13 

fraction continue proposée. 

II est clair que si une fraction continue avoit un plus 

grand nombre de termes, on parviendroit toujours, 

en remontant de proche en proche, de droite à gau-

che, à la convertir en une fraction ordinaire. 

pp. NOMMONS A la valeur totale d'une fraction 

continue, telle que 

— C ' 

a-i—- y 
b-\ & 

c-\ t 

d-i . 

e -t- &c« 

II est aisé de voir1 que si en allant de gauche k 

droite, on prend d'abord la première fraction inté-

grante seule , puis les deux premières fractions inté-

grantes seules, puis les trois premières fractions in-

tégrantes seules
 J

 ainsi de fuite ; on aura des quan-

tités alternativement plus grandes Sc plus petites que 

E 
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A; c'est-à-dire , que A < —, A^>—
 c 

a a-i , 
b 

a 

A< — e 
a-i— y M cc 

£_}-_,,<?>_ C 

« a-i y 
b-i cT 

1 c-i , &c. 
d 

Car dans la première expression —, le dénominateur 

a est plus petit que le vrai dénominateur , puisque ce 

dernier est formé de l'addition de a avec toutes les 

fractions qui suivent à droite. Or, on augmente la 

valeur d'une fraction , lorsqu'on diminue son dénomi-

nateur , sans toucher à son numérateur. Ainsi, on a 

et et 

A<1—. Dans la seconde expression— 6 , le dé-
a ÍH 

b 

Dominateur b étant évidemment trop petit, la fraction 

— est trop grande, & par conséquent aussi l'assem-

g 
blage a -H — est trop grand; donc notre expression, 

qui a pour numérateur a, & pour dénominateur l'as-
semblage dont nous venons de parler, est trop petite, 

puisqu'on diminue la valeur d'une fraction, lorsqu'on 

augmente son dénominateur, sans toucher au numé-

rateur. En raisonnant toujours ainsi de fuite pour les 

autres expressions, on reconnoîtra la vérité de la pro? 

position générale que nous avons avancée. 
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100. IL suit de-là que si nous réduisons chacune des 

expressions dont nous venons de parler, en fractions 

ordinaires, on aura 

A<-

A>-

ab 

eic-{-ay 

abc •+- ay ■+• ÉC 

ábcd ■+-ab
<
P-hu.yì 

abcd-{-abcs'-+-ayd-i-&cs"+-&d 

ainsi de fuite, alternativement, 

101. LES fractions continues appliquées aux nom-

bres servent > comme noùs l'avons vû dans l'Arithmé-

tique, à représenter d'une manière approchée , avec 

de petits nombres, la valeur d'une fraction irréducti-

ble exprimée par de grands nombres. L'approxima- ■ 

tion est d'autant plus exacte, qu'on prend plus de frac-

tions intégrantes du commencement de la fuite; mais 

auffi plus on prend de ces fractions, plus les termes 

de la fraction résultante qu'elles donnent font grands. 

102. Les fractions résultantes qu'on trouve ainsi en 

prenant un certain nombre des premières fractions in-

tégrantes qui composent la fraction continue, ont la 

propriété d'être irréductibles, & de donner la valeur de 

la fraction principale, d'une manière plus approchée 

que ne la donneroit une fraction exprimée par de 

plus petits nombres. On en verra facilement la raison, 

Eij 
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en considérant qu'on emploie (Arith. 210& ïij-J 

des opérations semblables pour tròuver le plus grand 

commun diviseur de deux nombres, & pour dévelop-

per une fraction ordinaire en fraction continue. Mon-

trons ici en général la correspondance de ces opé-

rations. 

103. QU'IL s'agisse de réduire à ses moindres termes 

la fraction — , dans laquelle A & B font des nombres 
B 

donnés. Soit B^>A; & supposons qu'en divisant 2 

par A, on ait a pour quotient, & a pour reste ; qu'en 

divisant A par «, on ait b pour quotient, & C pour 

reste ; qu'en divisant « par £, on ait c pour quotient, 

& y pour reste ; ainsi de suite. II est clair que la frac- 1 

tion proposée pourra subir les transformations suivan-

tes , ( en mettant successivement pour chaque divi-

dende , le produit du diviseur par le quotient, & ajou-

tant le reste de la division ), 

A__ A 

B aA-t~«-

A _ «fr-t-C 

B a (ai-f-€)-»-« 

A b(.Cc + y)-hZ 

~B ~b&-i-by-+-£)-h£c-hy 

A b{ciy-J
r

cJ'-hy)-\-yà~\- cf> 

B a ( kyd •+- k(T -f- by -hdy -f- çP ) -+- cyd-i- cf-hy 

&c. 

Ces expressions indiquent en général la marchí 

gu'on fuit dans la décomposition des deux nombres 1 
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AScB, pour parvenir à trouver leur plus grand com-

mun diviseur. On voit que si , par exemple , dans la 

dernière de ces expressions, le dernier reste ^ divise le 

reste précédent y, la fraction —— sera réductible, Sc 

que «P sera le plus grand commun diviseur de ses deux 

termes, 

104. DÉVELOPPONS maintenant la même fraction 

•—— en fraction continue, par la méthode donnée 
B 

(Arith. 11 y) : en divisant les deux termes par A, 

cette fraction devient ——. Supposons
 3
 comme tout-

B 

â-l'heure, que le quotient de B divisé par A est aì 

& que le reste est « ; la fraction deviendra. ■ 
a-+- » 

A 

Divisant par * les deux termes de —, on aura 
A 

A 

T 1 

. Soit b le quotient de A divisé par *, 

& £ le reste; on aura = ̂ - . En continuant 
* «-f» r 

Ì-+-C 

E iij 
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d'opérer de la même manière, on trouvera 

A i t
 :m 

B ' a-ì i 

M i 

• CH—— 

d-h&c. 

Or, je dis, i°. que si en allant de gauche à dfoite, 

on arrête cette fuite à telle fraction intégrante qu'on 

voudra, le résultat qu'on obtiendra, étant converti 

en une fraction ordinaire, fera une fraction irréduc-

tible. Car, par exemple , arrétons-nous à la fraction 

intégrante —— , en excluant toutes les suivantes à 
c yWÊ 

droite : nous aurons la fraction continue — t 
a-i i 

i-t—, 

qui étant réduite en fraction ordinaire , devient 

— ^
C 1

— . Or, cette dernière fraction est irréduc-
abc -f- a -H c 

tible; car si elle étoit réductible, on pourroit diviser 

ses deux termes par un même nombre plus grand 

íc-h t abc ■+n 
que i. ooit s ce nombre : alors & • -

g g 

ou •— seroient des entiers. De plus 
g 

dc-ha-hc - c
 r 

— ieroit un entier. Donc — íeroit un en-
g 

tier, ainsi que ——. Or , si les nombres ~?
c

~
i
~

t
- & 
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étoient des entiers,—seroit un entier ; ce quï 
g g . c . , 

est impossible, puisque g est > l. 

2°. Je dis qu'on ne peut pas approcher davantage 

de la valeur de la fraction —, au moyen d'une frac-

tion qui soit expiàmée par de plus petits nombres que 

la fraction — ■ ^
c

~
f
~

I
—

%
 Car désignons, pour abréger , 

abc-ha-t-c r 

C 
cette dernière fraction par — ;& considérons que puif-

Â C 
que les deux fractions — & —• contiennent l'une & 

l'autre les fractions intégrantes — , —, — , toute 
abc 

A 
fraction qu'on prétendra qui approche plus de — que 

C 
n'en approche —— , contiendra nécessairement les 

mêmes fractions intégrantes, & de plus queîqu'autre 

fraction intégrante que je désigne par —. Ainsi,cette 

A i 

fraction, plus voisine de —-—, fera — 1 

r B a-h-r 1 r 
b-+- 1 

CH , 
m 

ou bien . Or , il est clair 
abcm -+- ab -+- am -f- an -f- i 

que cette dernière fraction est irréductible ; car si elle 

étoit réductible, on pourroit diviser ses deux termes 

par un même nombre plus grand que i ; je l'appeîle h. 

E iv 
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Alors ■ &
 ;

 — serciefíf 
n h 

des entiers. De plus le nombre -~ ■--—> 
h 

seroit un entier. Donc 1 en seroit aussi u» ; 

.
 r

 bcm-i- h _ , îcm-+-í-f-7B 
ainíi que -—

;
 . Les nombres — , & 

n h 

lcm-+-b m 
étant des entiers, —— seroit aussi un entier, 

'.n h 

, , cm—, cm-f-i cm , 
de menie que . í.nhn — & —-— etant 

h h h 

des entiers, —- seroit un entier ; ce qui est impossible, 

puisque h^> i. 

TV * -i r n- icm-t-b-t-m 
D un autre cote la fraction ■ 

abcm 4- ab -f- am -f- cm -M 

est exprimée par de plus grands nombres que la fraction 

C 

1T' 

Donc, il n'y a point de fraction qui étant exprimée 

tx. ... -C 
par de plus petits termes que ceux de la fraction -—-, 

approche plus que cette même fraction, de îa fraction 

... W 
principale 
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CHAPITRE VIL 

De la Formation des Puijsmces , & de 

hxtraêìion des Racines des quantités 

Algébriques. 

105. JLJES notions que nous avons données, dans 

l'Arithmétique, de îa formation des puissances des 

nombres, & de l'extraction de leurs racines, s'appli-

quent ici en général aux quantités littérales. Former 

une puissance d'une quantité littérale, ou ce qui signifie 

la même chose, élever une quantité littérale à une puis-

sance proposée, c'est multiplier cette quantité un cer-

tain nombre de fois par elle-même extraire la racine 

d'une quantité , c'est trouver une autre quantité qui 

étant multipliée un certain nombre de fois par elle-

même , produise la première. On voit que l'un de ces 

problèmes est l'inverse de l'autre. Ils ne demandent, 

pour être résolus, qu'une application ou une extension 

tres-facile des principes que nous avons établis pour la 

multiplication & la division des quantités, tant ration-

nelles que radicales. Mais afin qu'il ne reste aux Com-

mençants aucune difficulté fur toute cette théorie, je 

crois devoir la développer en détail. 

106, Pirr.so.UE suivant la régie que nous avons don» 
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née (30) pour la multiplication des signes, -}-x+; 

& —x— donnent également +, & que -f-x—i, 

©u —x-h, donne —, il s'enfuit que , 

i°. Le quarré de -ha, c'est-à-dire, -hax-ha,& 

celui de — a, c'est-à-dire, •— <z x ■— a, font également 

•4- a a. 

2°. Le cube de , c'est-à-dire, -h a a x -ha é 

>-ha} ; mais celui de —a, c'est-à-dire, -haax—a est 

— a\ / 

30. La quatrième puissance de -i-a, c'est-à-dire, 

-ha* x-h a est -ha4, & celle de —a, c'est-à-dire, 

—-íi'x — a, sont également -h a*. 

40. La cinquième puissance de -ha, c'est à-dire, 

-h a* x-h a est -ha1 ; mais celle de — a, c'est-à-dire, 

■4-«4x — a, est —a1. 

&c. 

107. CONCLUONS de-Ià en général que toutes les 

puissances paires font positives , soit que la quantité 

génératrice, ou la racine, ait le signe -+> ou le signe 

•— ; mais que les puissances impaires sont toujours de 

même signe que la racine, c'est-à-dire, positives, íi la 

racine est positive, & négatives, si la racine est né-

gative. 

108. ON a vu (41) que pour élever un monôme au 

quarré, ou au cube, ou à la quatrième puissance, ou a 

la cinquième puissance ,&c, il faut doubler, ou tripler, 

ou quadrupler , ou quintupler , &c, les exposants des 

lettres qui entrent dans ce monôme. II est clair en même' 

temps, par ce qui a été dit ( 33 ) fur la multiplication 
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des coefficients, que si les quantités littérales ont des 

coefficients autres que l'unité, ces nombres doivent 

| être élevés au quarré, ou au cube, ou*à la quatrième 

puissance, &c. Ainsi, en ayant égard à la régie des 

lignes ( 107) nous formerons fans peine les puiílànces 

de toutes fortes de monômes, rationnels ou radicaux, 

comme on le voit par les exemples suivants. ■ 

Exemples pour les quantités rationnelles. 

Le quarré de -+-ab, ou de efb*, est -f-sl2^ 5 le 

quarré de — f a^ est 2 y a*be. 

Le cube de -+- 2 a*bc est H- 8 a^à ; le cube de 

— \à?fr-o est —6â
t

a9bsà. 

La quatrième puissance de —qa-V* est -+-2f6a*b™. 

La cinquième puissance de la même quantité —> 

, est —i02-}.a10bIK 

La puissaace rcme de -s
r

ambr est awnbar, les lettres n, 

I»I r, représentant des nombres entiers positifs. 

1 Exemples pour les quantités radicales. 

Le quarré de -+-\/ab, ou de 4-est 4-ctTè2, 

ou a'è», ou ; le quarré de -t-J^Vè, ou de 4-

H'K est -hsl^
5

, ou le quarré de — 

O ! ì i 4' * f 1 

*y afyà, ou de —8sl5&?cT, est H-5c", ou + 

1 1 i i 
Le cube de —]/ ab, ou de —a

,
b^ , est —aïb*, 

í i 
°u — ab ; le cube de — $ \/'a^ïï, ou de — 5 a

lF, 
— — 

e
« — iSj-ct2//1 , ou —12/V[a™b

lf
. 
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La quatrième puissance de la même quantité -4 

51/ a*bs eíi-i-62$ a* b * ,ou+ 625}/a" b* \ 

La cinquième puissance de —.6 j^sl2^ , ou de m 

'6 d* fie*, est — 7776a* ou'—7776J>"V°W, 

La puissance nfte de y ambr , ou de a? 6?, est 

ctj>è~F , ou y anmbm

t
 les lettres n, p , m, r, expri-

mant des nombres entiers positifs. 

109. LA formation des puissances des fractions 

qui ont pour termes des monômes, s'exécute de la 

même manière. Car on élevé une fraction à une 

puissance quelconque , en élevant ses deux termfc 

à cette puissance. Ainsi, le quarré de4-—j- est •+>[ 

—— ; le cube de — est ;—; îe quarte 
b1 6b iiébì 1 

de ~—, ou, ce qui revient au même (,93), à 

J^^estA.oui^.oulX^-^apuis. 

sance n
me

 de la quantité -^7, (R,r,m/i 

p, q étant des nombres entiers positifs ) ou d» 

, »/■ , mr nm nr 

ou de . est , ou#^—r-» ,t/ > J fcit ————— , uu _ « 

CU L/^ ' ; . 
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'HO. L'EXTRACTION des racines étant i'opération 

inverse de l'élévation aux puissances, il est clair, 

1v. Par rapport au signe qui doit affecter une ra-

cine , que ce signe peut être ( 107) indifféremment 

4-ou—, s'il s'agit de tirer une racine paire; mais 

qu'il est unique &r le même que celui de la quantité 

dont il s'agit d'extraire la racine, si cette racine est 

impaire. 

2°. Par rapport aux coefficients, que les racines de 

ces nombres doivent être tirées suivant les régies de 

l'Arithmétique. 

30. Par rapport aux exposants, qu'il faut prendre 

la moitié, ou le tiers, ou le quart, ou la cinquième 

partie, &c, des exposants des lettres qui composent 

une quantité monôme-, selon qu'on veut tirer la 

racine quarrée, ou cube, ou quatrième, ou cinquième, 

&c, de cette quantité. 

in. IL est essentiel d'observer que les puissances 

paires étant toujours affectées ( 107) du signe -+■«, 

quel que soit celui de la racine ; une quantité dont 

on propose d'extraire une racine paire , doit néces-

sairement être affectée du signe , si Ton veut 

qu'elle ait une racine réelle. Les racines paires des 

quantités négatives font donc impossibles ou imagi-

naires. Ainsi , les expressions suivantes ]/ — aa, 

—a*b
%

, j/' — 8 a*, font des racines imaginaires. 

Quoique ces sortes de racines ne représentent rien 

d'existant,'elles peuvent néanmoins être soumises 

aux mêmes régies de calcul, que les quantités réelles, 

Parce que l'Algèbre opère fur les quantités inconnues * 
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comme fur les quantités connues, & que souvent ori 

ne voit qu'à la fin d'un calcul s'il y entre ou non des 

quantités imaginaires. Si dans le résultat d'une opéra-

tion , il se trouve de telles quantités, cela signifie 

que la question qui a donné lieu à ce résultat, ren-

ferme quelqu'absurdité dans ses conditions. Si les 

facteurs d'un produit contiennent des racines ima-

ginaires , & que cependant le produit n'en contienne 

pas, comme cela arrive quelquefois : alors les ima-

ginaires se détruisent mutuellement ; en sorte que, si 

l'on peut s'exprimer ainsi, ïimaginarìté qui entre dans 

l'un des éléments de la question est anéantie par l'i-

maginarité qui entre dans un autre élément. Tout 

cela fera pleinement éclairci dans la fuite. 

H2. APPLIQUONS ces principes à l'extraction des 

racines de quelques quantités monômes. Ces quantités 

peuvent être rationnelles, ou être déja affectées, de 

signes radicaux ou d'exposants fractionnaires. 

Exemples pour les quantités rationnelles. 

La racine quarrée de -f- az est 4- a ou — a , ce 

qu'on exprime ainsi \/ aí=-±
:

a'
ì
 la racine quarrée 

de 4- 2 j a*bs est ± S à*h*. 

La racine cube de —a5 est —a ; celle de 

4-34.3 aeb9 est 4-7^. 

La racine quatrième de 4- a4 est Hh a ; celle de 

4-8i«8£,:í est ±^axbì. 

La racine cinquième de ■—as est —a; celle de 

4-32^'° est4-2slK 

• On yoit que dans tous ces exemples, les expo-
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fants des quantités dont il a fallu tirer la racine ont 

été divisibles par l'exposant ou l'indice de cette ra-

,'cine, & qu'on a eu par conséquent des nombres 

entiers pour quotients. Voici des exemples où la 

division ne peut pas se faire exactement, & où par 

conséquent la racine ne peut que s'indiquer, du moins 

en partie. 

La racine quarrée de -\-a ou de à1 est ± a2 , ou 

±]/a ; celle de a? est + a1 , ou ± « . a!, ou 

±a]/a. 
» 7 

La racine cube de ■—a*b7 est —albl , ou —• 
i i 

è^aW, ou — afrty aïb. 

Exemples pour les quantités radicales. 

La racine quarrée de •+-]/ a, ou de -f-slr,est 

i ' » » 
±a4; celle de -4-2jjy' azb, ou de ■+-iSa>^i > est 

1 t 

±Sa'b<, ou ±.$l/a*b. 

La racine cube de — a^Pc* , ou de — 

«W, est — a'^"c»s, ou — y/sl^'c*. 

La racine quatrième de , ou de ■+« 

«
7
iV

}
est±sl

I8
^VS ou+p'Vk. 

Exemples pour les Frailions. 

T • G* 
•U racine quarrée de la fraction 4- — est -f-
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— : celle de la fraction H —, est 4-

La racine cube de la fraction -H -
 t o

 est + 

La racine quarrée de la fraction radicale -^j $ 

La racine cube de -+• 1/ —--„ ou de 4- —rrr>
e
^ 

R 6 r/ b 

ou 

II est clair que dans tous les cas, les extractions 

des racines des fractions n'ont pas d'autres difficultés 

que les extractions des racines des quantités entières, 

puisque l'opération se réduit à tirer séparément la 

racine du numérateur, & celle du dénominateur. 

113. SOUVENT on rencontre des quantités affec-

tées de signes radicaux, & décomposables en facteurs, 

dont quelques-uns peuvent être délivrés du signe 

radical. Alors ces quantités peuvent être mises fous 

une forme plus simple, par un moyen que nous avons 

déjaindiqué.Soit, par exemple, la quantité\/jo^'
1 

j'observe que le coéfficient yo peut être décom-

posé en deux facteurs 25" & 2 , dont le premier est ^ 
quarté 
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qliarré parfait, & que la quantité littérale a-P peut 

être décomposée en ces deux facteurs a-lz & b, dont 

le premier est aussi un quarré parfait. Ainsi , en tirant 

les racines des quarrés parfaits, & laissant les autres 

facteurs fous le radical, on transformera la quantité 

proposée ]/ joazbs en celle-ci : yab\/zb. 

De même, la quantité [a'è-r-a'c] peut être 

écrite ainsi a ]/^[b-hc] , en observant que a5&-t-a5c 

est décomposable en ces deux facteurs o? & £ H- c, 

dont le premier a pour racine cube, a, & laissant 

fous le signe radical l'autre facteur è—f-c, qui n'est 

pas un cube. 

La quantité ]K [ 40 £ a
%
 -4-162 a*b ] peut être 

écrite fous cette forme , 3 a [ja-f- 2 b] , en obser-

vant que ^.oy ct* -+-1 62 a*b est décomposable en ces 

deux facteurs 8isl4&ya4-2&, dont le premier a 

pour racine quatrième, 3 a, & laissant soûs le signe 

radical l'autre facteur dont on ne peut qu'indiquer la 

racine quatrième. 

La racine imaginaire ]/—aa peut être écrite fous 

cette forme , a]/— 1, en observant que — aa peut 

se décomposer en ces deux facteurs -t- aa & — 1 , 

dont le premier est le quarré de a , & le second, qui 

n'est point un quarré, doit être laissé sous le radical. 

114. IL est clair que réciproquement une quantité 

écrite au-devant d'un signe radical, peut être trans-

portée fous ce signe, en l'élevant à la puissance dé-

signée par l'indice du même signe. Ainsi, a\/b est 

la même chose que |/Vi ; 2 a]/^m est la même 

chose que l/8a5m, 

F, 
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iij". APRÈS avoir ainsi enseigné la manière de 

former les puissances ., & d'extraire les racines des 

monômes; proposons-nous le même objet pour les 

polynômes. 
Soit d'abord le binome * a-+-b, dont il s'agisse 

de former les puissances. On formera le quarré, en 

multipliant a + b par a-t~b; le cube, en multi-

pliant le quarré, par a-\-b; la quatrième puissance, 

en multipliant le cube , par a-+*b; ainsi de fuite. On 

voit ici ces opérations. 

a-\-b, 

a-hb , 

a2-+-ab , 

~3rab-\~b2, 

Quaíié a1-h 2 ab-ì-b2, 

a-\-b, 

aî-+-2a2b-i-abz, 
>+-a2b-h2ab2-t-bì, 

Cube ct
5
-4-3 a2b~\- 3 ab2-^~b%

 3 

a-*rb, 

4-ct5
&4- 3 azb2-h3 ab}-hb*, 

4
e

P
uiss. a*'+*4a

ì
b-i-6a

z
b

2
-\-4ab

i
-i-b*, 

&c. 

* Un polynôme qui n'a que deux termes , s'appelle binoB(> 
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Ìí6. DE ces calculs résultent les Théorèmes sui-

vants. 

I. Le quarré d'un binome contient, i°. le quarré 

de la première partie de ce binome. 2°. Le double du 

produit de la premièr e partie multipliée par la seconde, 

f. Le quarré de la seconde» 

II. Le cube d'un binome contient, ì°. le cube de les 

première partie de ce binome. 2°. Trois fois le quarré de 

k première partie, multiplié par la seconde. Trois 

fois le quarré de la seconde , multiplié par la première» 

• <j,°. Le cube de la seconde. 

III. La quatrième puissance d'un binome contient * 

l*. la quatrième puissance de la première partie de ce 

Ymome. 2°, Quatre fois le cube de la première partie, 

multiplié par la seconde. 30. Six fois le quarré de la. 

première, multiplié par h quarré de la seconde. 4°. 

Quatre f ois le cube de la seconde, multiplié par lit 

première. j°. La quatrième puissance de la seconde. 

&c. 

117. IL est évident, comme dans l'article 106', 

que toutes les puissances paires des deux binomes 

a+b & —a — b , qui ont chacun le même signe 

à leurs deux parties, font exactement les mêmes » 

mais que les puissances impaires ont à tous leurs termes 

le même signe que celui des parties du binome généra-

teur. Voici, pour plus de clarté, les deux cas exprimés 

celui qui
 e

n a trois s'appelle trinôme; tfc, Cela est clair par 

"étymologie. 

Fij 
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dans une même Formule, c'est-à-dire, dans un mêmé 

calcul général. 

Le quarré de ±sl±b, éì-\-aa-^2ab-\-bb. 

Le cube de dzadzb , est ± a? ± 3 a*b± 3 ab1 

ïtb\ 

La quatrième puissance de ■±
:
a±

:
b, est-J-tf4-)* 

4 aï è -f-6 cfb* -\- 4, a è5 -4- b*. 

La cinquième puissance de±sl±è, est ±aT± 

'Sa*b± ioa?b-± 10 a~b* j ab4 

&c. 

118. Si les deux termes du binome n'avoient pas 

le même signe, comme cela arrive, par exemple, 

dans le binome -+-<z—b , 

Le quarré seroit + a1—2.ab-\-b*', 

Le cube, 4-a5—3a*b-±»$ab*—è5; 

La quatrième puissance, -f-íi4—q
:
a?b-{-6a1bi-* 

■qabt-i-b*. 

La cinquième puissance, •+- a>—J ct'b +10 sl'i>3—< 

&c. 

Par où l'on voit que tous les termes où la partie 

— b se trouve élevée à une puissance impaire, sont 

négatifs, & que les autres font positifs. 

1 r 9. LES puissances des trinômes, des quadrinomes, 

&c, se forment par les mêmes moyens. Soit, pat 

exemple, le trinôme a-\-b-\-c. Je prens une quantité 

simple á, pour représenter la somme -\-b-
3
rc des 

deux derniers termes de ce trinôme; c'est-à-dire , que 

je fais +è~r-c==á: alors la question est de former les 
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puissances du binome a+d. Quand ces puissances 

auront été trouvées, comme on vient de l'expliquer, 

on substituera à la place des puissances de d, les puis-

sances pareilles du binome -\-b-+~c. 

Veut-on, par exemple, élever a-^b-i-c au quarré? 

D'abord , le quarré de a 4- d est az -h 2 ad 4- d1 : 

mettons dans ce quarré, à la place de d, fa valeur 

4-&4-£, & à la place de -\-d
z
 , fa valeur -f-&2-f-

ibc■+• c* ; nous aurons a* -f- 2 <zè 4>- 2 ac 4-- Z>2
 -H 

2^4-c* pour le quarré de 0.4-^ 4-c. On procédera 

semblablement pour les puissances supérieures. 

De même, s'il s'agissoit de former les puissances du 

quadrinome a-+-b~i-c-r- d , on suppoferoit 4-^4-

c-j~d=e; & après avoir formé les puissances du bi-

nome #4-e> on substitueroit à la place des puissances 

de e , les puissances semblables du trinôme 4-&4-< 
c+d, qui se trouvent, comme on vient de voir. 

On réduira toujours ainsi la formation des puis-

sances d'un polynôme qui a un nombre quelconque 

de termes, à la formation des puissances d'un poly-

nôme qui a un terme de moins. Et, en allant de 

proche en proche , le problême ne consistera jamais 

qu'à élever un binome à une puissance proposée. 

120. LES puissances des fractions qui ont des ter-

mes complexes * se forment en élevant numérateur & 

dénominateur , au quarré , au cube , à la quatrième 

puissance, &c. Ainsi, par exemple, le quarré de la 

s^rL- «-+>i
 n

 az-h i ab-h bz 

traction . -est-
tm-r-in 4 mr -+-12 mn -f- y nz 

F iij 
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i2i. PASSONS à l'extraction des racines des polyj 

nomes ; & pour mettre la plus grande clarté dans cette 

recherche, allons séparément d'un cas à l'autre, en 

commençant par l'extraction de la racine quarrée. 

Cette opération se fera facilement, sì l'on considère la 

manière dont se forme le quarré d'un binome ( 116 

Théor. I.), & qu'on détermine, suivant Tordre in-

verse , les parties de la racine , lorsqu'on a celles du 

quarré. Le procédé est, au fond, le même que pour 

l'extraction des racines quarrées des nombres. U de-

viendra clair par des exemples. 

EXEMPLE I. 

Extraire la racine quarrée du polynôme 4a1—» 

4*£>+-b* f 

J'ordonne ce polynôme par rapport à la lettre a; 

& je le dispose comme on voit ici, 

Quarté supposé. 

4 a* 4 sti£ 2a 

—^4«a 

t. 

i 
4« 

I
ER

 reste q ab -f- b2 

-{-çab — b2 

2E reste O 

Cela posé, i°. la racine du premier terme 4a1 est 

4;2it. Je me contente , pour simplifier l'opération, 

d'écrire cette racine avec le signe supérieur sous-en-

tendu. Je qaarre za, & j'écris le quarré, avec un signe 
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contraire, sous le premier terme de la quantité pro-

posée , pour pouvoir faire la réduction. Cette réduction 

faite, il reste —qab-^b1. 

2°. Je double la racine 2 a, ce qui me donne 4 a ; 

quantité par laquelle je divise le premier terme — ̂ ab 

du reste précédent ; il vient au quotient —b que 

j'écris à la fuite du premier terme 2 a de la racine. 

Je fais le produit de 4 a par —b, & le quarré de 

—-b ; j'écris la somme de ces deux produits , avec des 

signes contraires, sous le premier reste —^.ab-^-b
1
. 

La réduction faite, il ne reste rien. D'où je conclus 

que 2 a —i est la racine exacte du polynôme pro-

posé. 

On voit qu'au Heu de 2a — b, on pourroit prendre 

également pour racine, —2a-\~b, qui a des signes 

contraires à ceux de la première. 

EXEMPLE II. 

Extraire la racine du polynôme $al —~ 12 ab — 

6ac~\~ 4^-4-4,6*-i-c* , qui est ordonné par rapport 

à la lettre a ? 

Je dispose les quantités, & j'opère fur elles, comme 

il est exprimé ici. 

Quarté suppose. Ç [racine. 

pa
a—i 12^4-4^-+-4^4-^ » \ S

a—zb—c 

— 6ac \7a~~ 

F iv 
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et 1 C —i2sli-f-4Í'24-4^-r-cS 

l — oac 

H- I2a£— 4^*, ' 

2e reste — 6 ac "4- ^bc C* , 

•4- 6ac — 4^c-
-
—■ c*, 

5° reste O 

i°. Je tire la racine du premier terme p a* ; elle est 

H: 3 a, mais je ne prens que le signe supérieur. J'écris 

le quarré de certe racine, avec un signe contraire, fous 

le polynôme proposé. La réduction faite, on a pour 

premier reste — 12ab—-• 6 ac-+- qb1 -+-4&C + c2. 

20. Je double la racine trouvée 3 a ; & par ce dou-

ble 6a, je divise le premier terme — I2aè du reste 

précédent ; le quotient est —- 2 b, que j'écris à la fuite 

de 3 a. Je fais le produit de 6a par — 2&, & le quarré 

de —2b-, j'écris la somme de ces deux produits, avec 

des signes contraires, sous le premier reste. La réduc-

tion faite, on a le second reste — 6 ac -f- ̂ bc -4- c*. 

3°. Je double la racine 3a»—2b, ce qui donne 

6 a — 4&. Par le premier terme 6 a de cette quantité, 

je divise le premier terme — 6ac du second reste ; il 

vient au quotient—c que j'écris à la fuite de 3a—2b. 

Je multiplie le diviseur 6a—<-^b par —c, & je fais le 

quarré de —c; j'écris la somme'de ces deux produits, 

avec des signes contraires, fous le second reste. La ré-

duction faite, il ne reste rien. Ainsi, 3a—2b—-c est la 

racine exacte du polynôme proposé. 

On peut prendre également pour racine —3a-h 
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ih-^c, quantité qui a des signes contraires à Ceux de 

3a—2b—c. 

122. IL arrive souvent qu'un polynôme, dont on 

propose d'extraire la racine quarrée , n'est pas un 

quarré parfait. Alors on ne peut pas en tirer la racine 

exacte : mais on peut exprimer cette racine par une 

fuite infinie de termes. - ■ 

E X E M P L E. 

Extraire la racine quarrée approchée du polynôme 

a'-hb2* qui ri est pas un quarré parfait ? 

r\ > r n r racine. 
Quarrc suppose. sV ^ j

4 

&c. 

XE' reste >+-àa 

— b2 

lóaf 

b* 
2a 

4a2 b* 
2a -{ 

a 

2 teste —, | j
 + 

4a 
2a-\ , 

U b'6 £8 f « 4a3 

4a* 8a+ 64a6 v &c. 

3e reste 
b* 

8a+ 64a6 

16 1% Jio gis 

8a+ 16a6 64a8 256a1 

f reste - 4-
64a0 64 íîésl1" 

&C. 
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i°. Je prens la racine quarrée du premier terme tst 

du polynôme proposé ; elle est a, en s'en tenant tou-

jours au signe +. J'en fais le quarré que j'écris, avec 

un signe contraire, fous le polynôme. La réduction 

faite, on a le premier reste -+-b2. 

2°. Je double a ; & par ce double 2 a, je divise í>-; 

S* 
le quotient indiqué est H , que j eeris à la fuite 

za 

de la première partie a de la racine. Je multiplie le 

diviseur par le quotient ; au produit j'ajoute le quarré 

de •——- ; ensuite j'écris la somme , avec des signes 

contraires> fous le premier reste. La réduction faite, 

on a —- pour second reste. 
4 a* 

3°. Je double la partie trouvée a -\ de la 
2 a 

racine ; & par le premier terme 2a de ce double 2a-¥ 

, je divise le second reste ; il vient au quotient 
a 

b* 
que j'écris ; je multiplie le diviseur pat 

8sl3 

le quotient ; au produit , j'ajoute le quarré de — 

b * 
; ensuite j'écris la somme, avec des signes con* 

8 a3 

traires, fous lé second reste. La réduction faite, on a 

b6 bs • n 
, —, pour troisième reste. 

' Sa* 64a4 r 

4°. Je double la partie a-i—
1
 ~ ; & p*-
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le premier terme 2a de ce double 2a-h — 
a 

je divise le premier terme du troisième reste ; 

b6 

il vient au quotient H——^ ; je multiplie le divi-

seur par le quotient ; au produit, j'ajoute le quarré 

de ; ensuite j'écris la somme, avec des signes 

contraires, fous le troisième reste. La réduction faite, 

on a —■ — -f» - . pour quatrième 

reste. 

On voit qu'en continuant toujours à opérer de 

même , il viendra à chaque opération un nouveau 

terme pour la racine. Elle est donc exprimée par la 

fuite infinie, 

li* *4 hi „ 
(A) a-\ 1 &c. 

z a 8aî 16 a' 

En changeant les signes de tous les termes de cette 

fuite > on en auroit une autre qui feroit également la 

racine de a2-Hè*. 

123. IL est évident que la fuite f A) fera conver-

gente pourvu qu'on ait a^>b ; & qu'elle le fera 

d'autant plus, que a surpassera davantage b. 

Pour montrer l'ufage de cette fuite, supposons qu'on 
a*t le nombre 1 yo dont on veuille extraire la racine 

quarrée, au moins par approximarion. Je considère 

ce nombre comme la somme des deux nombres 14.4 

SCD LYON 1



•$± À L A í s s s; 

& 6, dont le premier est le quarré de 12. Nous auronî 

a1 = 144, b2 — 6. En substituant ces valeurs dans I3 
fuite précédente, elle deviendra 

6 z6 i\S 
12-4- —H &c. 

24 8x1718 i6X24íí83z 

On voit que cette fuite est extrêmement conver-

gente , & qu'il suffira de prendre ses trois premiers 

termes pour avoir la valeur approchée de toute la fuite, 

ou de la racine de iyo. Les deux premiers termes, 

qui ont le signe -H, étant ajoutés ensemble, donnent 

'12-Tr-î pour somme, dont retranchant la fraction 

— , ou qui est précédée du signe —, on 
o X I728 384 ' 

aura pour résultat des trois termes en question, 12 + 

, ou ( en réduisant la fraction —— en parties dé. 
384 384 r 

cïmales), 12,247391 qui difière à peine de-
100000 

de la vraie racine. C'est de quoi on peut s'assurer, en 

tirant la racine quarrée de ij"o , par la méthode ap-

prochée que nous avons donnée (Arith. 144). 

Si on s'étoit contenté d'employer feulement les 

deux premiers termes de la fuite, c'est-à-dire, sl+ 

, on auroit trouve I2,2J pour la racine quarree 
2 a 

approchée de 1 j*o. 

Faisons encore une application de la même fuite 

(A). Soit le nombre 345789 , dont il faut trouver 

la racine quarrée, au moins approchée. Je commence 

par tirer, suivant les régies de l'Arithmétique, la racine 

SCD LYON 1



CSÎPÎTBEVII. S>3 

irja plus grand quarré contenu dans le nombre 3 457 8p. 

Ce quarré est 345*744, & fa racine est 5*88 ; le reste 

del'opération est4J. Ainsi, 345780 = 345*744-H 

4; ; & on a a2 = 345744, è2 — 45*, a = 5-88. 

Donc, en prenant seulement les deux premiers termes 

de la fuite, on aura pour la racine approchée, 588 

•
 g

 , ou j"88 —H-"4|^, ou5-88,0382, qui ne dif-

fère pas de la vraie racine, de 

124. ON doit faire ici une remarque analogue à 

telle de l'article 72. Si dans le binome ^-r-è2, on 

avoit b
z
^> a

2, il faudroit regarder b
z comme le pre-

mier terme de ce binome; & en déterminant d'ailleurs 

les parties de la racine, comme dans l'article 122, au 

lieu de la fuite ( A ) on auroit la fuite 

„ , a2 a* as 

(B) H ■ —| &c ; 
' ib Sbì i6bs 

qui est convergente. 

125. Si on avoit a1=b1
}
 alors l'une ou l'autre fuite 

donueroit également, 

a a a n 

<H r-"H-7 &C> 
2 16 

ou bien, 

ax(x-f-- ^-f--~—&o; 
2 16 

fuite qui converge encore , mais avec plus de lenteur 

^ue les deux précédentes» 
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126". Si, au lieu du binome a2 + bî, on avoit tout 

autre binomej tel que m^n, on supposeroit m=sa* 

~3~n = bz, & substituant pour a2 & b- ces valeurs, 

dans la fuite (A) lorsque m^>n, on trouveroitque 

la racine quarrée dem + nest exprimée par la suite, 

z \/ m S m \/m iómz\/m 

ou bien, 

7-3 

m 

2 m* 16 m* 

&c. 

li est clair que si on avoit H>m, le binome 

dont il s'agit d'extraire la racine quarrée, ne pour-

roit être que m-{-n, ou n—m, & non pas m—n, 

parce que cette dernière quantité étant négative, fa 

racine quarrée est imaginaire ( 111 ). Les deux pre-

miers cas reviennent au précédent, en changeant 

m en n. 

127. LA même méthode s'applique à Textraction 

de la racine quarrée approchée d'un trinôme, 011 

d'un quadrinome, &c. Soit, par exemple, le trinôme 

f-i-g-+-h, dont il faut exprimer la racine quarrée 

en fuite infinie. Je considère ce trinôme comme com-

posé des deux parties fôc(g-+• h). Ainsi, en prenant 

une feule lettre ^ pour représenter la seconde partie, 

la question est réduite à exprimer en suite infinie la 

racine quarrée du binôme/-!-^; ce qui se. íWtìf 

comme nous venons de l'expliquer. 

De même, si on avoit le quadrinome/'-J-g-4-/j'-W' 
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On seroît g-+-h+i = q, &c il ne s'agiroít plus que 

de tirer la racine quarrée du binome /-+- q. Ainsi 

de fuite pour les polynômes d'un plus grand nombre 
de termes. 

128. LES racines quarrées des fractions qui ont des 

termes complexes, fe trouvent en tirant la racine 

quarrée du numérateur & celle du dénominateur, soit 

exactement, soit par le moyen des suites infinies. 

120. Nous avons vû ( n 3 ) que certains monômes 

affectés du signe radical peuvent en être délivrés en 

partie. II en est de même pour quelques polynômes. 

Qu'on ait > par exemple, la quantité radicale du se-

cond degré l/[3sl'c — <5sl
2
£c-+-3 ab

z
c]. J'observe 

que le polynôme 3 a
,
c*—6a

z
bc-+~^ab

2
c est composé 

de ces deux facteurs aa—iab-\-bb , & 3 ac , dont 

le premier est le quarré de a — b; d'ou il fuit qu'en 

tirant la racine de ce quarré, la quantité radicale 

pourra être écrite ainsi., (a—b) ^ac, De même , 

la quantité radicale j/[ 8 a
%
m — 2^abm-\- 18 b

2
m-—< 

41-rc-f- iiabn — p^n] peut être écrite ainsi, 

(2a-~^b)\/
r
[2m—n], en observant que le poly-

nôme 8 a?m—24«èm-f-&c, est composé de ces deux 

facteurs 4a
1
— 12 ab -f-p b

z
 & 2m — n, dont le pre-

mier est le quarré de 2 a—$b. 

130.RÉCIPROQUEMENT, une quantité rationnelle 

complexe écrite au-devant d'un signe radical du se-

cond degré, peut être transportée sous ce signe, en 

élevant cette quantité au quarré. Ainsi^(sl"-r-£)J/V<* 
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est la même chose que \/[(az-+"2ab~{-bz)m] ou 

\Z[a1 m-\-iabm-\-bzm ]. 

131. LES extractions des racines cubes des poly; 

riomes n'ont pas plus de difficulté que celles des racines 

quarrées. 

En réfléchissant fur la manière dontfe forme le cube 

d'un binome ( 116, Théor. II), & déterminant, 

suivant l'ordre inverse, les parties de la racine, lors-

qu'on a celles du cube, on trouvera la racine cube 

exacte de tout cube parfait, ou la racine approchée, 

par le moyen des suites infinies, quand la quantité 

regardée comme un cube, ne fera pas un cube parfait. 

Cela va s éclaircir par des exemples. 

EXEMPLE I; 

Extraire la racine cube du polynôme 27a5— 

f4azb-\-<36abí-*- Sb* ? 

J'ordonne cette quantité par rapport à la lettre 

a ; on voit ici le résultat de l'opération. 

Cube suppose. racine cube. 

27a?—$q,a
z

b~^i6ab
z

—8b** \ 3a—2b 

. M 27 a* 

1
er

 «ste —$^a
z
b->t-36"ab

z
— 8b

}
, t 

^-^a
z

b—^6ab
z

-\-8b
i

, 

2e reste O > 

Développons tout au long le procédé de l'opéra-

tion indiquée. 
!°. J'extrais 
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1°. J'extrais la racine cube du premier terme 27a
5

, 

elle est 3 a que j'écris. Ensuite, ayant écrit le cube 

de cette partie, avec un signe contraire, sous le po-

lynôme proposé, je fais la réduction ; ce qui me donne 

pour premier reste,—^a-b-i- 36 ab
z—-8bK 

2°. Je fais le quarré de la partie 3 a , & je le triple , 

ce qui me donne 27 a
2

, quantité par laquelle je divise 

le premier terme — J^a
z
b du premier reste ; il vient 

au quotient — 2b, que j'écris à la racine. Ensuite, je 

sais premièrement, le produit de 2ja
2
 par —2b ; 

il est —^a
z
b : secondement, le produit du triple 

du quarré de -—2b, par 3 a; il est -j-36ab
1
 : troi-

sièmement , le cube de —2b; il est — 8bK Puis 

ayant écrit la somme de ces trois produits, avec 

des signes contraires, fous le premier reste, je fais 

la réduction ; & il ne reste rien. Ainsi
 J

 la racine cube 

exacte de la quantité proposée est 3a—2b. 

EXEMPLE II. 

Extraire la racine cube du polynôme 2ja
t

—■ 

^a'b-\-^6ab-—8 b*-{-27
 a

z
c—36 abc-h I2b

l
c^~ 

9acz—6bcz-+-c>? 

Ayant ordonné ce polynôme, par rapport à a, 

f opération se fait comme il est indiqué ici. 

Q 

SCD LYON 1



ip8 AlGÍBSlj 

Cube supposé. r racine cube» 

+ p ac
2
 — 6 bc

z + c5. J 

•27 a 

27^ 
I 

Í
—ï4a*b-+-36ab>~MK ^-j^—^ab+ub' 

+ 2JU'C 36"slk + I2Ì
1

C L 

+5)slc
i
—6*c*+c*. 

+54^—36^+St
5

, 

r +2712-C—36^+ I2t
2
c 

2e "st* I +p
ac

*—ac*+c>, 

i—27a
a

c + 36aic— I2&
2
c 

— Oslc1+ 6k1—c», 

_c lelte 

Les deux premiers termes de la racine se trouvent 

par un calcul qui est exactement le même que celui 

de l'exemple précédent. Mais, pour épargner tout 

embarras aux Commençants, je vais faire ici l'opéra-

ticn en son entier. 

i°. J'extrais la racine cube du premier terme 27a
5

' 

elle est 3 a, que j'écris. J'en fais le cube , & j'écris 

ce cube, avec un signe contraire, fous le polynôme; 

& la réduction étant faite, j'ai le premier reste écrit 

çi-dessus. 

20. Je fais le quarré de 3a, & je le triple; ce 

qui me donne 27 a
2

, quantité par laquelle je divise 

le premier terme—jsj.cfb du premier, reste ;1« 
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quotient est — %b que j'écris à la siiite de 3a. Je 

fais trois produits ; savoir, premièrement, celui de 

27a
2
 par—ab; secondement, celui du triple du 

quarré de — 2 b, par 3 a ; troisièmement, le cube de 

—2*. Ces trois quantités étant ajoutées ensemble, 

j'écris la somme , avec des signes contraires , fous le 

premier reste, & je fais la réduction. De toutes ces 

opérations, résulte le second reste qu'on voir ci dessus. 

30. Je considère la partie 3 a—2.b, comme ne 

formant qu'un même tout; j'en fais le quarré, & ja 

le triple; ce qui me donne 27c
2—^6ab-^-i2b

2
^ 

Par le premier terme 27a
2
 de cette quantité, je 

divise le premier terme 27 a*c du second reste; le 

quotient est-+vc, que j'écris à la fuite de la première 

partie ( 3 a — 2 b) de la racine. Ensuite je fais trois 

produits; savoir, prermèreraent, celui de 27a
2

—> 

36stè-f.i2*
2
, par c; secondement, celui du triple du 

quarré de c, par 3a—ib; troisièmement, le cube 

de c, Et après avoir écrit la somme de ces trois quan-

tités , avec des signes contraires , fous le second 

reste , je sais la réduction , & j'ai o pour reste. D'où 

je conclus que la racine exacte du polynôme proposé 
est 3a—2&4-C. 

132. VENONS à f extraction des racines cubes, par 

le moyen des suites infinies. . „, 

' v, 
/ „ \ 

Q ij 
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ï°. J'extrais la racine cube de la première partie 

é du cube supposé ; elle est a, que j'écris. Je fais 

le cube de a, & après savoir écrit, avec un signe 

contraire , fous a'H-è', je fais la réduction , & j'ai 

pour premier reste+£5. 

2°. Je triple le quarré de a , & j'ai 3 a1, quan-

tité par laquelle je divise -M5; le quotient est-H 

——, que j'écris à la racine. Ensuite je sais trois 
3 ^ 

produits ; savoir , premièrement , celui de -H 3 a1 

par -| ; secondement, celui du triple du quarré 
3 a* 

de-— , par a; troisièmement, le cube de — . 

' Et après avoir écrit la somme de ces trois produits, 

avec des signes contraires, fous le premier reste, je 

fais la réduction ; ce qui donne le second reste —1 

i* a? 

3
0
. Je triple le quarré de ——; ce quidon-

*bi b* 
ne 3 aH | . rar le premier terme 

J a 3 a* 

• ' l6 

de cette quantité, je divise le premier terme —-—• 

au reste précédent ; le quotient est , que 
' 9 as 

j'écris à la racine. Ensuite , je fais trois produits ; 

savoir, premièrement, celui de 3a2H — {* 
a 

G iij 
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b6 b6 . ' 
p
ar

 .— ; secondement, celui de a -4* 
l&"> y a 

• — par le triple du quarré de -—; troi-

» b* 
íìèmement, le cube de- . Et après avoit 

yen r 

écrit la somme de ces trois produits , avec des lignes 

contraires, fous le second reste, j'ai, après lá réduc-

tion , le troisième reste écrit ci-dessus. 

bì bs 

4°. Je triple le quarré de a H-— ■-—■—— î 
* r ^ ça1 9 & 

'> ., . zb* b6 zb» i,J 

& ì ai 3 a1-] i ~\ -—. 

Par le premier terme de cette quantité, je divise 

le premier terme du reste précédent ; ce qui donne 

Je quotient-5- —, que récris a ia racine, tn-
8i as 

fuite je fais trois produits ; savoir , premièrement, 

celui du diviíeur 3 az -f- ècc , par -H 

sb» 
■ ; secondement, celui du triple du quarré de 

81 a8 

<b» bt b6 .
r

. 
«4- ———, par a -4- 1— ; troiueme-

81a6 3 a1 sa' 

ment, le cube de H—■ —. Et après avoir écrit 
81 a* ' 

la somme de ces trois produits, avec des signes 

contraires, sous le troisième reste , j'ai un quatrième 

reste. 

En continuant à opérer toujours de même > on 

trouvera, pour la racine, de nouveaux termes, qu'on 
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Icrìra à la suite des précédents. La racine cube de 

a'-Hí5 fera donc exprimée par cette laite infinie, 

iì b* si» > 
(A) <H 1 --f-— &c, 

qui est convergente, lorsquea^>b. 

133. Sr a<b, il faudra regarder ¥ comme la-

première partie du cube supposé ; & alors ìa racine 

cube fera exprimée par la fuite, 

(B) b-\ ^^--L- &c, 

qui est convergente. 

134. LORSQUE a—b
t
 l'une ou l'autre faite de-

vient , 

I I - r. : 
ax( 1 H ~h &c J. 

135". QU'ON ait un binome quelconque, tel que 

rn-f-n , dans lequel m & n peuvent être des quantités 

positives ou négatives ; on en extraira la racine 

cube par approximation, en supposant a* = m, ou 

a —m1 , b} = n , ou £ = nS , & substituant ces va-

leurs de a & de b , dans l'une ou l'autre fuite (A) 

ou (B). 

De même, si on avoit le trinôme/-Hg-Wz, on. 

supposerait sl'=/+g, ou a — (f~\~gY , b\==h, 

1 

ou b = hi, & on siibstituerait les valeurs de a & de 

ì> dans les mêmes suites. On opérera semblablement 

(i iy 
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pour rextraction des racines cubes des polynômes qui 

ont un plus grand nombre de termes. 

136'. Les racines cubes des fractions qui ont des 

termes complexes, se trouvent en tirant la racine 

cube du numérateur & celle du dénominateur , soit 

exactement, soit par le moyen des suites infinies. 

137. LORSQU'UNE quantité complexe affectée d'un 

radical cube est décomposable en facteurs, dont l'un 

est un cube complexe parfait ; ce cube peut être 

supprimé sous le signe radical , en écrivant fa ra-

cine au devant du même signe. Ainsi, la quantité 

]7 [2 a4— óa5*-"-; 6 a2 b1 — 2 ab* — a3 c-i-3 a2 te — 

3slè2c-t-i5c], peut être écrite ainsi (a — b)fy [2a—c]; 

caria quantité 2 a*' — 6 a>b ~|- 6 a*b*—&c , est com-

posée des deux facteurs a? — ̂ a2b~\^^ab2— P , & 

2a—c, dont le premier est le cube de a — b. 

138. RÉCIPROQUEMENT, une quantité complexe 

écrite au-devant d'un signe radical du troisième degré, 

peut être transportée fous ce signe, en l'élevant au 

cube. Ainsi, (a—b) p' m est la même chose que 

p/[ ma? — 3 ma2b + 3 mab2 — mb* ]. 

139. Nous pourrions également, en décomposant 

toujours les puissances dans un ordre oppoféà celui sui-

vant lequel nous avons vû ( 116 ) qu'elles se forment, 

donner des régies particulières pour extraire les racines 

quatrième, cinquième, sixième. &c, d'une quantité 

complexe ; mais je ne pousserai pas plus loin ces dé-

tails, qui fans être difficiles, demandent d'assez longs 
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çalculs, parce que je donnerai dans la fuite une 

méthode générale & facile pour élever une quantité 

complexe à une puiíìànce quelconque , entière ou 

rompue, positive ou négative ; ce qui comprendra 

la formation générale des puissances, & l'extraction 

des racines, tant pour les quantités entières que pour 

les fractions. 

140. JE m'abstiens encore de parler ici de l'extrac-

tion des racines des quantités en parties rationnelles, 

en parties radicales. Comme cette théorie est princi-

palement utile pour la résolution complette de cer-

taines équations, & que d'ailleurs elle est un peu abs-

traite , elle trouvera d'autant plus naturellement fa 

place ci-dessous, qu'il est temps de délasser nos 

Lecteurs de la sécheresse des calculs que nous avons 

faits jusqu'ici, en leur montrant l'ufage de ces calculs 

dans des questions curieuses & utiles. C'est ce qu'on 

va voir dans la théorie des équations. 

SCD LYON 1



*o6" ALGÈBRE 

CHAPITRE VIII. 

Des Equations en général, & de celks 

du premier 'degré en particulier. 

'-Ï4I.VJi deux quantités, simples ou composées, font 

égales entr'eiîes, l'expreslion symbolique d'une telle 

égalité est ce qu'on appelle une équation. Par exemple, 

l'expreíîìon p-+-5 = 7-}-y , est une équation. De 

même, a-^-b = c~
J
fà, x

1
-i-bx—cd, sont des équa-

tions. 

Les deux parties de l'équation , séparées par le 

íìgne = , en font les membres. Le membre de la 

gauche est le premier ; celui de la droite, le Jéconl 

Chaque membre peut être composé d'un ou da 

plusieurs termes. 

142. LES équations servent à exprimer d'une ma-

nière abrégée les raifonnemens qu'on est obligé de 

faire pour résoudre une question. Elles en font, pour 

ainíi dire, la traduction algébrique. Or, parmi les 

quantités que l'on compare ainsi ensemble , les unes 

font connues, les autres inconnues. Ordinairement on 

représente les premières, par les premières lettres 

a , b, c , á, &c, de l'alphabet, & les secondes, pat j 
les dernieres lettres" t, x, y , £ ; mais cela est arbi-

traire.. On fait d'ailleurs exactement les mêmes ope-
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rations de calcul fur les unes & fur les autres. L'objet 

final d'une équation qui contient une inconnue est 

toujours de faire connoître cette quantité, ou, com-

me on dit, de dégager rinconnue. Cet art s'appelle 

encore la résolution des équations. 

14.3. ON distingue deux fortes de problèmes ; les 

problêmes déterminés, & les problèmes indéterminés. 

Les premiers font ceux dont les conditions expri-

mées en langage algébrique mènent à une équation 

finale qui ne contient qu'une feule inconnue ; & cette 

équation s'appelle en conséquence équation determì~ 

née. Les problêmes indéterminés mènent à une équa-

tion qui contient plusieurs inconnues, & qui s'appelle 

è([mûon indéterminée. 

144. LES équations, déterminées ou indétermi-

nées, font de différents degrés, c'est-à-dire, du pre-

mier degré, ou du second, ou du troisième , ou 

du quatrième, &c, selon que la plus haute puissance 

de l'inconnue, ou de l'une des inconnues dans un 

terme, ou que le produit de plusieurs inconnues , 

mêlées ensemble dans un terme, est d'une dimension , 

ou de deux dimensions, ou de trois, ou de quatre , &c. 

Ainsi, x étant l'inconnue, l'équation ax-\~bc = cd , 

est du premier degré, parce que l'inconnue n'y est 

que d'une dimension. L'équation axï-\-bcx—mì 

ni > est du second degré, parce que dans ie terme 

slA"*, l'inconnue forme deux dimensions , x2 étar.t 

même chose que xx. L'équation x5 H- bx* -f-

cìx=
=m

ì
 t

 est du troisième degré , parce que le 
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terme , est de trois dimensions, formées de I| 

feule inconnue x. Ainsi de fuite. Toutes ces équa-

tions font déterminées. Prenons pour exemple d'une 

équation indéterminée, celle-ci, ax-\-xy~{-by=scá, 

dans laquelle x 8cy font les inconnues; cette équa-

tion est du second degré, parce que le terme ry, 

qui contient le produit des deux inconnues, est de 

deux dimensions. Les équations indéterminées ax,+ 

b1xy-]-b,y=m't » ax%-\-xyï-^
r

by'í — b}
>
 font du troi-

sième degré , parce que dans le terme ax^ de la pre-

mière , l'inconnue étant élevée à la troisième puissance, 

forme trois dimensions, & que dans la seconde, les 

inconnues x & y forment auffi trois dimensions dans 

le terme xy2. Ainsi de fuite. 

Les quantités connues & données n'entrent jamais 

pour rien dans l'estimation du degré d'une équation ; 

il se régie seulement d'après les inconnues, comme 

nous venons de l'expliquer. 

145". MON objet étant d'exposer la théorie géné-

rale de la résolution des équations, je commence par 

celles du premier degré, & je partage les problêmes 

qui s'y rapportent , en deux classes. L'une comprend 

les problèmes déterminés-, l'autre les problêmes in-

déterminés , & ceux qui étant indéterminés en géné-

ral , peuvent devenir déterminés, lorsqu'on astreint 

les inconnues à certaines conditions. 
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SECTION I. 

Des Problèmes déterminés du premier degré. 

\\6. TOUT problême déterminé mène , comme 

nous Pavons dit, à une équation déterminée. Sup-

posons donc qu'en satisfaisant à toutes les conditions 

d'une question , on soit parvenu à une équation du 

premier degré , & qu'il s'agisse de la résoudre. L'art 

de remplir cet objet consiste entièrement à faire 

en sorte que l'inconnue soit seule dans un membre, 

tandis que les autres quantités, supposées connues , 

font dans l'autre membre ; car alors l'inconnue est 

évidemment dégagée, puisqu'elle se trouve égale à 

un résultat de quantités toutes connues. Or, il est 

toujours possible d'amener l'équation à cette forme , 

soit en ajoutant à chaque membre , ou en retran-

chant de chacun d'eux , une même quantité ; soit en 

multipliant ou en divisant chaque membre par une 

même quantité ; soit en les élevant l'un & l'autre à 

une même puissance, &c. Ces différentes opérations 

produisent toujours des équations : car il est clair 

que tous ìes changements semblables qu'on peut faire 

subir à deux quantités égales , ne peuvent produire 

que des quantités encore égales en«,'elles. Cela va 

s'entendre à fond par des exemples. 

Ï 1-7. QU'ON ait l'équation x— a~b-\~c , dans 

íaquslie tout est connu, à l'exception de x. II est évi-
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dent que si la quantité x étoit feule dans un membres 

on la connoîtroit, puisqu'elle seroit égale à un résultat 

d'autres quantités qui font toutes données. Or, pour 

avoir x toute feule dans le premier membre, on n'a 

qu'à ajouter de part & d'autre -Ha : car ~f-a détruira 

■—a dans le premier membre; & on aura 

c~\-a. 

148. SOÎT l'équation x~\*a=zb-{«c. En retran-

chant de chaque membre, la même quantité -H, 

j'aurai l'inconnue x feule dans le premier membre; 

car — a détruira a dans ce membre. L'équation 

deviendra donc x = b-+-c—a ; & l'on connoîtra 

ainsi x, puisque les quantités a , b , c font données. 

14p. ON voit par les opérations que nous venons 

de faire fur les deux exemples précédents, qu'en ajou-

tant à chaque membre, ou en en retranchant une mê-

me quantité, cette quantité difparoît du membre où 

elle se trouvoit d'abord, pour se reproduire dans l'autre 

membre , avec un signe contraire. On appelle cela 

transposer un terme. Cette opération, qui revient très-

souvent, laisse toujours subsister ['égalité; car, par les 

axiomes, si l'on a deux quantités égales, & qu'on leur 

ajoute ou qu'on en retranche une même quantité, on 

aura encore des résultats égaux. 

ijo. SOÏT l'équation — ■+■ — = —. La pre-
a c e 

mière chose que je dois faire pour parvenir à dégager 

l'inconnue x , est de la débarrasser du diviseur a qui 

l'affecte. Or, pour cela, je multiplie tous les ternies 
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3e l'équation par a ; ce qui ne détruit pas l'égalité du 

premier membre avec le second, & ce qui me donne 

ab ad
 r

 . r r \ ab 

x
4-- = . Enluite je tranípoíe le terme ——, 
ce c 

., . ad ab 
&ïai x = ■ —■ ■ 

' e c 

íp. IL en seroit de même, si le diviseur de sç 

Étoit complexe , comme, par exemple, si on avoit 

x
 h f 

l'équation 1 = . D'abord , en 
tz-f-é—c g m 

I indiquant simplement la multiplication de tous les 

termes de l'équation par le diviseur a-\-b — c
3

on 

h(a-i-b—c) f(a-hb — c) _ 
suroît x H = . En-

g m 

r
. r r i h(a-hb—c) . 

iuite, en tranlpolant le terme , il vien-
g 

, . /(a-t-J— c) h(a-hb>—c) ,. 
droit x — , ou bien, 

m g 

en effectuant les multiplications indiquées, 

af-h-bf—cf (ak-+-bh — ch) 
x — -

m g 

ou bien encore, en réduisant les deux fractions au 

i, • os g -i-bfg — cfg 
meme dénominateur, x = î~—— 

{ ahm-^-bhm — chm 

gm 

-j, ou enfin 
\ gm 

asg-hbfg—cfg — ahm-—bhm-^-chm 

gm 

ax oc ex 
1 j"2. SOIT l'équation —-— 4- —r- = — 
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ft £T 

——. Je sais disparoître les fractions. en multipliant 
m r 

successivement chaque terme par chaque dénomina-

teur b, d, f, m. Par-là, j'ai, premièrement, ax + 

b2c lex _ b*g 

d 

MeX 

bdex 

•4-

/ 

m 

b2dsg 

; secondement, adx-\-b2c 

troisièmement, adsxb2cf ■= 

; quatrièmement, adfmx-f-b2cfm= 

bdemx-ì~b2dfg. Etant parvenu à ce dernier résultat, 

je mets dans le premier membre tous les termes qui 

contiennent x, & tous les autres dans le second. Cela 

se fait en transposant les deux termes b2cfm & bdemx, 

J'ai donc ainsi, adfmx—bdemx — b2dfg — b2cfm, ou 

bien, x (adfm — bdem)~b2dfg— b2cfm. Maintenant, 

en divisant tout par la quantité adfm—bdem, qui 

multiplie x, j'aurai l'inconnue x toute seule dans le 

,
 r

 h2dfg—h2cfjn 
premier membre, en cette forte xt=—~ ——. 

adjm—Idem 

ij^. Si on avoit une équation de cette espèce, 

m+rc] ; en transposant d'abord 

]/c , on auroit \/x—jX[m 4-n] — j/c. Enfuit» 

élevant tout au quarré, on auroitx —('}/'[m4-»]~-

Vcy. 

IJ4. CES principes généraux posés, je vais donner 

la solution de difFérens problèmes du premier degré» 

qui contiendront un plus ample développement des 

régies 
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régies précédentes, & qui montreront la manière d'ap-

pliquer l'Algèbre à des questions qu'il seroit quelque-

fois impossible de résoudre par toute autre voie. 

PROBLÈME I. 

iyj". TROUVER un nombre qui étant ajouté à sa 
moitié cV à son tiers, donne 110 paursomme ? 

Traduisons cette question en langage algébrique. 

X 

Soit x le nombre cherché ; fa moitié fera — , & son 
z 

tiers, -—. Ajoutant ces trois quantités ensemble, on 

X X 

aura pour somme, x-\-> \——. Or, par hypo-

thèse , cette somme doit être égale à 11 o. On aura 

X X 

donc l'équation x-\ H— = 110. 
1 î 

Pour parvenir à dégager l'inconnue x, je fais diípa-

roître les fractions, en multipliant successivement tous 

'es termes par les dénominateurs 2 & 3. Je trouve 

ainsi d'abord, 2 x -+- x -\ -=220, puis 6x-\-
3 

3x+2xz=z66o , ou bien, nx = 66o. Divisant 

tout par 11, j'aurai x = <5o. En effet, en ajoutant à 

60 sa moitié 30, & son tiers 20, on aura 110 pouç 

somme. C.Q.F.T*. 

* Cette expression abrégée C. Q. F. T. signifie Ce quilsciìluic 

trouver. 

H 
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PROBLÈME II. 

ifó. PARTAGER 6ocfi entre quatre personnes, de 

manière que leurs parts forment une progression arith-

métique dont la différence efl 4H ? 

Soit x la première ou la plus petite part ; la seconde 

sera x-4-4; la troisième., x4-44*4> ou x4-8;la 

quatrième, x4-84-4> ou x-f- i 2. Ajoutant ensem-

ble ces quatre parts/leur somme sera x-+~x-\-x+ 

X4-44-84-12, ou 4x4-24.. Or, ( hyp. ) cette 

somme doit être égale à tfoo1*. On aura donc l'équa-

tion , 4x4-24 = 6"oo. 

En transposant 24, on a4x=5oo—24 = j'7ô'. 

Divisant tout par 4, on aura x — -~— — 144. La 

part de la première personne est donc 144** ; celle de 

la seconde, 148** ; celle de la troisième, Ij2
ft

; & 

celle de la quatrième, 1 yó'
îi

. C. Q. F. T. 

P R O B L E AI E III. 

ï')-J. PJRTJGSR o68
ft
 entre cinq personnes, d< 

manière que leurs parts forment une progression géomé-

trique dont la raijon efl 3 f 

Soit x la première ou la plus petite part. II est 

clair que la seconde part devant contenir trois fois 

la première , la troisième , trois fois la seconde, &c; 

îl est clair, dis-je, que la seconde part fera exprimée 

par 3 x , la troisième par px, la quatrième par 2-7*» 

& la cinquième par 8ix. La somme des cinq parts 

est par çoníéquent x-h ^x-+-() x~^2j x~i~'oix » 
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c'est à dire, 121 x. Or, (hyp;) cette somme doit être 

e'gale à Qs58
tt

. Ainsi, on aura l'équation, 121X—968. 

Divisant tout par 121 , on trouvera x=az8. La 

première part est donc 8tt, la seconde j 24-**, la troi-

sième , 72» , la quatrième, 2 i 6tt , la cinquième, 

648». C. Q. F, T. 

PROBLÈME IV. 

ifS. QUEL âge avons-nous Vun £r Vautre-, demands 

m fils à son pere ? Le pere répond , votre âge est ac~ 

îudlement le tiers du mien, b" il y a six ans qu'il ert 

étoit le quart : trouve% l'âge de chacun ì 

Soit, en prenant Tannée pour unité, x l'âge actuel 

du pere : Tâge actuel du fils fera —. U y a six ans que 
^H£- ' . ì\ I îîTGía-f .Tî.jfss - unovï- , 
l'âge du pere étoit x — 6, & que par conséquent l'âge 

OC 

du fils étoit —-—6. Or, (hyp.) l'âge du pere étoic 

alors quadruple de celui du fils. Ainsi^ on a l'équation, 

x—6=4 ^— 6^, ou bien,* — 6=±:—î. 24» 

Multipliant tout par 3 , pour faire difparoître la 

fraction, on aura 3x—18 = ̂ x—-72, ou bien, 

(en transposant les deux termes $x & —.72 ), 72 — 

18 = 4,3; — 3x> c'est-à-dire, 54 =x. Ainsi, le pere 

a actuellement ans, & le fils 18 ans. C. Q, F. T. 

PROBLÈME V. 

1 $ 9,UN ouvrier £ est engagé pour 60 jours, à con~ 

htion qu'on lui donneroit if fols chaque jour qu'il 

H ij 
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travaillerok, & qu'il donneroit y fils ùhaque jour quìî 

ne travaillerok pas :' au bout de 60 jours, il reçoit 2<jB. 

Combien de jours a-t-il travaillé ? 

Soit x le nombre cherché de jours ; & par consé-

quent 60—x, le' nombre de jours que l'ouvriern'a 

pas travaillé. En exprimant en livres le gain & la 

perte , il est clair que comme Iy fols font les trois . 

quarts d'une livre, & y fols le quart ; le gain que fait 

l'ouvrier pendant le nombre de jours x est \ x , & que 

la perte qu'il fait pendant le nombre de jours 60 — x 

est ^(ó"o—x). Or, (hyp.), le gain moins la perte 

est 24H. Ainsi, on a l'équation , ix—'-(6o—x)=2q, 

ou bien, \x—i5-\-lx—2%
}
 ou bien, .-...) 

x— iy =24. 

Donc, en transposant—iy, on aura x = 30, 

L'ouvrier a donc travaillé 39 jours, & il a été 21 

jours fans rien faire. C. Q. F. T. 

PROBLÈME VI. V 

160. DEUX Couriers partent d'un même lieu, p 

heures l'un après l'autre : le premier fait 2 lieues par 

heure j & le second 3 lieues par heure ,* on demande 

bout de quel temps le second joindra le premier î 

Soit, en prenant l'heure pour unité, t le nombre 

d'heures que le second Courier a marché depuis le 

moment de son départ jusqu'à celui où il atteint le 

premier. II est évident que le nombre d'heures que le 

premier Courier a marché depuis le moment de son 

départ, jusqu'à celui oà il est atteint par le secondi 
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sera í-Hp- D'un autre côté, puisque le premier Cou-

rier fait 2 lieues en 1 heure, & que le second sait 

3 lieues en 1 heure, si Ton fait ces deux proportions, 

1 : f -f- 9 : : i lieues : un quatrième terme, 

1 : t : : 3 lieues : un quatrième terme , 

les deux quatrièmes termes 2(Í-|-Q),3Í, exprime-

ront évidemment les nombres de lieues parcourues 

parles deux Couriers. Or, comme les deux Couriers 

partent d'un même lieu, & vont dans le même sens, 

ils parcourent des espaces égaux depuis le point de 

départ jusqu'au point de rencontre. D*où il suit qu'on 

aura l'équation 3í=2(í4-p), ou bien $t=2l-h 18, 

c'est-à-dire , t= 18. Ainsi , le second Courier , 

18 heures après son départ , joindra le premier. 

C. Q. F. T. 

COROLLAIRE. 

icti. Si on veut connoître le nombre de lieues 

que chacun des Couriers a faites, lorsqu'ils fe rencon-

trent, on le trouvera, en considérant que puisque le 

second Courier sait 3 lieues par heure, ii aura fait 

S fois 18 lieues, ou $4 lieues en 18 heures. Ainsi, le 

point de rencontre est distant du point de départ, de 

Si lieues. 

PROSLEME VII. 

16*2. Sc/pposoxvs maintenant , pour proposer la 

mime question plus généralement, que les deux Couriers 

partent pas du même lieu, mais que le premier parte 

$m lieu plus avancé vers le but où ils tendent l'un & 

H iij 
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Vautre, à'un nombre de lieues exprime par a ; qu'il parle 

avant le second, un nombre d'heures exprimé par h; 

que le premier fajje le nombre m de lieues pendant k 

nombre n d'heures, £r le second, le nombre p de lieuet 

pendant le nombre q d'heures : on demande au bout de 

quel temps le second joindra le premier ? 

Soit t le nombre d'heures que le second Courier a 

marché depuis le moment de son départ, jusqu'à celui 

où il atteint le premier. Puisque le premier Courier 

part avant le second, un nombre d'heures exprimé 

par h, il est clair que t-\-h exprimera le temps que 

marche le premier Courier , avant que d'être atteint 

par le second. De plus, en faisant ces deux proportions, 

n : m : : t-+-h : un quatrième terme , 

q : p : : f : un quatrième terme, 

m(t-+-h) pt 
les deux quatrièmes termes , , ex-

n q 

primeront les espaces parcourus par le premier & 

le second Courier, depuis les points de leurs départs, 

jusqu'au point où ils se rencontrent. Qr , comme le 

premier Courier a le chemin a d'avance sur le se-

cond, il est clair que l'efpace - - parcouru par le 

second Courier , doit être égal à la somme faite 

i j-n J o r ïïl(t-i-k) 
de la dntance a cc de 1 eípace « . On aura 

n 

■t \i, • Vt m(t-hh') . . 
donc 1 équation, ,~SB a ■+«*<-■ . ou bien, 

9 n 

pt mt -i-mk 
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.Faisons disparaître îes fractions ; nous aurons 

,, , j qmt-i-qmh . 
dabordpt=qa-r-—- ; , puis npt = qan 4-

* n 

qmt + qmh. Mettons dans un même membre tous 

les termes où l'inconnue t se trouve, & tous les autres 

dans l'autre membre ; nous aurons npt —■ qmt = 

jsn -f- qmh , ou bien tÇnp — qm) = qan-\-qmh. 

_.. .
r

 qan H- qmh 
Uivilant tout par np— qm.on aura í— -« 

C.Q. F. T. 

Cette équation est une formule générale dans la-

quelle il ne s'agira plus que de substituer à la place 

des quantités a, h, m , n, p , q, leurs valeurs nu-

mériques , pour avoir les solutions de toutes les ques-

tions particulières qu'on peut proposer sur ce sujet. 

Par exemple, pour tirer de cette formule la solution 

de la question précédente, il faudra supposer que la 

quantité a devient nulle ou zero, ce qui s'exprime 

ainsi, a = o; h=p heures ; m=2 lieues; n = i 

heure ; p = 3 lieues ; q—i heure. Alors on aura 

pn~o ; qmh = i x axp — i S ; np = 1 x"3 =3 î 

18 
jm= ix 2 = 2. Par conséquent t— =18 , 

comme ci-dessus. 

COROLLAIRE. 

163. SI on veut avoir les expressions générales des 

espaces que les deux Couriers parcourent depuis 

leurs points de départs jusqu'au point de rencontre, 

on observera que l'espace parcouru par le premier 

H iv 
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ouner etant , & 1 espace parcouru par le 

second étant —— ; si l'on met dans ces expressions, 
1 

~ , qan-hqmh . , 
pour t fa valeur —2- , on aura, en quantités 

np — qm 

toutes connues, 

premier espace 
qam-+-phm 

np — qm 

pan -+- pmk 
second espace = 

np — qm 

Dans l'hypothèfe du problême précédent , on a 

a —o ; k=szp heures; m = 2 lieues; n=i heure; 

/>—3 lieues ; q—i heure. Substituant ces valeurs dans 

les expressions générales que nous venons de trouver 

pour les espaces, ces expressions se réduiront l'une & 

l'autre à ; en sorte que les deux Couriers auront fait 

chacun 54 lieues lorsqu'ils se rencontreront. 

164. NOUS avons résolu les questions précédentes, 

fans employer, pour en exprimer les conditions» 

plus d'une inconnue. Mais souvent on a besoin, ou 

du moins il est plus commode d'employer plusieurs 

inconnues. Alors on forme, s'il est possible, autant 

d'équations qu'il y a d'inconnues : ces équations com-

binées ensemble servent à chasser ou à éliminer suc-

cessivement toutes les inconnues moins une ; & on 

parvient à une équation finale qui ne contient plus 

qu'une inconnue , & qui se résoud , comme nous 

savons expliqué. Des exemples vont faire entendre 

cela clairement. 
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PROBLÈME VIII. 

\6$. TROUVER deux nombres dont la somme soit a, 

&" la différence d.? 

Soient x le plus grand des deux nombres cherchés, 

y le plus petit. On aura, suivant les conditions du pro-

blême, les deux équations, i-+_y=a
J
 *—y—d* 

Tirons de chacune d'elles la valeur de l'une des in-

connues, dejy, par exemple. La première donnera 

y=a—x ; la seconde , y~x—d. Or, 7=7. Par 

conséquent on aura aussi a—x=x—d , équation qui 

ne contient plus que la feule inconnue x., & de laquelle 

on tire x = -
a

~
hi

 . Mettons cette valeur de x dans 

l'une des équations primordiales, par exemple, dans 

'équation y—a—x : nous aurons y—a— Ç ) =* 

II est évident qu'on auroit trouvé pour y la même 

valeur, en mettant pour .r fa valeur dans l'autre équa-

tion primordiale y=x—d , puisque les deux quanti-

tés a—x & x—d font égales entr'elles. 

Ces valeurs de x & de y font voir qu'e/z général h 

plus grand des deux nombres eft égal à la moitie de leur 

somme, plus la moitié de leur différence , b" que le plus 

petit est égal à la moitié de leur somme, moins la moitié 

h kur différence. C. Q. F. T. 

Supposons, par exemple, que la somme a soít 60, 
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& que la différence d soit 12, on aura x = ̂ '
t 

y=H-
REMARQUE. 

166. LA méthode que nous venons d'employer 

pour dégager les deux inconnues x & y est générale; 

mais on peut souvent parvenir au meme but d'une 

manière plus abrégée, soit en ajoutant ensemble les 

équations , soit en retranchant l'une de l'autre. Ainsi, 

par exemple, ayant les deux équations, x-{-y—a
t 

x—y~à ; si on les ajoute ensemble, on aura tout 

d'un coup 2x—a-+-d, ou x=
 g-t

~^ ; & si l'on 
1 

retranche la seconde de la première , on aura 2y =a 

. a — d 
a—d, ou. y — . 

PROBLÈME IX. 

x6j. FAZRE J avec deux matières dont on connoît 

les poids fous un même volume* donné, un. corps donik 

poids le volume soient donnés ? 

Nommons m Je volume du corps mixte ; p son 

poids ; q 8c r respectivement ce que pèsent les deux 

matières composantes, fous le même volume n ; x &JI 

les volumes de ces matières, qui forment le volume m. 

On aura d'abord l'équation, x-+-y=s=m. De plus, 

puisque q est le poids du volume n de la première 

* On appelle volume d'un corps, l'efpace que ce corps occupe, 

c'est-à dire , le nombre de pieds cubes, ou de pouces cubes, &ci 

qui composent sa grandeur apparente. 
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matière, & r le poids du volume égal n de la seconde, 

il est clair , 1°. que le poids du volume x fera le qua-

trième terme d'une proportion dont n, q, x, font les 

trois premiers, & que par conséquent ce poids fera 

(7 X 
exprimé par' . 2

0
. Que pareillement le poids du 

r y 
volume y fera exprimé par . . Or ( hyp.) la somme 

des deux poids , —— doit être égale à p. Ainsi, 
n n 

o x T y 
on aura cette seconde équation 4 =p. 

n n 

Tirons de chacune de ces deux équations la va-

leur d'une même inconnue, par exemple, de y. La 

première donne y— m —-x ; la seconde , y === 

np—nx „;'; .' 
. Or , y =y. Donc , on aura l'equation, 

m — x= —ï^- —, qui ne contient plus que la feule 

inconnue x. Multipliant tout par r, on aura mr — 

rx=pn—qx ; transposant, il vient mr—pn^=rx—-

; ou mr—pn = x(r-—q). Donc, en divisant tout 

par r— ç
s
 x—-^-——. Mettons cette valeur de x 

dans l'une des équations primordiales, par exemple, 

dans l'équation y=m—x ; nous aurons y=m—r 

V r—q / r — q 

Pour faire une application de ces valeurs générales 

de x 8c de y, supposons que le eprps mixte soit com-

posé d'or & d'argent; que son volume soit de 3 pouces 
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cubes ; son poids de 30 onces; le poids du pouce cubé 

d'or, de 12 y onces ; celui du pouce cube d'argent, 

de 6tj onces. On aura donc 771 = 3 Pouces cubes í 

p —30 onces; n— 1 pouce cube ; ç = i2| onces 

= -- onces ; r=<5| onces =~ onces. Substituant 

ces valeurs dans les équations générales x—-^-——, 

?
 , elles deviendront x—,7=77. Pat 

r — q 

conséquent, le mixte contiendra 77 pouces cubes d'or, 

& ~ pouces cubes d'argent. 

R E M A R <Q V M. 

168. Nous aurions pû dégager nos deux incon-

nues x & y, par le moyen indiqué (166); mais cela 

auroit demandé une préparation qu'il est bon d'ex-

pliquer ici. On imitera le même procédé dans les 

autres cas. Ayant d'abord trouvé les deux équations 

fondamentales, x-j~y=m ; & _?
x

 ~*~
r
-? .—p , ou 

bien qx*+*ry=np : si l'on veut commencer par éli-

miner y, on multipliera tous les termes de la première 

par r, afin d'avoir dans les deux équations un terme 

commun ry. Par ce moyen, elle deviendra rx~í-ry= 

rm, dont retranchant, membre du membre corres-

pondant, la seconde équation qx-\~ry=np , il vient 

rx—qx=rm—np , ou x(r—^q)=rm—np , oa 

rm — np 
ensi m x-

r —q 

Si on veut éliminer » par le même moyen, on mul» 
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tìplìera par q tous les termes de l'équation x-{-y= m, 

& on aura qx-^qy—qm, dont retranchant l'équation 

) q
X

-^ry = np , il vient qy — ry — qm — np , ou 
np—qm 

y
(r—q) = np—qm, ouyr=——. 

PROBLÈME X. 

Í
l5p. TROTS Joueurs ont fait des gains tels que la 

somme du premier gain &1 de la moitié des deux autres 

ejì a ; la somme du second &• du tiers des deux autres 

:' tjl b ; la somme du troisième &* du quart des deux autres 

j- ejl c ; on demande quel est le gain de chaque Joueur ? 

Soient x
 y
 y, \ les trois gains cherchés. On aura, 

suivant les conditions du problême , les trois équa-

tions, X+— = a , y-h ===P,.»»I 

1 ■ *-*-y 
H — =e. 

4 
» 

Je tire de chacune d'elles une valeur de 7, & í'ai 

• \~2a — 2.x—y, i~^b—^jy — x , j = 

4c—y—y 

4 

Egalant la première valeur de \ à la seconde & à la 

troisième, je forme les deux équations, 

2 a—2 x—7=3 &—37—x, 

4c — x —y 
2a — 2.x—y= -, 

J 4 

lui ne contiennent plus que deux inconnues x 8í 

y> Tirons de chacune d'elles, la valeur de y. La. 
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première donne y =
 3&

"~"
iaH

~
a?

 . j
a
 s

econc
j
éí 

8a
_

7
*_

4C
 , -i 

. Ainli , on aura 1 équation j 
3 

3S—+ * 8<z— -jx—4c 
■ > = ' i qui ne contient 

* 3 

que la seule inconnue x , & de laquelle on tire, j 
2Î<J —8c—i 

x = . I 
17 

Mettons cette valeur de dans l'équation jjm 

ïh—za-t-x zib— 6a — 4C 
, nous trouverons7= —, 

Enfin , mettons les valeurs de x & de _y dans 

l'équation f = 2a—2»—jy , nous trouverons ç= 

2oc — 3 b — 4a 

Les trois gains x, y, ? font donc exprimés en 

quantités toutes connues, & font par conséquent con-

nus. C. Q. F. T. 

Supposons, pour faire une première application de 

ces formules, a — %, b = s* c=2- °n trouvera 

X—XÌ , jy=T7 » ?—ff- Lô premier gain fera donc 

exprimé par la fraction , le second par la fraction 

|^ , & le troisième par la fraction ~
4
 Ces fractions ex-

priment des parties d'écu, ou de livre, ou de fol » 

&c, selon qu'on prend pour unité, l'écu, ou la livre, 

ou le sol, &c. 

Pour second exemple, supposons a = i , b=z> 

ç=3, On trouvera *=s—'^■
>
y=^, j = f°. £" 

SCD LYON 1



CHAPITRE. VII I. *4f 

Ce cas, la valeur de x étant négative, cela signifie 

{\%) qu'il faut prendre x dans un sens opposé à 

celui qu'on lui a attribué dans le procédé du calcul. 

Ainsi, au lieu de supposer que le premier Joueur a 

sait un gain , il saut supposer qu'il a fait une perte. 

Cette perte est exprimée par i|, tandis que les gains 

des deux autres Joueurs font exprimés respectivement 

ar ^ & 77. En effet, une perte de ̂ , & la moitié 

le la somme des deux gains 77 » 77. ne font que I 

de gain effectif, comme cela doit être en vertu de la 

première équation x-ì ou 

= 1. On prouvera de même, que les con-; 

dirions dés deux autres équations y-+ 
*-f-? 

=c=3 , sont remplies par les 

.11 -«, 
' >7 • í 17* 

valeurs x——^, y-

Si, en établissant les équations fondamentales du 

problême , au lieu de supposer que x ,yexpriment 

trois gains ou trois quantités de même genre que a, b, 

c, on avoit supposé que x exprime une perte, tandis 

<jue y tk 1 expriment des gains ou des quantités de 

rcême genre que a, b, c; il est évident qu'on auroit 

eu les trois équations —x-±~— — = a , y -f» 

— b, ?■+ 
y ■ 

■=c ; d'où l'on tire 
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ScHr-pJ — lia 21 b— 6 a—-4 f 

x ■ 
17 " 17 „. 

, 20 c — ib— 4 a 

?= ~ • 

Alors, en supposant a = i, b = i, c=3,on 

trouveroit x=~ , y = '^ , ? = 77« La valeur de* 

se produit maintenant sous une forme positive , parce 

qu'en établissant les équations générales, on a supposé 

que x exprimoit une perte, & qu'on a achevé le calcul 

conséquemment à cette supposition. Mais si on vouloit 

se servir de ces mêmes équations pour résoudre le cas 

où l'on auroit a=%, b — 3 , c=2, on trouveroit 

x=—~i, y—~ , ?=f
7
-. La valeur de x est main-

tenant négative ; & cela signifie que x doit être prise 

dans un sens contraire à celui qu'on lui a attribué dans 

les nouvelles équations, c'est-à dire, que cette quantité 

doit être regardée comme un gain, & non pas comme 

une perte. 

170. LA remarque que nous venons de faire fur 

la manière dont les inconnues doivent être envisagées, 

selon qu'elles se présentent avec le signe -+- ou avec 

le signe—, n'est pas particulière à l'exemple qui l'a 

fait naître; elle est vraie généralement. Voici donc une 

maxime universelle & très-importante dans l'Algébre. 

Lorsque vous avez une question à résoudre, & que par 

l'énoncé de ses termes, vous ne voyez pas si la quan-

tité que vous cherchez doit être positive ou négative, 

c'est-à-dire, si cette quantité doit être prise ou dans le 

sens de celles qui sotit regardées comme positives, ou 

dans le serçs de celles qui font regardées comme né-
gatives; 
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gatives ; ne vous en mettez pas en peine, regardez' 

î'inconnue comme positive; & achevez toutes les par-

ties de votre calcul conséquemment à cette suppo-

sition : si dans l'équation finale, la valeur de I'inconnue 

est positive j cela fait voir que votre supposition étoit 

légitime ; si au contraire la valeur de I'inconnue est 

négative, cela signifie que I'inconnue doit être prise 

dans un sens contraire à celui que vous lui avez attri-

bué dans le procédé du calcul. Le même raisonnement 

auroit lieu dans un ordre inverse, si l'on avoit regardé 

l'incónnue comme négative. Le calcul redresse dans 

tous les cas les fausses suppositions qu'on peut avoir 

faites, en établissant ses éléments-; & c'est-là un des 

plus précieux avantages de l'Algébre. 

171. IL eh est, au même égard , des quantités; 

connues , comme des inconnues. Si dans les appli-

cations particulières qu'on peut faire d'une équation 

qui exprime généralement les conditions d'un pro-

blême , on regarde comme négatives des quantités 

connues a, b, c, &c, qui ont été regardées comme 

positives dans le calcul, cela signifiera que ces quan-

tités doivent être prises dans des sens contraires à 

Ceux qu'on leur â d'abord attribués. Reprenons , 

par exemple, le problème de l'article 162; & voyons 

comment on peut tirer de l'équation générale r==a 

,jy~HT-fe jjj
 nQUS a

 f
ourn

j
e t

 i
a
 solution du prò* 

np—qm r 

blême suivant : Deux Couriers qui pont à la rencontré 

l'un de l'autre, partent, l'un de Par h, l'autre de Lyon; 

I 
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le Courier de Paris fait 3 lieues en I heure, celui i» 

Lyon 2 lieues en I heure : on demande au bout de quel 

temps ils se rencontreront, en supposant que le Courier 

de Lyon parte 6 heures avant celui de Paris, (y qui 

Vintervalle de chemin compris entre Paris £r Lyon soit 
de 100 lieues ? 

Regardons le Courier de Paris comme le premier, 

& celui de Lyon comme le second. D'abord , la lettre 

a que nous avons prise dans l'article 162, pour re-

présenter la distance des points de départ des deux 

Cóùriérs, nous représentera ici la distance dePacisà 

Lyon. Ainsi, nous avons a = 100 lieues. Le temps 

t que marche le second Courier, étant pris positi-

vement, on doit prendre h négativement, parce que 

dans la solution générale, on a supposé que le premier j 

Courier partoit le premier , au lieu qu'ici c'est le se- j 

cond qui part le premier. Nous aurons donc h=—6 J 

heures. De môme , l'eípace p que parcourt le second
 1 

Courier pendant le temps q, étant pris positivement, j 

l'espace m que parcourt le premier Courier, pendant 

le temps n, doit être pris négativement, parce que 

dans la solution générale, on a supposé que le premier 

Courier s'éloignoit, au lieu qu'ici on suppose qu'il 

va au-devant du second. Quant aux deux temps 5 & 

72, ils doivent être pris l'un & l'autre positivement, . 

parce qu'ils s'écoulent dans le même sens, pendant que 

les Couriers marchent, ou que l'un peut être re-

gardé comme faisant partie de l'autre. Nous aurons I 

donc p = 2 lieues ; m——3 lieues ; q=i heure; f 

71=31 heure. Substituant ioutes'ces valeurs numérique' J 
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à la place des valeurs littérales correspondantes dans 

la formule r==-^——^ , elle deviendra í = 
np — qm 

ìxiooxi-fix — 3X — 6 ioc-t-18 

IXÌ — ix — 3 ^ + 3 

23 s. Ainsi, le Courier de Lyon , 23 heures & i 

après son départ, rencontrera celui de Paris. 

r
 pan-h-pmh 

Lelpace ■ ■ , parcouru par le meme 
np —- qm 

Courier depuis Lyon jusqu'au point de rencontre, 

sera ■ = --2, c est-à dire , 
1 x 1 — ! x — 3 5 

' 47 lieues j ; & par conséquent I'espace parcouru par 

le premier Courier, depuis Paris jusqu'au point de 

.. rencontre, sera y 2 lieues & £
f 

On peut s'assurer de la justesse de tous ces résultats, 

en résolvant directement, de la manière suivante , le 

problème dont il est question. 

Nommons toujours t le temps que marche le Cou-' 

ner de Lyon , avant que de rencontrer celui de Paris. 

Le Courier de Lyon, qui fait 2 lieues par heure, 

parcourra , pendant le temps t, un espace = 2î -, le 

Courier de Paris , qui fait 3 lieues par heure, & qui 

• part 6 heures après celui de Lyon , parcourra, pen-

dant le tems i—6 , un'espace =3 (r—6"). Or, la 

somme de ces deux espaces n'est autre chose que 

1 espace total compris entre Paris & Lyon. Ainsi, on 

j aura l'équation , 2t-\-$(t—<5)=ioo ; d'où l'on 

tire t = 2.^ heures - , comme ci-dessus. L'efpace 2 r, 

parcouru par le Courier de Lvon, est par conséquent 

M 
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47 lieues - ; & Pefpace parcouru par celui de París; 

j 2 lieues 

Ajoutons encore quelques problêmes, pour exer-

cer de plus en plus les Commençants à l'usage de 

l'Algébre. 

PROBLÈME XI. 

172. DEUX troupeaux de Bœufs, qu'on lâche dam 

deux prés, étant supposés manger, en des temps donnés, 

& les herbes qui y étoient au premier infiant, & h 

herbes qui y croissent uniformément, pendant que k 

Bœufs paissent : on demande combien il faudra de Bœufs 

pour manger , suivant les mimes conditions, les herbu 

d'un troisième pré ? 

Nommons le nombre des Bœufs du premier trou* 

peau qui mange le premier pré í .... a, 

l'étendue de ce pré b, 

le temps pendant lequel toutes les herbes crues 

& à croître en font mangées c; 

le nombre des Eceufs du second troupeau qui 

mange le second pré L 

l'étendue de ce pré. . £1 

le temps pendant lequel toutes les herbes en font 

mangées »,•' « '•* /> 

le nombre inconnu des Bœufs du troisième trou-

peau qui mange le troisième pfé x, 

l'étendue de ce pré g> 

. le temps pendant lequel toutes les herbes en font 

mangées ;'| 
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De plus, imaginons que chaque troupeau de Bœufs 

est partagé en deux bandes, dont l'une mange l'herbe 

contenue au -premier instant dans chaque pré , & 

l'autre mange l'herbe qui croît pendant que les Bœufs 

paiííènt. Nommons, 

Pour le I
ER troupeau, la 1" bande y, 

& par conséquent la seconde a—y ; 

Pour le 2e troupeau, la 1" bande......... \, 

& par conséquent la seconde d—f; 

Pour le 3e troupeau, la ire bande. w» 

& par conséquent la seconde • x—u. 

NOUS avons quatre inconnues, x, y , \, u à dé-

terminer. Toutes les autres quantités a , b , c , d , e, 

f>g> h, font supposées connues. 

Cela posé, 1 °. il est clair que les premières ban-

des y, %, u de Bœufs, font entr'elles comme les éten-

dues des prés, divisées par les temps correspondants, 

car il faut d'autant plus de Bœufs pour manger une 

quantité constante.& donnée d'herbe contenue dans 

un pré, que ce pré a plus d'étendue, & que le temps 

employé à manger la quantité en question, est plus 

court. On aura donc ces 'deux proportions , y : ç : : 

I e b 0 ,
 r

 L . . ' 
fs:

~jr > y '•
 u

 —
 :
~> lesquelles donnent, en éga-

lant le produit des extrêmes à celui des moyens, les 

deux équations, xey—bsi, cgy = bhu, 

20. Les secondes bandes a—y, d—j, x—u, qui 

langent les herbes qui croissent pendant que les 

I iij 
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Bœufs paissent, font entr'elles simplement comme les 

étendues des prés ; les temps n'entrent pour rien dans 

ce rapport. Car, par hypothèse , les herbes dont \\ 

s'agit croissent en quantités égales, en temps égaux, 

dans les trois prés ; & elles font mangées en quantités 

égales, en temps égaux, puisqu'elles font mangées à 

mesure qu'elles croissent. D'où il s'enfuit que les 

quantités totales de ces mêmes herbes font propor-

tionnelles- aux nombres de Bœufs qui les mangent ; 

& comme elles font aussi évidemment proportion-

nelles aux étendues des prés, on a ces deux propor-

tions a —y : d — \ : : b : e, a — y : x — u : ib í g, 

lesquelles donnent les deux équations, ae— ey = 

bd — b\ag —gy = bx—bu. 

Les deux premières équations donnent f == 
cey 

if 

u=. Mettons pour z fa valeur daris la troisième; 
bh 

afe — là f -
nous trouverons

i
y=— , & par conséquent, 

cg ( afe — làf) ce ( afe — bas) 

bh{fe—ce) tfise — ce) 

Mettons les valeurs de y & de u dans la quatrième 

équation ag — gy=bx — bu ; nous trouverons 

aces g -t- bàfgh — acegh •— bcdsg 

Ih (fe—ce ) 
-, ou bien x = 

acegj.f—h )-hbdfg( h—c) Q Q Y T 

Suppolons , par exemple , que le premier pre ait 
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q arpents * d'étendue, le second $ , le troisième 6 ; 

qu'il saille 8 Bœufs pour manger en 7 semaines les 

herbes du premier, <? Bœufs pour manger en 8 se-

maines les herbes du second ; & que les herbes du 

troisième pré doivent être mangées en 12 semaines. 

Nous aurons, conséquemment à ces suppositions, 

a—$,b = 4,.c — y, d=ç, e = S >f— 8>ê= 

h=i2. En substituant toutes ces valeurs dans la 

valeur générale de x, on trouvera x — 8. Ainsi, il 

faudra 8 Bceufs pour manger les herbes du troisième 

pré» 

PROBLÈME XII. 

175. Connoijsant, dans uneprogrejjìonarithmétique, 

trois de ces cinq choses, le premier terme, le dernier, la. 

Aifférence, le nombre des termes, la somme de tous les 

termes .- trouver les deux autres ? 

Je suppose, pour abréger, que la progression soit 

croissante, ou que la différence soit additive. On appli-

quera sans peine les formules que nous allons trouver, 

au cas où la progression seroit décroissante 5 il ne fau-

dra pour cela que prendre négativement la lettre qui 

exprimera la différence. 

Nommons, le premier terme............ a, 

le dernier ' u, 

* L'arpent, suivant 1'Ordonnance de 1665, pour les Eaux & 

Forêts, a 100 perches de longueur fur r perche de largeur, la 

perche étant supposée de zz pieds ; ce qui compose une superficie 

de 100 perches quarrées, ou de 1344 \ toises quarrées. On ne 

«lit pas par-tout cette mesure. 

liv 
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la différence i, 

le nombre des termes n
s 

la iomme de tous les termes * . « • i 

Suivant ce qui a été démontré ( Arith. 194 & 201 ), 

on a ces équations, 

(A) u=a-+-d(n—i ), 

n 
(B) s=s(a-+-u) x —• 

Cela posé, iQ. fï l'on çonnoît a> u, n, on aura 

immédiatement la valeur de l'inconnue s par l'équation 

( B ) ; & on tirera de l'équation ( A ), "■=■■ ^ 1 

valeur de la seconde inconnue d, 

2.", Si l'on connoît a, d, n, on aura immédiate-

jnent la valeur de l'inconnue u par l'équation (A)! 

& substituant cette valeur de u dans l'équation (B), 

(za-i-dn— i) n .
 c

 , 
on aura, s=- - . ■—» valeur de la íeconds 

inconnue s. 

3°. Si l'on connoît u, d, n, on aura, par 1 équa-

tion (A), a—u*—>dn-ï~d. 

Mettant cette valeur de a dans l'équation (B),on 

( i u — dn-hd) n 
aura, Í==—1 . . . 

x * , " '. " ' ' " ] 

D'où l'on voit que les deux inconnues a & s font 

dégagées. 

4". Si l'on connoît a, u, d, on connoítra n par l'équa-

tjon (A) i car cette équation donne n= ^ 
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Mettant cette valeur de n dans l'équation (B) , on 

(a-f-u ). (u—a-+-à) 
aura, s = —: . 

2 d 

f. Si l'on connoît a, n, s, on aura par l'équa-

tion ( J3), u = . 

Mettant cette valeur de « dans l'équation (A), on 

u—an , • r, 
aura, = — i )» & Par conlequent, 

a 

en dégageant 1 inconnue d, a= — . 

6°. Si l'on connoît u, n, J, on aura, par l'équa-

«on (B), a= ~. 
n 

Mettant cette valeur de a dans l'équation ( A ), on 

aura, u=- —l-d ( «— i ) ; o ou 1 on tire, 

Î u n — z i 

n ( n—i ) 

7°. Si l'on connoît a , u, s, on aura, par l'équa-

tion (B ), n = ———. 
a-h u 

Substituant cette valeur de n dans l'équation ( A), 

& dégageant l'inconnue d, on trouvera d = 

_(u—a) . (u-f-a) 

2 s —a— u 

8°. Si l'on connoît n, d, s, on aura, en mettant 

dans l'équation (B), pour u fa valeur tirée de l'équa-

, . ( z a-r-dn — d) n „ \ M • iv 
tion (A), Í=J: -—; d où 1 on tire 1 in-

connue a = 

2 

2 s—dn2-*-dn 

i 
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Mettant cette valeur de a dans l'équation (A); 

on aura l'autre inconnue u par l'équation, « = 

ÎÍ—dnz-+-dn is-i-dn1—in 
-{-dn—a,ou bien,«= , 

xn z n 

Les cas où les inconnues seroient le nombre des 

termes, & l'un ou l'autre extrême , meneroient à une 

équation du second degré, que nous apprendrons à 

résoudre dans la fuite. 

Je laisse au Lecteur le foin de faire des applications 

numériques de ces formules. 

PROBLÈME XIII. 

174. CoxA'ozsssiA-T, dans une progression géomé-

trique , trois de ces cinq choses ^ le premier terme, k 

dernier, la raison , le nombre des termes
 3

 la somml 

de tous les termes ; trouver les deux autres ? 

J'entens, par la raison de la progression , le quo-

tient du premier terme divisé par le second. Ainsi, 

lorsque la progression est décroissante , la raison est 

plus grande que l'unité ; au contraire , la raison est 

plus petite que l'unité, quand la progression est crois-

sante. 

Nommons, le premier terme «1 

le dernier u, 

la raison 1, 

le nombre des termes n, 

la somme de tous les termes s> 

L
 £>n a d'abord (Arithmétique, 228) l'équation» 
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(A) u—
 a

 . 
q"—1 

De plus , en observant que le second terme =a 
BF, ' B - - a?1 V 
—, on a (Anth. 235-) la proportion, : 

1
 q 

a:: a— u:s—u. D'ou l'on tire , par l'égalité du 

produit des extrêmes avec celui des moyens : 

|á —^X(Í—u)=a(a-—u), ou bien , 

(B) sq— s = qa—w. 

Cela posé, i°. si l'on connoît a, u , n, on aura 

par 1 équation (A), q
n
~

I
=— ; donc en tirant 

1 "f/^" 
la racine n — 1 de chaque membre, q= —— â 

r u 

71 1 
a 

DU bien , 5— 

71 1 
U 

Substituant cette valeur de q dans l'équation (B); 

fa""
1
 \ a-

1 

on aura s
 ;

 — l]=ax u , ou 

* n—T~ * n 1 
U 

bien, en multipliant tout par u"
-
" , s (a

n
~~

1
 —■ 

« j = a u ,011 bien encore, 
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> t n n , 

Ï( a—
1
 _ „— ) _

 sl
~ _

 u
~

; ce
 q

U
i d

onne 

-, ou bien , ts=s 

Les deux inconnues 7 & s font donc dégagées. 

2°. Si l'on connoît a, q, n , oa aura d'abord u 

immédiatement par l'équation ( A. ) ; & en substi-

tuant cette valeur dans l'équation (B), on aura, 

é
 • í^z•• a ' ' -

s(q-^-i) — qa ou bien, s(q — i) — 
q" — • 

a(q"—i) a (q" — t) 
■ !— ; & par conlequent, Í =± ■ . 

g"—1 r n (q—l)q
n

~~
l 

3°. Si l'on connoît u, q, n , on aura par l'équa-

tion (A), a=uq"—
1

. Mettant cette valeur de i 

dans l'équation ( B ), on aura s (q—i)=^uq"—u, 

o r, u- 9" T ) 
& par conlequent, Í= . 

q— i . 

4.
0
. Si l'on connoît a, v. , q, on aura immédia-

tement l'inconnue s, par l'équation (B) qui donne 

qa— u 
S '—i—« 

2—i 1 

Mais, à 1 égard de l'autre inconnue n, on ne pourra 

la trouver qu'en employant les logarithmes, de la 

manière suivante. 
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Puisqu'on a u = —-—, ou bien u. q
n
~'

í
 — a l 

on aura aussi, en prenant les logarithmes de chaqua 

membre, log.(u.q"—*) = log.a. Or (Arith. 26$), 

le logarithme d'un produit, tel que u.cs™1, est égal 

à la somme des logarithmes de ses facteurs. Ainsi , 

log. ( u. qn 1 ) est la même chose que log. u 

log.f-1. De plus, C Arith. 267), log.f—1 est la 

même chose que (n—i)log.^. Nous aurons donc, 

log.tiH-(n—l)log.q = \og.a , ou bien (n—1 ). 

log.y—log,<z—log.i*; & par conséquent, n—1 = 

log. a—l°g." loç. a — log. u 

;, & n= ■ —j-15 ou bien 
log.j log.ç 

r
 log.a—log. u-f-iog;.(7 

enfan , n = — ■ . 
log. q 

L'inconnue n est donc dégagée, puisque tout est 

connu dans le second membre, 

f °. Si l'on connoît a, u , s, on aura par l'équa-

a 

u 
s — u 

tion (A) , cs~1 =—. Et par l'équation 

(B) , q — — ; & par conséquent
 3

 qn~% =3 

-u —1 

(s — a.)
n
—

1 

Egalant entr'elles les deux valeurs de qn~~l, on 

aura, — = , & par conséquent , 
u [s—a)"—1 r -1 » 

Donc , en prenant les logarithmes , on aura log* 

[a(s—a)n~l]=s=\og.[u(
i
s~-u)n~1], ou bien, lag.a-f* 

SCD LYON 1



jr^2 $> tGÏB EE5 

(fn—i)Iog. (Í—«; = log.«H-(n—i)log.(í—«); 

ou bien, (n— i)(log. (J— K) — log.(í— «))= 

log. a — log. H. Par conséquent , n—■ i = . .., 

log. a—log. u 
■■ ', ——1 • . Donc enfin, n = i -L 

log.^j—«) —log. (f—a) 

log. a —log.—ru 

log. (í—u)—log.(í — a) 

Les deux inconnues q & n font donc dégagées, 

puisqu'elles font exprimées l'une & l'autre en gran-

deurs toutes connues. 

6°. Si l'on connoît n, q, J., on mettra, dans l'équa-

tion f B) , à la place dé^ïTsa valeur tirée de 
f r q"—1 

l'équation (A). Par - là , on aura sq—s = qa— 

■ —, ou bien , sq"—sq"—7==a(q"—i) , & pat 

sqn—sq"—1 

conséquent a= 1 « 
1 q" I 

Mettant cette valeur de a dans l'équation (A), 

sq " '■— sq"—r 

on aura, u — '—. 
q"—1 (q"—O 

7°. Si l'on connoît a, q, s, on aura u immédia-

tement par l'équation (B) qui donne , u=qa-< 

Mettant cette valeur de u dans l'équation (A), 

on aura, q^a-—-qs-i-s=—
g
_

i
-, ou bien, q"~T^ 

qa — qs-hs 

;Donc en prenant les logarithmes de chaque 
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jnembre , log.f"
1
 = log.

 gfl
__*

J + J
 > °

u bien
» 

(
R
 — I ) log. q = log. a fr log. (qa — qs-+-s), OUí 

log. a—log.(aa—çJ-f-J) '
 £ 

bien , rc—-1 = — p • Donc enfin, 
log. q. 

log.a — log. (qa — qs-hs) 
n= i ~i : • 

8°. Si l'on connoît u , q , s, on aura a immé-

diatement par l'équation ( B ) qui donne , a ==s 

sq—s-h u 

Mettant cette valeur de a dans l'équation (A), 

on trouvera q" — ; d ou Ion tire, 
1 qu 

en opérant comme dans le cas précédent, n=i -H 

log. ( sq — s ■+■ u ) — log. qu 

log. q 

Les deux cas où l'on connoîtroit a ,n, s, ou bien 

«,?!, J, menent en général à des équations d'un degré 

supérieur au premier , lesquelles ne peuvent par conì 

séquent être résolues ici. 

Nos Lecteurs pourront faire, dans la vue da 

s'exercer, des applications numériques de ces for-

mules. 

S C H O L I E. 

177. IL est facile d'imaginer & de résoudre de 

nouveaux Problêmes, à l'imitation des précédents» 

Je n'entrerai pas dans un plus grand détail à ce sujet. 

Je finis par quelques observations qui font une fuite, 

de ce qui précède. 
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176". QUELQUEFOIS on a en apparence autans 

d'équations que d'inconnues, & cependant le Problème 

est indéterminé. Cela arrive lorsque des conditions 

qui paroissent différente3 ne font réellement que la 

même qui se reproduit sous une autre forme. Suppo-

sons , par exemple, qu'on propose cette question : 

Trouver deux nombres tels que le quart de leur fommt 

faffe 4.8, &• que la moitié plus le quart de leur fommt 

fajfe 144 ? En nommant x le premier nombre cherché, 
$ç —4—1/ 

y Je second, on aura ces deux équations =48, 
4 

(ï~+"ï) (.sr-T-jy)-— 144. La première donne x= 

l<?2—y, & la seconde donne également x=i()2—j, 

Ces deux valeurs de x font les mêmes. Par conséquent 

la question n'a réellement qu'une feule condition, & 

ne fournit réellement qu'une feult équation. En effet, | 

avec un peu d'attention, on s'apperçoit qu'en disant j 

que le quart de ( x-\-y ) est 48 , c'est dire en d'autres 

termes que la moitié plus le quart, ou les trois quarts, 

de (x-i-y), font le triple de 48*, ou bien 144. 

Dans ces sortes de cas
 }

 le calcul fait connoître ds 

lui-même fi les conditions exprimées font réellement 

différentes, ou reviennent au même. Car fi elles font I 

différentes, il donne des équations différentes pour une 

même inconnue ; si elles font les mêmes, il donne des 

équations identiques pour une même inconnue, comme 

■ dans í'exemple précédent, où l'on est parvenu à ces 

• deux équations identiques ,x=ip z—y, x=1 p i—,f 

I JJ. Au contraire, les conditions d'une question 

donnent quelquefois plus d'équations qu'on n'a d'in-
c onnucs 
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connues à déterminer. Alors, pour que la question 

soit possible, & ne renferme aucune absurdité, il faut 

que les quantités connues ayent entr'elles une relation 

telle que toutes les équations puissent avoir lieu à-la-

fois. Par exemple, supposons que les conditions d'un 

problême, exprimées algébriquement, nous don-

nent ces trois équations, ax-+-by—c, dx-\-ey=g, 

hx—my=n, les quantités a, b, c,d,e,g,h,m, n, 

étant connues, x&cy deux inconnues. 

Les deux premières équations comparées ensemble, 

■ ce—bg ag—ci 
donnent f-

t
y=*-± 

ae — ba ae—bi 

La première & la troisième comparées ensemble j 

1 mc-j-bn hc—art 
donnent ,x =«• y. 

bh ma->t- bh 

Si donc les conditions du problème ne renferment 

aucune incompatibilité, il faut que les deux valeurs 

de x soient égales entr'elles, ou que les deux valeurs 

dejy soient égales entr'elles ; c'est-à-dire, il faut qu'on 

ce—bg me-h bri ag—cd hc — an 
ait y " . 

ae — bd ma-+-bn ae—bd am~i~hb 

Ces deux dernières équations n'expriment réelle-

ment qu'une feule & même condition ; car lorsqu'après 

avoir égalé entr'elles les deux valeurs de x, on égale 

ensuite les deux valeurs de y, cette seconde opération 

revient à la première, puisque les valeurs dejy dépen-

dent de celles de x , ou réciproquement. En effet les 

deux équations dont il s'agit se réduisent l'une & l'autre 

à celle-ci, hce—bgh--'inag=iam—bdn—edm, qui 
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exprime par conséquent la relation que les quantités 

connues doivent avoir entr'elles pour que la question 

proposée soit possible. Si cette équation n'avoit pas 

lieu, la question seroit impossible. On trouveroit cette 

même équation de condition , si en cherchant les 

Valeurs de x & de y, on comparoit la première équa-

tion primordiale avec la troisième, puis la seconde 

avec la troisième, au lieu de comparer successive-

ment, comme on a sait, la première avec les deux 

autres. 

178. IL y a des questions qui ne donnent pas plus 

d'équations que d'inconnues, & qui cependant font 

impossibles. Le calcul fait connoître cette impossibi-

lité ; car alors, dans le résultat numérique, on trouve 

que deux nombres différents devraient être égaux 

entr'eux ; ce qui est absurde. Par exemple, suppo-

sons qu'un problème mène à ces deux équations, 

2x~i~3y—20, $x-+-6y — 30 : la première donne 

10 ix ,
 r

 , 30 4,5? 

y= , & la leconde j= ■—- . On au-

. , lO—•IX ÎO '4# ,". 
roitdonc' = , ou bien 120—12* 

3 6 

= co — i2x,ou bieu 120= p o ; ce qui est absurde. 

Le problême qui donne lieu à un tel résultat, renferme 

donc des contradictions dans fes termes, & n'est pa 

conséquent susceptible d'aucune solution. 
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SECTION tl 

Des Problêmes indéterminés du premier degré. 

17p. Si l'énoncé d'une question contient plus 

d'inconnues qu'on n'a de conditions à exprimer; 

i alors, après avoir formé toutes les équations que ces 

conditions doftnent, & après avoir éliminé les incon-

nues autant qu'il est possible , on arrive à une équation 

finale qui contient au moins deux inconnues. Ces deux 

inconnues ne peuvent être déterminées qu'en prenant 

l'une arbitrairement, ou suivant certaines conditions, 

& déterminant l'autre en conséquence. Le problême 

est donc indéterminé & susceptible de plusieurs solu-

tions. Le nombre de ces solutions peut être limité, 

lorsqu'on impose quelque loi pour les inconnues, 

tomme, par exemple, qu'elles soient des -nombres 

entiers. Nous ne pouvons mieux faire entendre les 

• régies pour réfoudre cette classe de problêmes, qu'en 

' les mêlant avec des exemples qui en montrent l'usage 

&l'efprit. 

PROBLÈME I. 

180. IROVVER deux nombres, dont la somme aug~ 

mmtée d'un nombre donné m, soit quadruple de leur 

dijserence augmentée d'un nombre avssi donné n f 

Soient x & y les deux nombres cherchés, on aura 

1 équation x +7 -+• m=4. ( x —y «+-n ), qui exprime 

Kij 
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toutes les csnditions de la question, & qui contient 

deux inconnues. On ne peut donc parvenir à con-

noître ces deux quantités qu'en regardant l'une comœe 

donnée. 

Soient, par exemple, m=4, n—y -, & prenons 

x~2. On aura l'équation déterminée 24-j-r-

4—4 ( 2—jyH-y ), laquelle donne y = T—4? 

Si m étant toujours 4, &«, y, on fupposoitctr=j, 

on trouveroit y = ~-=s
t 

Ainsi des autres suppositions. 

On voit qu'en considérant x comme donnée, il ne 

s'agit plus que de résoudre une équation déterminée 

pour avoir y. II en seroit de même, si l'on commençoii 

par se donner y, & qu'il fallût trouver x. 

II est clair qu'en supposant que -v & y peuvent être 

indifféremment des nombres entiers ou rompus, pot 

tifs ou négatifs, le problême admet une infinité it 

solutions. Mais le nombre des solutions est limité, 

lorsqu'on exige que x Si y soient des nombres entiers 

positifs. Nous donnerons ci-dessous la méthode géné-

rale pour résoudre ces sortes de questions. 

PROBLÈME II. 

FAIRE 360 fols en 22 pièces, les prem'èn 

de 2% fols, les secondes, de 12 fols, b" les troifi^ 

de 6 fols ? 

Soient respectivement x, y, ? les nombres de pièceï 

'de 24 fols, ce ■ 2 fols & de 6 fols. On aura d'abord 

l'équation, X"T-y\-i — 22
J

. De plus, il est évident 
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que le nombre x de piéces de 24 fols, donne 24a? 

fols ; celui y des piéces de 12 fols, 12 y fols ; celui £ 

des piéces de 6 fols, 6\ fols. Or, la somme de ces 

trois nombres de fols doit être 360. On a donc cette 

seconde équation, 24 x-+-12_v-h <5 ? = 3 60. 

Comme toutes les conditions de la question font 

exprimées, & que nous avons trois inconnues & deux 

équations feulement ; nous ne pouvons pas parvenir, 

immédiatement à des valeurs déterminées de x, y, ?• 

Mais si nous nous donnons l'une des trois inconnues, 

les autres feront nécessairement déterminées. 

En effet, si nous prenons, par exemple, f dans la 

première équation ; nous aurons £3=22—x—y; &c 

substituant cette valeur dans la seconde équation, il 

viendra 24^-4-12^-!- 132—6x—6'j=36'ojd'oìì. 

l'on tire _y= 3 8 — %x. Mettant cette valeur dey dans 

l'équation f=2 2 — x —y, on trouvera, £=ix— 16. 

D'oa il fuit qu'en donnant différentes valeurs à x
x 

on aura les valeurs correspondantes de^& de \. Or* 

suivant les conditions de la question, les nombres x
% 

y, 1, doivent être entiers, puisqu'il ne peut pas entrée 

de áemi-piéce ou de quart de piéce, &c, dans la somme 

360 sols. De plus, pour que ces mêmes nombres soient 

positifs, il faut que 38.— $x & 2x—16 ne soient 

pas moindres que 1. La première condition exige que 

x, qui doit être un nombre entier, ne .surpasse pas 12; 

&la seconde, que x vaille tout auptes-8. Les valeurs 

qu on peut donner à x, font donc comprises entre les 

limites 12 & 8. Les valeurs correspondantes dey & de 

î íe trouveront par les. équations qui précédent, 

K iij 
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Soit , par exemple, AT=I2, on aufaj=
2

-

Soit = 11, on aurajy=y, 6*. 

Soit #=io, on atirajy—-8, ?=4« 

Soit «f=sp, on aurajy=ii, Ç—2. 

Sait #==8* on aura y —14., ? = o. 

La'áerisière solution doit être rejettée, puisqu'elle 

exciut les piéces de 6 fols. Si on fadmettoit, 011 

n'aurok que des piéces de 24. fols & de 12 fols, 

pour former la somme 360 fols. 

Ainsi, la somme 360 fols étant composée de piéces 

de 24 fols, de 12 fols & de 6 fols
 3

 le problême n'a 

que quatre solutions. 

Ces mêmes solutions auroient pu être trouvées, en 

commençant par déterminer y ou £ la première,au 

lieu de commencer par x, comme nous avons fait. 

Car si l'on veut, par exemple, commencer par déter-

miner on aura, en vertu de !a première équation 

fondamentale, x=s22—y—f. Mettant cette valeur 

dans la seconde équation fondamentale , on aura 

528 — —24^-h \2y-\+6\=$6o. Doncj= 

>j£ • Et (à cause de ^ = 22—y—j), #= 

11 est clair* pár'ces deux dernières équations, qu'en 

prenant \ positivement, x fera toujours positif ; & 

que jy le fera aussi, pourvu que 14.- ■—vaillew
ut 
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au moins i , ou que 28—>j ? vaille tout au moins 2« 

Cette dernière condition exige que \ ne surpasse pas 8. 

De plus » pour que y Sc x soient des nombres entiers, 

il faut que \ soit 2, ou un multiple de 2. 

Supposons d'abord \ = o, oh aurajy= 14, x = 8. 

Cette solution est la même que la dernière des pré-

cédentes, que nous avons vû qui doit être rejettée, 

fi l'on veut qu'il entre des piéces de o" fols dans la 

somme 3 60 fols. 

Soit \ — 2, on aura y= 11, x — y. 

Soit £=4,, on aura j»=8, ar= iO. 

Soit ? = ô, on aura y = y, x— 11. 

Soit f—8 , on aura y—2 , x = i2. 

On a donc les mêmes solutions que ci-deíìus ; & 

on les trouveroit également en commençant par 

déterminer y. 

Le problème 'auroit un plus grand nombre de so-

lutions, s'il étoit permis de prendre pour l'un ou deux 

des nombres x
t
 y, £, des valeurs négatives. Alors 

ces valeurs défigneroient que les nombres dont elles 

seroient les expressions, devroient être pris dans un 

sens contraire à celui qui leur est attribué par l'énoncé 

de la question. Supposons, par exemple, x— iy, on 

aura y~—7 , £=14. La valeur négative dejy si-

gnifie qu'il faut retrancher 7 piéces de 12" fols; de forte 

que si les quantités 3<5o fols, x, ?, représentent des 

gains, la quantité y représentera une perte. Ainsi, on 

formera le nombre 360 fols en 22 gains effectifs, en 

employant iy gains de 24 fols, 14 gains de 6 fols, 

& 7 pertes de 12 fols, La même remarque s'applique 

Kiv 
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aux autres combinaisons qui donnent quelques valeurs 

négatives. C. Q. F. T. 

182. IL est facile en général de déterminer les 

limites entre lesquelles les inconnues doivent être 

renfermées, afin que ces inconnues soient positives, 

ou satisfassent à d'autres conditions équivalentes. 

Examinons quelques cas généraux de cette nature. 

Soit l'équationjy=
 X

~*~
C
 , entre les deux incon-

b 

nues x & y, & les données a, b, c. II est évident 

qu'en prenant x positivement*y fera aussi positive, íì, 

H°. a ,b, c font toutes trois positives, ou toutes trois 

négatives ; si, 20
. a &: b étant positives, & c négative, 

c 
on a x^>—i fi» 3°- 0 & b étant positives, & a néga-

. c 
tivej on a x<^—» 

a 

183. QU'ON ait l'équation ax-+-by+-c% — d, en-

tre les trois inconnues x,y, f ,& les données a,b,c,â; 

& qu'il s'agisse de déterminer les limites de x, y, f, 

de manière qu'aucune de ces quantités ne puisse être. 

â—-by—q 
moindre que 1. En dégageant x, on a x = . 

Donc, puifquejy & f ne doivent être ni l\me, ni l'autre 

moindres que 1, x ne peut pas être plus grande que 

, & les données doivent être telles que 
a 

d—b—c 
soit une quantité positive. On trouvera 

pareillement que y ne peut pas être plus grande que 
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3—a—c , , d—a—b , 
- , ni f plus grande que ;Iesquar> 

d—a—c d—a—b ,,,„,, r 
«tés ; s etant 1 une & 1 autre poil* 

b c 

tives. 

184. SOIT encore la même équation ax-+-by-+i. 

q=d; & qu'on demande les limites entre lesquelles 

la somme a?-f-jy~f- £ des trois inconnues doit être ren-

fermée J pour qu'aucune de ces quantités ne foie 

moindre que 1. Je suppose x-hy-\-$~s. Ensuite» 

i°. Si l'on met pour x sa valeur s—y— \ dans 

l'équation proposée, on aura as—ay—sl£+£_y-4-c?=i» 
d + (a — b)y + (a—c)? 

«parconséquent, s = — . 
a 

Donc, puisque jy& £ ne peuvent être ni l'une nî 

l'autre moindres que 1 , la première limite de s est 

, „, á-f-tf — b-h a— c 
donnée par 1 équation ., i= ■ , quan» 

tité qui doit être positive. 

20. En mettant pour^ fa valeur Î—x—% dans 

l'équation générale, on aura ax-\-bs—bx—b^-\-c\—ài 

v,
 r

, i-h(b — a)x + (b—
C

)£ 
a par conséquent, J = ~ . 

Donc, puisque x & £ ne peuvent être ni l'une nî 

l'autre moindres que 1, la seconde limite de s est don-

. d-hb—a-í-i— c . , 
née par r équation, j = , quantité 

b 

qui doit être positive. 

3°. En mettant pours sa valeur J—x—y dans l'équa? 

tion générale, on aura ax^by^cs— cx — cy=id
% 
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ëc par conséquent, J = — 

D'eù l'on tire, pour troisième limite de Í , 

- quantité positive. 

Ces limites de s étant trouvées, il est clair que toutes 

les valeurs qu'on pourra donner à Í dans l'intervalle de 

la plus grande limite à la plus petite, satisferont aux 

conditions du problème. 

Par exemple, soient a — 8, b = o, c=4, á=88; 

en sSrte que l'équation générale ax-{-by~^&.c devienne 

8^-4-^^-1-4^=: 88. On trouvera que la première 

limite de s est 11 f ; la seconde, 10 j, la troisième, 

15» ~. Ainsi, la plus petite valeur qu'on puisse donner 

à Í est i o \, & la plus grande 

i8_f. IL est plus difficile de déterminer la valeur 

qu'il convient de donner, en nombre entier positif,à 

une inconnue, pour qu'une autre inconnue soit aussi un 

nombre entier positif, lorsqu'on exige que ces nombres 

soient les plus petits qu'il est possible. 

Je suppose qu'on ait l'équation générale jy — 

.■
ma?

~rr£-
 )

m
t

n
i

p étant des nombres entiers positifs; 
n 

ík qu'il soit question de déterminer le plus petit nombre 

•ntier positif qu'on puisse prendre pour x, de manière 

qu'on ait aussi peur y le plus petit nombre entier posi-

tif. Ce problême demande plusieurs discussions, pour 

être résolu dans toute son étendue. 

Jt 86. D'ABORD , il est évident que si m étoit divî-
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sibîe par n, — étant une fraction, ou contenant une 
* n 

fraction, le problême seroit impossible. Car quelque 

valeur entière qu'on donnât à x, on auroit toujours 
772 X 

une fraction dans la valeur dejy, puisque l'entier ——
t 

joint avec la fraction contenue dans —, formeroitun 

résultat qui contiendroit toujours une fraction. 

187. EN second lieu, j'observe que le cas où les 

nombres m Ôcp seroient l'un & l'autre divisibles par K, 

ne doit pas être censé faire partie du problême en 

question. Car alors notre équation se réduit à cette 

forme y~qx ̂ hr, q & r étant des nombres entiers; 

équation à laquelle il est fi facile de satisfaire, en pre-

nant pour x &cy les plus petits nombres entiers posi-

tifs , que cela n'a pas besoin d'explication. 

188. UN autre cas qui n'a aucune difficulté, c'est 

celui où p seulement seroit divisible par n. Car alors 

en nommant k le quotient de cette division, on auroit 

7TL3C 
y= ± k, équation dans laquelle les deux nombres 

n 
m&n peuvent être toujours censés premiers entr'eux

 t 

puisque s'ils avoient des diviseurs communs, on n'auA 

roit qu'à diviser-les deux termes de la fraction —- par 

ces diviseurs. Or i°. lorsque k est précédé du signe -i-, 

ou qu'on a y = M, si l'on fait x = o, on aura 

yt=k ; solution qui satisfait à Téquation proposée, en 
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regardant zero comme le plus petit ou la limite dé 

tous les nombres entiers positifs. On satisfera d'une 

. infinité d'autres manières à la même équation , en 

prermnt pour x le nombre n & tous les multiples de n, 

a* Lorsqu'on ay=~~-~—k, on ne peut pas faire 

ar=o, autrement y seroit un nombre négatif; mais 

on satisfera à l'équation, en prenant pour x, ou n, ou 

un multiple quelconque de o, tel que le nombre 

O 'foit positif. 

189. LE problême qu'il s'agir! de résoudre, sup-

pose donc que ni m, ni p n'étant divisibles par n, il 

faille trouver pour x le plus petit nombre entier posi-

tif qui ait la propriété de rendre f assemblage m.r±p 

un entier positif divisible par n. De plus., je suppose 

que la fraction —soit réduite à ses moindres 
n 

termes. On verra dans la fuite comment, ce cas étant 

résolu, on peut déterminer toutes les autres valeurs 

de x & de y. Commençons par établir, en forme de 

lemme, une proposition qui va servir de base à toute 

cette théorie. 

190. Deux nombres premiers entreux ont toujours 

deux multiples qui ne différent l'un de Vautre que 

de 1. 

En effet, soient en général les deux nombres A & 

B premiers entr'eux, & supposons í? >> A. Je décomv 

pose ces deux nombres, comme si je voulois chercher. 
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^*ar la méthode de Particle 103, leur plus grand com-

mun diviseur. Ainsi, je suppose, comme dans cet 

article, qu'en divisant le plus grand nombre B par le 

plus petit A, on ait a pour quotient, & « pour 

reste ; qu'en divisant A par a, on ait b pour quotient, 

& £ pour reste ; qu'en divisant a par C, on ait c pour 

quotient, & y pour reste ; ainsi de suite. Or, puisque 

dans toute division,-le reste est évidemment égal au 

dividende , moins le produit du diviseur par le quo-

tient, il est clair qu'on aura, 

I. «=B — A a. 

On aura semblablement j € ■=,A-—ab, y=a.—Q c, 

f = Ç — yd,ílC. 

Si l'on élimine successivement a, C, y, &c, de ces 

trois dernières équations, en mettant pour chacune 

de ces lettres fa valeur donnée par l'équation précé-

dente , on trouvera, 

II. Ç=A(ab-\-i )—Bb, 

III.
 >
 = B(£cH-l )—-A(abc -\-a-hc), 

IV. cT=A(abcd-+-ab-^ad-hcd-i-1 )—B(bcd-±b-+-d), 

&c. 

Cela posé, comme les deux nombres A 8c B font 

premiers entr'eux, il est évident qu'en pouffant aussi 

loin qu'il est possible les divisions de J3 par A, de 

A par *, de « par Ç, &c, on arrivera néceflairement 

à un reste qui vaudra 1. Par conséquent , si l'on 

nomme en général / le multiplicateur de A, g celui 

de B, dans les équations I, II, III, IV, &c, ces, 

ffiémes équations donneront, pour déterminer les. 
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deux multiples cherchés, l'équation (M), lorsque îg 

nombre des divisions est impair, &" l'équation ÇN), 

iorsque le nombre des divisions est pair. 

(M) i=Bg-As, 
(N) i = Af—Bg. 

J'appelle les équations (M) & (N) équations de 

condition. 

Supposons, pour faire une application de ces for-

mules, A= 13,B = 6i. On trouvera a=4, 

1 = 1, C = q, c = 2, ? — ì, II faut donc faire trois 

divisions pour arriver à l'équation de condition. Ainsi, 

cette équation se rapporte à la formule (M) ;&l'ona, 

en vertu de l'équation III, g=£c-f-1 = 2-4-1 =3, 

Jt~ctèc-4-a + c = 8-4-4,-+- 2= 14. Les deux mul-

tiples cherchés, Bg & Af, font donc <5ïxj & 13x14, 

c'est-à dire, 183 & 182, nombres qui ne différent, 

comme on voit, que de I. 

On doit observer que si deux nombres A & B 

n'étoient pas premiers entr'eux, ils ne pourroient pas 

avoir des multiples qui ne différassent que de 1. Car 

soient A=kC, B = kD, k étant le plus grand divi-

seur commun de A & de B. C & D leurs facteurs non 

communs. Si l'on fuppofoit qu'en multipliant A ou 

i.C par le nombre entier E, & B ou kD par íe nombre 

«ntier F, on pût avoir EkC—FkD = i ; on auroit 

£C*~-FD = —. D'où il s'enfuivroit que la différence 
k 

t)ci ■ produits £C, H?, qui font des r ombres 
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entiers, seroit une fraction -— , k étant >• i ; ce qui. 
k 

est impossible. 

Cela posé, venons à notre problème. 

PROBLÈME III. 

101. ETANT donnée l équation y = -
n 

inns laquelle la fraBion —— v ejlsupposée réduite 
mx -i—p 

ii Jes moindres termes, &* p non divisible par n .• on 

fropose de satisfaire à cette équation, en prenant pour 

x & y les plus petits nombres entiers positifs qu'il ejl 

fojfible ? 

Je commence par observer que si les nombres m 8c 

n ne font pas premiers entr'eux, le problême fera im-

possible. Car si ces nombres ont un diviseur com-

mun k, & qu'on ait m=kh, n==kl, h & l étant 

des nombres entiers, il faudroit que la fraction. 

— ^-— fût un nombre entier que je nomme í. 

On auroit donc khx-^ p=kli, & par conséquent 

fà±:-~ — IL Or , le premier terme hjx est un 

nombre entier ; le second membre li est aussi un 

nombre entier. Donc le terme -f- — , seroit un 
k 

ftombre entier \ ce qui ne peut pas être, puisque 
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la fraction ^ ■ est censée réduite à ses moindres, 

termes. 

Les deux nombres m 8c n étant donc supposes 

premiers entr'eux , je cherche, par la méthode de 

larticle précédent , deux multiples de m & de n, 

qui ne différent l'un de l'autre que de i. II peut arri-

ver que l'équation de condition soit impaire ou pain, 

& que la quantité p soit précédée du signe -f- ou du 

signe — ; ce qui fait quatre cas qui pourraient se 

réduire à deux en changeant x en y 8c réciproque-

ment, mais que je crois devoir traiter directement, 

& fous le premier point de vue. 

Avant que d'entrer dans ce détail, on doit obfer-

ver en général que A étant supposé plus petit que B, 

dans les formules de l'article précédent, il faut, des 

deux quantités m, n , prendre la plus petite pouri, 

l'autre pour B, dans l'équation de condition , 8c fup-

jpofer toujours, dans cette même équation, que/est 

le multiplicateur de la plus petite des deux quantités 

proposées, g celui de la plus grande. 

I. CAS. L'équation de condition étant impaire, £f 

p asseblé du signe -+-. 

i°. Soit m<^n. L'équation (M) de condition, 

deviendra (en mettant m pour A , n pour B), 

i~ng — ms. 
Cette équation donne (en multipliant tautparp), 

$—tnB—Pms Substituons cette valeur de p dans 

l'équatiou 
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l'équation jy = ; nous aurons y Sas'. . . . « 

mx^-png — pmf m(x—fp) . 

■ =jPgH . Ainíi d abord 

r • M r m( x f?) 
pour que^ loit un entier, il faut que —— 

en soit un , ou (à cause que m & n sont premiers 

entr'eux), il faut que x—fp soit exactement divisible 

par n. Soit q le quotient de la partie constante fp 

divisée par n, & r le reste de cette division : on aura 

fp—nq-\~r; & par conséquent y=pg— mq-t* 

mx . Maintenant, les nombres x &cy feront 
n t 

les moindres entiers positifs , si l'on suppose 

=o , ou x=r=fp—nq. Car le nombre 
n 

x—r 
ou son multiple x—r étant zero, ou le 

n
 r

 .. . ' . ,
U
ji ;,j .Q, ^ 

moindre entier positif possible, x sera aussi le moindre 

entier positif possible. On ne peut pas, dans la vue 

de diminuer y, supposer — - égal à un nombre 

négatif—h, parce que cela donneroit x~r~nh, 

nombre négatif, n étant ^>r. Mais la valeur xz==r,. 

qui est le moindre entier positif qu'on puisse prendre 

pour x, donne y=.pg-—mq , nombre qui est le 

moindre entier possible ; & qui est de plus positif, 

puisqu'en mettant pour q fa valeur — , on a 

'Ping-—mf)-i-mr 
—: -, ou bien (a cause de ng—> 

n 

L 
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tive. C. Q. F. i°. T. 

2°. Soit m>«. L'équation (M) de condition 

deviendra (en mettant n pour A, m pour JB), i~ 

mg—n/. 

Cette équation donne p=pmg—pvf. Donc j= 

ra*-t-p mx-hpmg—pnf (x~i-pg) 
—a = 777 X —jf, 

n n n " 

Soit ^ le quotient de la partie constante pg divisée 

par n, & r le reste de cette division : en sorte que I 

_ / x-hr I 
pg=nq + r. On aura jy = m s—-—\-\-mq— 

D'où l'on voit que doit être le moindre 
a:i .-si : "■ n- - ■ -

entier positif possible. On ne peut pas supposer 
x ■+■ r 

O, ni que soit un nombre néga-

tif, parce que dans l'une & l'autre supposition x seroit 

*-> ■ * x -H- r 
négatif; mais en supposant—-—= i , qui est le 

moindre entier positif au dessus de zero, on aura 

x
—n — r=7z—pg-+-

n
q ' 1ui est évidëtament un 

nombre positif (n étant >0> & le moindre qu'on 

puisse prendre pour x. Mettant pour '- si 

valeur i dans la dernière expression de y, on aura 

y z=zm-i-mq-~pf, qui est le moindre entier poslible, 

& qui est de. plus positif, puisqu'en mettant pour g 
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T
 , Vi—T PÍmg—ns)-hm(n—r). 

sa valeur ,ona y= —=J : - — 
n * n 

p-Hm(n — r) . . 
, quantité dont toutes les parties font 

positives, n étant >- r. C. Q. F. 2
0

. T. 

II. CAS. L'équation de condition étant impaire, & 

p affetlé du Jìgne —. 

i°. Soit m<^n. L'équation (M) de condition de-

viendra ( en mettant m pour A, n pour B), 1 = 

ng—inf, ou bien p=png—pmf. 

„ . mx — p mx—png-hpmf 
On aura donc y = — = - y s F—= 

—)—pg. Soit ^ le quotient de pf divisé 

'par n, r le reste ; en forte que pf=nq-\-r. On aura 

)=77Í / y-\-mq—pg. Je tais = 1 , 

ou x—n—r=n—pf-+-nq , & par conséquent 

j=m-\-mq—pg. Ces valeurs de x & de y satisfont 

au problême. C. Q. F. i°. T. 

2
0

. Soit m~>n. L'équation (M)-àe condition 

devient (en mettant n pour A, m pour B) , 1 =3 

mg—nf, ou p=pmg—pnf. 

Donc y == ~- = m ( —^-J -f-pf. Soit g 

quotient de pg divisé par i!,r le reste, & par con-

séquent pg= nq-t-r. On aura j=m(^— —^ —1 

m1~\-pf Je fais ■ = 0 , ou x=r=pg—nq; 

ce qui donne y~ps—mq. C. Q. F. 2
0
. T. 

Lij 
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III. CAS. L'équation de condition étant paire, G" 

p afseSé du signe 

1°. Soit m<^n. L'équation (N) de condition 

devient (en mettant m pour A, n pour B), i = 

mj— ng , ou p =pmf—png. 

mx + p . x-f-p/. . 
Uonc y= = 772 /—— )—pg. Soitj 

Je quotient de pf divisé par n, r le reste, & par con-

séquent pf=nq-\~r. On aura y = ;TÎ "t" 

mq—pg. Je fais = i, ou x = n—r=n— 

p f-h P. q ; ce qui donne y = m -j- m q—pg. 

C. Q. F. i°. T. 

2°. Soit T??.>72. L'équation (iV) de condition 

devient ( en mettant n pour A, TÍZ pour B ), i = 

TZ/—?77g, ou p=pnf—pmg. 

mx-\-v ; r—tw- . 
l>onc jy = = m / —j H-/JJ. ooit^ 

le quotient de pg divisé par TZ, T le reste ; & par con-

séquent pg = nq-hr. On aurajy=?rz ^—Jï~~")"" 

x —— r 
mq+pf. Je sais —-—=Ò , ou A;=s=r=pg—n^í 

ce qui donney—pf—«f. C. Q. F. 2°. T. 

IV. CAS. L'équation de condition étant paire, & 

p ajseëlé du signe —. 

i°. Soit ÎÏJ<>. L'équation (JV) de condition 

devient ( en mettant m pour A, n pour B ) , i =* 

ìvf —ng, ou p =pmf—png. 
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mx— p , x—-pf \ . 

Donc ̂  = =s m I—-——) -+• pg. boit 

f le quotient de pf divise par n, r le reste ; & par 

conséquent ps=nq-+~r. On auraj=m^———j — 

""Î+Pg- Je rais = 0,ou x=r=pj—n^; 

ce qui donne y—pg—mq. C. Q. F. i". T. 

2°. Soit m^>n. L'équation (N) de condition 

devient C en. mettant n pour A. m pour £), (s 

mg > ou P—P"f— 

Donc jy = = m f — j—£/. Soit 

j le quotient de pg divisé par n, r le reste -, & pat 

~ / x ■+mr \ 
. coniequent pg—nq-\-r. (Jn aura jy=m/———j~h 

»
 m

í—Pf I
E =F=:I

>
OU

 x—n-r=.ri—pg-t-nqi 

ce qui donne y— m-\-mq—pf. C. Q. F. 2°. T. 

Ainsi notre problême est résolu dans toutes ses 

parties Les raisons des opérations pour les trois der-

niers cas se trouvent comme pour le premier. 

PROBLÈME IV. 

!<J2. TRouF&t'h moindre nombre entier qui divisé 

f53 , donne 4.7 de rejïe ; &" qui divisé par 1 j , 

àonne 2 de r este f 

En nommant « le nombre cherché, x le premier 

quotient, y le second : on aura les deux équations 
u==J3*-r-47 > ZÍ= iyjy-r-2 , & par conséquent 

L iij 
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'53a:-1-47=1 ÍJ-r"2
 5 d'où Ton tirejy=——— 

ïl est clair que íì l'on détermine x & y à être les 

moindres entiers positifs qu'il soit possible, le nom-

bre résultant pour u sera auslî !e moindre entier po-

sitif possible. 

Comme 45* est divisible par ij & donne 3 pour 

quotient, on a jy = h3 . équation qui se 

ìtl X 

rapporte à la formule générale y — Y-k de 
i> ■ '"TU 

l'article 188. Si l'on sait x=o , on aura y =3, 

& par conséquent « = 47. Ce nombre est le moin-

dre entier .qui satisfasse aux conditions du problême. 

Si l'on fait x=i$, on trouvera « = 842, nombre 

qui divisé par 53
 5

 donne 47 de reste, & qui divisé 

par IJ , donne 2 de reste ; si l'on fait x=2X 

ly, on trouvera 11 = 1637, nombre qui satisfait 

aux mêmes conditions. Ainsi de fuite. C. Q. F. T. 

PROBLÈME V. 

193. TROÙVJ-.R le moindre nombre entier qui > divisé 

■par 1 y , donne 7 de reste, &" qui, divisé par 23, 

donne 11 de refle ? 

Soient u le nombre cherché., x le premier quo-

tient , y le second. II est clair qu'on aura les deux 

équations u— •*•-+-7 , u=2$y-)r 11 , & par 

conséquent, 1 j 7 = 23^-4- 1 1 , ou bien jy = 
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On voit que cette équation se rapporte à la for-

mule générale y== de l'article ip 1 , les 

nombres 17 & 23 étant premiers entr'eux , & 4 

n'étant pas divisible par 23. II est donc question de 

déterminer x & y à être les moindres entiers positifs 

qu'il est possible, puisqu'alors la valeur de li fera aussi 

le moindre entier positif possible. 

Nous avons ici m = r y, «=23 , a=i, « = 8, 

i=i , £ = 7, e=i , y=i , p=*4-- D'où l'on 

voít que l'équation de condition est donnés par 

l'équation III de l'article ipo. Et comme m</2» 

& que le nombre p est précédé du signe — , il s'en-

fuit que- la fraction —— — se rapporte au II cas, 
23 

n°. 1 du problême précédent. Donc, à cause que 

l'équation III citée donne g=#c-4-1 = 2
 >
f=abc-{~ 

a-\-c~i 1 -{— 1 = 3 ,^ = 3x4=12, g = o; 

on aura, x==
n

—■fp-+-nq=
l
23—12 = 11 ,& 7 = 

15» — 4 

—r~=7-
Mettons la valeur de x dans l'équation u = 

l^x-\-j, & nous aurons u = 172 , qui est le nom-

bre cherché. Effectivement, si l'on divise 172 pat 

iy, la division ne se fait qu'avec le reste 7 ; & si 

l'on divise le même nombre par 23, la division ne 

se sait qu'avec le reste m C. Q. F. T. 

L iv 
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PROBLÈME VI. 

104. TROUVER h plus petit nombre qui, divisé fox 

5 S & 19, laisse 8 & 10 pour restes? 

Soient u le nombre cherché , x le premier quo-

tient, y le second. On aura les deux équations, 

K = 28.ar-4-8, K = ipjy-+-lO; & par conséquent, 

ys=z— , qui se rapporte à la formule gé^-

nérale y = -^—— de l'article. 101. 

Nous avons ici 772 = 28 , ra = ip, & par con-

séquent m^>n ; a= 1., a=p, b=2, £=í,p=2, 

6 cette dernière quantité est précédée du signe —. 

Ainsi* l'équation de condition est donnée par l'équa-

tion II de l'article ipo ; & la fraction —— — 
19 

se rapporte au IV cas, n°. 2 du problême III. Donc, 

à cause de /= ab-\~ 1 =3 , g = b = 2 , fp=z6, 

gp = 4, j = o; on aura Ar = ra—~gp-\-nq=i^— 

18 x — z 
4=1; ,

7
== - = 22. 

Mettons pour x fa valeur iy dans l'équation « = 

28^-4-8, & nous aurons «=428, nombre cher-

ché. En effet, si l'on divise ce nombre par 28 , on 

a le reste 8 ; & si on le divise par 1 p on a le reste 

10. C. Q. F. T. 

Ce problême sert, dans le Calendrier, à trouver 

Ja période victorienne, lorsque le cycle solaire est S, 

& le cycle lunaire , 1 o. 
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PROBLÈME VII. 

195". TROUVER le plus petit nombre qui, divisé par 

28, 10 , 13 laiffe 8, 10, 7 pour restes correjpon-

knts ? 

Je cherche comme dans le problême précédent, 

le nombre qui satisfait aux deux premières condi-

tions du problême, c'est-à-dire, le nombre qui, 

divisé par 28 & ip, laisse 8 & 10 pour restes. Ce 

nombre est 4.28. 

Cela posé, il s'agit encore de satisfaire à la troi-

sième condition du problême , fans déroger aux deux 

autres. Pour cela , j'observe que si au nombre 428 , 

on ajoute un nombre qui soit exactement divisible 

par 28 & ip , la somme étant divisée par 28 8c 

19, donnera toujours également 8 & 10 pour restes. 

Or, tout nombre exactement divisible par 28 & 

19, peut être représenté par 28x ipxr, t étant un 

nombre entier. La troisième condition du problême 

sera donc remplie si l'on prend pour t le plus petit 

nombre entier qui soit tel que la somme 28x ipx 

«4-428 étant divisée par 13 , donne 7 de reste. 

Soit nommé \ le quotient de cette division ; nous 

aurons l'équation , 28x ipxí-H428 = 13 f-fr 7 > 

011 bien TZ= ■■ ■ . 

n 

Reste donc à prendre pour t le moindre nombre 

entier qui donne pour \ un nombre entier. 

On a ici 772 = J32 , 72=13, m^>n , «=40, 

c=i2, bs=t, £== 1,^ = 421. D'où, l'on YOÌL 
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que la fraction J.
ìzt

"^
4ìt

 s
e
 rapporte au III cas; 

n
9
. 2 du probiême III. L'équation de condition étant 

la II de l'article ICJO , on a f=ab-\-1 = 41, 

g=b=i , gp=z^2i , 5=32. Par conséquent t= 

8P—nî—Siï—fp — ™q=237 î 5'32t-t-42S= 
3088. 

Ce dernier nombre 3088 est celui qu'on cherchoit. 

II remplit en effet toutes les conditions du problême, 

Car, en le divisant par 28, on a 110 pour quo-

tient , & 8 de reste ; en le divisant par 1 p , on a 

162 pour quotient, & 10 de reste; en le divisant 

par 13 , on a 237 pour quotient, & 7 de reste. 

C. Q. F. T. 

PROBLÈME V I I I. 

Ip6\ CONWOISSJÍNT les premières valeurs des nom-

bres x & y, qui satisfont à l'équation générale ny + 

mx=p .• trouver les autres valeurs, qui peuvent sa-
tisfaire à la même équation ? 

1°. Soit ny—mx=p. Je suppose que #-r<i& 

y-h b représentent les secondes valeurs de x & de 

y. On aura l'équation n(y-\-b) — m(x*+-a)ï=Pf 

ou bien, ny-+-nb — mx—ma=p, de laquelle re-

tranchant l'équation ny — mx=p , résulte nb— 

ma-=0 , ou nb = ma , & par conséquent a:bv. 

n : m. 

De mêmé, si l'on suppose que x-\~a-hc, y+ 
b-+*d soient les troisièmes valeurs de x & de y > 
on aura n(y-\-b>^rd) — iín{x'Jfa-src)=p , dont 
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£ retranchant n(y-+-b)— m(x-+-a)=p, reste ni— 

I mc = o , & par conséquent c:<i :: n :m. Ainsi de 

í suite. 
Cela posé, comme on veut avoir toutes- les va-

leurs possibles de * & de y, qui peuvent satisfaire à 

l'équation proposée , les accroissements a , b, c , d , 

&c, doivent être les moindres qu'il est possible. Or, 

puisqu'on a cette suite de proportions , a:'b : : n : m , 

c: d :: n : m , &c ; il est clair que la condition dont 

il s'agit, fera remplie, si l'on fait chacun des accrois-

sements , a 's c, &c, egal à n , & chacun des accroisse-

ments b , d, &c, égal à m ; les nombres n & m étant 

supposés premiers entr'eux. D'où il fuit que les diffé-

rentes valeurs de x composent une progression arith-

métique croissante dont la différence est n , coefficient 

de y ; & que les différentes valeurs de y composent 

une progression arithmétique aussi croissante ., dont 

la différence est m , coefficient de x. La première 

, progression est donc , Jrx.x~\~n.x~Y-2n . 

&c; la seconde -f-J.J-4- m ,y 2 m .y-f- 3 m. &c. 

C. Q. F. i°. T. 

2°. Soit ny-+-mx=p. hn supposant que les se-

condes valeurs de x & de y font x-\~a, jy-f-&; 

que les troisièmes valeurs font x-\-a-\-c,y-r~b-\-d; 

' ainsi de fuite : on trouvera par la même méthode 

que ci-dessus, nb-\-ma = 0 ; nd-\-mc = o ; &c. Ce 

qui donne les proportions a: — b ::n :m ^ ou — a: 

i'i:H:m , c:—d:: n: m, ou —c : d :: n : m , &c. 

D'où l'on voit que les nombres n tk m étant sup-

posés premiers entr'eux, il faut pour avoir toutes les 

SCD LYON 1



!*72 ALGÈBRE; 

valeurs possibles de x & de y, faire chacune des quan-

tités a , c , &c, égale à n , & chacune des quantités 

£», á, &c, égale à m. Ainsi, comme parmi les pre-

mières quantités a, c , &c , l'une est positive, tandis 

que fa correspondante, parmi les quantités b , d, &c, 

est négative ; ou bien „ réciproquement : il s'enfuit 

que les valeurs de x composent une progreíììon arith-

métique croissante dont la différence est n , tandis 

que les valeurs correspondantes de y composent une 

progression arithmétique décroissante dont la diffé-

rence est m ; ou bien, que les valeurs de x compo-

sent, une progression arithmétique décroissante dont la • 

différence est n , tandis que les valeurs de y com-

posent une progrejîïon arithmétique croissante , dont 

la différence est m. Les deux premières progreflìons 

font donc , 

fï.ï + i .x-\-2n.x-\-^n.&íc , 

~y .y — m.y —2m.y — 3m.&c ; 

& les deux dernières, 

— x. x— n.x-— 2n.x — jn.&c, 

■—y .y -hm.y -f- 2m.y -+-3 m. &c. 

C. Q. F. 20. T. 

Faisons quelques applications de ces formules. 

PROBLÈME IX. 

107. TROUVER en combien de manières on peut 

faire $0 fols , avec des pièces de 2 fols , fir- des pièczi 

de 18 deniers, ou de | de fols' 
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Soient x le nombre de piéces de 2 fols, y celui 

2es piéces de £ fol. On aura l'équation, 2x-\~\y=. 

yo ; ou bien, qx-h 3y= IOO, ou y — , 

ou enfin y =33 — (~~~3~~~")* 

Or, (191, II cas, n°. 2,)le plus petit nombre 

entier positif qu'on puisse prendre pour x , afin que 

la fraction en soit auísi un, est 1 ; & la 
3 

valeur de cette fraction est pareillement 1. Ainsi, à 

cause de y=33— ^ , la valeur corres-

pondante de y sera 32. Ces deux premières valeurs 

<le x & de y étant trouvées, on déterminera toutes 

les autres par le second cas du problême précédent. 

, Les valeurs de x forment une progression arithmé-

tique croissante dont le premier terme est 1, & la 

différence, 3, coefficient dejy dans l'équation qx-ì-

3y= iOO; tandis que les valeurs correspondantes 

de y forment une progression arithmétique décrois-

sante j dont le premier terme est 32 , & la différence 

4, coéfficient de x dans ia même équation qx-±* 

3y~ 100. Ou bien les valeurs de x forment une 

progression arithmétique décroissante, dont le premier 

terme est t, la différence 3 , tandis que les valeurs 

. correspondantes de y forment une progression arith-

métique croissante dont le premier terme est 32, & 

la différence 4. Voici cas deux systèmes de pro-

gressions , 
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s f i v 4 .7 . 10. 13. 16" ; &c ï 

4 .1-32.28.24. 20 . IÛ" . 12 . &C ) 

ç T- 1.—2.—y.—8.—11.—14 • &c 

\ — 32 . 36 . 40 . 44 . 48 . ya . &c 

Ces deux systèmes satisfont au problême, & peu-

vent être également employés. 

Lorsque de deux valeurs de x & de y , qui le 

combinent ensemble, l'une est positive , l'autre né-

gative , elles doivent être prises en sens contraires, 

L'une exprimera , si l'on veut, un gain , & l'autre 

une perte. Par exemple, si l'on prend dans le second 

système le quatrième terme de chaque progression, 

on formera 50 sols de gain effectif, avec 4-4 gains 

de f fol, & 8 pertes de 2 fols. En effet, jo=^x 

1—8x2, C. Q. F. T. 

PROBLÈME X. 

198. TROUVER tous les nombres qui étant divifs 

par 15 , donnent 7 de refte * Sr" qui étant divisés p 

23 , donnent 11 de reste ? 

Soient, comme dans l'article 193 , u le plus petir 

nombre qui satisfait aux conditions du problème, & 

u= iyx + 7, ií = 23jy-h 11. 

Nous avons trouvé , dans l'article cité, que les 

deux plus petits nombres qu'on puisse prendre pour 

x & y , pour satisfaire à l'équation i^x-ì-f^ 

23J-H 11 , font 11 & 7 , & qu'alors le nombre " 

est 172. Cela posé, la même équation 1 y x -f- 7 33 

237+n, ou 237 — iy^ =— 4, se rapports 
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Su premier cas du problême VIII. Ainsi les valeurs 

de x forment une progression arithmétique croissante 

dont le premier terme est n, la différence, 23 ; & 

les valeurs de y forment une progreffion arithmé-

tique aussi croissarîte, dont le premier terme est 7, 

la différence, iy. Voici ces deux progreflions: 

?ow x
}
 T- 11 . 54 . J7 . 80 . 103 w Sec, 

Pourjy, ~- 7 . 22 . 37 . S
2

 ' °"7 • &c. 

Les valeurs de x & de y étant trouvées, on aura 

celles de u par l'équation H= iy*-f-7 , ou w= 

237-4-11. La première valeur de u est 172 ; la 

seconde, 172-4-^x23; la troisième, 172-4-1 y x 

2?-r-iyx23 ; la quatrième, 172 + ̂ x23-H 

iJ,X23-f-iyx23 , &c. Ainsi ces différentes valeurs 

composent une progression arithmétique croissante, 

dont le premier terme est 172 , & la différence 23 x 

if, ou 34y. Voici cette progression , -f- 172 .j 

J17 • 802 . 1207 . iyy2 . &c. C. Q. F. T. 

On appliquera facilement la même méthode aux 

problêmes des articles 15)4, 15?y, & aux autres ques-; 

tons de pareille nature. 

Cette théorie des équations indéterminées du pre-

mier degré, a été traitée par plusieurs Auteurs, en 

particulier par Diophante & Bachet de Meziriac, son 

Commentateur, par MM. Saunderson & Maclaurin, 

fes leurs Eléments d'Algèbre, & par M. Labottiere, 

•tans un excellent Mémoire imprimé parmi les piéces 

présentées à l'Académie Royale des Sciences, tome IVÎ 

SCD LYON 1



ALGÈBRE; 

CHAPITRE IX. 

Des Equations du second degré'. 

SECTION I. 

Des Problèmes déterminés du second degré, 

íipo.TTouTE équation déterminée du second degré 

peut être réduite à cette forme, 

x1-\-ax=bJ 

a & b étant des quantités connues, * l'inconnue. 

En effet, qu'on ait, par exemple, l'équation 

mxz-\-n*-x-+-pì=q>—jgh , dans laquelle tout est 

connu , à l'exception de x. On commencera par 

transposer le terme -t- j?5, & ensuite on divisera tout 

par m, coéfficient du quarré de l'inconnue. Par-là ost 

aura, 

x -f ——- 1 , 
m m 

équation qui se réduit à la forme x*-+>ax=b, en 

faisant JL^a
t
^=^=^-^b. 

Si 
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Si on avoit l'équation mx* — kx
2
—frx-hpqx-h 

h}—frq=*o, on l'écriroit d'abord ainsi: 

( m—k)x*-h(pq—l
1

) x=frq — /z
5
. 

Ensuite on diviserait tout par m—k ; & on auroit; 

., ,., (P? —^) fiq—hì , . 
x—1 ——. x= :—, équation 

m — k m — k 

qui se réduit à la forme x
1

-
J
rax=b, en faisant 

m — k m — k 

Ainsi des autres. 

La résolution des équations du second degré consiste 

donc à savoir dégager l'inconnue dans l'équation 

&+ax=b, qui est telle que tous les termes où l'in-

connue se trouve, sont dans Je premier membre, tan-

dis que tous les autres représentés par b sont dans 1c 
second. 

200. LES quantités a & b pouvant être quelcon-

ques, si l'on suppose en premier lieu, que a = o, le 

terme ax s'évanouira ; & on aura simplement xí=b. 

Donc, en tirant la racine quarrée de chaque membre, 

on aura x=± ]/ b, & par conséquent l'inconnue x 

sera déterminée. Je mets le double signe Hh au-devant 

de j/
r
 b, parce que, comme nous l'avons vu, l'une 

& l'autre quantité-4- j/^ b ,8c—\/ b, étant multipliée 

par elle-même, donne également b, ou *'. 

Remarquez qu'on pourroit mettre aussi le double 

%ie au-devant de x ; mais cela ne produirait pas de 

résultat nouveau. Car íì on prend-f-^=± ]/ b, 

M 
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cette équation est la même chose que # = +j/í; 

& si l'on prend — x=^tz]/^ b, on aura, en changeant 

tous les signes, x = + \Z~b ; ce qui revient encore 

au premier résultat. 

20r. EN second lieu, si a n'étant plus zero, b étoir/ 

zero, ou qu'on eût x2-\-ax=o ; l'équation s'abaisseroit 

au premier degré. Car elle deviendroit x{x-+-a)=o, 

D'où l'on tire, ou x=o, ou x-\-a=o, c'est-à-dire, 

*•=-—a. 

On voit qu'il y a deux manières de satisfaire à 

l'équation xx~\-ax = o , savoir , ou en supposant 

x=o, ou en supposant x=—a. En eflet, l'équa-

tion xx~{-ax = Q , peut être regardée comme formée 

du facteur x = 0, par la quantité x-\-a, ou du facteur 

x-\-a = o, par la quantité x. Les conditions du pro-

blème qui donneroit une telle équation, détermine-

roient qu&lle est la valeur de x , qu'il faut prendre. 

202. LES deux cas précédents ne font que particu-

liers , & n'ont demandé, pour être résolus, aucune 

nouvelle régie. Propofons-nous maintenant de résou-

dre l'équation générale xz~\-ax=:b , en supposant 

que a & b sont des quantités réelles, positives ou néga-

tives. Pour y parvenir, nous nous rappellerons que le 

quarré d'un binome tel que x+-h, est x2-\~2hx-{-h'i 

& comparant terme à terme ce quarré avec le premier 

membre de l'équation proposée, c'est-à-dire, faisant 

È *■ ' A ' 
= xz, 2 hx = ax, ou h. = —, nous verrons que 

z 

ce même membre deviendra un quarré parfait, fi
 05 
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iuî ajoute h1 ou . Or, comme l'e'galîté doit tou-
4 

jours subsister, il faudra ajouter également cette 

au second membre. Par-là , au lieu de quantité ■ 

l'équationxz-+*œx=b, on aura l'équation x1~^ax-

4 
-, dont le premier membre est un 

a a 
—, on aura, x——>—--^ 

quarré parfait, celui de tf-f--—. Ainsi, tirant la racine 

quarrée de ce membre, & indiquant celle du second , 

,. a / a1 l 
on aura 1 équation, x-\ = ±y [b-\ 1—].,ou 

i 4 

.'inconnue x n'est plus qu'au premier degré ; en forte 

que transposant le terme 

Y[ b-h—.— ] 5 & l'inconnue sera dégagée. 
4 

203. IL est clair, qu'à cause du double signe qut 

affecte le radical, l'inconnue x a deux valeurs ; c'est-

à-dire , qu'on satisfera également à l'équation proposée) 

n-^-ax=b, ou qu'on en rendra les deux membres 

identiques, soit en supposant x =—-h [ & -H 

*—], soit en supposant x= -
4 

Cette même conclusion peut être présentée autre-

ment. Soient, pour abréger, m la première valeur 

de x, n la seconde. L'équation xx-\-ax = b, on 

**■+■«#—b = o, est la même chose que (x—
m

)x 

M ij 
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(x— n ) — O , ou xx — (m+ï!)ï+«ií!=o, & 

peut être regardée comme composée du facteur 

x—m = o, par la quantité x — n, ou du facteur 

x — n = o, par la quantité x — m. 

204.. TELLE est donc la méthode générale pour 

résoudre les équations du second degré. i°. Mettez 

tous les termes qui contiennent l'inconnue x dans un 

membre, en les ordonnant par rapport à x, & les 

termes connus dans l'autre membre. 2°. Délivrez le 

quarré x*- de son coefficient, s'il en a un autre que 

l'unité ; ce qui íè fait en divisant tous les termes de 

l'équation par ce coéfficient. 3
0

. Ajoutez de part & 

d'autre le quarré de la moitié du coéfficient de x ; ce 

qui rend le premier membre un quarré parfait, ^".Eri' 

fin tirez la racine quarrée des deux membres ; ce qui 

abaisse l'inconnue au premier degré. 

2Ô5. ON remarquera que fi dans la formule 

— + l/^^b -—J, qui exprime la double 

valeur de x, résultante de l'équation xx-\-ax=b< 

la partie radicale s'évanouit, (ce qui arrive lorsque 

b est une quantité négative & quon a & = —-Ji 

a 

les deux valeurs de x se réduisent à x = ■> 2 

D'où l'on voit que x n'a qu'une racine ou une íeule 

valeur, ou que si elle a deux racines, elles font égales 

entr'elles. En effet l'équation xx+<ax = b, devient 
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íjans le cas présent, xx-\-ax— —, ou ara:-f» 
4 

íX'i—— = O, ou f •*•+»■—y =0 j ou A 

PROBLÈME I. 

206. TROUVER un nombre tel qu'étant ajouté trois 

fois à son quarré, la somme fajj'e 108 ? 

Soit x le nombre cherché : on aura l'équation ^ 

x1-{-^x = ioS. 

Ajoutons de part & d'autre le quarré de f , c'est-

à-dire le quarré de la moitié du coéfficient du terme 

qui contient x ; nous aurons ^2-H3xH-|=io8-
r
-f, 

équation dont le premier membre est le quarré de 

1*4-7. Tirant donc la racine de chaque membre, 

on aura or4-| = ± ]/fio8-h?] , ou bien, en 

réduisant toute la quantité radicale au même déno-

minateur, & effectuant l'addition, x-\-\ = -±i\/~. 

Or, la fraction ì~ a pour racine exacta ~. Ainsi, 

on aura <y-r-7=± V* D'où l'on tire ces deux va-

leurs x = p, x=—12. Ces deux valeurs résolvent 

également le problême. Car si au quarré du nombre 

positif p, qui est 81, on ajoute le triple du même 

nombre , qui est 27, la somme sera 108; & si au 

quarré du nombre négatif —12, qui est 144, on 

ajoute le triple du même nombre, qui est —36, la 

somme sera 144—30", ou 108. C. Q. F. T. 

On voit par et* exemple un avantage de TAlgé-

M iij 
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bre ; c'est qu'une même équation donne non-seule-

ment la solution du problême particulier qu'on cher-

che à résoudre en la formant ., mais encore la solution 

de tous les problêmes qui ont des conditions sembla-

bles. Ainsi, en proposant le problême précédent, on 

a pu n'avoir en vue que de trouver un nombre 

positif qui en remplît les conditions ; mais l'équation 

-{- 3 x = 108 , fait voir qu'on peut remplir 

également ces conditions, en employant un nombre 

négatif. 

PROBLÈME II. 

207. P^RT^GER le nombre 24 en deux parties, 

telles que leur produit soit 13 J" ? 

Soit x la première partie de 24, & par consé-

quent 24 — x la seconde. On aura l'équation, 

#(24 — x)=si3$, ou xz—24*= 1Sj' û 

Ajoutons de part & d'autre le quarré de 12, moi-

tié du coéfficient de x ; nous aurons x1 — 2^x-\-

14.4=144 — r 3 y = p. Tirant la racine quarrée de 

chaque membre, on aura x —12 = + ]/p = ±?5 

ce qui donne pour x ces deux valeurs, #==1/1 

js = p. Dans le premier cas, les deux parties du 

nombre 24, font 15" & p , & dans le second , elles 

font p & 1 y. Les deax cas se réduisent par consé-

quent à un seul. C. Q. F. T. 

PROBLÈME III. 

208. U.v tonneau plein de liqueur, a trois orifcei 

A, B , C ; il peut se vuider par les trois orifices tn-
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'semble , en 6 heures ; par l'orifice B seul, U se vui-

ieroit dans les trois quarts du tems qu'il mettroit à 

se vuider par A seul ; eV par C, dans un tems qui efi 
plus grand de $ heures que le tems par B. On dtinande 

en combien de tems le tonneau se vuider'a par chacune 

k ces ouvertures séparément ? 

La vitesse des écoulements est supposée uniforme, 

& tonjours la même dans tous les cas. 

Représentons par T la totalité de la liqueur con-

tenue dans le tonneau ; & nommons x le nombre 

d'heures que le tonneau mettra à se vuider par l'ori-

fice A seul. Le tems par B féul sera pr, & le tems 

par C seul sera ~x-+»y. Or, il est clair qu'en divi-

sant T par chacun de ces tems, les quotients expri-

meront les quantités de liqueur qui sortiroient, pen-

dant ï heure , par chacune des trois ouvertures 

Éproposées. Donc la quantité de liqueur qui fort, pen-

dant 1 heure , par ces trois ouvertures à - la - fois , 

T T T 
est j- —— -J~ — ; & la quantité qui fort. 

pendant 6 heures, par ces trois mêmes ouvertures. 

est6
(T

 + l^ + T^T> °
R

' P
AR H

™°-

thèse cette dernière quantité est T. Ainsi on a l'équa-

T T T 
tion, 6 ( 1 1 \=T, ou bien, 

\ x !* 

( en divisant tout par T ) , 6 (—— —7— -f-
\ X 

-\ = 1, ou ( en observant que -~ ses 
í*-i-5 / * x j* 

M iv 
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1 4 i 4 v 
que —— s=5 ; que — = \, 

4
X
 3* ìx-hs ÌX-Ì-IO J' 

Faìíant disparoûre les fractions, & réduisant, on 

4 6 840 
trouvera, X* x = . 

3 r 9 

Ajoutant de part & d'autre le quarré de on 

aura x*~^x-h^=,-±î->. 

Tirant la racine quarrée de part & d'autre, on 

aura x—^ = ±2—» c'est-à-dire, x = 20, ou 

Si on prend la première valeur de x, le tems 

par B, qui est \x, fera if, & le tems par C,qui 

est ^-r-J, fera 20. Ainsi les trois tems cherchés 

seront 20 heures, 1J heures, 20 heures. 

S» on employé la seconde valeur x= — ̂ , le 

temspar B fera —& le tems par C, -4-f. Alors 

les deux premiers tems étant négatifs, ils doivent 

être pris dans un sens contraire à celui qui leur est 

attribué par l'énoncé du problême. Ainsi j au lieu 

de supposer que pendant ces deux tems, le tonneau 

perd de l'eau , il faut supposer qu'il en reçoit. La 

conséquence qu'on doit tirer de cette solution, est 

que si le tonneau se vuide en 6 heures, en recevant 

de seau par les deux ouvertures A ôcB, tandis qu'il 

en perd par l'ouverture C; il s'emplira, en ^ d'heure 

par l'ouverture A feule ; il s'emplira pareillement, 

en ; d'heure par l'ouverture B ; & il se désemplira 
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au contraire, en f d'heure, par l'ouverture C seule. 

C. Q. F. T. 

PROBLÈME IV. 

20p. TROUVER j fur la ligne qui joint deux bougies * 

íe point où elles éclairent également ? 

II est démontré en Optique, & nous supposons 

ici cette démonstration, que les clartés répandues 

par un corps lumineux., à différentes distances de ce 

corps, font entr'elles comme les quarrés inverses de 

ces distances ; c'est à-dire, que le même corps éclaire 

\mtre fois moins, lorsqu'on s'en éloigne deux fois 

davantage ; neuf fois moins, lorsqu'on s'en éloigne 

trois fois davantage ; &c. Ainsi , en général, si à 

une distance donnée a, la clarté est c ; à une autre 

distance quelconque x , la clarté fera le quatrième 

terme d'une proportion dont les trois premiers sont 

a1

 s
 c ; & par conséquent cette seconde clarté 

ca 
aura pour expression 

Cela posé, je nomme b la distance des deux bou-

gies , x la distance de l'une d'elles au point cherché ; 

& par conséquent b—x la distance de l'autre au 

même point. De plus, je représente par c la clarté 

<]ue la première bougie répand sur un plan ou un 

tableau qui en est éloigné de la quantité a, & par 

<s la clarté que la seconde bougie répand sur le mê-

me tableau qui en est éloigné de la même quantité 

«• Il est évident, par le principe d'Optique, que je 

viens de citer, qu'à la distance x, la clarté de 1A 
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c az 

première bougie sera —^- ; & qu'à la distance b— 

la clarté de la seconde bougie sera — . Or 
(6 — x / 1 

suivant les conditions du problême , ces deux clartés 

doivent être égales entr'elles. On aura donc l'équa-
caz daz 

tion , ■—- = —■ —- , ou bien, en effectuant 
x (o—xy 

le quarré indiqué ( b—x)* , faisant disparoître les 

fractions, & ordonnant par rapport à x-, (c—d)*
1
— 

3.bcx=—cb
z

, ou bien encore, x
2

 ^—-x=^— 
c — d 

ci3 

c—d 

Ajoutons de part & d'autre le quarré de ~; 

moitié du multiplicateur ou du coéfficient de x ; nous 

ibc bzcz bzcz 

•aurons x"- x H ■— = ■ • 
c — d (c—d)z (c—d)1 

cbz 

, ou bien , en réduisant tout le second mem-
c—d 

t>re au meme dénominateur, xz~ — x + 
c — d 

' lzcz lzcd 

(c—d)z (c—d)z 

Tirons la racine quarrée de part & d'autre ; nous 

bc bVcd 
aurons x — = ± -. 

c—d c — d 

_ bc±zb\/ci , ' 
Donc, x — j—, & b—x = - * 

-iii±^riL.rQ.F.T. 
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'í .Nous allons développer en détail cette solutiost 

générale , dans les Corollaires suivants. 

COROLLAIRES. 

210. I. EN premier lieu, soit c^>d, & par con-

séquent c>»]/ cd , d<Z\/ cd. La première valeur de 

x, c'est-à-dire, ^(
c

~*~'/
c
^) ^ • ^ évidemment 

c — d 

une quantité positive, fait voir que le point demandé 

tombe au-delà de la seconde bougie; car on a c-f-

1/ j o r- b(c + \fci) 
y caj>c— d, & par conséquent x Ou 

La valeur de b — x, qui repond à ce cas, est 

b(d-ì-\/cd) 
— —■ — , quantité négative ; ce qui montre 

également que le point demandé est placé au-delà de 

la seconde bougie , puisque cette quantité doit être 

prise dans un sens contraire à celui qu'on lui a attri-

bué en établissant l'équation fondementale du pro-

blème. 

La seconde valeur de x, c'est-à dire, ——^~-~> 
c — d 

(l r • • . %
 A

, 
elt encore poíitive ; mais alors on a <fb, 

c — d 

& par conséquent le point demandé tombe entre 

les deux bougies. La valeur de b —x, qui répond 

I
 a

 bWcd — d) . , . 
a ce cas, est quantité poíitive , comme 

c—d 

cela doit être. 

On voit, par ce détail, qu'en supposant c"^>i
t 
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ïé problême a deux solutions, & que le point de-

mandé peut être placé au-delà de la bougie la plus 

foibîe, ou entre les deux bougies. 

Supposons , pour appliquer ces formules à un 
ç 

exemple,-^- = 4, ou c=^.d, b = jO pieds. On 

trouvera, pour première solution , x = 6o pieds, 

l—XÌ=—30 pieds; & pour seconde solution, x=s 

2.0 pieds, b—x = 10 pieds. 

II. En second lieu, soit c<^i, & par consé-

quent c<C\/cd, d>y cd. On trouvera, x—-~ 

l(c±.\/cd) , b(d±\/cd) 
b—x= -, valeurs qui 

d—c " d 

donneront deux solutions pareilles à celle du cas 

précédent. 

III. Enfin soit c=d. Alors nos formules devien-

b(c±c} , b(d±id) 
dront, x— ■ , b — x= -« 

Chacune des deux premières valeurs est infinie. Car 

une quantité finie, telle que 2 c ou 2d , étant divisée 

par o, donne un quotient infini ; puisqu'un diviseur 

o, ou infiniment petit, est contenu une infinité de 

fois dans un dividende fini. Le point demandé est 

«donc alors infiniment éloigné de chaque bougie. Et 

comme la distance des deux bougies est finie, & 

peut par conséquent être regardée comme nulle 

par rapport à la distance dont on vient de parler, 

il s'enfuit que le point également éclairé par les deux 

bougies peut être censé placé à la même distança 

de chacune d'elles, distance qui est infinie. 
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Si l'orì employé les deux secondes valeurs , on 

aura #=sj., b— 

Ces expressions font indéterminées ; & elles ne 

donnent pas, à priori , la valeur du quotient f. 

Mais on la trouvera en résolvant directement le pro-

blême. Pour cela reprenons les deux expressions 

générales des clartés répandues par les deux bou-

gies, aux distances x &c b—x. Ces expressions font 

-2—,——^—— , ou bien, à cause de c — di 
x

1
 (6 — x)

z 

ra* caz ' .,, ca* 
, — ; & on al équation , —=7— = 

—~ r-» ou bien, (b — x)z—xz, ou bien, 
[b — x)z 

i—x = x; ce qui donne x = —, & fait voir 
T. 

que le point cherché est alors placé entre les deux: 

bougies, à égales distances de l'une & de l'autre. 11 est 

évident, en effet, fans aucun calcul, que le milieu de 

la ligne qui joint deux bougies égales est également 

éclairé par chacune d'elles. 

PKOBLEME V. 

au. CONNOISSAXT la somme de deux nombres^ 

& celle de leurs quarrés ,* trouver ces deux nombres ? 

Soient x & y les deux nombres cherchés, a Ieuo 

somme, bb la somme de leurs quarrés. On aura les 

deux équations, x-+-y = a, xx-+-yy = bb. 

La première donne y—a—x , & yy=aa — 

2ax~{-xx. Substituant cette valeur de yy dons la 
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lèconde , on aura xx-\-aa-—2ax-r-xxr= bb
}
 o$ 

bien 2xx—2ax=bb— aa, ou bien, x
2

-—-axés 

bb— au „
 v

 ,, . a±_\/{zbb — aa] 
■ ;d ou 1 on tire, x=-—— ; & 

.
 r

 . a ^.\/[-Lbb — aa] 
(a cauie de y—a—sc),y^= 1—1—1 

C. Q. F. T. 

Supposons, par exemple , £ = 7, b= f. On aura 
_ -4- » /r ' r 

; c'est-à-dire , 
Z 2. 

y = 3 , ou bien x= 3 , jy=4. 

Pour second exemple, supposons a=20, £ = 12, 

ou í»í>= 14.4. On aura x—io^]/—28, y = 

IOHF]X—28. Or , la partie radicale 

est imaginaire, puisqu'il est impossible ( 107 & 111) 

qu'un quarré soit affecté du.signe —, & que par 

conséquent la racine quarrée d'une quantité négative 

est un être de raison. Cette partie radicale, jointe 

avec le nombre 10, rend le tout imaginaire. Ainsi, 

les deux valeurs de x ou de y font imaginaires. II 

est donc impossible, ou il est absurde de supposer 

que la somme de deux nombres fasse 20, & la somme 

de leurs quarrés 144. Cette absurdité., qui ne saute 

pas aux yeux, est mise en évidence par le calcul; 

& c'est-là un avantage précieux de l'Algèbre. Elle 

ne se borne pas à donner la solution d'une question, 

dans les cas où cette question est possible ; elle fait 

encore connoître les cas où une question est impos-

sible ; car alors la traduction algébrique du problême 

uiene à des rçsukats absurdes. 
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On demandera peut-être comment, dans le pré-

sent exemple , la valeur de x étant imaginaire, le 

second membre de l'équation xx — iox-=—128, 

qu'on trouve alors , est néanmoins une quantité 

réelle ? 

Cela arrive, parce que les parties imaginaires quî 

entrent dans le premier membre, se détruisent mu-

tuellement par l'oppoíìtion des signes qui les affec-

tent. En effet
 ?
 puisque x=io + \/— 28 , on aura 

jr
2
= 100 — 28^4-20]/—28,—-20x——200 ̂  

20J/—28 ; & par conséquent x
1 — 20AT=IOO—-

28 — 200+20^—28^=20 j/—28 ; ce qui se 

réduit à — 128. La même remarque a lieu pour y. 

On voit en même - tems par - là que les racines 

imaginaires vont toujours deux à deux. Car la racine 

quarrée indiquée de —28 est également ±]/'—285 

le double signe indique deux racines. 

PROBLÈME VI. 

212. P^RMI les cinq choses que Von peut considérer 

kns une progression arithmétique ; trouver le nombre 

"ies termes & l'un ou l'autre extrême , lorsqu'on connoît 

les trois autres choses ? 

Reprenons les dénominations de l'article 173. Oa 

aura toujours les deux équations générales, u = a-+« 

K"-—1) , s=(a-hu) entre les cinq quantités 

a
> d, n,

 u
, s qu'on peut considérer dans une pro-

gression arithmétique. Or supposons que tout le reste, 

"ant connu, il faille trouver n & a
t 

SCD LYON 1



ïpá" ALGÈBRE» 

La première équation donne a=u—á(n—■ i). 

Mettant cette valeur dans la seconde, on aura saâ 

2u — d(n~ i)J'—JOU bien , n2- ■ 

; d'où l'on tire, n — 

d+iu±_\/l(d-i-zu)2 — 8 ár ] 

id 

d~zç. \/ [ ( á H- 2 a )a ■ 

, & par conséquent, 

■ 8 dr] 

La quantité radicale étant supposée réelle , ou 

(á -f-2u )2> 8 ds, les deux valeurs de n seront posi-

tives & inégales ; mais la première valeur de a fera 

négative, si l'on a d<C\/[(d-\-2u)1
— Sds] ; & la 

seconde, toujours positive. Lorsque la quantité radicale 

s'évanouit, n & a n'ont chacun qu'une feule valeur. 

Supposons, par exemple, d—2, u=i^.,s=^ 

En prenant les premières valeurs de n & de st, on 

trouvera «=o , a—— 2 ; en forte que la progres-

sion est alors -7-—2. o. 2.4. 6. 8. 10. 12.14 • 

Et si l'on prend les deux secondes valeurs de n & 

de a , on trouvera n = 6 , « = 4 ; & la progression 

sera -7-4. 6.8 .10,12. 14. 

On trouveroit semblablement n & u, tout le reste 

étant connu. C. Q. F. T. 

P R O B L E M V I I. 

213. COMNOZS$JNT la somme de trois nombres en 

progression géométrique, & la somme de kurs quarrés', 

trouver ces trois nombres ? 1 
Soient 
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Soient x, y ,\ les trois nombres cherchés ; a leuc 

somme j bb celle de leurs quarrés. On aura , par les 

conditions du problême, les trois équations suivantes, 

dont la troisième est fondée fur la proportion con-

tinue —x :y . qui a lieu entre les trois nombres; 

x+y+-l = a , xx+yy~i-^X=bb , x%=yy. 

Tirons de la première,j=a—x—y, & mettons 

cette valeur dans les deux autres; nous trouverons 

ces deux-ci, 2 xx 4- 2yy 4- aa — 2 ax — 2 ay 4-
2xy — bb, ax—xx—xy=yy , qui ne contiennent 

plus que les deux inconnues x & y. Je tire de chacune 

de ces deux équations une valeur de x. La première 

bb—aa—îyy-+-zay 
me donne, xx—(a—y)x^= — — , 

t. • r-,
 a

—y » /"r-bb—aa—iyy-hzay 
& par conséquent x= f — ~ 

•+.———1. La seconde me donne , xx—» 
4 J 

-y ,. 
[i—y)x=—yy, & par conséquent x=-

—~~~ ^ J'Or, x—x. Ainsi on aura, 

en effaçant la quantité , qui est la même dans 

, . , . t /"r bb—&a—zyy-+-zay 
les deux membres, ̂  y/ l — — 

Elevant chaque membre au quarré , faisant les 

réductions, & dégageants, on trouvera,j=——-.•—. 

N 
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Mettons cette valeur de y dans l'équation x=s 

a
 — y y /~r (a—yY ~\ 

± ]/ L 4 ^ J >
 nous trou

ve-

aa-\-bb J± \/[ ioa.xb* — 3 a * — ^b"] 

rons, * = . 

Enfin, substituons les valeurs de x & de y dans 

l'équation \ — a— x—y ; & nous aurons, { = 

aa-hbb— y/[.oa
2
i
z

—-?a4 —-jb*] ç Q p j 

4 a 

On auroit píì parvenir aux mêmes valeurs de y, x, 

f d'une manière plus simple. Car, si après avoir trouvé 

les deux équations, 

2 xx-\- 2yy-\-aa—2 a x — 2 ay -f- 2 xy=bb, 

ax — xx—xy=yy, 

on multiplie la seconde par 2, qu'on l'ajoute avec 1» 

première, & qu'on efface les termes qui se détruisent 

r • J r aa—^ 
par "opposition des lignes, on trouvera,y~ . 

Le reste du calcul s'achève comme tout-à-l'heure. 

214.. JE finis cette théorie des équations détermi-

nées du second degré, par une observation essentielle, 

qui s'y rapporte ; c'est qu'il y a dans les degrés supé-

rieurs au second , une classe très-étendue d'équations 

qui se résolvent par la méthode du second degré. Ces 

équations peuvent être comprises fous la forme géné-

rale , a x*
m
 bx

m
 = c, a, b,c étant des quantités con-

nues , x l'inconnue, m un nombre entier positif. L ex-

posant de x dans le premier terme est double, comme 

on voit, de l'exposant de la même lettre dans le second 

terme. 
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En effet, si l'on suppose x
m
=i,-{ % étant une nou-

velle inconnue ), l'équation précédente se transformera 

•• > i • 2 c 
en celle-ci, b% = c, ou bien, H 1 = —, 

a a 

équation du second degré, de laquelle on tire, f ==•'-—■ 

~-hT/"\"——H—-ri. L'inconnue ? étant ainsi 

dégagée, on aura auffi x, en tirant la racine m de ?, 

x 
puisque JC- =5 . 

Supposons, par exemple, m = 2, ou qu'on ait l'é-

quation du quatrième degré, «ar
4; on fera 

xx=?,8íonmra,z ou xx= —zkï/~ f— 
za r l_ a 

—J. Tirant la racine quarrée de chaque membre, 

onaura^±K"[-^±K'(-f-f-^) ]• 
Pour second exemple, soit 772=3, ou qu'on ait 

l'équation du sixième degré , axe-+- bx^ = c ; on fera 

& on aura ? ou x
3
= — db J^ —-f-

—- . Tirant la racine cube de chaque membre, on 

N ij 

aura 
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SECTION U. 

Des Problêmes indéterminés du second degré, 

21$. LE sujet dont il est ici question, offre un 

vaste champ de problêmes curieux & utiles. Nous ne 

le parcourrons pas dans toute son étendue. Cela nous 

meneroit trop loin. Nous nous contenterons de don-

ner les principes de cette branche de l'analyse,& 

nous les éclaircirons par des applications à des exem-

ples. Les Auteurs les plus célèbres, qui ont écrit fur 

cette matière, font Diophante, qui a inventé le pre-

mier ces sortes de problêmes, Meziriac, son Commen-

tateur , Fermat, le P. Prestèt, Ozanam, Saunderson, ,j 
Maclaurin, M. Euler, & M. de la Grange. 

Voyez en particulier le second tome de l'Algébre 

de M. Euler, & les excellentes additions que M. de la 

Grange y a faites. 

PROBLÈME I. 

215. TROVVZR deux nombres dont la somme soit à 
celle de leurs quarrés, en raison confiante de min? 

Soient x & y les deux nombres cherchés. On aura 

la proportion x-\-y : xx-hyy ::m:n, & par consé-

quent l'équation , nx ■+- ny = mw-t- tnyy , qui est 

indéterminée du second degré. Si l'on se donne l'une 

des inconnues, on n'aura plus besoin, pour trouver 

l'autre, que de résoudre une équation déterminée. 

C. Q. F. T. 
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217. LES problêmes de cette clafle n'ont aucune 

difficulté , lorsque les quantités cherchées peuvent être 

positives ou négatives, entières ou rompues, ration-

nelles ou radicales. Ainsi, par exemple, dans le pro-

blême précédent, fi l'on suppose — = ^, jy = 1, on 

aura xx— 4,3c = 3 ; d'où l'on tire x=2 ±:yj. Si 

l'on suppose — = j, y=5, on trouvera x=.$■-+-, 

Ainsi des autres suppositions. Mais si on de-

mandoit que les nombres x êky fussent tous les deux 

rationnels, c'eíì-à-dire , entiers ou fractionnaires fans 

radicaux, on auroit besoin de nouvelles régies pour, 

résoudre la question d'une manière certaine, & non 

par le simple tâtonnement. Ces régies consistent en 

général à exprimer les inconnues du problême par le 

moyen des quantités données qu'il contient, & d'une 

nouvelle inconnue qu'il faut choisir tellement que 

dans les équations qu'on forme ainsi, les inconnues 

qu'on cherche ne soient élevées qu'à la première puis-

sance , & qu'il ne s'agisse par conséquent, pour les 

déterminer , que de résoudre une équation du premier 

degré. Rendons cela clair par des exemples. 

PROBLÈME II. 

218. RÉSOUDKS le Problème précédent en nombres 

rationnels ? 

Je prens une nouvelle inconnue telle que l'on ait 

; & ce qui me dirige dans ce choix, c'est 

N iij 
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qu'en mettant cette valeur de y dans l'équation nx + 

ny = mxx-\-myy
>
 du problême, je pourrai diviser 

tous les termes par x ; & par-là je n'aurai plus que des 

équations du premier degré à résoudre. En effet, la 

substitution dont je viens de parler , donne nx + 

nxz = mxx-+-mx1%2, ou bien, en divisant tout par 

„ N,, . n-f-w 
x, n + nz^mx-ì-mxz1; á oul on tire x= ; 

m-i-mi1 

& (à cause de y—xz), y== "^S. ■ . 

Ces valeurs de x & de y font voir qu'en prenant 

pour | tel nombre rationnel qu'on voudra, x & y 

seront aufîì des nombres rationnels. C. Q. F. T. 

Supposons , par exemple , m= i, re=2, %—t; 

on trouvera x = 2, y= 2. 

Soient m — i, « = 4,, £=2 ; on trouvera x =7> 

as-
soient m=i, n — 3, ? = 4J on trouvera #=? 

il
 v

 £° 

PROBLÈME III. 

21p. "PARTAGER un quarré donné en deux autres 

quarrés ? 

Soient aa le quarré donné, x & y les racines des 

deux quarrés cherchés. On aura l'équation, xx + 

yy 3=3 aa. Je prens une nouvelle inconnue z, telle -

que l'on ait y = a—zx , ouy = %x—a, afin que-

levant chaque membre au quarré , & puis substi-
tuant pour yy sa valeur dans l'équation fondamentale, 

les termes qui contiennent aa dans chaque membre • 
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se détruisent mutuellement, & qu'en conséquence l'é-

quation s'abaisse au premier degré. Effectivement, par 

k substitution de aa—2 a\x -+- \à la place de jy
2

, 

on a xx-\-aa—2 a\x ^x* — aa ; & par consé-

quent en effaçant aa de part & d'autre, xx— 2aix-{-> 

çx
1
 — o, ou encore, x ( x—2a\-\-\

2
x ) = 0. 

De-là on tire, i°.x=o, & conséquemmentjy ==sl> 

ia? 
cette solution satisfait au problême. 2 . x — 7 î 

r i-f-r 

1
 R

„ . a(i—f) 
donc u 1 on apnsjy==ct — %x, on aurajy= ^ ̂  ; 

— 1) 

& si l'on a pris y=^x—a, on aura y — ^7pT~* 

Cette solution donne, pour x & y, des nombres 

rationnels, & c'est véritablement celle qu'on cherchoit. 

C.Q.F. T. 

Soit, par exemple, aa = 2f, ou a = $ , & pre-

nons f = 3 : on trouvera d'abord x=j ; & mettant 

pour 2 & a leurs valeurs dans l'équation y——* 

on aura j=4< 

Soient a = 6, f = 2: on trouvera x=^~,y =
 :
j-i 

PROBLÈME IV. 

220. TROUVER deux quarrés dont la différence soit 

égale à un quarré donné ? 

Soient aa le quarré donné, x & y les racines des 

quarrés cherchés. On aura ( en supposant y ~^>x ), 

yy— xxz=aa. Je sais y = a ■+•?*,& par conséquent 

N iv 
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^ 2 apr+f1.»*. Ainsi l'équation précédente 

devient, en effaçant ce qui se détruit, 2a
i
{x-\-$-x

i
-~ 

ar*=o, ou bien, x ( 2 £2:v—A:) —o. 

D'où l'on tire, io.ar=0, ^=a. 2°. #sss 
—r 

^r — V01t ^ 1 P1"2" e P°Ur ? 

des nombres moindres que 1, si l'on tfeut que les 

nombres x ìky soient positifs. C. Q. F. T. 

Soit a === 4, & prenons ?=\ : on trouvera ̂ =3, 

PROBLÈME V. 

221. TROUVER deux nombres tels quen ajoutant le 

quarré de Vun avec le produit du quarré de Vautre, far 

un nombre donné b , la somme soit égale à un quant 

donné aa ? 

Soient x & y les deux nombres cherchés. On aura 

l'équation, xx-+-by
x
 = aa. Je fais x—a— zy, Ou 

x=fy—a; & par conséquent xx —aa—2azy-+-ff> 

Mettant cette valeur dans l'équation précédente, & 

effaçant ce qui se détruit, on aura, y{\
z
y — 2a\+ 

by) — o. D'où l'on tire, 1 °. y = o, & conséquem-

ment x—a. 20. y — , & conséquemment x= 

0.(1 — 1*) r> . 
;£ —kn prenant pour £ tel nombre ration-

nel qu'on voudra, on aura aussi pour x & y des nom-

bres rationnels. C. Q. F, T. 

Si l'on prend b négativement, les formules précé-

dentes donneront la solution du problême où l'on 
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defflanderoit deux quarrés tels qu'en retranchant de 

l'un le produit de l'autre par un nombre donné, le 

reste fût égal à un quarré donné. 

PROBLÈME VI. 

222. TROUVER deux nombres tels qu'en retranchant 

du quarré de l'un , le produit du quarré de l'autre par 

k auarré d'un nombre donné b , le refte soit égal à un 

nombre donné a ? 

Soient x & y les deux nombres cherchés. On âura 

l'équation , xx—b2y* = a. Je fais x=i—by, & par 

conséquent xx — \\ — 2 bzy -+- b2y2. Mettant cette 

valeur dans l'équation précédente, & effaçant ce qui 

se détruit, on aura, \%—ibzy=a. Donc y== 

jL^,
&;c==

J£±Ì. CQ.F.T. 

PROBLÈME VII. 

223. Partager la somme de deux quarrés en deux 

mtrzs quarrés ? 

Soient aa & bb les deux quarrés donnés, xx & yy 

les deux quarrés cherchés. On aura, xx-\-yy =zaa-\r 

ib. Je prens deux nouveaux nombres j & H, tels que 

l'on ait x=a—£, y=\u—b, & par conséquent 

xx=aa—2.a% •+*??, yy—$2u2—■ ab^u-^-bb. Met-

tant ces valeurs de xx & de yy dans l'équation fonda-

mentale , & effaçant ce qui se détruit, on aura, 

— 2 a% -f.j£_f_£í«s — ibzu — O. 

D'où l'on tire, i°. j™o j ce-qui donneroit x=a* 
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y ——b. 2°. ? = . Doncx= :, 
i -+- UU. I -+- UU 

tau-h bu2 — b 

J~— i'-t-aJ * ®
onc

>
 en

 P
r
e
nant

 pour u un 

nombre rationnel quelconque, on aura aussi pour x 

&y des nombres rationnels. C. Q. F. T. 

PBOBIEME VIII. 

224. ET ANT donnée Véquation générale du second 

ííegreat
2

H-btx-r-cx
2-r-dt-+<ex-+-s=o , dans la-

quelle a, b, c, d, e, î,sont des entiers donnés, t & 

X, des nombres inconnus.- on propose de satisfaire à cette 

équation en prenant pour t tV x des nombres rationnés! 

Je tire de l'équation proposée la valeur de l'une des 

inconnues, de t par exemple ; & j'ai t=— . ... 

(Ix-j-d) _T±. y/[( bx-hd)
2
—4a(cxz-i-ex-t-f)] 

z a 

II est évident que x étant supposé un nombre ration-

nel, t en sera auíli un, si l'on parvient à faire en sorte 

que la quantité affectée du signe radical devienne un 

quarré parfait, dont on puisse par conséquent tirer la 

racine quarrée. Or cette qnantité développée est b2
x

ìJ
r* 

2.bdx-\-dd—qacx
2

— q.aex—4a/. Faisons, pour abréger, 

les quantités données b
2
—^.ac = g, 2bd—qae=h, 

dd — qaf—k. Nous aurons la transformée t=—' 

-
 J

 —
 y ls

 ; & la question fera 
2 a 

de satisfaire à l'équation yy— gx
2
-+-hx ~{-k, en pre-

nant pour x Oc y des nombres rationaels. 

II peut arriver que les quantités g, h, k ayent ettr 
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tr'elles des relations telles qu'il soit impossible qu'en 

' prenant pour * un nombre rationnel, y en soit aussi 

un ; mais voici du moins un grand nombre de cas où 

cette condition peut être remplie. 

i°. Soit k = o, & par conséquent yy=gx~-+-hx. 

En faisant gx2-t-hx=x2z2, on aura x=— 
6 l—g 

hy 

nombre rationnel, & y= — nombre également 

rationnel. On pourra toujours prendre le nombre 

arbitraire \, tel que x & y soient des nombres positifs. 

2°. Soit g un quarré parfait que je nomme mm, 

ft&£ étant tout ce qu'on voudra : on aurayyz=mmxx-\r 

hx-^k. Je fais \/ [ mmxx-+-hx-\-k ] = mx-hx; 

yy \ ]ç 
d'où l'on tire x = -~± • , nombre rationnel, & y = 

h—tmi 

m(zr— h) h? — m??—wk . , . 
——i - , nombre egale-

n—zm% h—xm\ 

ment rationnel. 

30. Soit k un quarré parfait que je nomme nn, g & 

h étant tout ce qu'on voudra. On aura yy —gx* -+-

hx-+ nn. Je fais \/~ [ gx2 -h hx nn ] = x ç ■+- n ; 

d'où l'on tire x— —., nombre rationnel, & 
? ■ —- g 

y=z~———n— nombre également rationnel. 
t—g 

4°. Les valeurs de x & de y font assignables en 

nombres rationnels, lorsque h1—4% est un quarré 

parfait. En effet, cherchons en général les deux facteurs 

de la quantité gx2 +• hx ~t- k, en la regardant comme 
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ìe premier membre d'une équation du second degré 

qui a zero pour second membre. Nous trouverons 

k y/ (h1-—
 4

kg )
 À

 ,, 
x— — ± ; & par conséquent 

gx*+hx+k= (gx+4— ) X 

( —+ V/(fe'-4%J_ N _
 comme

 ̂  

leurs aisé à vérifier par la multiplication. D'où l'on 

voit que .h* — ^kg étant supposé un quarré que je 

nomme pp , & faisant pour abréger — — = ?, 

h p , 
-— -f- ——r, on aura gx7-+hx-+-k = (gx-\-gq)x 

(A"-r-0> expreíîìon dans laquelle il n'entre que des nom-

bres rationnels. Maintenant, je fais [/(gx'-r-hx+í), 

ou V [(gx-hgq). (x-ì~r)] = i (
S
x + gq) ; ce qui 

donne {gx -\-gq ). O-t-r ) = f
2
 Cg-^ -hg? )* »

 ou 

77(7(7 f j 
ac-j_r=3f

2 (g;H-g<7), & par conséquent x————, 

nombre rationnel. Doncjy = \ (gx-ì-gq ) = i 

gqy — ffs? 

, nombre également rationnel. 
1 — 
5°. On peut assigner x&cy ea nombres rationnels, 

lorsque la quantité gx*-\-hx ~\-k peut être regardée 

comme la somme d'un quarré & d'un produit com-

posé de facteurs rationnels ; c'est-à-dire lorsqu'elle est 

réductible à cette forme ( mx-\~iy ( ax -f- £)• 

(«Tx-f-t). Car alors, en faisant ]/(g#--è-hx -+• k) 

ou |/[(mx + I)2-H(«Ar-h£). tf-HO] = mx-+# 
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i4>f(ax-HÍ), on a ( mx H-Z)2-t-(«tjv'-f-£). 

(ìx-\-e ) = (mx-+-ly-\-2 {mx -+-1)1 (<*,%•-+•«£) 

4-?
!
í« + £)

i
; d'où l'on tire x =

 z
^~

t
~

€
^ 

<T IfflJ aTJJ 

nombre rationnel. On aura également pour y un 

nombre rationnel, puisquey^=.mx-{-l-+'i(a-x-h^). 

C. Q. F. T. 

Nos Lecteurs s'exerceront à appliquer ces formules 

générales à des exemples particuliers. 

PROBXEME IX. 

225, Viï homme achete deux sortes de vins, l'un 

iu prix a par pinte, l'autre du prix b ; il paye pour le 

tout un prix exprimé par un quarré inconnu, auquel 

ajoutant un nombre donné d, la somme ejì un nombre 

ftarré dont la racine ejî le nombre total des pintes : on 

kmande combien il y a de pintes du prix a, &* combien 

iu prix b S i 

| Nommons t le nombre total des pintes., u le nom-

bre des piotes du prix b, & par conséquent í—u celui 

des pintes du prix a. Il est clair que le prix des pintes 

dont chacune vaut b, est bu ; & celui des pintes dont 

chacune vaat a, est at—au. Soit xx le quarré inconnu 

qui exprime le prix total. On aara d'abord l'équation, 

xx=bu-t-at—au. 

Mais d'un autre côté, on a \/[ xx + d ] = í, ou 

bien, xx =*= ti — d. 

Donc, en égalant entr'elles les deux valeurs de xx, 

on aura, bu-+-at—<au-=tt—d, & par conséquent ( en 
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supposant a^> b ), u=——
f
" ^ , í —> u =t 

a — b 
tt— d—-ht 

a —b 

Comme tt — d doit être un nombre quarré, j'ex-

prime sa racine par \—r, ou pari — % ; ce qui me 

donne tt— 2tz-\-n==tt—d, &par conséquentí= 

"~~—• Ainsi, en prenant pour í un nombre ration-

nel , on aura auíîî pour t un nombre rationnel. Mais il 

faut observer que ce choix doit être sait de manière 

que u & t — u soient des nombres positifs. La pre-

... • , . at—(tt — d) 
miere condition exige qu on ait z > o, 

a — b 

ou, en multipliant chaque membre par a—b, at— 

(tt—d)^> o, OUÍÍ—d — at<^o, ou tt—«£<<i, 

aa aa ... 
ou tt — at H <" d H , ou en tirant la racine 

4 4 

quarrée de part & d'autre, t —■< "J/^ £ct"-f-—J, 

ou enfin, t<^— j/~^d-+-— 

La seconde condition exige qu'on ait ———-— > o> 
a — b 

ou tt — d — bt^>o,outt—bt^>d, ou tt — ií+ 
lb ^

 y
 bb . , . 

■—^> d-\~—, ou, en tirant la racine quarrée de 

part & d'autre , t —>~f/
/

'^d-\—J, ou en-
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Ainsi, il faut prendre t, ou , entre les 

deux limites qu'on vient d'aísigner. Ayant t, on subs-

tituera sa valeur dans les expressions de u & de t—u\ 

& on aura les nombres de pinte des deux sortes 

de vins. C. Q. F. T. 

Supposons , par exemple , a = S, b = f , d = 

60. On trouvera que \ est entre 22 , 78 & 18 , 

po. Si l'on fait 1=20, 011 aura t~~, «=—, 

t-u=ï. 

CHAPITRE X. 

Des Equations du troisième degré, 

226. N o us ne traiterons que des équations dé-

terminées du troisième degré. On peut proposer, pour 

ce degré, des problêmes indéterminés, analogues à 

ceux que nous venons de résoudre pour le second. 

Mais cette théorie est encore peu avancée ; & c'est 

pour cela que je me dispense d'en parler. 

227. TOUTES les équations déterminées du troi-

sième degré peuvent être représentées par la formule 

générale, 

? ■+ at* bt c = o , 

dans laquelle t est l'inconnue, a, b,c, des quantités 
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données, réelles, positives ou négatives, qui peu-

vent être simples, ou composées d'autres quantités 

données. 

228. SUPPOSONS d'abord que a 8c b soient zero. 

L'équation précédente deviendra £5 «+• c = o , ou 

r5 =—-c. Tirant la racine cube de chaque membre, 

on aura t = ]/ — c. Cette formule contient la ré-

solution des équations du troisième degré, qui man-

quent de second & de troisième terme. 

22p. IL semble , au premier coup d'ceil , que 

l'équation t}==—c, n'a que la racine qu'on vient de 

trouver. Mais elle en a encore deux autres. Car lì 

l'on fait, pour abréger un peu les expressions, c=nì, 

& par conséquent |^ —c=—m ; qu'ensuite on di-

vise l'équation íî-4-mî = 0, par t-\-m : on trou-

vera pour quotient l'équation du second degré, ri—> 

mt -+- m1 =, O , laquelle donne , t = —— ± 

4 

Ces deux dernières valeurs de t font imaginaires. 

L'équation í3-+-e = o , donne donc pour í trois 

valeurs, dont une feule est réelle. 

230. SOIT simplement c = o. La formule géné-

rale deviendra í'-Haí1 -+-&r = o , ou bien t(t"- + 

= O. En forte qu'elle pourra être regardée 

comme le produit de la quantité tz-\-at-\-b pat 

la racine t=0 , ou comme le produit de la quan-

tité í par l'équation du second degré t1
 M "f" 

=0. 

' ' I 
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J = 0. Or cette équation donne, 7=' —-±i 

. Ces racines font toutes les deux réelles, lorsque b 

est une quantité négative, & lorsque b étant une quan-

tité positive, on a ; ou toutes les deux ima-
4 

ginaires, lorsque b est une quantité positive, & qu'on a 

-^-<Cb. Ces deux mêmes racines font réelles, égales 
4 0 

entr'elles, & représentées par—{a, lorsque b est po-

litive, & qu on a =£?. 
4 

On voit par-là que l'équation proposée r'-f-££*-+>« 

h—O, a trois racines, dont l'une est zero , & les 

deux autres font réelles ou imaginaires, comme nous 

venons de l'expliquer. 

231. Ir, n'y a que les d'eux cas précédents qui 

puissent être résolus avec cette facilité. Voici main» 

tenant la méthode pour résoudre l'équation í5 -r-" 

sl£2+&í-r-c=o , prise dans toute fa généralité, 

c'est-à-dire, en supposant qu'aucune des quantités 

a, b, c n'est zero. Mais auparavant, voyons si on 

ne peut pas transformer l'équation dont il s'agit en 

une autre qui ait un terme de moins, & qui étant 

par conséquent plus simple, doit être naturellement 

plus facile à traiter. 

232. QU'ON prenne une nouvelle inconnue x , & 

une quantité indéterminée m , telles que l'on ait 

O 
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tw=je-4-m , &par conséquent t1=x1-\-2mx-{-m'
t 

l'= -H 3 Tnx
1 -f- 3 -f- m5. En substituant ces 

valeurs de t, t1, t', dans notre équation, & ordonnant 

tout, par rapport à x ; nous aurons la transformée, 

-f-st \ -f- 2 am\ -^-am* 

-{—b ^ ~\-bm 

Or, comme dans cette nouvelle équation la quan-

tité m est arbitraire , il est clair que n'ous pouvons 

la prendre de manière que l'un des trois derniers 

termes s'évanouisse. Si nous voulons faire évanouit 

le second terme , nous aurons (3 m-{-a)x1=o, 

& comme x n'est pas zero, il s'enfuit que le facteur 

3/n-!-£=0 ; ce qui donne m— —. 

Si nous voulons faire évanouir le troisième tenne, 

nous aurons (3771»-+- 2am-+-b)x = o , c'est-à-dire, 

3 77!
2
 -+- 2 am -+« b = o. D'où l'on voit que pour dé-

terminer m, il faut résoudre une équation du second 

degré. 

Si nous voulions faire évanouir le quatrième terme 

nous aurions jst'+<zm2-+-&m-T-c=:o. Ainsi, pour 

déterminer m, il faudroit résoudre une équation du 

troisième degré, qui a tous ses termes ; problême qui 

est de même nature que celui dont nous sommes 

occupés. 

Nous ne pouvons donc ici faire évanouir que le 

second ou le troisième terme. Faisons évanouir le 
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second, c'est-à-dire, saisons m=s — ; car cette 
3 

pre'paration est celle qui produit les calculs les plus 

simples : nous aurons la transformée, 

2 a' 

3 

ou bien (en supposant, pour abréger les expressions, 

a* ' , 1a5 ab . 
\-b—p , r- \-c—q) , x1-^ 

fx+q—O, équation qu'on apprendra à résoudre 

dans un moment. 

233. Nous prendrons auparavant occasion d'ob-í 

server que la même substitution de x-\-m à la place 

de í, peut servir à faire disparoître tel terme qu'on 

voudra d'une équation d'un degré quelconque. 

En effet, si on a , par exemple, l'équation géné-

rale du quatrième degré í+-4- -+- bt* -H et = o ; 

en y substituant x m au lieu de t, on aura la 

transformée , 

*4-f-4m> x5-f-.6"m*0 iî4"4m!
 f x + m4 ' 

+• a. ) -4-3> -hj^m*} -f-slm'l 

-f- c £ -f-cm 

-M 

dans laquelle faisant ̂ +«=0, ou m=-

Oij 
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on aura une équation du quatrième degré, qui n'aura 

point de second terme. Le troisième terme s'éva-

nouira , en faisant 6 mz-hj «m + è = o, c'est-à-dire, 

par la résolution d'une équation du second degré. Le 

quatrième s'évanouiroit, en faisant /^rrP-\-^ am
t
+ 

2.bm-\~c = o , c'est à dire, par la résolution d'une 

équation du troisième degré. Le cinquième s'éva-

nouiroit, en faisant m*-i-am,-t-bm--{-cm-\-d=o
ì 

c'est à-dire , par la résolution d'une équation du qua-

trième degré. 

De même , dans une équation générale du cin« 

quième degré í
í
-l-sli

4
-J-èí

î
-|-«

2
-|-í/r-+-e=0, fi 

l'on fait t = x-ì~m , on aura la transformée , 

-f-« S = o, 

dont le second terme s'évanouira par l'équation du 

i >'<JO.- ■ - ^ ' . . a ■■, • i 

premier degré jm~r-<z = o, ou m = — ; 1e 

troisième s'évanouira par une équation du second 

degré \ &c. 

En général, qu'on ait une équation d'un degré 

quelconque n, représentée par f-t-at"
 1

 -f-èi"""'-!
-

&c=o ; en faisant t—x-±~m, on aura une trans-

formée dont le second terme s'évanouira par l'équa-

tion du premier degré nm+a = o, ou m =—-H 

les termes suivants s'évanouiront par des équations 

du second, du troisième, &c degrés. 

23<|, JE reviens à l'équation x'-f-px-r-^:
213

* i 

SCD LYON 1



CHAPITRE X. 21| 

II est évident que lorsque j'aurai trouvé îa valeur de 

x, laquelle contiendra dans son expression, les lettres 

p &.q, j'aurai aussi la valeur de f, exprimée en a,b, 

c ; puisqu'il ne faudra pour cela que mettre pour p sa 

valeur b , pour q sa valeur 
3 ' *7 3 

4- c ; & ensuite retrancher de l'expression de x , la 

quantité—, à cause de l'équation t=x-\-m=x—», 

—. Si la valeur de x est réelle, celle de t le sera 
3 

aussi : si la valeur de x est imaginaire , celle de t 

le sera également, puisqu'en retranchant d'une quan* 

tité imaginaire , une quantité réelle , on ne peut avoir 

qu'un reste imaginaire. Le problême que nous avons 

à résoudre consiste donc à trouver les racines de 

1 équation xò -\-px-\-q — o. 

235". AYANT écrit cette équation fous la forme 

xì=—px—q, je prens une nouvelle inconnue f; 

j'ajoute à chaque membre la quantité 3 x-^ -{-• 

3#?*4-?5 ; ce qui donne 

(M) -Y
5

4-3 x^-r-3 xi*-i-i*= 3^
2
-+-3 ^ìx-f-?* 

—P ) — ?» 

équation dont le premier membre est le cube du bi-

nome x-%~\. Or comme l'inconnue 1 est arbitraire, 

nous pouvons supposer que cette inconnue est telle 

que la partie 3 £#*-+- ( 3 — p ) x du second mem-

bre s'évanouiíse ; c'est-àdire , forme l'équation par-

tielle 3 ps- + (3
?
»__p)x = o , ou 3 H-3 :>a — 

O 1JJ 
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p = o ; d'où l'on tire x+{ = -~, & (x + ̂ y^ 

-, Mais d'un autre côté l'équation (M) donne 
27?' 

(en négligeant la partie 3far*-f-(3f2
T—p)x du se-

cond membre , laquelle est zero), (x-^-^y—^—y. 

Egalant entr'elles les deux valeurs de (ar-f-?)5 jon 

P' _3 _ „„ u: P5 
aura — f—?» ou bien —jj' 

équation qui se résoud (214.) par la méthode du 

second degré , & qui donne f5 = — ±...: 

í^———h ——^ ; ou bien, en tirant la racine 

cube,
î

=V[ì
d=

K(^- + -^)]-
Substituons pour % & f leurs valeurs dans l'équa-

tion x+{=j/(?5—q), ou AT='P
/"(?î—g)—?; 

nous aurons *== J/^^ — ± ~f/~(~~^—^ 

bien ( en prenant simplement les signes supérieurs qui 

affectent le radical quarté, attendu que les signes in-

férieurs donneroient le même résultat qu'eux pour 

la valeur de x ; & observant que — \/A est la même 

chose que ]K—A), 
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Cette expression est l'une des racines de l'équation 

«ì-i-px-i-q—O. 

236". Nous observerons en passant qu'il peut arri-

ver que les quantités comprises fous les signes radicaux 

cubes, soient des cubes parfaits ; & que par con-

séquent la valeur de x puisse être délivrée de ces si-

gnes. Nous donnerons dans la fuite le moyen 

d'exécuter cette opération, lorsqu'elle est possible. Je 

reviens. 

237. NOTRE équation xì-hpx q==o, a encore 

deux racines qu'il s'agit de trouver* Pour y parvenir 

d'une manière commode, représentons les deux quan-

tités radicales cubes, qui entrent dans la valeur de 

la racine trouvée, par les deux lettres g & k, c'est-

à-dire, supposons, 

En multipliant ensemble ces deux équations, & 

en considérant qu'un produit tel que (A-+-B) x 

(A—B)=AA—BB, on verra tout d'un coup que 

^.=:—-L. Ainsi p=—
ìg

h. 

En élevant chacune de ces deux mêmes équa-

tions au cube, puis les ajoutant ensemble, on aura 

gi+-hì — ~q
}
 ou q=—g' —/z'. 

Mettons les valeurs que nous venons de trouvet 

Oiv 
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pour p & q, dans l'équation X* -+-px~hq = 0 ; elle 

deviendra, x
i
— 3ghx—g

5
 — h* = o. 

Cela posé, puisqu'on a x=g~{-h , ou #—g—. 

h—o, si l'on divise l'équation x
s — 3ghx—&c,par 

*—g—h, on trouvera pour quotient l'équation du 

second degré, xx-{~(g-+-h) x-+-g
z
-+-h

2
—g/z=o, 

laquelle donne , x —
 v

 ë~*~h ) ^ 

^ —. , ou bien x— 
2 2 

2 

Ainsi les trois racines de l'équation x
,
-+-px-\-q=o, 

ou de la transformée xi ■—3ghx—g5 — h? = o, font, 

x=g-hh,x = - 1 , 
2 

23 8. IL est visible que la première racine est réelle, 

& que les deux autres font imaginaires, lorsque g&h 

sont des quantités réelles. Or , g & h font réelles, lors-

que la quantité radicale j^///

~J^-^--+-——J, est réelle; 

& cette quantité est réelle dans deux cas. 

i°. Lorsque p est positif, parce qu'alors le cube 

est aussi positif, & qu'en ajoutant ce cube avec le 
p 

17 

quarré — qui est toujours positif, quand même la 
4 

quantité q seroit négative , on a une somme positive 

dont la racine quarrée est par conséquent réelle. 
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ï\ Lorsque p étant négatif, ou lorsque l'équation 

ayant cette forme x*—px±:q=o, on a —>— , 

parce que la quantité radicale du second degré, qui est 

maintenant J/^\_— —J • est encore réelle. 

Ainsi concluons, i°. que toutes les équations du 

troisième degré, qui ont cette forme, xi
 ~\-px ±; 

y = o, ont une feule racine réelle, & que les deux 

autres font imaginaires. 

20. Que les équations de cette forme A.-5 —px ±" 

j=o, font encore dans le même cas, pourvu que 

f
on

 ait JL >_?!_. 
4 27 

23p. Si dans l'hypothèse que le terme px est pré-

cédé du signe—, ou que l'équation est de cette forme, 

■ 11 Pì 1 
px± j3= o, on a~ — =— — ; la quantité ra-

4 *7 

dicale }/~\_— -—~] disparoît, &onag = ft. 

D'où il suit que le terme ——— — s'évar 
1 

nouit, soit qu'on le prenne en ou en —. Par con-

séquent les trois racines de l'équation font réelles, & 

de plus les deux dernières font égales entr'elles. Ces 

trois racines, pour le cas où le dernier terme q est 

affecté du signe -K font .r = 21}^ !,#=—.. 

\^—~, x =—
 q

-\ & pour le cas où le 
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dernier terme q est affecté du signe —, les racines font 

240. SUPPOSONS toujours l'équation AT'—px^ 

q=o, mais qu'on ait maintenant^-Alors 
4 *7 

la quantité radicale \r f— 1~\ devient ima» 
~ »- 4 *7 J 

ginaire ; les deux quantitésg & h font aussi imaginaires, 

séparément, puisque chacune d'elles renferme dans 

son expression une partie imaginaire qui rend le tout 

imaginaire. Cependant, on ne doit pas conclure pour 

cela qu'aucune des racines de l'équation soit imagi-

naire ; elles font au contraire toutes les trois réelles. 

Voici l'un des moyens par lesquels on s'en est con-

vaincu. 

241. REPRÉSENTONS, pour abréger le calcul,la 

quantité radicale imaginaire, J/
//

''£~ ^"]* 

o«J/^[(^l-^.)x-J. par]/_**,ou 

i \f— ï, k étant une quantité réelle == —' 

1 ; représentons de plus le dernier terme ±î> 
4 

de l'équation , par 2/, en nous souvenant que quand 

q sera précédé du signe—, tous les termes où /'sí 

trouve élevé à des puissances impaires , devront chan-

ger de signes. On aura(2 ̂ ),g=x\/ [—f-\~ iy —1]» 
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iss^f—/—k V—1 ]. Par conséquent les trois 

racines de l'équation seront, 

ì**Ví-f+kis— 1 i+V í-f-w—tl, 

242. CELA posé, tirons par la mérhode de l'ar-

ticle 132 , les racines cubes des deux binomes—f-h 
V\s—1,—f—k\/—i,en suites infinies; nous 

trouverons, en regardant—/comme le premier 

• terme de chacun de ces binomes, ou en supposant 

(A) J^[_/-M
V
/-I]=-/M. 

5 

£4 

81 

us 1 hW- 154/ 

719 6^61 

M3 

- &c; 

(
B) Ví-s-V-i]=-/T 

-h — 

3 

10/" k* 

9 81 
!_+ i 

J^f*k
!

\/—1 rus 
7'-9„ éjél 

*43 

- &C. 
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Donc, en ajoutant ensemble ces deux équationí 

membre à membre , pour avoir la première racine, 

& observant que dans le second membre les termes 

qui contiennent Xr — i, se détruisent par l'oppositioij 

des signes, on aura 

* = —2/J h 
»4Î 

6J6I 
•&C, 

expression dans laquelle il n'entre point d'imaginaires; 

& qui est par conséquent réelle. Gette expression est la 

même chose que celle-ci, 

xsss——x\ —I 1 . u&c , 

qui est d'un usage commode dans la pratique. 

243. POUR trouver les deux autres racines, mul-

tiplions chacune des équationá (A) & ( B ), par 

"]/—3 ; & observons que pour le produit particu-

lier ( }f— 1 ) x ( "[/— 3 ), on doit prendre —]/j '> 

car si l'on a un produit tel que ( |/—A)x (]/—B), 

il est clair qu'à cause de ]/—A = ]/A.]/—it 

de J/"—B—\/B. ]/"—1, de]/^x]/B=]/^B. 

«5c de (]/—i)x(]/ — 1 )==—1, on a (}/--A)x 

(]/—B,)=—]/AB. On trouvera les deux équa-

tions , 

cc) a/_
3
)xj^-/+v-i]=-/v--2 
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81 

10/ v hW—i 
Ar ' 

243 

I54/~"^*V— 3 

22/ * kt v, 
7%9 

6561 
-h &c; 

(D) (V-3)xlK[~/-V~i]=-/V-3 

/ W—3 

3 ? 
1 f 

,0/ 5 kW~ 3 

81 

243 

iHf"~^V—3 
&c. 

719 

Retranchant l'équation (D) de l'équation (C); 

on aura, 

(E)
 (
/_

3)
><(l/[_/H-V-

I
]_

L
K[-/-V--i]) 

2/ ' ^Vî^^ _ï°/
 7

^v/3 

3 

_44/"""~fc;»/3 

72? 
4- &c, 

équation dans le second membre de laquelle il n'entre 

point d'imaginaires. 

Maintenant, ramassons toutes les parties qui doivent 

former les valeurs des deux racines cherchées ; nous 

aurons pour ces racines, 
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i i 

9 243 

&c); 

6561 ,
 V 3 

72.9 

Í » t 

if Tk* 10f 5 K 
-f" ■ 

*43 

<5
5
6l / \ 3 

81 725 

■+-&C. 

expressions dans lesquelles il n'y a point d'imaginaires, 

On peut mettre ces expressions fous des formes ana-

logues à celles qu'on a données à la première racine. 

On voit que les trois valeurs de x font exprimées 

par des suites infinies. Mais ces suites étant conver-

gentes , parce qu'on a supposé f^>k; si l'on prend 

un certain nombre de leurs premiers termes, on 

aura les racines de l'équation , d'une manière appro-

chée. 

244. Si on avoit k il saudroit, en tirant la 

racine cube du binome —f+k]/—1, comme il a été 

prescrite 132), regarder le terme—I ,.com-

ine le premier. Alors, en faisant des calculs entière-

ment semblables à ceux des trois derniers articles ; # 
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ii i t 

tonsidérantque (kj/— i)'=kí(\/— iy=k> x 
t t t t 2 

(_i/=À> ]/(— i)W
7
^/— i, que 1/= 

í x c]/— i ;
T x (— i >ï=*T x i/— I=F x 

^ j que (ii/—-ï) x (y—i y = 

(jA- O
7 x V— i = -—£

T
]/—-i ; que 

(ftf— if ̂ Èçy^lffxÇ x (j/—ï)' X 

i=Fx (—j/— i)x(l/— 0=*' ; &c : 

on trouvera que les trois racines font exprimées 

commç il fuit, 

*=-+- — -—2—4 — 

&c; 
s 

8i 

—il 
44* J/ 

719 

loi 308^ W3 - "N 
T —

 &
c y; 243 Ó56I 
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9 243 (",6t 

— &c); 

suites convergentes , & composées de parties réelles. 

Si on avoit k=f
}
 les suites, prises de l'une ou 

de l'autre manière, convergeroient encore, mais plus 

lentement. 

CONCLUONS des quatre derniers articles, que 
_ j 

fi dans l'équation JC 
5
 -— px q — O * on a > 

— ; les trois racines font réelles & inégales entr'elles, 
4 

La forme fous laquelle elles se présentent d'abord 

contient des imaginaires ; mais, en développant leurs 

expressions, les parties imaginaires s'ánéantiflènt réci-

proquement par l'opposition des signes ; & le résultat 

de chaque assemblage forme une quantité réelle. On 

n'a pas encore pu exprimer en général ces racines pat 

des formules finies qui ne contiennent point d'imagi-

naires ; & c'est ce qui a fait donner à ce cas le nom 

de cas irrèdutlìble du troisième degré. 

246. JE mets à la conclusion de l'article précédent 

la condition en général, parce qu'il y a des équations 

particulières de la forme x*—-px+ q = 0, où l'on a 

— > —, & où cependant les racines peuvent et» 
17 4 

représentées par des expressions finies, débarrassées 

d'imaginaires. Cela arrive lorsque les parties de la 

racine) 
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racine, comprises sous les radicaux cubes, sont des 

cubes parfaits. Alors, en tirant les racines, les parties 

imaginaires se détruisent par l'oppoíìtion des signes. 

On trouvera ( Chap. XVH ) la méthode pour extraire 

ces sortes de racines. Le cas irréductible , proprement 

dit, a lieu lorsque les trois racines de l'équation sont 

réelles, inégales & incommensurables. 

24.7. ON voit que la théorie précédente embraíTè 

la résolution des équations du troisième degré dans tous 

les cas qui peuvent se présenter. Elle s'étend encore 

aux équations de la forme uin-\-aux" -\-bun -\-c~o. 

Car, en faisant ít
n
=í, on a la transformée r'H-slí

3
-^ 

bt+c—o, qui est du troisième degré. Connoissant t, 

on connoîtra auûì u , puisque u — t"=l^/t. 

Il ne nous reste plus qu'à faire f application de cette 

théorie à quelques exemples. 

PROBLÈME I. 

24.8. UN homme place poo
tt
 dans un commerce; 

au bout de trois ans il retire 10 85^ .• on demande à 

combien pour 100 je monte le gain qu'il a fait ? 

Soit u le gain cherché. Il est clair que le gain rap-

porté par les ^oo
1
* au bout de la première année, fera 

le quatrième terme d'une proportion dont JOO, u, 8c 

SOo sont les trois premiers. Ce gain fera donc exprimé 

io—' ^ P
ar con

*
eí

î
uent

 '
a
 i°

mm
e qui revient à 

notre Commerçant, à la fin de la première année, est 

P 
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-, ou poox çooH—'- , oupoox '■—. Semblablement1 

IOO 100 * 

la somme qui lui revient au bout de la seconde année, 

ioo-H-u 
est(poo 

100 -) 
x ; celle qui lui revient 

au bout de la troisième année est ^poox—~^íij 

x 1 x ■ . Or, par hypothele, cette der-
100 * ICO 

nière somme doit être 1085). Ainsi on a l'équation, 

((poox )x ): 
W 100 * 100 / 

ioo-4-u 
: io8p,qui 

se réduit à ( 100+")*=I2IOOOO. Donc, si l'on sup-

pose ioo-f-K=s, on aura í5=l 21 oooo, équation qui 

se rapporte à celle de l'article 228 , en faisant c=— 

1210000. Tirons la racine cube de part & d'autre; 

nous aurons í= io6\ 5 6, à très-peu de chose près. 

Donc, u — 6, $6 * sensiblement. Si l'on évalue 

( Arith. 103 ) la fraction décimale o, 76, en íbls& 

deniers, on trouvera qu'elle vaut 11s 2^j. Ainsi 

le gain que le Commerçant a fait, se monte, pour 

JOO
h

, à 6
tt

 1 i
s
2^f, à peu de chose près. Ç. Q. F.T. 

PROBLÈME II. 

24p. UN- homme place oooH
 dans un commerces 

au bout de trois ans ìl retire une quantité d'argent 

telle qu'en l'ajoutant avec celle qui lui reviendroit & 

la fin de la première année, on auroit 2400" pour 

somme : trouver à combien pour 100 se monte le g&m 

qu'il a fait ? 
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Soit u le gain cherché. En raisonnant comme dans 

le problême précédenc, on voit que la quantité d'ar-

gent, due au Commerçant, à la fin' de la première 

_ s>ocx (100 -4- u) 

année , est ; & que la quantité due à la 
100 

, , . -
r

v .
 a

 í>oox(ioo-f-u)î 
lin de la troisième annee, est . Ainsi 

1000000 

on aura, par les conditions du problème, — 
1000000 

9oox(ioo-Hu) 
H ; =2400. 

IOO 

Soit ioo+ii=ar. On aura , après les réductions, 

8000000 
x'4-10000-sr = 0, équation qui se rap-

! ■ 5 

porte à la formule x' -ì-px-i-q—o, de l'article 234, 

.r 8000000 
en taiíant10000 , q= . Et comme 

., la quantité p est ici positive, il s'ensuit (238) que 

lequation n'a qu'une feule racine réelle , & que les 

deux autres font imaginaires. En substituant à la place 

àzpÒcq, leurs valeurs numériques dans l'expression 

générale de x, trouvée à la fin de l'article 237, on 

aura pour la racine réelle cherchée, 

1 if 4000000 I^OOOOO „ 49 -, 

"¥ r~ 4000000 1000000 41) "r 

—yj) 
Or, la racine quarrée de la fraction ~ est 4,0414, 

a
 peu de chose près. La première partie de x fera donc 

Pij 
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, c'est-à-dire, 138, pir, à peu d
e V 

r 41400 
^—, c'est-

à-dire, —23, p86,à peu près. Donc, x=i 14,5251, 

sensiblement. Ainsi, à cause de ioo+u=x, on aura 

K=j4,p2p. Evaluant la fraction décimale 0,925 

en sols & deniers , on trouvera qu'elle vaut 18
s

 6<*>^, 

Par conséquent enfin , le gain que le Commerçant a 

sait se monte, pour ioo
n

, à 14** i8
s
 6

a
* fj, sensi-

blement. C. Q. F. T. 

PROBLÈME III. 

2j"0. TROU FER un nombre dont le cube ajouté 01c 

le produit du même nombre par 4^, donne 100 pair 

somme ? 

Soit x le nombre cherché. On aura l'équation 

# -4-4C x—ioo, ou bien, x^-^-^x—ioo=o> 

qui se rapporte à la formule x -\-px-\-q=0, en 

faisant p=q$ , q =— IOO. Cette équation (238) 

a une racine réelle, & les deux autres imaginaires. En 

la soumettant à la formule générale de l'article 2j|. 

& mettant à la place des quantités littérales leurs valeurs 

numériques , on trouvera, 

C. Q. F. T. 

PROBLÈME IV. 

2 Ci. LES conditions d'un problême ayant meni i 

t équation t* ~{- 12 t
2
-h 601 -f-103 = O ; il s'agù ^ 

la résoudre, ou de trouver ïinconnue t.
? 
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Je commence par faire difparoître ( 23 2 ) le second 

terme de cette équation, en faisant t =x—4. Par-la, 

j'ai la transformée x^izx—9 = o, qui se rapporte 

à la formule xî-+px—q = o, p étant= 12, q =9-

Cetteéquation n'a qu'une racine réelle, qui est (235), 

Retranchant 4 de cette racine, on aura la valeur de 

f, C. Q. F. T. 

PROBLÈME V. 

2j"2. RÉSOUDRE ï'équation t' + 6t2 — iSc-j-» 
10=0? ... 

Commençons par faire évanouir le second terme 

de cette équation, en supposant t—x—2 ; nous 

aurons la transformée x5 — 30x-f-6~2=:0, qui se rap-

porte à la formule xJ—px-\-q — 0. Et comme on a 

ici— < , il s'ensuit s 240 ), que les trois racines 
* ^7 

de l'équation font réelles. Je cherche la valeur de 

l'une d'elles par la formule approchée de l'article 242. 

Cette formule est, 

zs , k* ick* if4 ib* 
x — - x ( 1 {- — 

+ &c). 

Or, nous avonsici/=~ =3 i,/-==p6'i,íz=3p. 

D'où l'on voit que la formule converge rapidement. 

Ainsi, on peut se contenter de prendre ses trois pre-

P iij 
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miers termes ; & alors on aura, après quelques réduc-

tions, x — , cest-à-

dire, en mettant à la place des grandeurs littérales leurs 

valeurs numériques, x — — 6,311. 

Les deux autres racines de l'équation peuvent se 

trouver par les formules de l'article 24.3. Mais il est 

plus commode dans la pratique de faire servir à cette 

recherche la racine déja trouvée ; opération qui con-

siste à diviser l'équation x5 — 30* H-62 — o, par 

x-f-6, jxî. Par-là, on trouve le quotient**— 

6, 311 x-f-p, 828721, &le reste o, 029078231, 

qui est assez petit pour pouvoir être négligé. On aura 

donc, à peu près, 

xx—6,311*4-5, 828721 =0, 

équation du second degré , qui donne sensiblement 

ces deux racines x — 2, 7971, x=%, f 1 39. Ainsi, 

les trois valeurs de t font, à peu de chose grès, 

t==—8,311 ,í=o,727i ,t=i, rijp.C.Q.F.T. 
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CHAPITRE XI. 

Des Equations du quatrième degré. 

213..!—ÌES équations déterminées du quatrième degré, 

dont il est seulement ici question, peuvent être repré-

sentées par la formule générale , 

t4 -j-fo2, -+• ct-h d=o> 

tétant l'inconnue, a,b,c, d des quantités données, & 

réelles, positives ou négatives. 

2$ q,. QU'ON ait d'abord tout-à-la-fois, a~o, 

i=o, c=o : cette formule deviendra í44-á==o , ou 

í4=—d= dx— 1. Tirant la racine quarrée de part 

& d'autre, on auraíí=-j- y d y— 1 ; ce qui donne 

pour u deux valeurs ou racines imaginaires. Chacune 

de ces valeurs donne, en tirant encore la racine quar-

rée , deux valeurs imaginaires pour í. Ainsi l'équation 

z44-.á=o a quatre racines qui font toutes imaginaires. 

Il est en effet évident que la quatrième puissance d'une 

quantité réelle, positive ou négative, étant toujours 

positive, il n'est pas possible que cette quatrième puis-

sance, ajoutée avec une quantité positive, puisiè for-

mer une somme égale à zero. 

Si le terme d étoit précédé du signe— ; c'est-à-dire, 

fi on avoit l'équation Í
4—á=so, ou t1,=d; on trou-

veroit d'abord , en tirant la racine quarrée , « = 

Piv 

4 
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Î± ]/d; ce qui donne pour u deux valeurs réelles, 

La première de ces valeurs donne, pour t, deux valeurs 

réelles, l'une positive, l'autre négative ; mais la seconde 

donne pour t deux valeurs imaginaires. Ainsi, l'équa-

tion r
4
—d=0,a deux racines réelles, l'une positive, 

l'autre négative, & deux racines imaginaires. Soit, 

par exemple , d== 16. Les deux racines réelles de £ 

font 2 & — 2 ; & les deux racines imaginaires font 

4- 2 y— 1,&—-2 ]/— 1. 

ay r. SOIT simplement <i= o. Notre formule géné-

rale devient, t (r'+tf^+^+O^0, D'où Tondre, 

ou í=o, ou £i4-^24-&í4-c=o. Et comme cette 

dernière équation, qui est du troisième degré, & qui se 

résoud par les méthodes expliquées dans le Chapitre 

précédent, a nécessairement une racine réelle, tandis 

que les deux autres peuvent être réelles ou imaginaires; 

il s'enfuit que l'équation ~\-atì 4-èí2 4- CÍ=S 0, a 

une racine = o, une seconde racine qui est réelle,& 

deux autres qui peuvent être réelles ou imaginaires. 

256. SOIENT CL—O, C — O. La formule générale 

deviendra^ í44-fo24-d=0, équation qui se résoud 

C 214 ) par la méthode du second degré, & qui donne 

d'abord í
2
 = ^-±jj/^^-~ ís],puisí=± 

p/' £ _ _Ì
 ±

 V(~ 4) ]•
 Ainsi

 l'équation 

í44-èi:24-íí=o, a quatre racines qui font, 
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—K[-^(-f-«)]. 

Or, 1
p

. si b & d sont des quantités positives, & 

qu'on ait <^d ; ìl est clair que les quatre racines 
4 

font imaginaires. Elles le feroient également, si b & d 

etant toujours positives, on avoit — >> d, parce que 

2°. Si b de d font toutes deux négatives, l'expreffion 

radicale intérieure devient —l~ dj ; & on a 

—<^ —-—r- Les deux premières racines 

font réelles, & les deux autres font imaginaires. 

30. Si b est positive, &cd négative, les deux pre-

mières racines font réelles, les deux autres font ima-

ginaires. 

40. Si b est négative, & d positive, & qu'on ait 
Ib 
-—>á, les quatre racines font réelles ; mais si on 

4 

. ib ~ . '.. „'•- V-. . 
avoit- <^d, elles feroient toutes quatre imagi-

naires. 

257. IE n'y a que les trois cas particuliers compris 

dans les trois articles précédents qui puissent ainsi être 
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résolus, fans le secours d'aucune nouvelle régie. Je 

viens à la résolution de l'équation générale í4 + 

atì-+-bt2-\-ct-+*d=^o, sans supposer qu'aucune des 

quantités a,b, c, d soit zero. 

D'abord, je commence par faire évanouir (233) 

le second terme de cette équation ; non que cette 

préparation soit absolument nécessaire, comme nous 

le ferons observer ci-dessous ; mais parce qu'elle sim-

plifie les calculs. Ainsi je suppose t = x ~ ; ce 

qui change 1 équation í4-4-sl£5-4-&c, en celle-ci, 

(A) x*pxz-f-qx-f-r=0, 

en prenant p-. J M-, *==--,-

ab 

a2b ac 

256 16 4 

La question est donc de trouver les racines de 

l'équation (A). Car si après les avoir trouvées, 011 

- - a 

retranche de chacune d'elles la quantité constante —« 

x •• 
4 

on aura auffi les valeurs de t, à cause de 1 

II est clair que les valeurs de t feront réelles ou imagi-

naires, selon que celles de x feront réelles ou imagv 

naires. 

2c8. METTONS f équation (A) fous cette forme 

x + = -~-px*—qx—r. Ensuite ajoutons de part & 

d'autre la quantité 2A-2f-r-^ ( ? étant une nouvelle 

inconnue) ; nous aurons, 
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(B) x4-\-2xíï~\-12 = (2'(—p) x2—(p* ■+" ?* "~ r, 

équation dont le premier membre est le quarré du 

binome x2-}-£. Comme l'inconnue f est arbitraire, 

nous pouvons faire en forte que le second membre 

de l'équation ( B ) devienne auíîi un quarré ; il faudra 

pour cela qu'on ait —qx = 2X y\ 2?—P)X 

|/( ?2—r) ; car si l'on regarde le trinôme quelconque 

A-ì-B -i- C, comme un quarré; l'un des termes, par 

exemple B doit être = 2 L'équation partielle 

—qx = 2x]/( 21—p) . ]/(lz — r ) donne, ( en 

divisant tout par x, supposant 2\—p —s, ou f==3 

, faisant disparoître les radicaux, & ordonnant 

par rapport à J)> 

(C) s* -\-2ps*-\*{pp— 4r)í — qq=o, 

équation que je nomme auxiliaire, &qui n'étant que 

du troisième degré, donnera la valeur de s, par les 

méthodes du Chapitre précédent. Ainsi nous pouvons 

regarder s comme connue. 

2y<?. MAINTENANT, le trinôme (2? — p)x* — 

—r) qui forme le second membre de l'équa-

tion (B ) étant assujetti à la condition d'être un quarré, 

en vertu de l'équation —<p= 2x\/{2% — p)x 

V (?2—■* ) ; & la racine de ce quarré étant J~ 

(4/(2?—-jO-f-jA?2—»•)), oubien+^x]/ (2%--p) 

— ;— ^ : l'équation (B ) donnera, ( en tir 
*V/(H—p) ' ' 

rastt la racine quarrée de chaque membre ), x!-f^=±' 
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( x ]/ ( 2%—p ) — —-— ) , ou bien ( en met 

tant pour £ sa valeur ?~*~-
s
-

s
\, x

1
-^-^-

1 ' 2 

Cx\/s — —-—V équation qui renferme ces deux-ci: 

xí — xyrs= ■ 

xJ-j-*l/j
=

-

Résolvant ces deux équations qui font du second 

degré, & qui dorment chacune deux valeurs de x, 

on aura les quatre valeurs de x, 

_p__ J_ ?_ 

2 2 2 y/s 

P
 r

 , ? 

X: 
2 

x
~ _ |/T —H- ■—y-] ! 

2 f . . . *» 4 2 1^1 J 

valeurs qui font les quatre racines de l'équation■#*<+■ 

px2 -+■ çx -4- r=o. 

260. CES racines contenant deux à deux les mê-

mes parties radicales du second degré ; if est évident 

que fi la première racine est réelle ou imaginaire, (à 

seconde sera également réelle ou imaginaire ; & <lue 

fi pareillement la troisième racine est réelle ou ima-

ginaire, la quatrième sera aussi réelle ou imaginai' 
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Ainsi, en général, dans toute équation du quatrième 

degré, les quatre racines font réelles ou imaginaires, 

ou deux font réelles, tandis que les deux autres font 

imaginaires. Il n'y a pas d'autre combinaison possible 

à cet égard. 

261. LA même méthode peut servir à résoudre les 

équations du quatrième degré , fans faire évanouir le 

second terme. Car soit l'équation générale t*~+-atì -4-

tV + et -4- d —o ; & qu'on la mette sous cette forme, 

i4-)-aí5=—è Í 2 — et—d. 

a2t2 

En ajoutant de part & d'autre r-2í
2£-f* 

ííf-r-Ç
2
 , on aura l'équation ^ t

2
-+- — 4- £ ^

2

 ==? 

(
a% . 

2?
_}__ b\t2-^-(ai — c)t-^~ií — d, dont le 

second membre devient un quarré parfait, en faisant 

: -
t
 — =V(U— à). Ce qui pro-

*?-»- — b) 

duit une équation auxiliaire analogue à l'équation (C). 

Mais, pour la simplicité des résultats, je continuerai 

de supposer que 1 équation a été d'abord délivrée de 

son second terme. 

262. PVEVENONS donc aux formules de l'art. 2jp. 

Il se présente à ce sujet une difficulté. Comme l'équa-

tion auxiliaire (C) qui donne la valeur de Í, est du 

troisième degré , & qu'elle a par conséquent trois 

racines ; on demandera quelle est celle de ces trois 
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valeurs , qu'il convient d'employer dans les quatre 

valeurs de x ? Je répons qu'on peut employer indiffé-

remment celle qu'on voudra , & qu'on obtiendra dans 

tous les cas les mêmes valeurs pour x. Mais cela a 

besoin d'être démontré. 

265. D'ABORD , il y a un moyen bien limple dans 

la spéculation, de s'aflurer íî en effet les trois racines 

de s donnent les mêmes valeurs pour x ; c'est de cher-

cher , par les méthodes du Chapitre précédent, les 

trois valeurs de s, de les substituer ensuite successive-

ment dans chacune des quatre valeurs de x, & d'exa-

miner si les douze valeurs qui résulteront pour x, ne 

se réduiront pas à quatre. Mais ce moyen paroît 

comme impraticable, par la longueur des calculs qu'il 

exige. En voici un autre plus expéditif qui conduit au 

même but. 

264. PRENONS trois nouvelles lettres Z, m, w, 

telles que l'on ait, 1= ^ , m = ̂ ^j^— — 

_JL L_J,„
=

L^r__1—2.+ 
1 2j/i

 J
 't. 4 1 

W* 
Les quatre valeurs de x seront en conséquence, 

x=d-+-m , x—l—m, xa=3—Z-f-n, x=f—/—n. 

Ainsi , si l'on multiplie ensemble les quatre quantités 

x—l — m, x — Z + x-4-Z—n, x-\-l-k-n, & 

qu'on égale le produit àzero, on formera l'équation > 
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(D) x*—2l2sx2— aZm1 )x4-Z4 

— mz ) -4-2/n1 C —Z2m2 

— nJ J —l2n2 

f_ 4- m2n2 

qui doit être la même que l'équation proposée, x*-+> 

px*-\-qx-±-r = o. 

Donc, en égalant entr'elles ces deux équations ter-

me à terme, on aura, p=—2Z
2—m

2—n
2
, j= 

—2Ìm2-\-2ln2 , r=Z4—l2m2 — Z2/22'4-7?22n2. 

Substituons ces valeurs de p, q, r dans l'équation 

auxiliaire (C); elle deviendra, 

(E) j' — 4Z2 ss2-+-8l2m2 ~) 

— 2m
2ì ~\-8l

2n2
 f 

—2n
2
t -f-m

+
 \s—^l

2
(n

2
—-m.

2
)
2
=o. 

H-n* k 

— 2m2nï J 

Cela posé , feignons qu'on ait une équation du 

troisième degré, résultante du produit (s —M) x 

U—N) x (s—P) =0, M, N, P étant les trois 

Peines de cette équation. En effectuant les multipli-

cations indiquées, on trouvera 

(F) M-ì-N-hP)s
2
-h(MN+MP-i-NP)s-~ 

MNP=o. 

Faisons coïncider cette équation avec l'équation 

(E ), c'est à-dire, faisons en forte que ces deux équa-

tions soient identiquement les mêmes terme à terme.' 

Il faut pour cela que le dernier terme 41* (n
2
 — m*)*i, 

de l'équation (E), soit décompofaUe en trois faç^ 
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teurs qu'on puisie prendre pour M, N, P ; en forte 

que substituant ces valeurs de M, N, P dans le se-

cond & le troisième terme de l'équation (F), ces 

termes deviennent respectivement le second & le troi-

sième terme de l'équation ( E >. Or fi l'on décom-

pose* la quantité 4. /2(/ta — m2)2 en ces trois facteurs 

(n-f- m)
2

, (n—m)*, & qu'on prenne M=.^l\ 

N—( n-r-m )*■, P = ( n — m)2, la condition dont je 

viens de parler fera remplie ; car en substituant ces 

valeurs de M, N, P dans l'équation (F) , elle de-

vient identiquement terme à terme l'équation (E), 

Ainsi l'équation (E) a les trois racines Í = ^Í
S
, 

i—(n-+-m Y, s = (n — m)z. 

Maintenant, qu'on substitue celle qu'on voudra de 

ces trois valeurs dans les quatre valeurs de x ; on 

trouvera que ces quatre valeurs se réduisent toujours 

à x=l-\-m, x—l—m, x——l-+-n, x——í—n. 

C'est un calcul aisé à faire. II suit delà que si en allant 

dans un ordre inverse, on commence par déterminer 

les trois valeurs de s, & qu'on fasse successivement 

usage de chacune d'elles dans les racines de x, on ob-

tiendra dans tous les cas les mêmes expressions pour 

ces racines. 

265. Nous avons observé ( 26*0) que les racines 

d'une équation du quatrième degré font toutes rééliss, 

ou toutes imaginaires, ou deux réelles & deux imagi-

* La même quantité pent être décomposée autrement ; ro
3

-
5 

nous choisissons les fadeurs propres à faire coïncider les équan°
llS 

E) & (F). 
«aires. 
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naires-. Voyons à quels caractères on peut distinguer 

ces différents cas. 

Puisque le dernier terme de l'équation auxiliaire (C) 

i'-T-2/?j2-r- (pp—4-0*—qq — O, est toujours 

négatif (qq étant toujours positif soit qu'on prenne q 
en 4- ou —) ; il s'ensuit que cette équation a, gé-

néralement , au moins une racine réelle positive. Car, 

ou fes trois racines font réelles, ou l'une seulement 

est réelle * tandis que les deux autres font imaginaires; 

i! n'y a pas d'autre combinaison possible , comme on 

le voit par le Chapitre précédent. Or , 

i°. Lorsque les trois racines de l'équation (CM ont 

réelles , elle ne peut se rapporter ni à la forme 

(iH-«) x (í-r-£) x (s-\~y) =0
 5
 où les trois racines 

sont négatives, ni à la forme (s — «)x(j—C) x 

(j+>)=o , où il y a deux racines positives & une nés 

gative; puisque, dans l'un & l'autre cas, le dernier 

terme <*C y de l'équation est positif ; mais elle se rap-

porte soit à la forme (s—a)x (s — C) x (s—y) — o, 

qui contient trois racines positives, soit à la forme 

(î-r-ct)x (Í-T-£) X(Í—y) — o, qui contient deux 

racines négatives & une positive ; car dans l'un & 

l'autre cas., le dernier terme est —«C>. 11 n'y a pas 

d'autres combinaisons pour les racines réelles. Ainsi en 

supposant que les trois racines de l'équation (C) soient 

réelles, elles sont toutes les trois positives, ou il y en 

a une positive, & deux négatives. 

2°, Lorsque l'équation (C) a deux racines ima-

ginaires , elle peut être regardée comme le produit 

d'une équation du premier degré par une équation du 

Q 
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second dont les racines font imaginaires, & qu'on 

peut représenter par sz-i-Cs-i~y = o , la quantité y 

fì 

étant esséntieiiement positive & plus grande que —, 
' ' 4 

Alors elle ne peut pas se rapporter à la forme 

(sz-\~Çs-$-y) x (*-+-«) = o, qui contient, outre les 

deux racines imaginaires, une racine négative, puis-

que le dernier terme y a seroit positif; mais elle se 

rapporte à la forme (J
S-H-û-h>) X(Í— «)=0, 

qui contient, avec les deux racines imaginaires, une 

racine positive, & dont le dernier terme —ya est 

négatif. 

Concluons de ce détail que l'équation (C) contient 

toujours au moins une racine positive. 

266. CES principes pssés, puisque les racines de 

l'équation x* + px1 -{- &c, font toujours les mêmes, 

quelle que soit la valeur de i, qu'on substitue dans 

leurs expressions (264.) ; prenons la valeur positive 

de i, afin que |/Í soit une quantité réelle. II est clair 

que les racines de l'équation x+-+~px
z

-+- &c , seront 

réelles ou imaginaires, soit en fotalité, soit en partie, 

quand les quantités radicales J/^^ 

2V
/Í_I L 4 1 1 vs -' 

réelles ou imaginaires. Ainsi ces mêmes racines peu-

vent être rapportées généralement à l'un des systèmes 

suivants, où g , h , k font des quantités réelles, 
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I. 

II. < 

x,=.-\-g-\- h 

x = -i-g~h 

x =—g-f- k 

x — -\-g-+-h]/—-l 

x = <-f-g— h]/—i 

quatre racines réelles. 

x ■ ■kV-

quatre racines ima-

ginaires. 

III.-

IV. « 

deux racines réelles, 

& deux racines 

imaginaires. 

r encore deux racines 

réelles , & deux 

imaginaires. 

S 
x=—g-

x = -+*g-hk, 

x = ~hg— h, 

x=
- — g-M j/-

x =—g— k}/— l
3 

x = -f-g-+- h]/— tj 

x^+g — hlA—i. 

x==—g-hk, 

x
——g — k, 

267. DANS le premier système où les quatre racines 

font réelles, les quantités que nous avons nommées 

km, n dans l'article 264, font g, h, k respective-

ment ; & on voit que l'équation (E) a ses trois racines 

re'elles. Ainsi l'équation (C) ou (E) se rapporte alors 

en général ( 24.0 ), au cas irréductible. Concluons dans 

i'ordre inverse qu'une équation du quatrième degré , 

dont toutes les racines font réelles, ne peut être réso-

lue généralement, qu'à l'aide d'une équation du troi-

sième, qui tombe dans le cas irréductible, ou dont les 

racines ne sont aflignables sous une forme réelle & 

finie, que dans certains cas particuliers. 
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2Ó8. DANS !e second système où les quatre racines 

de x font imaginaires, on a l — g, m = h]/—j, 

n — k \/— i. Donc l2 = g2, m2 == —• A2, Zm2=— 

g/z2, w2=—A2, Zn2=—g£2, 712/2=—hk. En substi-

tuant pour Z2, ?72
2
, n2, m2/22, Zm2, Zn2, leurs valeurs,dans 

l'équation ( D ), on aura une équation, telle que le 

multiplicateur de xz, celui de x, & le dernier terme 

de l'équation, font des quantités réelles : condition 

qui doit toujours avoir lieu, parce qu'on suppose que 

dans l'équation x*~\~pxz-i-qx-ì-r=:0, les quantités 

p, q, r font réelles. De plus, les trois valeurs qui 

résultent alors pour s, en vertu de l'équation (E ), font 

aulìì des quantités réelles. Ainsi l'équation (C) tombe 

encore en général dans le cas irréductible. Par consé-

quent , une équation du quatrième degré , dont les 

racines font imaginaires, demande pour fa résolution 

générale une équation du troisième degré, qui ap-

partient au cas irréductible. 

269. DANS le troisième & le quatrième système, 

où l'équation x4-\-px24-&c, a deux racines réelles, 

& deux racines imaginaires ; on a Z=g,m=/í, 

n =£]/—1, Z2=g2, m2 = ^2 , 722 =—kz , mn = 

hk \f— 1, m2722 = — hzkz, lmz = ghz, lnz = —$?\ 

ou bien , Z = g, m.=3 Ti — 1 , n = k , Z2 =g2> 

m2 —— hz , nz = kz , mn = kh ]/— 1 , mznz = — 

kzh2, lmz = — g/z2, lnz = gkz. En substituant pour 

Z
2

, in2, n2, mínz ,1m1, In2, leurs valeurs dans l'équation 

(D), on trouvera, pour l'un & l'autre cas, que les 

valeurs de p , q , r font des quantités réelles. Mais des 

trois valeurs de s, données par l'équation {E), une 
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seule est réelle ; les deux autres font imaginaires. Ainsi 

une équation du quatrième degré, qui a deux racines 

réelles & deux racines imaginaires , est résoluble à 

l'aide d'une équation du troisième degré , qui a une 

feule racine réelle, exprimable en termes finis ( 23 j). 

270. LES deux cas où les racines de l'équation font 

toutes quatre réelles, ou toutes quatre imaginaires, 

produisant également en général une équation auxi-

liaire qui se rapporte au cas irréductible ; il nous reste 

encore à déterminer quelque caractère particulier qui 

apprenne à distinguer ces deux cas l'un de l'autre. 

Reprenons dans cette vue les trois valeurs de s, 

données par l'équation (E), lesquelles sont (254), 

s=4Ìï
J
 s-(n-ì-m)2, s = (n—m)2. Or, 

1°. Lorsque les quatre racines de 1 équation x^-f-

pjí2 + &c, font réelles, on a l=g, m=h, n—í. 

Donc alors les trois racines de l'équation ( E} ou 

(C) font positives. 

2°. Supposons que les quatre racines de l'équation 

4- px2 -4- &c, soient imaginaires ; & par consé-

quent l=g, m=h\/—1, n = k]/—1. Alors on a 
î==4ga» s==—h2 — 2kh — k2 = — (h~i-k)2, 

s=z — h2-ìr2kh — k2=—(h — k}2. Ainsi l'équation 

(E) ou ( C) n'a qu'une feule racine positive , & les 

deux autres font négatives. 

Nous apprendrons dans la fuite à distinguer'par la 

combinaison des signes des termes d'une équation 

quelconque qui ne contient que des racines réelles, 

combien elle en contient de positives ou de néga-

tives. • ; . 

Q i'j 
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271. LES expressions générales que nous avoní 

trouvées ( 2J0 ) des quatre racines de l'équation 

x^~\-px1'-i-qx-\-r=^=:0, comprennent tous les cas 

possibles, c'est-à-dire qu'elles donneront les racines de 

l'équation, quelques valeurs qu'on attribue aux quan-

tités p, q, r. Supposons par exemple <? = 0 ; ce qui re-

vient au cas de f article 256. Alors l'équation auxiliaire 

(C ) donne Í=O ; & comme (2J8) on a toujours en 

fuit que les quatre valeurs de x seront 

*=+K[-f-K(^—)]' 

formules qui reviennent à celles de l'article 256. 

272. EXAMINONS encore un cas particulier. Sup-

posons que la quantité radicale ~— 

_^].-K[-r-f+i/((V> 
*~1 Y} ' s'évanouiíîe. Les deux premières racines de 

l'équation T
4
H-^*

2
 + qx~+-r = o, deviendront éga-
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les; & 011 aara par hypothèse, j^^^ —•+! 

V (C P + ^ )2 — 01 ==z° *
ou

 k*
en

 '
en

 "ÍUftrraat, 

transposant, quarrant & dégageant s ), s —. . . . 

—ip± v/(4PP-r-48r) 
. . On trouveroJt la meme equa-

3 

tion , lì l'on supposoit que la quantité radicale 

]/ \ — ■ — -f- —-—I qui entre dans les 

deux dernières racines de x fût zero. Ainsi les valeurs 

de s, indiquées par le double signe, íerviront pour les 

deux cas. Mais d'un autre côté, la valeur de Í qu'on 

tirera de l'équation auxiliaire (C), a toujours lieu. 

U faut donc que cette valeur coïncide avec celle qui 

résulte de l'hypothèfe que Tune ou l'autre des deux 

quantités radicales proposées s'évanouisse ; ce qui pro-

duira entre p, q, r une équation de condition qui 

contiendra la relation que ces quantités doivent avoir 

entr'elles , pour que l'hypothèfe dont il s'agit soit 

admissible. 

NOUS donnerons dans la fuite une méthode facile 

pour trouver les racines égales qui peuvent être con-

tenues dans une équation d'un degré quelconque. 

273. REVENONS à la résolution générale des équa-

tions du quatrième degré, & réduisons-la brièvement 
1 en maximes pour la commodité de la pratique. 

Lorsque vous avez à résoudre une équation du 

quatrième degré, telle que x*-+-pxz-+-qx-ì-<r~o , 

<jui n'a point de second terme, 011 qui provient d'une 

Qiv 
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équation dont on a commencé à faire évanouir le 

second terme au moyen de la transformation indi-

quée (233): 

i°, Formez l'équation auxiliaire < C) s
t
-^-2ps

l
-\. 

C P" — ̂ r) s — ;q = o , laquelle a toujours au moitís 

une racine positive (26$ ). 

2". Chaflez le second terme de cette équation, et! 

supposant Í=U — —— ; ce qui vous donnera une 

transformée de cette efpece uì-+-p'u-^-q' = 0
)
 dans 

laquelle on a p'= 4#> q'=-
i7 

8F 

3 

Si cette équation n'a qu'une feule racine réelle, ce 

qui arrive (238) lorsque p' est uue quantité positive, 

P'3 ?V 
ou lorsque p' étant négative, on a «< ■: 

17 4 

l'équation proposée x 4 + 1
 -H &c a deux racines 

réelles & deux racines imaginaires. 

Si la même équation en H a ses trois racines réelles, 

ce qui arrive (235? & 240) lorsque p' est une quantité 

i , , p'3 q'q' . 
négative & qu on a de plus _ : les racines 

de l'équation x4 ■+-pxí-\-ëcc font toutes quatre réelles 

ou toutes quatre imaginaires. Le premier cas a lieu 

lorsque les trois racines de l'équation en s font posi-

tives , & le second, lorsque l'une seulement des racines 

de la même équation est positive, & les deux autres 

négatives. 
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y. Déterminez l'une des trois racines positives 

de l'équation en s, ou la feule racine positive de la 

même équation. En représentant cette racine par -W» 

ptenez 

^jíL + iXs-- 1 M, 
1 K L 4 z zy's -I 

a r L. 4 a ay' Í _l 

»=_^ - - --+-7-T 
a ' L 4 a ayíJ 

Ces formules feront les quatre racines de l'équation 

proposée x*~'r-px2-\~qx-r-r = o. Faifons-en quel-

ques applications. 

PROBLÈME í. 

274. RÉSOUDRJS l'équation t*-r-4 t'~r-3 t2-+-3=0? 

Je commence par délivrer l'équation de son second 

terme, en supposant í = x — 1 ; ce qui me donne la 

transformée x+ — 3 x2 <+■ 2 x 3 = o. 

On a donc
 J

p = — 3 , 5 = 2, r — 3 ; & l'équation 

eniesti5 — 6s2—3 s—4=0. 

L'équation en « est M
3 — Ï y u—26 = 0. 

Cette équation n'a ( 23 8 ) qu'une feule racine réelle; 

& par conséquent l'équation x*—3 ,rz--r-&c, a deux 

racines réelles & deux racines imaginaires. La valeur 

réelle de u est (23y), 

«=]/[
 I3 +

 ] + Yl 13 — v/441 
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Dpnc, à cause des —u-\-2 , nous aurons, ]/s=s 

Ví2 -h ¥( i 3 H- 44> + V(1
3 ~ V44

5
]• 

Substituant cette valeur de J/^ dans les quatre ex-

pressions générales de x, données à la fin de l'article pré-

cédent , on aura les quatre racines de l'équation .r4— 

3X2 -H&c. On trouvera par le calcul, ce qu'on fait 

déja, que deux de ces racines font réelles, & que les 

deux autres font imaginaires. Connoissant les valeurs 

de x, on aura aussi celles de t, puisque t = x—t. On 

voit que des quatre valeurs de t, deux font réelles, & 

les deux autres imaginaires. 

Comme en exécutant littéralement les opérations 

que je viens d'indiquer, les expressions qu'on obtien-

droit pour x & t, seroient sort chargées de radicaux, 

& que dans la pratique du calcul, les quantités radicales 

doivent être évaluées en nombres rationnels qui en 

approchent ; mettons d'abord la valeur de u fous une 

forme rationnelle. La quantité 1/44, ou 2J/11— 

6, 6332, à peu de chose près. Donc 13-r-]/^— 

íio, 633 2, dont la racine cube est à peu près 2,6978; 

& 1 Ì —1/44 = 6, 3 66%
 J
 dont la racine cube est à 

peu près, 1, 8j 34. Ainsi on aura u=]/ó, 5712= 

2*5596, sensiblement. Par conséquent les quatre 

valeurs de x seront, 

x=+1,2798 -+-]/— o, J28y, 

x=-4-i,27o8—]/—o, 5:285, 

x——1,2798-1-j/o, 2f 29 , 

X = I , 2798 j/'o, 2)"2>. 

Les deux premières racines font imaginaires, &ks 

SCD LYON 1



CHAPITRE XI. 2f f 

deux autres font réelles. L'une de ces deux dernières 

est — o, 777, l'autre — ï, 7826. 

En retranchant 1 de chacune des valeurs de x, on 

aura les valeurs de f. Ainsi les deux valeurs réelles de t 

sont,àpeudechossprès,r==—i>777>í=—2,7 826. 

C.Q.F. T. 

PROBLÈME II. 

27s. RÉSOUDRE V'équation x4 — "l2X
î—8x-H 

2=0? 

Cette équation est délivrée de son second terme ; 

&ona/> = — 12, q — — 8, r =2. L'équation en 

jest, s
ì — 24, Í1 4- 15 6 s — 64= o. L'équation en 

a est, «' — 56 u = o. D'où l'on tire ces trois racines 

réelles, u = o, u=-\-]/ $6, u — — Y56. 

Ainsi les racines de l'équation proposée x4 — 

12x2—-&c, sont toutes quatre réelles, ou toutes 

quatre imaginaires. C'est le premier cas qui a lieu, 

parce que les trois valeurs de s sont positives, 

à cause de s = u 8. Employons la première 

valeur de u , c'est - à - dire, prenons u=o ; nous 

aurons 5=1/4-8 = 8 , & \/s=]/S = 2]/2. 

Substituant cette valeur de s dans les expressions géné-

rales de x, de l'article 273 , on aura, pour les quatre 

racines de notre équation, 

x = 1/2 + J/X 4-h , 
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C. Q. F. T. 

Dans cet exemple, le dernier «srme de 1 équation 

en u s'est évanoui fortuitement. Mais en général si 

cette équation a son dernier terme, & qu'elle ait tou-

jours ses trois racines réelles, on trouvera ces racines, 

au moins par approximation, à l'aide des articles 242, 

243 & 244. 

PROBLÈME III. 

276". RÉSOUDRE íéquation x4 — fíx1-J-4X + 

23 =0? 

Cette équation n'a point de second terme ; & on 

a p =—6, q = 4, r=23. L'équation en s est J5— 

II2 s2 —. 56 s — 16 = o. L'équation en u est «' — 

.104U'—368 = 0. 

Cette équation a ses trois racines réelles ( 240 ). 

Par conséquent les racines de l'équation proposée 

x*— 6x2-+- &c, sont toutes quatre réelles, ou toutes 

quatre imaginaires. C'est le second cas qui a lieu, 

parce que l'équation en s n'a qu'une valeur positive 

& deux négatives. Le problême qui auroit conduit 

à l'équation x4—6x2-\-Síc, renfermerait donc des 

absurdités dans ses conditions. Je me dispense d'écrire 

les valeurs de x, parce que ces valeurs, imaginaires , 

font fort chargées de radicaux. 
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CHAPITRE XII. 

Considérations générales fur la nature 

des Equations de tous les degrés. 

277. V^/ u E L Q u £ s efforts qu'on ait faits pour per-

fectionner l'Algébre, on n'a pu parvenir jusqu'ici à 

résoudre généralement que les équations des quatre 

premiers degrés ; encore même, la méthode pour les 

équations du troisième & du quatrième degré a-t-elle 

['inconvénient de ne pas donner les racines fous une' 

forme finie, lorsque l'équation du troisième degré, 

qu'il faut réfoudre, comme objet principal ou secon-

daire, appartient proprement au cas irréductible. J'ai 

cru devoir expliquer d'abord, & fans interruption, 

cette branche de l'Algébre, parce qu'elle peut être 

regardée, en quelque forte, comme un tout à part. 

Voici maintenant des recherches générales fur la na-

' ture des équations de tous les degrés. Ces recherches 

1 nous frayeront le chemin pour résoudre un grand 

nombre d'équations particulières d'un ordte quelcon-
que. 

278. SOIT , entre l'inconnue x & les données a, 

"> c, a, 1 équation (x — a)x(x — b)x (x—c )x 

(*•— d) = o j c'est-à-dire , en effectuant les multi-
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plications, & ordonnant le produit final par rapport 

a x, 

— è 
< 

——c 

~di 

\ x2— abc rX~{-abcà 

~i~ac i 1 —abdS 1 

-had\ i — acd J j 

+ bcí ' —bcdi 

-hbd\ 

«+■ cd^ 

> = 0, 

Il est clair que le second membre de cette équation 

peut être zero de quatre manières différentes ; savoir, 

en supposant, ou x = a, ou x — b, ou x = c, ou 

x — d. Car dans tous les cas , on aura zero pour 

l'un des quatre facteurs x — a, x— b , x — c, x—d. 

Or, zero multipliant une quantité quelconque donne 

zero pour produit. Si l'on mettoit pour x toute autre 

valeur e ; alors aucun des facteurs e — a, e —<b,e—c, 

e — d, n'étant zero , leur produit ne seroit pas non 

plus zero. 11 y a donc dans l'équation proposée quatre 

racines ou valeurs pour x ; & ce qui caractérise ces 

racines, c'est qu'en substituant successivement chacune 

d'elles à la place de x, la totalité des termes de l'équa-

tion s'évanouit par l'opposition des signes •+•&—• 

L'équation précédente n'est que du quatrième degré; 

mais on voit bien que la même remarque s'applique a 

toutes sortes d'équations; c'est-à-dire, qu'en général 

une équation d'un degré quelconque a autant de racines 

qu'il y a d'unités dans l'exposant de la plus haute 

puissance de l'inconnue, & que chaque racine a la 
propriété de rendre , par fa substitution à la places 
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finconnue, l'assèmblage de tous les termes de l'équa-
tion égal à zero. 

Je n'ai pas besoin de faire observer qu'on ne peut 

pas supposer tout-à-la-fois pour les racines d'une 

équation, x — a = o, x— b —o, x — c=o, &c ; 

mais que ces équations particulières ont lieu feule-

ment dans le sens disjonctif. Elles sont comprises, 

comme facteurs, dans une même équation , parce que 

['Algèbre, comme nous l'avons déja observé ( 206 ), 

donne, par une même formule, non-seulement la 

solution du problême particulier qu'on peut s'être 

proposé, mais encore la solution de tous les pro-

blêmes qui ont des conditions semblables. Les diffé-

rentes' racines de l'équation satisfont à chaque condi-

tion. Ces racines peuvent différer entr'elles, par la 

quantité & par la manière d'être. 

Quelquefois on dit que les racines d'une équation 

font x=a, x= b, x-==.c , &c, ce qui donne x—a 

= o, x — b = o , x—c=o, &c ; mais cette ma-

nière de parler est une abréviation qu'il faut entendre 

dans le sens que je viens d'expliquer. 

279. DANS l'équation qui précède, toutes les racines 

font positives. L'équation suivante (x~\~a) x (x-i~b) 

*(x-hc)x(x-t-d) — o, c'est-à-dire, 

-f-a Ç x5 -+■ ab "V 1 -h abc C x+abcd \ 

H-ZA H- aç f -t-abd) f 

~h cj -\radi -\-acd ì C 1 

-r-áf -+~bc( -\-bcd^ J 

*-hcd\ 
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a toutes ses racines négatives. Ces racines font x=s 

— a,x=—b,x ——c,x=—d ; équations qu'il 

faut toujours entendre dans le sens disjonctif. 

280. IL y a des équations qui ont leurs racines en 

partie positives, en partie négatives. Telle est l'équa-

tion, 

■r'—a ( xz-\~ab ~\ x-^abc'ì 

~b) —aci C=0, 

H~c( —bc), ) 

qui a deux racines positives, savoir, x=a,x=b, & 

une racine négative, savoir x= — c. 

281. LES équations précédentes ont été regardées 

comme formées d'équations du premier degré ; & 

alors chacune d'elles contient autant de ces équations 

composantes qu'il y a d'unités dans l'expofant de son 
degré. On peut aussi regarder une équation qui passe 

le second degré, comme composée d'une ou de plu-

sieurs équations du second degré, ou du troisième,&c, 

combinées, s'il est néceíïàire, avec des équations du 

premier ; de manière que le produit de toutes ces 

équations composantes forme une équation du même 

degré que la proposée, & qui coïncida entièrement 

avec elle. En effet, lorsque l'on compose une équa-

tion par la multiplication successive de plusieurs équa-

tions du premier degré, on forme des équations du 

second degré ou du troisième, &c, qu'on peut par 

conséquent prendre pour des facteurs de la préposée. 

282. II peut arriver qu'une équation contienne des 

racines 
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racines imaginaires, & alors il s'en trouve auffi dans 

ses équations composantes. Ces sortes de racines vont 

toujours deux à deux, parce qu'on peut les regarder 

comme contenant dans leur expreffion au moins un 

radical pair placé au-devant d'une quantité négative, 

& qu'un tel radical porte essentiellement !e double 

lignes. Soit, par exemple, l'équation A-
4
—(2a—2 c) 

-f- ( aa -f- bb — \ac -f- cc ■+- dd ) x2 -j~ ( 2aac -f-

nhk — lace—2 add) x -f- {aa -4- b b) . ( cc -+- dd ) = o, 

que l'on peut regarder comme composée des deux 

e'quations du second degré, xx—2ax-\-aa-r-bl—o, 

xx-\-2cx-i-cc-+-dd=o. Chacune"de ces équations 

composantes contient deux racines imaginaires. En 

effet, la première xx—2ax-\-aa-\- bb=o , donne 

x=a^h: b \/—-1 ; & la seconde xx-j- 2cx -\- cc-+« 

ii—o, donne x=—c±á]/'—ï. 

On voit que dans l'équation résultante du produit 

de ces deux équations les coéfficients des puissances de 

l'inconnue, & le dernier terme de l'équation, font 

des quantités réelles ; les imaginaires disparoissent par 

voie d'addition & de multiplication. ïl en sera de méme 

dans l'équation (x — a).(x-+-b).(xx-^~ 2cx -h 

tt+dd)z qui est formée de deux équations du pre-

mier degré & d'une équation du second dont les racines 

font imaginaires ; ainsi" des autres. 

283. QUELLE que soit l'espèce des racines d'une 

équation, on voit en général que l'équation étant 

ordonnée par rapport à l'inconnue , & le premier. 

terme étant positif & fans autre coéfficient que l'unité, 

i°. Le premier terme de l'équation n'est autre chose 
R 
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que l'inconnue élevée à la puissance exprimée par le 

nombre des racines. 

2°. Le second terme contient l'inconnue élevée à 

une puissance moindre d'une unité, avec un coéfficieut 

égal à la somme des racines prises avec des signes 

contraires. 

3°. Le troisième terme contient l'inconnue éleve'e 

à une puissance encore moindre d'une unité, avec un 

coéfficient égal à la somme de tous les produits qu'on 

peut former, en multipliant toutes les racines deux à 

deux. 

4
0

. Le quatrième terme contient l'inconnue élevés 

à une puissance encore moindre d'une unité , avec un 

coéfficient égal à la somme des produits qu'on peut 

faire en multipliant trois à trois toutes les racines 

prises avec des signes contraires. 

Ainsi de fuite. Le dernier terme est le produit de 

toutes les racines prises avec des signes contraires. 

Tout cela est évident à l'infpection des équations 

données pour exemples dans les articles 278, 27^1 

280, 282. 

284.. ON voit aussi par-là que le nombre des termes 

d'une équation complette surpasse de l'uniré l'exposant 

de la plus haute puissance de l'inconnue, ou le nombre 

des racines. J'appelle équation complette une équation 

qui a tous ses termes ; car il peut arriver qu'une équa-

tion soit privée d'un terme, ou de plusieurs termes: 

par exemple, l'équation x* + pxz -+- qx -+- r = O, n a 

point de second terme : l'équation „v
5
~J-r=0> n'

a nl 

second, ni troisième terme. 
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On met quelquefois l'astérique * pour tenir la place 

d'un terme qui manque. 

Quant aux conditions qui privent une équation d'un 

terme ou de plusieurs termes, elles se présentent d'elles-

mêmes après ce que nous venons de dire. Une équation 

n'a point de second terme, lorsque toutes ses racines 

e'tant supposées réelles, les unes font positives , les 

autres négatives, & que la somme des racines positives 

est égale à la somme des racines négatives. Ainsi, par 

exemple > l'équation de l'article 2S0 n'aura point de 

second terme, si l'on a a-+~b = c. Une équation dont 

toutes les racines sont imaginaires, n'aura point de 

second terme si la somme des quantités réelles qui 

entrent dans les expressions des racines, est en partie 

positive , en partie négative , & que le résultat se 

réduise à zero : les parties imaginaires se détruisent 

mutuellement par l'addition dans chaque paire de 

racines. Ainsi la première équation de l'article 282 

n'aura point de second terme, si l'on a —2£-h2c=o, 

ouíz=c.Lasecondeéquationdu même article, laquelle 

a ses racines en partie réelles, en partie imaginaires, 

n'aura point de second terme, si l'on a b — a-\~2c 

fc©, ou a — b — 2c. 

Une équation n'aura point de troisième terme, si 

la somme des produits des racines prises à deux est en 

fartie positive, en partie négative , & que le résultat 

soit égal à zero ; &c. 

28y. ON trouve sans peine, au moyen du même 

article 283 ^ la somme des puissances quelconques des 

racines d'une équation. Car soit l'équation du degrá 
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quelconque m, x
m

-+-fx"—'
l
-ì-gx

m
—

l
 + hx

m
~>+, 

&c = oj & nommons a, b, c, &c, ses racines. Cela 

posé, 

i°. La somme des premières puissances des racines, 

c'est-à-dire, la somme des racines mêmes, ou a+ 

& + c-t-&c=—/, puisque le coéfficient de l'incon-

nue dans le second terme est égal à la somme des 

racines prises avec des signes contraires. 

2°. La somme des quarrés des racines, c'est-à-dire, 

slî + ̂ _j_c2-h&c==js2—2g. Car si l'on fait (n; 

& iip) le quarré du polynôme a~r-b-\~c-\~Sic, on 

trouvera que ce quarré contient la somme des quarrés 

des termes a , b, c, &c plus le double de la somme 

des produits que l'on forme, en multipliant ensemble 

deux à deux toutes les racines a, b* c, &c ; c'est à-

dire qu'on aura(st+&-hc-t-&c)2=sl2+&ï-r-c2+ 

&c + 2(iîi-r"
1
3C + ̂  + &c). Or ona(a+i+ 

c-H&c)3—/2, <k ab-+< ac +■ bc + &c — g. Ainsi 

on aura/2 = «M- b"-\- c2-f- &c -+- 2g , & par consé-

quent a2 -h b1 -f- C- -f- &c =/2 — 2g. 

3°. La somme des cubes des racines, c'est-à-dire, 

a? _j_ fcî
 +C

3
 + &c

 __ _p _j_
 3

fg ~^h. Car íì l'on 

fait le cube de a -h b -+- c -+- &c, on trouvera C a-H 

£ Hh c -f- &c )3 = a? H- i5 -f-c} H- &c + 3 ( a+6 + 

c )x.(ab-+-ac-+-bc)— 3 abc. Or, on a (a-+-b-+" 

c-H&c),=—/*, x (ab-\-ac-ì-bc)= 

'—j|' ûic=—ft. Nous aurons donc—f
}
 =a

1
+f>

i 

~j-c5--H&c—3jg -f- 3 h; & par conséquent tf5H-ft5+! 

C' -f- &C = ̂ -/
J
 r+- 3^ — 3 ft. 
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CHAPITRE XIII. 

Digre/Jioîi où l'on montre F usage de la 

théorie établie dans le Chapitre précé-

dent , pour élever un polynôme à une 

puiffance quelconque. 

286. /"\.VANTque de pousser plus loin ces recherches 

fur la nature des équations, je profiterai de l'occafìon' 

qui se présente de trouver & de démontrer facilement 

la formule pour élever un polynôme à une puissance 

quelconque. C'est cette formule qui a été promise 

dans l'article 139. 

287. SOIT, en premier lieu, le binome x*+~a 

qu'il s'agit d'élever à une puissance exprimée par le 

nombre m entier & positif. 

La question se réduit à former un produit dans 

lequel x a entre , comme facteur , autant de fois 

qu'il y a d'unités dans m. Ce produit indiqué est 

(x-Sra)x(x~b-a)x(x-+-a)x Il peut être 

regardé comme une équation dont tous les termes 

font placés d'un même côté, & dont toutes les racines, 

en prenant x pour l'inconnue, font égales & repré-

sentées chacune par — a. Ainsi (283 ), 

i°. Le premier terme du produit précédent déve-

loppé fera xm, 

R iij 
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a0. Le second terme sera max*-'. Car une équa-

tion , dont les racines, au nombre de m, font—a, 

'—b, —c, — d, &c, a pour second terme ( a+b + 

c -\~d-\- &c,) xm"~1. Donc, puisqu'on a ici a = b= 

c = d = &c, au lieu de a ~\- b -+- c >+• d -f» &c, il faut 

répéter a autant de fois qu'il y a d'unités dans m ; ce qui 

donnera max™-1 pour le terme dont il s'agit. 

n -r r m. {m — i) 
-3 . Le troisième terme fera a'xm~\ 

i 

Car lorsque les racines d'une équation font —a, —b, 

•—c, —d
y
 &c , le troisième terme est (ab-{-ac+ 

ad -t- cd &c ) xm~~2 ; en forte que le coéfficient de 

est la somme des produits des racines prises 

deux à deux. Donc, si chacune de ces racines est—a, 

chacun des produits cités fera a3- ; & il faudra le répe'ter 

autant de fois qu'on peut former de mots de deux let-

tres, en combinant ensemble deux à deux un nombre m 

de lettres, fans faire entrer plus d'une fois la même lettre 

dans un même mot, & en ne conservant qu'un seul 

mot de tous ceux qui contiennent les mêmes lettres. Or, 

si l'on généralise ce qui a été dit à ce sujet (Arith, 296)1 

on verra que ce nombre de mots est
 m

 ^™——. Ainsi, 
z 

le troisième terme cherché est
 m

'^
m
 ll.^f-

1
' 

2 

o T -\ n m,(m—i).(m-i) 

4, . Le quatrième terme est -
1x1x3 

e?xm J. Car les racines d'une équation étant— 

— b, —c, —d , &c , le quatrième terme est (abc,+ 

acd-i-bcd-^ëcc) xm~\ Donc ici, chacun des pro-
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duits abc, aci, bcd, &c, devenant á> , il faut, pour 

avoir leur somme, répéter a? autant de sois qu'on peut 

former de mots de trois lettres, en combinant ensem-

ble trois à trois un nombre m de lettres, fans faire 

entrer plus d'une fois la même lettre dans un même 

mot, & en ne conservant qu'un mot de tous ceux 

qui contiennent les mêmes lettres. Or, par l'article 

cité de l'Arithmétique , ce nombre de mots est 

w.(772—x).(m — 2)
 r

 U t' a 
. Amli, le terme cherche eít 

1x1x3 

m. (m— 1 ). s 772—i ) 
•a/X 

1x1x3 

On trouvera semblablement que le cinquième terme 

„ 772 . (m — T ) . ( 772 1 ) . ( 77Z 3) , 
est — -—aV—4;quete 

1x1x3x4 

R
 ,

V N
 772. (7?i*— Ï ) . (m — z)^(m—3)-(m—4) 

iixieme eit ; 

1x1x3x4x5 

íîAr"~-f ; ainsi de suite jusqu'au dernier qui est am* 

Par conséquent, on aura, 

. , m.(m — 1) 
{x+a)m=xm-\~maxm

—'
l
J

í
—— a~xm ~ 2~f-

1x2 

"I {m l).(77Z i) 772.(772- ,').(7?2—!).(7?2 î) 
■ a?xm~ 

1x1x3 1X1X5X4 

«V-4-+-
 m-(m— n -(m— l).(772— 3 )- (772— 4) 

1X2X3X4X5 

ëxm—'.4-&C. 

Cette suite s'interrompt, lorsque la lettre m est 

égale à l'un des nombres dont elle est accompagnée, 

parce que dès ce moment tous les termes ont un facteur 

qui est zero. 

Soit, par exemple, m = j" ; c'est-à-dire, qu'il 

R iv 
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s'agiíîe d'élever le binome x a à la cinquième 

puissance. On aura xm=x1 ; maxm 1 = $ax*'
ì 

m . ( m — i ) <X4 
■ a.zxm~"1— a2x* = lOa*ï!; 

1x2 1x2 

i?2.(m—i).(7?2—:*.) 5x4x3 sl' x1 ss 
1x2x3 1x2x3 

, 7??.(*772 1).(772—2).(772 ?) . „ . 5X4X?Xî 

IOsl'x2; — — ~a4xm-~4= 
1x2x3x4 1x2x3x4 

772 „..(m 1 ).(m 2). (772 }).(772 —4) 
crx— ca*x 5 — 

1X2X3X4X5 

,
 m

 . 5X4X3X 2X1, f T 
íi'x'71— — 1 a1 x° = aJ. Les termes 

1x2x3x4x5 

suivants font zero. Ainsi on a (x-^ay=xì-\-^axl''ir 

1 o ÍÎ2X3 4-10 a,xz -f- sl4x aK 

288. Sr le binome qu'il s'agit d'élever à la puis-
sance m , étoit x—a , il faudroit mettre dans la for-

mule précédente, le signe — au-devant de tous les 

termes où a est élevée à des puissances impaires. Par-

là , on auroit, 

m. (m — 1 ) , 
(x—-a)m=xm—maxm—"4- a?xm-% 

I X2 

772 (772 l).( 772 l) 

r_ , , o?xm * Hh &c. 
1x2x5 ' 

289. ON élèvera , par la même méthode, un poly-

nôme quelconque à une puissance m. Soit, par 

exemple, le trinôme a-\~b-\-c. En faisant d'abord 

b-+-c=p , on aura ( a -f-í>4- c)m= (x-\-p)m = 

772. (772— 1 ) 
xm mpxm—J~j- — r

>
*xm~ï -+« . • • •' 

1X2 
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^m-O.fm-») _} + &c< Ensu.te y ne 

1x1x3 

s'agira plus que de substituer pour p sa valeur ft-f-c, 

pour />
2 sa valeur (b -f- c)

2,
5 pour />

J sa valeur (fc-r-c)
5
, 

&c ; toutes ces valeurs se trouvent par la même for-

mule. 

290. EN second lieu, qu'il s'agisse d'élever le bi-

nome x H- a à la puissance fractionnaire —, m & n 
n 

étant des nombres entiers positifs. 

Pour abréger le calcul , au lieu de x-j-a, j'écris 

+ —), & je fais— — b-, ce qui donne 

m_ m m 

(ï+.sl)"=«'
i
(i4.í/'. La question est donc de 

m 

développer la quantité ( 1-4-6)" ; car ensuite il ne 
m 

s'agira plus que de multiplier tous ses termes par x" ; 

& de mettre, pour b & ses puissances, & ses 

puissances. Or , je dis, qu'en faisant encore, pour 

abréger, — = q> on aura l'équation, 

(A) (i+/})»
=

i + ji+ ^/x^
0 

?(?—0-(?— 1) ,, q(q—'').(? — 0^(9 — î) 
o5 H 1 • 

1x1x3 1x1x3x4 

&f + &c; 

Formule qui est de la même espèce que celle de l'ar-

ticle 287. 
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II est clair que cette proposition sera démontrée, 

ou que l'équation précédente sera vraie, si l'on fait 

voir qu'en élevant chaque membre de cette équation 

à îa même puissance n, on aura des résultats iden-

tiques. Or, 

i°. En élevant (i-j-ft)* à la puissance n, on 3 

(I-4-/5)"Î=(I ~{-b)
m

 ; & par l'article 287 , on a 

l'équation, 

, , m. (m — 1 ) , 
(B) (i-+-6r==i-r-m&H - i* + 

1X1 

m. (m'—x).(m—i) m .(m—t).(m—?.).(œ—3.) 
b} 

J x Ï x 3 1x1x3x4 

b* -f- &c. 

20. Pour élever le second membre de l'équation 

(A) à la puissance n , je représente par p la somme 

des termes qui suivent le premier 1 dans ce membre; 

& j'ai , 

(C) (i+
j
p)"=i+^4-

 n
'\

n
~

n
 P

2
 + 

n (n—ï)»(n — i) . n. (n—•)■("—1) • (f—5) 
, pi _J ; > 

1X1X3 IXIX3X4 

p* "+* &C. 

Maintenant, puisqu'on a par hypothèse, 

T=ab^ îiììríll ft* + g-
(
y~'>-^°.y+ 

IX1 1x1x3 

g.(g-o.
(
g-

lMg
.-

0 h4 c 
1x1x3x4 

on aura, en ordonnant toujours par rapport à ft » 
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p+= -+-j
4
ft*-f-&c. 

&c. 

Substituons dans le second membre de l'équation 

(C), à la place de p, p
z

, f , &c, leurs valeurs ; ce 

membre deviendra, 

1
 IX! 5 IXÎXJ 

n.(n—i)
g

2
 } n.'C/j—1)9*(?—O 

X X 2 V, 1X2 

n.(n — i)(n—-i)?3 

4-
1x2x3 

Or, le coéfficient de b, c'est-à-dire, n q = m ; le 

nq(q-—ï)->rn.(n— 

coéfficient de ft2, c'est-à-dire, 
I X 2 

n2i72 — 7717 7n2 — m m • C m — 1 ) 

1X2 1X2 1X2 

nq.(q— x).(q—2) 

i le 

coéfficient de ft5, c'esi-à-dire, 
1x1x3 

n.(n T)^
2

.((7 .i) 72.(72—1). (72-^2)53 
■+* 

1X2 1X2XJ 

-~~{{q—1). (q—2) ~h
3
 q. (n— l) (f—l) + 

r(n~
l

).(n-
2

))= ^ (n-q^nq+2) 
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nq 

m.{m—i). (m—- 2) 

i x z x 3 

On trouvera de même, en poussant le calcul 

plus loin, que le coéfficient de ft4 fera 

m.{m— — z), {m — 3) 

1x2x3x4 
; que celui de b1 

r
 m.{m—i).(m—2). (m—3)-(7rc— 4) 

lera ; ainsi 
1x2x3x4x5 

de fuite. D'où l'on voit que le second membre de 

l'équation (C) est le même que le second membre 

de l'équation ( B ). Donc l'équation ( A ) est dé-

montrée. Ainsi, nous aurons , en multipliant cha-
m 

cun de ses membres par x" , chassant b par le 

moyen de fa valeur —,& q par le moyen de fa 

valeur —, 

5 - m -—I 
(x-ha)n = x" H- — ax" 

m s m \ 

7Ì7-1) 

o>xn 

H- &c. 

n 1x2 

m / 772 \ / 772 . 

. fl'í* 
Ï x 2 x 3 

Cette formule sert à tirer la racine quelconque 

d'un binome. Car, par exemple, fi on demande la 

racine cube du binome x-±~a
y
 on observera q"S 
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cette racine étant la même chose que ( x 4- a )7 , 

la question est d'élever le binome x 4- a. à la puissance 

1, II saut donc supposer , dans la formule précé-

x 

dente, m = 1, 71 = 3 ; 5c on trouve (x-{~a.y =* 

Ì _i 1 
l ax i a1 x T 5 a' JÍ

 S 

*H H 1 
3 ? 81 

-4-&c. 
Î43 

On doit observer que des deux termes du bi-

nome x 4- a , il faut regarder comme le premier 

celui qui est le plus grand, afin d'avoir des suites 

convergentes. 

29 t. Si le binome qu'on doit élever à la puis-

sance — , étoit x — a , il faudroit changer, dans 
n 

la formule précédente , les signes de tous les termes 

où « est élevée à des puissances impaires. 

292.LA même formule sert, en procédant comme 

dans l'article 289, à élever un polynôme quelconqu» 

à la puissance —. 
n 

Par exemple , soit le trinôme cc 4- 2cd-+-dd , 

qu il faut élever à la puissance ̂  ou, ce qui revient 

M même, dont il faut extraire la racine quarrée. 

Je sais cc==x , 2.cd-+*dd = a , m = 1 , n = 2. 

| . 1 

Ort - -1 1 - a5í 
aura d'abord (x 4-. a)1 = 4-
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i i i 
a1* 1 aîx 1 fa-** 1 7 a*x 1 

-f- — 1 
8 16 118 156 

&C. 

Substituons, dans le second membre , pour x sa 
valeur c*, pour a sa valeur icà-k-ài, pour a' sa 
valeur 4^ 4-4^ 4-d4, pour a3 sa valeur 8c5<25 + 

X2c:íd*-i~6cd,-ì'de, nous aurons, 

I 

2 2C 

a1* á1 d* d* 

8 xc 2C
a 8c' 

—. _] -4- r- i-f-
16 ' zc1 4c3 8c+ ìôcî 

7 

ya4
X

 T id* %ds j^ds 

-&C, 
Il8 8CÎ 4C4 léCÏ 

&C. = &C. 

En ajoutant ensemble toutes les parties du second 

membre , on trouvera que ce membre se réduit à 

d* 
c-i-d, parce que la partie restante du second ter-

me est détruite par la partie — — — du troisième 
2C 

terme ; que ce qui reste de ce terme est détruit par 

une partie du* quatrième ; que ce qui reste du qua-

trième , est détruit par une partie du cinquième; 

ainsi de suite. En sorte que la puissance £ de cc+ 
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2ci-+"dd est simplement c-+- d. En effet, il est clair 

que la racine quarrée de cc~+-2.cd-+-dd est c-{~d. 

293. ENFIN, supposons qu'il faille élever le bi-

nome x^ra à la puissance fractionnaire négative 

La quantité (.r-4-a) " est la même chose (75") 

1 

m 

(x-t-<z)n 

que ,ou - ;—, en prenarc, pouc 

abréger le calcul, ~ = b , — = q. Cela posé, ie 

dis d'abord qu'on aura l'équation , 

ix » 1x2x3 

(-■
 ?)

.
 (

 ),
 (

-
?

 _Q .
 (

 ^
 &

^ 

1x2x3x4 

Cette équation fera démontrée, si l'on fait voir 

qu'en multipliant chaque membre par ( 1 ~hby , le 

second membre se réduit à 1 , puisque le premier 

est alors 1. Or, on a ( 1 -h b .)* = 1qb •+< 

— -I -f. &c. 
1x2 1x2x3 

Multipliant le second membre de cette équation 

par celui de l'équation (D), & ordonnant, par rap-

port à b, on trouvera que le produit, 
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H ; £2-f—— Ìb'+Scc 
ï< ixi i ix zx3 

+—r- \ ~ 

+ 

i x 2 

1 X 2 

1x2x3 

íè réduit à I, parce que chacun des coefficients de 

b, de , de b%, de b* , &c , est égal à zero. Ainsi 

l'équation (D) est vraie. Multipliant chaque membre 

de cette équation par-^-, ou par x
 ?

, & chassant 

q par le moyen de fa valeur —, b par le moyen de 

fa valeur — , on trouvera, 
x 

■ 2 / 772 \ 1 T 

(x-t-a) "=x " + ( ~)
ax

 *
 + 

" 2 . 
a* x " -f-' 

(-4) .„-.-, 
I X 2 XJ 

H- &c, 

Formule qu'on employé pour élever un binome a 

une puissance quelconque négative, ou , ce qui
 re

' 

vient au même, pour extraire une racine quelcon-

que de l'unité divisée par un binome. 
Soit i 
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Soit, par exemple, m = r , 72 = 3. II s'agit donc 

d'élever x==a à la puissance — \ , ou d'extraire 

1 
la racine cube de . On trouve que cette 

x-i-a 
1 1 

racine cube, ou (x-i-a) 1=x J—..... 
4 • 7 1^ 

1 h &c 
í ? 81 

Soit . m== r , 72=1, on aura (x + tf) 1 =a 

*T"— ÍZX~
2 -+-a2x~ì —aìx~'i -J-&C 

Si on demandoit la racine cube de la fraction 

'■If 
■ ; cette racine indiquée fevoit d'abord 

x + a. 1 

f'{x-ì-a') !. Ainsi, après avoir formé la fuite 

qui est la valeur de (x-i-a)
 s

 , on multiplieroie 

chacun de ses termes par la racine cube de/. 

f-h S 
S'il falloit extraire la racine cube de ^— ; 

cette racine indiquée feroit d'abord (f-j-g)
1 x 

(#■+"«) ensuite, après avoir élevé f~hg à 

la puissance -Ì par la formule de l'article 290, on 

multiplierait la fuite qui en proviendrait, par la fuite 
■» 

qui exprime la valeur de (x-ì-a) 

Tout cela s'applique avec la même facilité aux 

Polynom.es qui ont plus de deux termes. 
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CHAPITRE XIV. 

Continuation des Recherches fur la nature 

des Equatiojis ; méthodes pour trouver 

les diviseurs commenjurables quelles 

peuvent contenir. 

HT 
203. A OUTE équation a autant de racines (278) 

qu'il y a d'unités dans l'exposant de la plus haute puis-

sance de l'inconnue. Ces racines font susceptibles de 

différentes formes ; nous avons déja observé qu'on n'a 

point encore de méthode pour les trouver générale-

ment, fi ce n'esc pour les quatre premiers degrés. Mais 

il y a dans tous les degrés des équations qui peuvent 

être décomposées en d'autres équations du premier 

degré, ou du second, ou du troisième, &c. Notre 

ôbjet présentes! de découvrir ces équations composantes 

qu'on appelle tïiviszurs rationnels ou commensurabks, 

parce qu'il n'y entre point de radicaux. Leurs dimen-

sions s'estiment, à l'ordinaire, par celles de l'inconnue 

qu'elles renferment. Cela doit s'entendre également, 

& pour les équations littérales, c'est-à-dire, pour les 

équations qui, outre l'inconnue, contiennent encore 

d'autres lettres, & pour les équations numériques, 

c'est-à-dire, pour les équations qui ne contiennent pas 

d'autre lettre que l'inconnue. 
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On sent l'utilité de cette recherche. Car si une 

équation est entièrement décomposable en diviseurs 

d'une dimension, on aura immédiatement toutes ses 

racines. Si elle est décomposable en diviseurs de deux 

dimensions , il ne s'agira phis, pour avoir les racines, 

que de résoudre des équations du second degré. Si, en 

diviseurs de trois dimensions, on aura les racines en 

résolvant des équations du troisième degré, &c. 

294. SOIT en général une quantité A composée, 

suivant une loi quelconque, de tant d'autres quantités 

a, b, c,d,8cc, qu'on voudra. Si cette quantité est 

telle qu'en mettant, par exemple, a pour b, ou en 

faisant b —a, on ait A=o : je dis que A fera divisible 

para — b. Car supposons qu'en divisant A par a — b 

on ait Q pour quotient, & R pour reste. On aura, par 

les premiers principes de la division , A—Q (a—b) 

4-fi. Or, par hypothèse, lorsque a—b, onai=o; 

k on a aussi alors Q (a — b) = o. Donc R = 0. Ce 

principe sert à trouver très-aisément, en plusieurs cas ,, 

les diviseurs rationnels d'une quantité. En voici quel-

ques applications. 

EXEMPLE I. 

Reconnoître fi la quantité ou Véquation 4 p
5
 —« 

jbp—4a
3
-4-3 ab

a
 = o, a des diviseurs rationnels? 

On voit, avec la plus légère attention, que si l'on 

fait p=a, tous les termes de cette quantité se dé-

truisent mutuellement. Ainsi, elle est divisible par 

í-rsl. Donc, en effectuant cette division, & regardant 

í comme l'inconnue , l'équation 4 p
5
 — 3 b

2
 p 

S ij 
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4 a5 -+- 3 ab
2 = o, se décomposera en ces deux-ci, 

p —a— o, qp2 +4sl/'-+-4a2— 3 b2= o, dont l'une 

est du premier degré, l'autre du second. 

On trouvera semblablement que 4^*4-3^ — 2— 

(2p — 1 ) x (2p2 +p-\-2);q\ie^pì-\-6p—10=5 

(p— i)x (4p2-4-4i?-+-10) ; que ^^-^p—j~ 

(p— 1) x (4j52-f-4p-}-7 ) ; que 4/>3 — 6^4-2= 

(p — 1 ) x ( 4p2 + 4^—2 ). 

EXEMPLE II. 

Reconnoître Jì la quantité 2Y—2!Im2n:s— l4mJ-« 

l+n2 4-m4n2-+ m2n4, a des diviseurs rationnels ? 

J'observe qu'en supposant l2 = mn, cette quantité 

s'évanouiroit. D'où je conclus qu'elle est divisible par 

ì2 — mn „ ou par — b -+- mn. Je vois pareillement 

qu'en faisant l2
 = — mn, notre quantité s'évanouiroit. 

D'où je conclus qu'elle est encore divisible par fc-j-mtf, 

ou par —í2—mn. Si l'on effectue successivement ces 

deux divisions, on trouvera le troisième facteur 2Ìl— 

m2—n2. En forte que la quantité proposée 2I6— 

2l2m2n* — î*ma — l*n2 -f- m4n2 -f- m2 n*—(~~líJr. 

mn)x ( — í2 — mn ) x (2 — m2—n2). 

EXEMPLE III. 

Reconnoître fi l'équation x4 — 2cfxî-f-2csgaîx— 

gIa', = o, a des diviseurs rationnels.? 

J'observe qu'en faisant x2—ga2, le premier terme 

de cette équation est détruit par le quatrième ,& ls 

second par le troisième. Donc elle est divisible par 

,Y
2—ga

2
 ; & par conséquent elle est décomposable «

a 
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les deux équations du second degré, x2— ga% = o » 

&— 2 cfx -4- ga* = O. 

On verra lusage de cette décomposition dans 

^Hydrodynamique, articles 1^7.. 190, 201. 

EXEMPLE IV. 

Reconnoître Jì Véquation 2 y4 H- 2X* —> 2xy
5
 — 

2yx5 ■— 2 a2xy -f- a2y2-+-a2x2 — 3 by5 -{- 3 bxy2
 -h 

jbyx2— 3bx* = o, áonr on fera usage ( Hydrod. 

205 ), láeí diviseurs rationnels ? 

Onvoit, au premier coup d'ceil, qu'en faisant y = x, 

tous les termes de cette équation se détruisent mutuel-

lement. Donc elle est. divisible par y — x ; & le quo-

tient est 2y^ — 3 by1 -f-a*y —- 2 xì -j- 3 bx2 — a2x=o. 

Ce quotient est lui-même divisible par y — st j puis-

qu'il s'évanouit en faisant y = x ; & le nouveau quo-

tient est l'équation du second degré 2jyjy~t- ixy -fa 

2xI-f-sl2 — 3&jy — 3^=0. Ainsi l'équation pro-

posée se décompose en ces trois facteurs y — x=o* 

|-î=0, 2yy~i-2xy-{-2x2~i-az—$by—^bx—O. 

Les deux premiers multipliés ensemble , produisent 

l'équation, du second degré, yy — 2ry-Hxx=o. 

2py. LA méthode précédente , appliquée à la re-

cherche des diviseurs commensurables d'une dimen-

sion, contenus dans une équation , peut être envisagée 

sous un point de vue qui tient plus immédiatement à 

la nature des équations, & qu'il est à propos d'expli-

quer. Voici ce que je veux dire. 

Puisque le dernier terme d'une équation qui est 

ordonnée par rapport à l'inconnue, & qui a zero pour 

S iij 
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second membre, n'est autre chose (283) que le 

produit de toutes les racines ; & que le caractère d'une 

racine est ( 278 ) qu'en la substituant à la place de 

l'inconnue, la totalité des termes de l'équation s'éva-

nouit : il s'enfuit que si parmi les diviseurs du dernier 

terme, il s'en trouve qui ayent ce caractère, ils feront 

des racines de l'équation. Ainsi l'équation fera divisi-

ble par l'inconnue plus ou moins chacun des diviseurs 

qui aura la propriété dont je viens de parler. Soit, 

par exemple, l'équation x3—(a-r-b -+-c ) xz4- (ai+ 

ac -4- bc ) x — abc = o, dont le dernier terme ak a 

les trois diviseurs a, b, c. Je vois qu'en substituant 

successivement chacun de ces diviseurs à la place de 

l'inconnue, la somme de tous les termes s'évanouit. 

D'où je conclus que chacun d'eux est une valeur ou 

racine de l'inconnue ; & que par conséquent l'équa-

tion peut être regardée comme composée des trois 

facteurs ou diviseurs d'une dimension , x — a=o, 

x — b = o, x — c = o. 

Soit, pour second exemple, l'équation x'— (a— 

b — c ) x1 -f- ( bc — ab — ac) x — abc = o, dont le 

dernier terme abc a les trois diviseurs a, b, c. En 

substituant d'abord a pour x, la somme de tous les 

termes devient zero ; & par conséquent x — 0 = 0» 

est l'un des divifeúrs de l'équation. Si l'on substitue 

ensuite b pour x, la somme de tous les termes ne 

s'évanouit pas ; mais en substituant —b pour x, elle 

s'évanouit ; & par conséquent x-t-b — O, est "n 

second diviseur de l'équation. On trouvera sembla-

blement que x-4-c = o, en est un troisième diviseur* 
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U est clair par-là , qu'on trouvera toujours les divi • 

feurs d'une dimension contenus dans une équation, si 

l'on cherche tous les diviseurs du dernier terme, & 

filon choisit ceux de ces diviseurs, qui étant substi-

tués, soit en -f-, soit en —., à la place de l'inconnue, 

font disparaître tous les termes de l'équation. 

2QCJ. DANS les équations numériques, le nombre 

des diviseurs du dernier terme est quelquefois très-

considérable. Il n'est jamais difficile de les trouver tous. 

Néanmoins cette recherche doit être faite par ordre, 

si l'on ne veut pas s'exposer au risque d'oublier quel-

ques diviseurs qui pourraient être précisément ceux 

qui ont la condition mentionnée. Voici le procédé 

qu'il convient de suivre, appliqué à un exemple. Soit 

le nombre 120, dont on demande tous les diviseurs. 

Je divise d'abord successivement 120 par tous les 

nombres premiers 1, 2, 3, y, &c, qu'il peut con-

tenir ; & j'observe de diviser par un même nombre, 

tant que la chose est possible. Or, en divisant 120 

par 1, le quotient est 120. Divisant ce premier quo-

tient par 2 , le second quotient est 6c. Divisant ce 

nombre encore par 2, le troisième quotient est 30. 

Divisant ce nombre encore par 2, le quatrième quo-

tient est iy, qui n'est pas divisible par 2. Divisant 

donc 1 5 par 3, le cinquième quotient est y. Divisant 

ce nombre par y , le sixième quotient est î. La divi-

sion par les nombres prermers n'est plus possible. Ainsi 

les nombres premiers qui divisent 120 , sont, 

1, 2, 2 , 2, 3 > S' 

Cela posé, il est clair, par la manière dont les quo-
S iv 
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tiens dérivent les uns des autres, que fi l'on multiplie 

les diviseurs trouvés, deux à deux , trois à trois, 

quatre à quatre, cinq à cinq, six à six, on aura encore 

des nombres qui diviseront 120. Ces nombres font, 

(en n'écrivant qu'une feule fois ceux qui font les 

mêmes), 2 . 4 .6 . 8 .10. 12 . iy . 20. 24. 30.40, 
<5o. 12c. 

Ainsi, tous les diviseurs de 120, font, 1.2.3.4. 

S . 6. 8 . 10 . 12 . is.20 . 24.. 30 . 40 . 60 .120. 

297. CELA posé, faisons quelques applications de 

la méthode de l'article 25) y à des équations numériques. 

EXEMPLE I. 

On demande fi Véquation x'-f-yx
2
 — 44 x + 

60 = o, a des diviseurs commehfurables ? 

Tous les diviseurs du dernier terme 60 font, 1. 
2

 • 3 • 4 • S • 6 . 10. 12 . 1 j . 20 . 30 » 60. Je 

trouve d'abord qu'en faisant x = 2, tous les termes 

de l'équation se détruisent. Donc l'équation est divi-

sible par x—2 = 0. En second lieu., je trouve qu'en 

faisant x = 3 , tous les termes s'évanouissent encore. 

Donc l'équation est divisible par x — 3 =0. En troi-

sième lieu, je trouve qu'en faisant ■*•==•—io, tous 

les termes se détruisent. Donc l'équation est divisible 

par x-H 10 = 0. Elle peut donc être regardée comme 

le produit des trois équations du premier degré, x—
1 

2=o , x—3 = 0, x -h 10 = 0. 

EXEMPLE II. 

On demande fi ïéquation x
4
 — yx

5
 — 2^x

íJ
r 

ICO x 4-, 48 = o, a des diviseurs commznsur ables ? 
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Tous îes diviseurs du dernier terme 48 font 1.2. 

3,4,. 6. 8.12. 16.24.48. Or, je trouve, 1°. qu'en 

faisant x = 4 , tous les termes fe détruisent. Donc 

l'équation est divisible par x — 4=0. En second 

lieu, je trouve qu'en faisant x=6, tous les termes 

se détruisent encore. Donc l'équation est divisible par 

x— 6 = 0. II n'y a point d'autre diviseur de 48, 

qui opère la destruction des termes de l'équation. Elle 

n'a donc pour diviseurs d'une dimension, que x-— 

4=0, x — 6=0. Si on la divise successivement par 

ces deux diviseurs, on trouvera pour quotient l'équa-

tion du second degré xx -4- j" x -4- 2 = o. L'équation 

proposée peut donc être regardée comme le produit 

des trois équations x — 4 = 0, x — 6=0, w+. 

jx4*2 = o. 

298. ON voit qu'en pratiquant littéralement la 

méthode dont il s'agit, on est obligé quelquefois de 

faire beaucoup de calculs pour parvenir à reconnoître, 

parmi les diviseurs du dernier terme d'une équation 

numérique, ceux qui ont la propriété de faire évanouir, 

parleur substitution à la place de l'inconnue , tous les 

termes de l'équation. Voici d'abord un moyen d'abré-

ger considérable ment ces calculs. C'est à Neuton qu'on 

en est redevable* 

Soit , pour nous faire entendre fans peine , 

'équation r5-f-at* -+- ht -f- c = o. II est clair qu'en 

supposant t—x-+-m, le dernier terme de la transfor-

mée en x, feram5-ham2+&m-+-c. Donc si l'on fait 

successivement m = 1, o, m= — 1, valeurs qui 

décroissent en progression arithmétique, le dernier 
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terme en question aura pour valeurs correspondantes 

1 -f-íZ-r-^-4-c, c, — i-\~a— b~\-c. Or.danslc 

premier cas, les valeurs de x seront quelques-uns des 

diviseurs du dernier terme 1 4- & -4- b 4- c ; dans le 

second cas, les valeurs de x ou de t seront quelques-

uns des diviseurs du dernier terme c ; dans le troisième 

cas, les valeurs de x seront quelques-uns des diviseurs 

du dernier terme — 1 -H «— b-+- c. Donc, puisque 

ces valeurs forment une progression arithmétique, il 

s'enfuit que les seuls diviseurs de c, qui peuvent, par 

leur substitution à la place de t, faire évanouir tous 

les termes de l'équation, doivent être moyens pro-

portionnels arithmétiques entre quelques-uns des divi-

seurs de la quantité l + a4-^ + c, & quelques-uns 

des diviseurs de la quantité — 1 -4- a — b 4- c. II est 

inutile de soumettre les autres diviseurs de c à l'examen, 

Appliquons cela à des exemples. 

EXEMPLE I. 

On demandeJì Véquation t5—y t1—181-4-72=0, 

a des diviseurs commensurabies ? 

Je forme le dernier terme de la transformée qui 

vient en x, lorsqu'on suppose t=x-\~ :. Ce dernier 

terme n'est autre chose que la proposée, en mettant' 

I pour t ; il est par co«séquent 1 — y— 1 8 4- 72=S0, 

Je forme pareillement !e dernier terme de la transfor-

mée qui vient en x, lorsqu'on suppose t — x— i. Ce 

dernier terme n'est encore autre chose que l'équation 

proposée , en mettant — I pour t ; il est par come-

quent — 1 — y 4-18 4- 72 = 84. Je dispose, dans 
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une même colonne verticale, le dernier terme fo de 

la première transformée, le dernier terme 72 de l'équa-

tion proposée, & le dernier terme 84. de la seconde 

transformée. A côté de ces trois termes, j'écris tous 

leurs diviseurs qui forment trois bandes horifontales. 

L'opération figurée se voit ici. 

1 . 2. ) .JO . 2y •S° 

 1 

72 r . 2. 3 .4.6.8 .9.12.2 8.24. 36.72 

H 1 2. 3 .4.6.7 .12.14.21.2g .42.84 
1 

Cela posé, j'examine parmi les progreffions arithmé-

tiques que les bandes des diviseurs peuvent fournir, 

celles dont le terme moyen étant mis, soit en -4-, soit 

en —, à la place de r , fait évanouir tous les termes 

de l'équation. Or, en premier lieu, les trois diviseurs 

i,2, 3 , pris dans les trois bandes en question, 

forment une progression arithmétique ; mais soit qu'on 

mette en -+■ ou en —, le terme moyen 2, à la place 

de t, la somme des termes de l'équation ne devient 

pas zero. Ainsi l'équation n'est pas divisible par t^H 

2 = 0. 

Les trois diviseurs 2,3,4 s°rrnent une progression 

arithmétique ; & en mettant -+- 3 pour r, tous les 

termes de l'équation se détruisent. Donc l'équation est 

divisible par t — 3 = 0. 

Les trois diviseurs y, 4, 3 forment une progres-

sion arithmétique ; & en mettant — 4 poar t, tous 
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les termes de l'équation se détruisent. Donc l'équation 

çst divisible par 1 + 4 = 0. 

Les trois diviseurs y, 6, 7 forment une progression 

arithmétique ; & en mettant -+- 6 pour t, tous les 

termes de l'équation se détruisent. Donc l'équation est 

divisible par t — 6 = 0. 

Comme l'équation proposée est du troisième degré', 

& qu'elle n'a par conséquent que trois racines, les 

trois diviseurs trouvés font les seuls qu'elle contient, 

11 est donc inutile d'en chercher d'autres, puisqu'on 

est assuré d'avance qu'on n'en trouveroit pas. 

EXEMPLE II. 

On demande Jî Véquation t' — 12 r* -+* y t' — 

61 tz-±-22t— 120=0, a des diviseurs commensuréks? 

Le procédé est le même que dans l'exemple précé-

dent. Le dernier terme de la transformée qui vien-

droit en x, en faisant t = x -+• 1, est l'équation pro-

posée , en y mettant 1 pour t ; il est par conséquent 

1 — 12 -t-y— 61-+-'* 2 —120 = — i<5y. Le der-

nier terme de la transformée qui viendroit en x, en 

supposant t — x—1, est l'équation proposée, en y 

mettant— 1 pour t ; il est par conséquent —1 — 

12 — y — 61—22—120= — 221. J'écris dans 

une même colonne verticale le dernier terme 16$ 

de la première transformée , le dernier terme 120 de 

la proposée, & le dernier terme 221 de la seconde 

transformée. A côté de ces trois nombres , j'êcris tous 

leurs diviseurs qui forment trois bandes horisontales. 

Le tout comme on voit ici. 
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1.3,5.11.1?.33.55.165 

1.1.3.4.f.6.8.10,ii.15.IO.14.30.40.60.110 

1.13.17.121 

iLr- — — -■■ ,=a 
Cela posé, Iestrois diviseurs $, 8, 13, pris dans les 

trois bandes horisontales , forment une progression 

arithmétique ; mais soit qu'on mette -h 8 ou — 8 , à 

la place de t, l'équation ne s'évanouit pas. Ainsi elle 

n'est pas divisible par t ̂  8 = 0. 

Les trois diviseurs 3, 10, 17 sont en progression 

arithmétique ; mais cette combinaison ne produit rien 

encore. 

Les trois diviseurs 1X,12, 13 sont en progression 

arithmétique ; & en mettant -f-12 à la place de f, 

l'équation s'évanouit. Donc elle est divisible par t—* 

12=0. Elle n'a pas d'autre diviseur commensurable. 

200. Si on avoit une équation telle que 6V —« 

£il 4- 61 — 3 S — o 5 où le premier terme a un coef-

ficient autre que l'unité, on en trouveroit ainsi les 

diviseurs commensurables. 

Soit l'équation ft* 4- atl~ir &í-+-c = o, qui a le 

coefficient quelconque/à son premier terme. Repré-

sentons par nt~i-p l'un des diviseurs d'une dimension 

de cette équation. II est évident d'abord que le coéfE-

cient n doit diviser le coéíficient/ du premier terme 

de l'équation. II n'est pas moins clair que si l'on fait 

successivement t=i, î=50, t=—1, les quantités dan» 

lesquelles l'équation proposée se çhangera, devront 
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être divisibles par les quantités dans lesquelles le divi-

seur nt~{-p se changera. Or, ces trois dernières quan. 

tirés font n 4-p, p, —: n-\-p ; & elles forment, comme 

on voit, une progression arithmétique, dont la diffé-

rence est «. Ainsi, le diviseur nt~\-p doit être tel que 

si dans l'équation proposée on fait successivement t=i, 

t=zO, t = —1, & qu'on cherche, parmi les diviseurs 

des quantités que ces trois suppositions donnent, ceux 

qui forment une progression arithmétique dont la dif-

férence est l'un des diviseurs du coefficient/: cette 

même différence, prise en -f- ou en —, soit 1© coéffi-

cient du premier terme du diviseur, & que l'autre 

terme p du diviseur, soit le moyen de la progression, 

pris en + ou en —. De toutes les quantités nt+p, 

celles qui ont la condition dont il s'agit, font les seules 

qui puissent diviser l'équation. 

EXEMPLE. 

On demande fi l'équation dt* —j t* — 6t—35 =0» 

a des diviseurs commenfurables ? 

En supposant successivement z=i,r= o, t=—U 

la quantité 6'í5 — j* t2—61—37, devient respecti-

vement—40, — 3J, — 40. Je mets les trois nom-

bres 40, 37, 40 dans une même colonne verticale, 

& à côté leurs diviseurs en bandes horisontales. 

4° 1.2 •4 .$.8.10.20.40 

35 l-S •7 35 

40 

k— 

1.2 •4 y.8.10.20.40 
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Cela posé, je vois qu'en prenant dans les trois 

bandes horisontales les trois nombres 10, 7, 4, ces 

nombres forment une progression arithmétique dont 

la différence est 3, diviseur de 6. Si donc l'équation 

proposée est dans le cas d'avoir un diviseur commen-

surable d'une dimension, ce diviseur sera 3^+7, ou 

——7, ou 3£ —7, ou — 3t—f-7. La troisième 

6 la quatrième combinaison sont vraies ; je veux 

dire que l'équation proposée est divisible par ±(31— 

7 ) ; le quotient est ± (2 f -f- 3t j) = o. Elle n'a 

pas d'autres diviseurs commensurables. 

300. CHERCHONS maintenant les diviseurs de deux 

dimensions. Et, pour fixer les idées, soit l'équation 

jt^+aû ■+• bt2 + et d = o, qui est supposée ne 

point contenir de diviseur d'une dimension. Si elle a 

des diviseurs de deux dimensions, ils seront de cette 

forme ntM- pt-+-q; & d'abord il faudra que n soit un 

diviseur des coéfficient du premier terme de l'équation. 

De plus, si l'on fait successivement t=g, t=g — m, 

t—g— 2 m, &c, valeurs qui forment une progression 

arithmétique ; les quantités dans lesquelles l'équation 

proposée se changera , devront être divisibles par les 

quantités dans lesquelles le diviseur nt* -±-pt-hq se 

changera. Or, ce diviseur devient dans les suppositions 

dont il s'agit, 

«g1 -+- pg-+-q> 
nlg — m)2Hhp(g--m) -\-q, 

n(g — 2my-h-p(g—2m)-hq, 

&c. 

Ces quantités ne font point en progression arithr • 
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métique, comme pour les diviseurs d'une dimension; 

mais si on en retranche les produits du nombre n p
ar 

les quarrés des termes de la progression arithmétique 

qui contient les valeurs supposées de t, on aura les 

restes, 

ng*-hpg-hq—ng*, ou pg H- q, 

»Cg—"?)M-Xg-m)-\-q—n(g—m)*, oup(g—m)+y, 

r>(g-2m)1+p(g-m)+q—n(g—2my,oup;g—2m)+ti, 

&c , 

qui forment une progression arithmétique décroissante 

dont la différence est pm. 

Soient, pour avoir la plus simple des progressions 

arithmétiques pour les valeurs supposées de t, g=i, 

m = i : le diviseur nt1 -+• pt-4- q deviendra successi-

vement n-\-p-{-q, q, n—p+q ; & les restes dont on 

a parlé, seront p-+-q>q>—p-H?» Voici donc à quoi 

se réduit tout le calcul qu'il saut faire pour trouver 

les diviseurs de deux dimensions. Cherchez les divi-

seurs des quantités dans lesquelles se change l'équation 

en faisant successivement í=='l, t = 0, t=—i i 

prenez parmi ces diviseurs ceux qui font tels que si on 

en retranche les produits du nombre n diviseur de/, 

par les nombres i, o, i, les restes forment des pro-

gressions arithmétiques : ces progressions donneront 

les valeurs de p & de q, lorsque l'équation proposée sera 

dans le cas d'avoir des diviseurs de deux dimensions. 

EXEMPLE. 

On demande si l'équation ó"t+-f- 111 4- i/*2 — 

^tH-14 = 0, a des diviseurs de deux dimensions? 
En 
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En sa'isant successivement t — i, z = o, t=—1, 

le premier membre de l'équation devient 42., 14» 

28. Je mets ces nombres dans une même colonne 

verticale, & à côté j'écris leurs diviseurs. 

4,2 I .2.3.6.7.14.21.42 

14 I .2.7.14. 

28 I .2.4.7.I4.28 

J 

J'observe que si je prens dans les trois bandes 

horisontales les trois diviseurs 14,7, 4 , & que j'en 

retranche respectivement les trois produits 2x1, 

sxo, 2x1, dans lesquels 2 est l'un des diviseurs 

du coefficient du premier terme de l'équation ; les 

trois restes 12,7, 2 formeront une progression arith-

métique dont la différence est $. Cette différence doit 

être le nombre p ; & par conséquent le nombre q sera 

7- Je forme donc la quantité 2 t
1
 4- y 14- 7 ; & j'es-

saye si cette quantité divise l'équation. Elle la divise 

en effet. D'où je conclus que 21
2 4- y t -4- 7 est un 

diviseur de deux dimensions de l'équation proposée. 

Cette équation a pour autre diviseur de deux dimen-

sions , 3 t
1
 — 214- 2 , diviseur qu'on peut trouver 

directement comme le précédent. 

301. LA même méthode s'étend aux diviseurs de 

trois dimensions, de quatre dimensions, &c. On par-

viendra toujours à former des progressions arithmé-

tiques dont les termes serviront à trouver les coéffi-

T 
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cients des termes du diviseur de l'équation. Je me 

contente d'indiquer ces calculs qui font un peu longs 

& qui se font d'ailleurs à l'imitation des précédents, 

302. Nous n'avons considéré dans les articles pré-

cédents que des équations numériques. Mais on peut 

trouver semblablement les diviseurs d'une dimension, 

de deux dimensions, &c, pour les équations littérales 

qui font homogènes, & qui ne contiennent que deux 

lettres. Car soit, par exemple, l'équation 6V — j"sl£J— 

6a
2
t—3ja

5
==o, qui est homogène, & où il n'ya 

que les deux lettres t & a. Je fais a=i ; & par-là j'ai 

l'équation numérique 6 t
3
 — J r

2
 — 6t — 37 = 0, 

qui a 3 s — 7 pour diviseur d'une dimension, &2íM-

3 r-+-y pour diviseur de deux dimensions. Ces divi-

seurs doivent être homogènes, ainsi que i'équation pro-

posée ; ils deviendront tels, en suppléant les dimen-

sions qui manquent, par le moyen de la lettre a & de 

ses puissances. Par-là, le premier diviseur est 31—7«, 

& le second est 2 í2-r- 3 «f-t-J a-. 

303. LA même méthode pourroit encore être ap-

pliquée aux équations littérales qui contiennent plus 

de deux lettres. Mais alors les calculs deviendróient 

pénibles par leur longueur, fans être difficiles. On me 

dispensera de les expliquer. D'ailleurs , dans la'pra-

tique de l'Algèbre, toutes les équations se réduisent a 

la fin à des équations numériques. Car l'objet d'un 

problême particulier est de faire trouver une incon-

nue , toutes les autres quantités étant données , & Paí 

conséquent exprimables par des nombres. 
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304. JE passe à une autre méthode pour trouver 

les diviseurs rationnels ; & je commence par ceux; 

d'une dimension. 

Soit l'équation +tfí
5
+ £í

2-hcí•+>£?=== o, qui 

est supposée contenir un diviseur d'une dimension. 

Cette équation étant du quatrième degré, je puis la 

regarder comme le produit de l'équation du troisième 

degré t
ì
*$-At

2
-+- BÍ-(-C=O, par l'équation du pre-

mier t 4- D=o ; A, B, C, D étant des indéterminées 

qui se trouveront en identifiant terme à terme l'équa-

tion résultante ( z* -f- At* 4-Bz-h C) x ( z 4- D ) = o, 

ouî*-j-( A-\-D) z'-HB-f-D^) z*4-( C-4-DB)z-h 

CD= o, avec l'équation proposée z
4

-1-aû 4-bt*-j-> 

ci4-á=o. Je fais donc z
4
' = z

4
, (A-+-D) f^at*, 

tf + DA)t* = bt*
t
(C-i-DB)t = ct,CD — di 

ou simplement A 4- D = a, B 4- Dv4 = £», C-+-

DB = c , CD = Ces quatre dernières équations 

contiennent tout ce qu'il faut pour déterminer les 

quatre inconnues A, B , C, D, dans la supposition 

que D étant une quantité rationnelle , l'équation pro-

posée soit divisible par l'équation du premier degré; 
x+D~ o. 

EN effet, nous voyons par l'équation CD— d, que 

ks deux quantités C & D doi vent être diviseurs de d, 

puisque leur produit CD est d. Ainsi décomposons la 

quantité den tous ses facteurs ; & supposant que D soie 

un de ces facteurs , C le produit de tous les autres, 

«atninons si ce facteur D a les conditions requises 

Pour qu'on ait les trois autres équations C4-DB =s c, 

%+D4—b,A+D~a. L'équation C~{-DB=c
t 

T ij 
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c — C 
donne 5= ———, quantité connue, puisque c est 

donné, & que C, D sont des facteurs connus de d, 

L'équation B-\-DA~b, donne A = ^
 B

 quan-

tité pareillement connue ; & enfin l'équation ^+ 

D = a, donne A = a — D. D'où l'on voit qu'on a 

deux valeurs pour A. Ces deux valeurs doivent être 

identiques, pour que l'équation z*-t- aû -f- &c , soit 

divisible en effet par t~\~D — o. Si cette identité n'a 

pas lieu, on éprouvera un autre diviseur ; & si par 

toutes ces épreuves , on ne trouve pas les deux mêmes 

valeurs pour A, on conclura que l'équation z*-h 

«£5-î-&c, n'a pas de diviseur commensurable d'une 

dimension. 

On doit éprouver les diviseurs D, en les prenant 

positivement ou négativement. 

II est clair que si r H-D est en effet diviseur de í4+ 

az* -f- &c , on connoîtra, par les opérations qu'on a 

faites pour éprouver D, les quantités A, B, C, & 

par conséquent les coéfficienrs des termes de l'équa-

tion du troisième degré í' Ai-Bt~-\- C = o, qui 

est l'une des composantes de l'équation du quatrième, 

t* ai* •+- &c. 

Si l'équation i
5
 -h At* -1- Bt -+-C= o, est supposée 

contenir un diviseur d'une dimension , on le trouvera 

en regardant cette équation comme le produit d'une 

équation du second degré par une équation du pre-

mier. Si une équation du cinquième degré contient 

uu diviseur d'une dimension, on le trouvera en regar-

SCD LYON 1



CHAPITRE XIV. 253 

dant cette équation comme composée d'une équation 

du quatrième degré & d'une équation du premier, &c. 

On voit assez que la méthode précédente s'applique 

non-seuiement aux équations numériques, mais encore 

aux équations littérales, d'un nombre quelconque de 

lettres. 

EXEMPLE. 

Connoìjfant dans une progression géométrique la somme 

de tous les termes, leur nombre, & l'un des extrêmes, 

par exemple le premier ; trouver la raison & le dernier 

terme ? 

Cette question est une espèce de supplément à 

l'article 174. 

En reprenant les dénominations & les deux équations 

(A)& (B) de l'article cité, on trouvera, par la com-

Dinaison de ces deux équations, les deux suivantes, 

(C) o" -—f-'H -—=0, 
.1 . s — a 1 s — a 

(D) ' u(u-~S)"—' —.a(a — s)n — '=o. 

Dans la première, q est l'inconnue , & dans la seconde 

c'est u qui est l'inconnue. On trouve leurs diviseurs 

commenfurables, si elles en ont, à-peu près de la 

même manière. Je vais donc tenter seulement de, 

résoudre la première, sous ce point de vue, en met-

tent pour aj n, s, des nombres particuliers. On ob-

servera qu'ayant déterminé q
y
 on aura aulïì u, en vertu 

de l'équation (A). 

Supposons une progression géométrique, composée 

<fe quatre termes , dont le premier soit 375-, & la 

somme 468. Oa aura donc 72=4., a = 375,1=4.585 

Tiij 
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& l'équation (C) deviendra A4 g' -f- JZÍ_Ï—
0

< 

f 3 ?3 

ou a4- o* H = o , ou bien encore 
3» 3i 

—156 iay=0. Comme le coefficient 

du premier terme de cette équation diffère de l'unité, 

elle n'est pas traitable immédiatement-par la méthode 

précédente où l'on a supposé que le coéfficient du 

premier terme de l'équation formulaire étoit 1. II est 

vrai que cette méthode peut s'appliquer facilement 

au cas où le coéfficient en question seroit autre que 15 

niais on peut toujours transformer l'équation en une 

autre où le coéfficient soit 1 ; & c'est ce que nous 

allons faire ici. Pour cela, j'observe que si l'on a en 

gqn~—1 hnnm~~z 

général l'équation q"-h —-— «+» —-—-f- ... ;] 

[••y. . .~f--j-=©, & quon fasse •>
 011 aura 

îa transformée f -+"gt
n
~

1
 ~\-flit

n
~~*-±- 1 

-+-/B — I .M~o , qui a la condition requise. En ap-

pliquant cette équation au cas présent , nous avons 

«=4, f =3 1 > g =—> h=o > M=Ï2$ ; 

èc la question est de trouver l'un des diviseurs d'une 

dimension de l'équation t*— iycíí3 H- 125" X 

( 31 )5 = o. Cette équation se rapporte à la formule 

ï4-4- ctíîH~>èía-f-cí-}-i=o, en faisant a==— 

l=o, c=o , d == 1 j-6" x ( 31 y. 

Tous les diviseurs du dernier terme 12J x G1)' 

font 1, y,3«>5'x y, 5x31, f xC^ihyx. ($*)'.« 

jx jx 31, 52x(31)*> y2 x C3O5> (3OS (J1)'» 
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y'xs^ï)'. Essayons par ordre ces diviseurs. D'abord 

le diviseur i ne réussit pas, soit qu'on le prenne en + 

ou en —; c'est-à-dire que l'équation n'est pas divisible 

par íHh i. On peut s'en assurer par la méthode du pré-

sent article ; mais il fera plus court d'employer pour 

cela la méthode de l'article 297, parce que toutes les 

puissances de 1 étant I, on voit, presque fans calcul, 

si la totalité des termes de l'équation se réduit à zero. 

En supposant D—y, nous aurions C=-y^-==2yx 

1(31)*, &íA=a—D=—161. Comme les deux va-

leurs de A ne sont pas les mêmes, on doit conclure que 

l'équation n'est pas divisible par r+y. Pareillement le 

diviseur y pris en — ne réussit pas, ou l'équation n'est 

pas divisible par z — y. Le diviseur 31, pris en —« 

réussiroit,mais il nefatisseroit pas aux conditions de la 

question, comme nous le verrons tout-à-l'heure. Le 

diviseur y x y, pris en-+-ou —, doit être rejetcé. Le 

diviseur y x 31, qui ne réussit pas en -+-, réussit en —. 

En effet, D étant =—yx3i, on a C=-^- = — 

2yx(3i)S jB = —^-= —yx3i, A=—p— 

sa— 1, & A— a — D — — I. D'où l'on voit que 

les deux valeurs de A sont les mêmes. Ainsi l'équa-

tion í*—iy5í
5
,-+- i2yx (31)' = o, est divisible 

par t—y x 31 = o ; & on a pour quotient l'équation 

ti-hAt1-\-BfJr~C=o, ou(en mettant pour A, B, 

*Tiv 
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C, leurs valeu rs ), z3—f1—y x 31 r —■• 2 y x ( 31 )*=0. 

Le diviseur d'une dimension t — $ x 31 = o, 

donne r=j'x 31. Donc, à cause de q = —^- > on 

aura q=s. Ainsi la raison de la progression proposée 

est j; & le dernier terme w, qui a pour valeur -^yJ 

est 3. 

L'équation z' — Z' — ;x 3 ir — 2j-x C 31 )2 = 0 

est divisible par t—31=0, & le quotient est t2-\-

30Í H-2j x 31 =0, d'où l'on tire z =—1; + 

j |A— 22, valeurs imaginaires & à rejetter. La valeur 

réelle çsssAl doit être aussi rejettée, parce qu'elle 

donneroit q=i, chaque terme de la fuite = 375"» 

jss=4x37y, & non pas s = ^.6S. 

305". LES diviseurs commensurables de deux di-

mensions , de trois dimensions , &c, contenus dans 

une équation, peuvent se trouver d'une manière sem-

blable, en feignant que cette équation est le produit 

d'une équation du second degré, du troisième degré, 

&c, par une autre équation d'un degré convenable 

pour que le produit en question soit du même degré 

que la proposée. Cherchons ainsi, par exemple, les 

diviseurs de deux dimensions. 

Soit l'équation t4+strï-f-£z*-4-cr-J-á==o, dont 

il faut trouver les diviseurs commensurables de deux 

dimensions, si elle en a de tels. Je feins que cette 

équation est le produit des deux équations du second 

degré, t
2
-\-mt-\-n=o, t

2
-+-pt-hq=o. Ces deux 

équations multipliées ensemble me donnent, 
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4-p i 4-m/> > 4-m? ( ) 

4-j ) 

dont les termes doivent être les mêmes que ceux 

de la proposée. Ainsi, n & q doivent être des di-

viseurs du dernier terme d de la proposée. Nous 

pouvons regarder l'une de ces deux lettres n , q
 > 

comme donnée. Donnons - nous n, par exemple. 

Nous avons m-\~p = a , n 4- mp -f- ^ = b , np^-> 

m<i—c. La première & la troisième de ces équations 

donnent m = a—p,m = -—— = (en mettant 

pour q fa valeur —^ ,
 C

" ^ "
 P

 . Egalant les deux 

valeurs de m, on aura a—p—
 C

" "
 P

 ■. Donc 

ai—nc m — an* 
, & m =-— — Mais, d un autre 

d — n2 ' d—n 

côté j en vertu de la seconde équation n 4-777/74-

1=b, on doit avoir, en mettant pour m & q leurs 

valeurs trouvées, 

M
v , (nc—■an1)x(ad—nc) d 

(A) «H — — i = b. 
(d — n2 )- n 

Cette équation exprime la relation qui doit exister 

titre les quantités a, b , c, d, n, pour que l'équa-

tion proposée ait les diviseurs qu'on lui a attribués. 

EXEMPLE. 

On demande si Véquation t
4
-4-jt

5
-r-l4t

í
-f-ipt-+» 

'•í = 0, a. des diviseurs de deux dimensions f 
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Cette équation peut être regardée comme un cas 

particulier de l'équation générale î* CLÛ + bti+ 

cí-f-á=so , en faisant £ = y , è = 14., c=ip, 

d=if. Les diviseurs du dernier terme 15- sont 
1 » 3» S.KÀS* Si'l'on suppose n = 1, l'équation de 

condition (A) ne fera pas vraie. Mais si l'on suppose 

n = 3 , l'équation (A) sera vraie; & on aura m—2, 

p = 3 , q —S' Donc l'équation proposée contient 

les deux diviseurs de deux dimensions, t1 + 2t+ 

3=0, z--4-3t-hj=-=o. 

CHAPITRE XV. 

Des Equations qui contiennent des 

racines égaies. 

(il »■ .ini M 1 1. m 1 ■ 1 ■ 111 

306. ÏL y a des équations qui contiennent plusieurs 

racines égales & de même signe. Par exemple, l'é-

quation (f—a) x (í—-a) x (r — b) y. (í-f-c) = o, a 

ses deux premières racines égales & positives. La 

méthode pour trouver directement & séparément Ces 

sortes de racines est sondée sur quelques nouveaux 

principes que nous allons établir. 

307. Si on développe la puissance n d'un binome 

h+t, c'est-à-dire («+■/)"> & qu'on la multiplie 

terme à terme par la progression arithmétique 0, i> 

SCD LYON 1



CHAPITRE XV. 299 

2, 3 , 4 , &c : le produit sera = nt (h ■+■< f )*"""1 , 

comme il est clair par le calcul suivant, 

01—i)hn—H* n(n-—i)(n—i}h"—H3 
(ti+tY=:hn+nKn— ' t-i 1 f-&c * 
1 1.z 1.1.3 

01 2 3 &c g 

nfn—\)hn—H2 n{n—i)'n—z)h"—îfs 
produÌE= nh"—H-i H f-&Cx 

1 1.2 

, (n—0("—í^HWí* \ 
= //r A71-J-4-(n—i)A»— 2 r-i — H&c), 

308. DE-LA il suit que si l'on multiplie la puissance 

(i-f-í)" développée, par la progressonoi, k, 2k , 

$k, qk , &c ; le produit sera —knt(h-±-t)n~~l. 

Car multiplier par ok , ik , 2k , 3k
 J
 &c, c'est mul-

tiplier d'abord par o , 1 , 2, 3 , &c, ce qui donne 

nt(h + ty~~1 ; & multiplier ensuite le tout par k, ce 

qui donne knt(h-\-t)"~~l. 

Si on avoit M(h-±-ty ,(M étant un facteur quel-

conque ) , Sr qu'après avoir développé la puissance 

(h4~t)n, on multipliât par la progression arithmé-

tique ok , 1 k , 2 k, 3k, 8ÍC : le produit feroit 

Mint(h-$~ty~1 , comme il est évident. 

309. IL fuit du même article 307, que si l'on a 

M(h-\-t)", & qu'après avoir développé la puissance 

('H-O* > on multiplie par la progression arithmétique 

quelconque m, m-i-k, m-hzk, m-\-^k, &c : le 

Produit fera = (Mmh->fMmt +• Mknt) ,(h~ht 

2° effet, multiplier par la progression 777, m-fi, + ? 
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m -f- 2.Í, , &c, c'est multiplier d'abord paf 

m, ce qui donne Mm ( /z-f- r )s = ( MnA Mmr ), 

{h-+-ty~1 ; & ensuite par la progreslion ok, ik, 

2.k, $k, &c, ce qui donne Mknt( h-ht)"—1. Donc 

le produit total —(Mmk-\-Mmt-+-Mknt).(h-{-tf-', 

310. CELA posé, si l'on multiplie les termes d'une 

quation qui contient des racines égales, par ceux 

d'une progreffion arithmétique quelconque ; le produit 

fera une équation qui contiendra les mêmes racines 

Égales, moins une. 

En effet, soit l'équation o =3 a -H bt ■+ a1 + 

-f- &c, (f étant l'inconnue, a, b, c, &c, deâ 

quantités données ), laquelle est censée contenir un 

nombre n de racines égales que je représente chacune 

par — h, & par conséquent être divisible par ( h + 

t)n. Cette équation peut contenir de plus un nombre 

quelconque d'autres racines. II est clair que nous pou-

vons l'écrire ainsi : o=(/z -+-> t)" x (p-\-qt-\-nlJr 

ÍÍ
j &c) , en supposant que le saófceur p-+-qt+ 

rí2-H&c,dans lequel p, q, r, &c, font des quantités 

données, représente le quotient que l'on trouveroit si 

l'on divisoit l'équation proposée par (fe-+-r)S. Donc, 

en effectuant la multiplication indiquée, nous aurons: 

o=p (h~t-t)n -hqt (h-+*t)n -hría (k-t-tf-h 

jíî(Â4-í)n.4->&c, ou bien en développant la puis-

sance (ft-4-tí)", & ordonnant par rapport à t, 
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nh
n
->r pnh»-

r
t-±-'-—-+ —5— -J-&C 

J -
i
-
q
h"t-ì-qnh"-1 v- 4- v h&c 

O13 \ ■* 1.2, 

^rhnti >+< r/th"—11* -f.&c 

4- Í A*Í* 4-&c, 

Maintenant, écrivons fous ces suites la progression 

arithmétique 

m, m.'^rkt m-^r2Í, m -H 3^, &c; 

& multiplions chaque bande horisontale par la pro-

greffion arithmétique correspondante ; c'est-à-dire la 

première bande, par la progression arithmétique entière 

m,m-+-k, m-t- zk, 777-+-3 £, &c ; la seconde, par la 

progression m-f-A, m~{~2k, m-+~^k, &c ; la troi-

sième, par la progression m-i^ak, m-\~3k, &cc; ainsi 

de suite. II est évident que par-là on aura multiplié 

l'équation proposée par la progression arithmétique m, 

m-fc" k, ?77-|- ik, 777H-&c ; puisque la première co-

lonne verticale est multipliée par 777; la seconde colonne/ 

verticale , par m -f- k -, la troisième colonne verticale 

par 777+2^ ; &c. Or avant la multiplication de chaque 

báhde horisontale par la progression arithmétique cor-

respondante, cette bande étoit divisible par (h-+-t)". 

Donc ( 309) après la multiplication , chaque bande 

fera divisible par (A-t-í)"*-1
 5 & par conséquent 

1 équation résultante de cette multiplication sera aussi 

divisible par (/z-Hí)*-'• Ainsi on aura une 

équation qui contiendra les mêmes racines égales moins 
Une, que l'équation proposée, 
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311. IL peut se faire qu'une équation contienne 

plusieurs racines égales de différentes espèces. Telle 

est, par exemple, l'équation (Í — a)
z
 x (t—./))»x 

( t — c) = o, qui, outre la racine c, a deux racines 

dont chacune vaut a, & deux racines dont chacune 

vaut b. Supposons en général qu'une équation dont t 

est l'inconnue contienne tout-à-la-fois un nombre n 

de racines égales représentées chacune par -— h ; un 

nombre e de racines égales représentées chacune par 

—~f ; un nombre g de racines égales représentées ena-

cune par — l ; &c. Si l'on multiplie les termes de cette 

équation par ceux d'une progreíïion arithmétique quel-

conque, le produit fera une équation qui contiendra 

les mêmes racines égales, moins une de chaque efpece, 

ou qui fera divisible par (h -h t )*~'1 x Çf+t )
e_I 

x t )
e 1 x &c. Car fi l'on suppose que l'équa-

tion générale de l'article précédent contienne les puis-

sances (/z-hO*> (l-*-*)*, &c; & qu'on 

regarde successivement le produit de toutes ces puis-

sances , moins une, comme fondu dans le facteur/;+• 

<jrí-f-rí2-j-ií'-+-&c ; on verra qu'en multipliant par 

les termes d'une progression arithmétique , on aura 

une équation qui fera divisible, ou par (/z-H)*-'»011 

par (f-i-t)e
~~

1, ou par ( l-+-t)
s
~\ &c. D'où il fuit 

que cette même équation fera divisible par le produit 

(fc-t-O"—xx (/-4-íj'—'xíZ-hO'—'x&c 

312. Nous sommes maintenant en état de juger si 

une équation proposée contient des racines égales, & 

de déterminer ces racines. Pour cela , après avoir 

ordonné l'équation par rapport à l'inconnue, nousla 
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multiplierons terme à terme par une progreffion arith-

métique. Si l'équation n'étoit pas complette, il fau-

droit commencer par la completter.en imaginant que 

lespuiíTances de l'inconnue, qui manquent, font mul-

tipliées par zero. Ainsi, pour l'équation O — c-^at1 

.f íf, qui n'a ni second, ni quatrième, ni cinquième 

terme, on écriroit o=c
=

j
=

Oí+ctí2±OíîHhO£4H-ír. 

Le choix de la progreffion arithmétique est arbitraire ; 

niais, pour plus de simplicité dans les résultats, il faut 

prendre la plus simple des progreffions arithmétiques, 

qui est o, i, 2, 3 , 4., &c. En effectuant la multiplica-

tion que nous venons d'indiquer, on aura une nou-

velle équation que j'appelle secondaire * & qui contient 

les racines égales, moins une, de l'équation principale, 

supposé qu'effectivement l'équation principale con-

tienne de telles racines. On cherchera, par la méthode 

del'article , le plus grand commun diviseur de ces 

deux équations ordonnées par rapport à l'inconnue. Si 

elles n'ont point d'équation pour diviseur commun, 

on conclura que l'équation principale ne contient pas 

plusieurs racines égales. Si elles ont un tel diviseur, 

'équation principale aura quelques racines égales ; & 

Voici les différents cas qui pourront arriver. 

i°. Si le plus grand diviseur commun est une équa-

"on du premier degré, l'équation principale a deux 

racines égales dont chacune est ce même diviseur. 

2°. Si le plus grand commun diviseur est une équa-

tion du second degré, on décomposera ce diviseur en 

racines ; & si elles font égales, l'équation princi-

P
a
'e a trois racines égales dont chacune est l'une des 
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racines du diviseur : si les racines du diviseur sont iné-

gales , l'équation principale a deux racines égales d'une 

espece & deux racines égales d'une autre espece : l'une 

des racines égales de la première espece est l'une des 

racines du diviseur , & l'une des racines égales de la 

seconde espece est l'autre racine du diviseur. 

30. Si le plus grand diviseur commun est une équa-

tion du troisième degré, on cherchera ses trois racines; 

lì ces trois racines font égales, l'équation principale 

contient quatre racines, égaks chacune à l'une des 

trois racines du diviseur : si deux racines seulement du 

diviseur sont égales, l'équation principale contient 

trois racines égales d'une espece , lesquelles font cha-

cune l'une des deux racines égales du diviseur, & deux 

racines égales d'une seconde espece, lesquelles sont 

chacune la troisième racine du diviseur : si les trois 

racines du diviseur sont inégales, l'équation principale 

contient deux racines égales d'une première espece, 

lesquelles font chacune la première racine du diviseur; 

deux racines égales d'une seconde espece, lesquelles 

font chacune la seconde racine du diviseur ; & deux 

racines égales d'une troisième espece, lesquelles font 

chacune la troisième racine du diviseur. 

Ainsi de fuite. Venons à des exemples. 

EXEMPLE I. 

On demande si ? équation t' — t1 — St-f-12 =°> 

a des racines égales ? 

Je multiplie cette équation terme à terme par la 

progreffion arithmétique 3 , 2,1, o ; ce qui produit 

, l'équation. 
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l'équation secondaire — 2tz — 8t = O, ou bien, 

(en divisant tout par la racine t — o ), 32* — 2t —« 

8 = 0. Je cherche le plus grand diviseur commun à 

l'équation principale & à l'équation secondaire. Ce 

diviseur est t — 2. D'où il suit que l'équation propo-

sée a deux racines égales exprimées par t=2, r===2
9 

De ces deux racines résulte l'équation ( t —* 2 ) x 

(t — 2 ) = o , ou t2 — 4Í -f- 4 = O , par laquelle 

divisant l'équation donnée z3— tz—8r —H 12 = 0, 

on a pour quotient í-f- 3 = o. Ainsi les trois racines 

de l'équation z3 — tz— 8t 4- 12 = o, font í = 2 , 

1=2, £==— 3. 

EXEMPLE II. 

On demande Ji l'équation t4-— 3^-—6V-f-28t—» 

i|=o, <z áeí racines égales? 

Je multiplie cette équation par la progreffion arith-

métique 4., 3 , 2 , I , o, ce qui donne l'équation secon-

daire 4£5—pí2— 12í-f- 28 = 0. Ensuite je cherche 

le plus grand diviseur commun à l'équation princi-

pale & à l'équation secondaire. Ce diviseur est l'équa-

tion du second degré tz — 4s-{-4 = o, qui contient 

les deux racines égales t — 2, r= 2. D'où je conclus 

que l'équation proposée a trois racines égales, donc 

chacune vaut 2. De ces trois racines résulte l'équation 

(t — 2) x ( r — 2) x ( Í— 2) —o, ou í3 — 6z2-H 

12 f—8-_
0j

 p
ar

 l
a
q

ue
ll

e
 divisant l'équation Í

4
—< 

3Í*—6î2-r~28í — 24=0, on a pour quotient 
l + 3 • Ainsi les quatre racines de l'équation proposée 

sont r=2, Í=2, t=2 , t*?*—3. .•. 

V 
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EXEMPLE III. 

On demandeJì l'équation t4—i oc5 -h 37t.1—6ot-fi 

36 = 0, a des racines égales ? 

Ayant multiplié cette équation par la progreffion 

arithmétique 4, 3 , 2, 1 , o, ce qui donne l'équation 

secondaire 4í5
 — 3 ot1 -+- 74.Í — 60 = o ; je cherche 

le plus grand diviseur commun à cette équation &à 

l'équation principale. Ce diviseur est l'équation du 

second degré t
1
 — -+• 6 — o , laquelle donne les 

deux racines inégales t=2, í = 3« D'oà je conclus 

que l'équation proposée t
4
— ioz

5
 -H 372* — 6ot + 

36 = o, a deux racines égales, dont chacune vaut 

2, & deux racines égales dont chacune vaut 3. En 

effet, cette équation n'est autre chose que (t—2J1 

*(r — 3)» = o. 

EXEMPLE IV. 

Ore demande Jì l'équation t*—I3t
4 -fr- c^t5-

H7lt
2
-i-2i6t— 108 = 0, a des racines égales? 

Formons à l'ordinaire l'équation secondaire J/4—' 

52í'4-20iz
2
 — 342í-f-2i6 = 0, en multipliant 

l'équation proposée par la progression arithmétique 

j", 4, 3,2,1,0. Cherchons le plus grand diviseur 

commun à l'équation principale & à l'équation secon-

daire. Ce diviseur est l'équation du troisième degré 

— 8Í
2
 -+- 21 / — 18=0. Or on trouve, toujours 

par les inémes moyens, que cette équation contient 

les deux racines égales t = 3 , t = 3, & la troisième 

racine í=2. Ainsi l'équation proposé» í
f
— ijî

4
+ 1 
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Í7Í5— i7n3-4- 2i6t—108 = 0, a trois racines 

égales dont chacune vaut 3, & deux racines égales 

dont chacune vaut 2. En effet, cette équation n'est 

autre chose que ( £ —■ 3 )* x (r — 2 )2 = o. 

CHAPITRE XVI. 

Diverses opérations & remarques fur les 

racines d'une équation quelconque. 

313. I_j A classe des équations qui contiennent deâ 

diviseurs commenfurabJés ou des racines égales est 

fort étendue. Ainsi nos Lecteurs ne sauroient íe rendre 

trop familières les méthodes que nous avons données 

pour trouver les racines dans ces sortes de rencontres. 

Mais il y a un grand nombre d'équations qui ne s'y 

rapportent pas. Alors , passé les quatre premiers de-

grés, on ne peut résoudre exactement les équations1 

que dans certains cas particuliers ; on est obligé le plus 

louvent de se contenter de solutions approchées } 

comme nous l'expliquerons ci-defTous. Ici je me pro-> 

pose de faire quelques opérations & quelques remar-

ques fur les racines d'une équation , fans qu'il soit 

fiéceífaire de les connoître. Toutes ces préparations" 

ont une utilité prochaine ou éloignée pour parvenir à 

trouver en effet les racines, sinon exactement, du 

moins par approximation, 

Vij 
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314. LES racines d'une équation peuvent être 

diminuées ou augmentées d'une quantité quelconque, 

en substituant à la place de l'inconnue une autre incon-

nue plus ou moins cette quantité. Soit, par exemple, 

l'équation Í
5
 -f- at

ì
 -4- ht* -+- et -+- d = o ; si l'on sup-

pose t= x ± m, on aura la transformée 

#
4

± 4 m ÇA;
5
-f-6 m

1
 ì^±4

M

' f-x'-Hm
4
 J 

-r-íi \ ± 3 am\ -+- 3 «m
2

) ^am?! 

-f-b ) +2te j -f-èm^^o, 

-f- c C ± cm l 

-M J 

dont les racines seront plus petites ou plus grandes 

que celles de l'équation proposée, de la quantité m. 

315% CETTE même transformation sert à délivrer 

une équation de l'un de ses termes, comme nousl'avons 

déja vu ( 232 & 233 ). 

316. ON peut transformer une équation en une 

autre dont les racines soient égales aux racines de la 

première , multipliées par une quantité donnée. Soit, 

par exemple, l'équation Í
5
 H- at

1
 -+- bt -4- c == 0 : fi 

l'on fait ft = x, ou t = -—, on aura la transformée 
í 

MÌ ax* bx . . . ,
 r 

i_. 1 \-c — o, ou bien x'-ï-fax1* 

f
:L
bx-

J
rpc=o, dont les racines font les produits des 

racines de la proposée, multipliées par la quantité/-

3 17. DE-LA fuit le moyen de changer une équation 

qui contient des quantités fractionnaires en une autr» 
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qui n'en contienne pas. Qu'on ait par exemple l'équa-

, at
2
 bt d , . . 

tion í' H h -—1—r- = o : multipliez tout par 
g h k 1 1 

le produit des dénominateurs ; vous aurez ghki* 

hkat2-+-gkbt -+■ ghd =4 o ; ensuite faites ghkt=x
7
 ou 

X 

t= ,, -, vous aurez la transformée x} ~>rìikax2 + 
ghk 

fïbbx -4-gs
h
,
k

2
d=o, où il n'y a point de fractions. 

318. LA même transformation peut servir à faire 

disparaître en certains cas les quantités radicales qui 

affectent quelques termes d'une équation. Soit, par 

exemple, í5 -f- at
2
]/k bt -f- c }/k — o : faites 

il/k = x ; vous aurez la transformée -\~ akx
2
 •+• 

fe-f» ch = O, où il n'y a point de quantité radicale. 

319. SEMBLABLEMENT, on peut transformer une 

Équation en une -autre dont les racines soient égales 

aux quotients des racines de la première, divisées par 

une quantité donnée. Soit, par exemple, l'équation 

t'+slí*-+»c=== o : faites ——x ; vous aurez la 

UX^" Ì)X C 

transformée x5 H h -f- — =0, dont les 

racines font égales à celles de la proposée, divisées par 

la quantité /. 

Il est clair qu'on peut transformer, par les mêmes 

moyens, une équation en une autre dont les racines 

soient à celles de la proposée, dans tel rapport qu'on 

voudra. 

320. UNE équation qui a des racines positives peut 

V iij 
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être transformée en une autre qui ait des racines 

négatives de même valeur: & réciproquement. U ne 

faut pour cela que changer les signes des termes alter-

natifs à compter du second inclusivement. Par exemple, 

si au lieu de l'équation x3 — 8x*-\- ijx— 10 = 0, 

qui a les trois racines positives x= l, x = 2, x=j, 

on écrit ** -f-8x2~f- iyx-j-10 = 0 ; cette dernière 

équation aura les trois racines négatives x=-~ 1, 

x ===— 2 , x = —j\ De même, si au lieu de l'équa-

tion JÍ' H- 2x* 13 x -+-1 o=o, quia les deux racines 

positives x = i,x==2,&:la racine négative x =—y, 

on écrit x5—-2x2—13X—•10=0; cette dernière 

équation aura les deux racines négatives x=<— 1, 

x = — 2, & la racine positive x = j*. 

En général qu'on ait les deux équations (x—a)x 

(x-"í>.)x(x<— c) x (x^-á)x&c=o, ( 

x (x-}-è)x(x-r-c)x(x-há)x&c==0, dont 

les racines font les mêmes aux signes près. Si l'on 

développe ces équations, on verra ( 283 ) qu'elles 

doivent avoir différens signes au second terme ; le 

même signe au troisième ; différents signes au quatrième; 

le même signe au cinquième -, &c. 

Si une équation n'avoit pas tous ses termes, il feu-

droit commencer par suppléer les termes absents, pat 

ïero, pour pouvoir y appliquer la régie en question-

321. TOUTE équation d'un degré impair a, au 

moins, une racine réelle. En effet, ces sortes d'équa-

tions peuvent être représentées en général par x' 

^flg^-hbx
1
™"

!
qh&c==Q, x étant l'inconnue. 

*, b, Q, &ç, des quantités réelles & données. Or. 
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cette équation doit être vraie, quelques variations qui 

puissent arriver à x & à Q, tout le reste demeurant le 

même. Soit d'abord x = o, on aura auffi Q=o. Sup-

posons ensuite que x augmente continuellement depuis 

0 jusqu'à l'infinie ; il est clair que Q augmentera auflì 

continuellement depuis o jusqu'à l'infini. De plus, 

lorsque x devient infinie, le premier terme xz m "*-1 de 

l'équation est infini par rapport à tous ceux qui le 

suivent dans le premier membre ; & par conséquent 

ceux-ci peuvent être négligés. Donc, en nous servant 

du caractère 00 ,pour représenter les quantités infinies, 

quantités qui peuvent d'ailleurs différer les unes des 

autres en grandeurs, de toutes les manières possibles ; 

nous aurons alors x *M+1
 = Q0« D'où l'on tire x= 

V -f. OC, quantité infinie, réâíle & positive ; car 

toute racine impaire d'une quantité réelle & poíitive 

est également réelle & positive. Faisons x négative, & 

imaginons qu'elle finisie par devenir infinie négative; la 

quantité Q deviendra aussi infinie négative ; & pour lors, 

on aura —x%m-*~l= 00, ou xzin'+t=s>— QO. 

D'où l'on tire x = y — 00, quantité infinie , 

réelle & négative ; car une racine impaire d'une quan-

tité réelle & négative est aussi réelle & négative. Main-

tenant , puisqu'aux équations Q =•■ o , Q = 00, 

Q — — OO, répondent respectivement les équations 

* — o, x = 00, x ssa — OO ; il s'enfuit que toutes 

les valeurs possibles d'une même * font comprises entre 

«s deux limites réelles, l'infini positif & l'infini néga-

Viv 
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tif; & qu'en allant d'une limite à l'autre, x passe par 

le zero. Or, suivant une loi qui s'observe constamment 

dans la nature, une quantité qui augmente ou qui 

diminue continuellement, passe par tous les degrés 

possibles d'augmentation ou de diminution. Donc la 

quantité x, en augmentant continuellement depuis 

l'infini négatif, jusqu'à l'infini positif, ou en diminuant 

continuellement depuis l'infini positif jusqu'à l'infini 

négatif, aura nécessairement toutes les valeurs réelles 

possibles , comprises entre ces deux limites réelles, 

puisqu'elle passe par le zero qui peut être regardé 

tout-à-la-fois comme la plus petite des valeurs posi-

tives & des valeurs négatives. Donc, fi l'on attribue 

à Q une valeur réelle & finie ; ce qui remet l'équation 

proposée sous fa pjpmière forme , x2m + 1 ax im+ 

^í-'-r' + jícJÍQ ; l
a
 valeur correspondante de 

x fera auíïi réelle & finie. Donc, dans toute équation 

d'un degré impair, il y a, au moins, une racine réelle, 

qui peut d'ailleurs être positive ou négative, suivant 

la relation des quantités données a, b, Q, &c. 

322. LORSQUE toutes les racines d'une équation 

font réelles & positives, les termes de cette équation 

ont alternativement le signe -f- & le signe —. C'est 

ce qu'on voit par l'équation de l'article 278, & ce 

qu'on trouvera dâns toutes les équations de rneffle 

espèce. 

323. UNE équation dont toutes les racine* son
£ 

réelles & négatives, a le signe -f- à tous ses termes. 

L'équation de l'article 272 en est un exemple. 
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324. Si une équation a toujours ses racines réelles, 

mais que les unes soient positives, les autres négatives, 

il y aura autant de racines positives que de variations 

de signes, & autant de racines négatives, que de per-

manences de signes, en prenant ces variations & ces 

permanences, d'un terme au terme suivant, dans toute 

l'étendue de l'équation. Car soit, par exemple, l'équa-

tion de l'article 280, laquelle a deux racines positives, 

& une négative. Il peut arriver que l'on ait a -\-b, 

ouc<Ca-\-b. Dans le premier cas, le second terme 

est positif :1e troisième est négatif, parce qu'ayant 

f , on aura ac ■+■ bc >> ( a -f- b )
2
 > ab. Et 

comme le dernier terme est positif, on voit que du 

premier au second, il y a une permanence de signes ; 

que du second au troisième , il y a une variation de 

signes ; & que du troisième au quatrième, il y a encore 

une variation de signes. Ainsi il y a, en tout, deux 

variations de signes, & une permanence de signes i 

c'est à-dire, autant de variations que de racines posi-

tives , & autant de permanences que de racines 

négatives. 
Dans le second cas, le second terme de l'équation 

est négatif; & le troisième pourra être positif ou néga-

tif. Si ce terme est positif, il y aura du premier au 

second une variation de signes ; du second au troi-

sième , encore une variation ; & du troisième au qua-

trième, une permanence de signes ; ce qui fait en tout 

deux variations & une permanence. Si le troisième 

terme est négatif, il y aura une variation de signes 

du premier au second ; une permanence du second au 
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troisième; & une variation du troisième au quatrième; 

ce qui fait encore deux variations & une permanence. 

Le nombre des variations de signes est donc, dans ce 

cas comme dans le premier, le même que celui des 

racines positives ; & le nombre des permanences, le 

même que celui des racines négatives. 

327. DE-LA, il fuit que si l'on fait, d'une manière 

quelconque , qu'une équation ne contient que des 

racines réelles ; on connoîtra combien il y en a de 

positives, & combien de négatives. Par exemple,si 

j'ai l'équation, 

;
:
 ^+31*—23a;

5
 — 2^x

z
+i66x—120 = 0, 

& que je fois supposé savoir que toutes ses racines 

font réelles ; je conclurai qu'elle a trois racines posi-

tives, & deux négatives, parce qu'il y a trois varia-

tions & deux permanences de signe». En effet, cette 

équation contient les trois racines positives, x= 1, 

x=2,x= 3,&íles deux racines négatives, x =—4, 

X = j". 

Si une équation manquoit d'un terme ou de plu-

sieurs terme.s, il faudroit, pour pouvoir employer la 

régie précédente, suppléer ces termes par zero, qu'on 

peut imaginer précédé du signe -f- ou du signe —■ 

Soit, par exemple, l'équation x1—.zox^-^-^ox1-^ 

içx — 30 = 0, dont je fais que toutes les racines 

font réelles, & qui n'a point de second terme. Je 

l'écris ainsi, Ï' + OÎ
4
—20*' + 30x*-r- 10x— 

30 = 0 ; & j'observe que soit qu'on prenne le second 

terme ox4 en + ou en —, il y a dans toute l'étendue 
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ie l'équation, trois variations & deux permanences de 

signes. D'où je conclus que l'équation a trois racines 

positives, & deux négatives. En effet, cette équation 

contient les trois racines positives, x — i, x == 2, 

x = 3 , & les deux racines négatives x = — ì , 

326. ON doit bien observer que la régie en ques-

tion , dont Descartes est l'inventeur, n'a lieu que 

pour les équations dont toutes les racines font réelles. 

Car, par exemple, si on concluoit que l'équation 

xx -+- 2 x -+- j = O, a fes deux racines négatives, 

parce que tous ses termes font positifs, on se trom-* 

peroit, les deux racines de l'équation étant imagi-

naires. 

SCD LYON 1



ALGÈBRE, 

CHAPITRE XVII. 

Des changements de forme qu'on peut 

faire subir aux racines de certaines 

équations, ou en général à quelques 

quantités radicales. 

327. v_/ N a vu C chap. X & XI ) que les formules 

générales pour la résolution des équations du troisième 

& du quatrième degré, contiennent différents signes 

radicaux. Les uns affectent des quantités purement 

rationnelles ou commenfurables* ; les autres, des 

quantités en partie rationnelles, en partie radicales 

ou incommensurables. Les premiers disparaissent, 

lorsque les quantités qu'ils précédent, font des puis-

sances parfaites de même exposant que l'indice de la 

* Les expressions quantité rationnelle, quantité csmmensuralle, 

font synonymes, de même que les expressions quantité radicale, 

quantité incommensurable. Les quantités rationnelles ont toujours 

avec l'unité un rapport assignable ou mesurable ; par exemple, la 

fraction ^ est à l'unité, comme 3 est 34. Mais les vraies quan-

tités radicales n'ont, avec l'unité, aucun rapport qu'on puisse 

assigner rigoureusement en nombres finis ; par exemple, on ne 

peut pas déterminer exactement en nombre fini la racine quarree 

de z. 
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racine ; car alors la racine se tire par les méthodes du 

Chapitre VII. Les seconds peuvent disparoître aussi 

en certains cas. II y a de même dans les degrés supé-

rieure au quatrième des classes d'équations dont les 

racines affectées de radicaux peuvent être ramenées à 

des formes plus simples. Je me propose ici d'expli-

quer la méthode pour faire ces transformations, lors-

qu'elles font possibles. Commençons par les expres-

sions où il n'entre que des radicaux du second degré. 

528. JE suppose, pour indiquer d'abord claire-

ment l'objet de cette recherche par un exemple, 

qu'on ait à réfoudre l'équation du quatrième degré, 

»4—( iOst2—2 £1)x1 + pa4»h6'aî&í+è4==o, 

qui se traite par la méthode du second degré. En 

opérant comme il a été prescrit ( 214 ), on trouvera 

les quatre racines, 

*—±]/'[S&& — bb± 4.0.^/(0.0.— bb)\ 

La quantité aa— bb n'est pas un quarré parfait ; & 

par conséquent ]/ (aa — bb ) est une vraie quantité 

incommensurable. Mais la quantité y aa — bb ̂  

(aa—bb}
t
 en partie commensurable, en partie in-

commensurable , est un quarré parfait, celui de 2sl± 

V(aa—bb). Ainsi les quatre valeurs de x se simpli-

fient & deviennent, 

x = ±z(2.a±L]/{aa— bb)). 

32p. Ir- n'a été besoin que d'un peu d'habitude 

dans le calcul, pour réduire la première expression de 

* a celle qu'on vient de trouver. Mais il y a beaucoup 
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de cas qui n'offrent pas la même facilité que l'exempfe 

précédent, pour reconnoître íì une quantité en partie 

commensurable , en partie incommensurable, est ou 

non un quarré parfait. II est donc essentiel d'avoir une 

méthode sure pour extraire, lorsque la chose est pos-

sible , les racines de ces sortes de quantités. La voici, 

330. REPRÉSENTONS par A ± ]/B les quantités 

en partie commenfurables, en partie incommensura-

bles .dont il est ici question, A étant la partie ration-

nelle , \/B la partie radicale du second degré. Quelle 

que soit la racine quarrée de A ± \fB, il est évident 

qu'elle ne peut contenir que des radicaux du second 

degré ; autrement elle produiroit des radicaux d'une 

autre espéce dans A -±: \/B. Ainsi, en supposant que 

p & q sont des quantités rationnelles, la racine ne peut 

avoir que la forme p ± \/q, qui ne contient qu'un 

seul radical du second degré ; ou la forme \/p ± J/f. 

qui contient deux radicaux du second degré. Attri-

buons-lui la forme \/p ± \/ q, qui est la plus géné-

raie, & qui comprend d'ailleurs la première, lorsque 

p est un quarré parfait. En élevant \Zp±z]/
c
l

n 

quarré , nous aurons p ■+■ q ± 2 \/pq > quantité qm 

doit être égale à A ± j/E. Et comme les quantités 

p, q font arbitraires, nous pouvons égaíér la partie 

rationnelle p -f- q à la partie rationnelle A, & la paf 

tie radicale ±2 à la partie radicale ± j/$> 

ce qui nous donnera les deux équations p • 

2]/pq = \/B, ouqpq — B. 

= Â, 

Tirant de la seconde, 3 = 
B 

4P 

& mettant cette 
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valeur dans la première, on trouvera pz—Ap =— 

—.D'où l'on tire (202), en regardants comme 

„
4
 Aj+y/iA* — B) 

f inconnue, p = — . Donc q=A—! 

p— . On aura par coniequent, 

La racine quarrée de A -+- |/B , c'est - à - dire ; 

j/p+i/?» fera donc exprimée ainsi, 

yy), 
expression dans laquelle il suffit de prendre les signes 

supérieurs de la quantité radicale ̂ (A2—B), atten-

du que les inférieurs produiroient le même résultat. 

On aura par conséquent, 

De même\ la racine quarrée de A—\/B, c'est-

a-dire, ]/p — y/q, fera exprimée ainsi, 

^-/Î=±(K [—— 
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331. MAINTENANT, toutes les fois que la quantité 

proposée A ± ]/B fera un quarré parfait ,1a partie 

l/çA* — B) deviendra rationnelle. Car ^4
2
—B = 

(p-+-q)
z
—4pq=p

z~+-qz — 2pq—(p—qYi & 
par conséquent ]/(A* — B)=p— q, quantité ra-

tionnelle. Tel est donc le caractère auquel on recon-

noîtra si A±]/B est un quarré parfait. Cette quan-

tité est un quarré parfait, lorsque Az — B en est un; 

& la racine de ce dernier quarré se trouve par la 

méthode de f article 121 ; ensuite les formules de 

l'article précédent donnent la racine de A±\/B.h 

contraire , on conclura que A ± \/B n'est pas un 

quarré parfait, si l'on trouve que A
z
—B n'en est pas 

un. EcìairciíTons cela par des exemples. 

E X E M: P L E I. 

Extraire, s'il est possible, la racine quarrée àt k 

quantité 5a
2
 — b

1
 ;4r 4 a }/( aa—bb)? 

On voit que cet exemple est celui de l'article 

328. 
Nous avons ici A=$a*—h

2
, ]/Bz=^,a]/(aâ-

bb) , A2 — B —2^ a
4 — 10 a=-b* -{-b* — 16 a* + 

x6a
1b2

—9a
4

-+~6a'bz-+-b*. Et comme cette dernière 

quantité est un quarré parfait, celui de 3a
1
 -j- b*; nous 

aurons p— = —~ 

1=4 a
1
-; & ]/

r
p = ±2a. Ensuite , on aura 5 = 

A—\Z(A2 —B) ?
 a

*—bz—( 3 a*+l%) ^ 
, . r= ■i— 

z 1 

aa — bb; & \/q==-±Y(aa-^bb). Ainsi la ra-
cine 
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cìne quarrée de la quantité proposée j* a2 —-b2 -f-;" 

qa\/(aa.—bb), est ± ( 2a±;\/( aa—~ bb)~) , 

comme on Fa trouvée ci-dessus. 

EXEMPLE II. 

Extraire, s'il est possible, la racine quarrée de la 

quantité numérique 28-T-10J/3 f 

Nous avons ici A = 28 , ~[/B = 10^/3 , A~—< 

£=784—300 = 484 dont la racine quarrée est 

22. Ainsi ;7 —-ìilHL = 2j, & ]/p — ±:$; 

î=—— = 3 , & y q-=-\z /j. La racine 

quarrée de la quantité proposée est donc J 4-}/3 ; 
ou— j —1/3. 

ExEMPtE III. 

Ext&iire , s'il est postible \ la. racìm quarrée de la 

quantité ab-f^c*—à2-\-2~\/( ̂ abc1— abd2 ) ? 

Nous avons ici A — ab-\~ ^c
2
—d

2
, \/B = 

2y_ (q abc
z
 — abd

1
) ; A

1 — B~a
2

b
2— 8abc

2
^ 

16 c* 4-, 2 abd
2.— 8 c

z
d

2
 4- ^

4
 > dont la racine quarrée 

est ab—.^c
2
4-á

2
. Donc p= ,^"

<
~

4c
 ,~ZÌ—,4, 

ai—4 c
2 H- íía y y 

—— ; & y p=±.y ab . & 

o5-|-4c
2—d

3
-—(ah—4C*-+-á

2
) 

-— , . —
 4

 c
2 — i

2
 ; 

r , * : * . ■ L* , "7" v«' • 

a racine de la quan-

tité proposée est ± (j/.ab-^\/(^c
2
—i

2
)) 3 somme 
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de deux quantités radicales , prise positivement ou 

négativement. 

EXEMPLE IV. 

Extraire , s'il ejì pojjible, la racine quarrée de U 

quantité 3 a
2
 — b

2
 •+- 4 b ]/t j a

2
 — c

2
 ) ? 

NOUS avons ici A—^a
2
—b

1
, ]/"B=4^|/c^î— 

c») ; A
2—B = pa* — S6a

2
b
2
-hb*-\-i6b

í
c
2

, qui 

n'est pas un quarré parfait. D'où il fuit que la quan-

tité proposée n'en est pas un non plus, & que par 

conséquent l'extraction de la racine ne peut se faire 

que par approximation. 

332. LA même méthode s'applique à l'extraction 

des racines quarrées des quantités qui contiennent, 

avec la partie rationnelle, plusieurs radicaux du second 

degré. Mais il faut observer, par rapport à ces quan-

tités , que fi l'on fait le quarré d'un trinôme p + 

\/q-\"\^
t

* <I
u

i contient deux radicaux, ou d'un 

îrinome }/p-k-^ q-¥-}/r, qui contient trois radi-

caux ; ce quarré contiendra , dans l'un & l'autre cas, 

une partie rationnelle, & trois parties radicales. D'où 

il fuit que la quantité dont il s'agit d'extraire la racine 

quarrée, doit contenir trois radicaux , íi la racine, 

supposée trinôme , en doit contenir deux ou trois. 

On verra de même que le quarré doit contenir fix 

radicaux, lorsque la racine, supposée quadrinome, en 

contient trois ou quatre ; &c. 

333. CELA observé, qu'il s'agisse, par exemple, 

d'extraire la racine de la quantité 
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]/D, qui contient une partie rationnelle, & trois 

parties radicales du second degré. Je suppose, pour la 

plus grande généralité, que la racine soit le trinôme 

Yp+\/q -t-j/V, dont les trois parties font radi-

cales. En faisant le quarré de cette racine, on aura 

P+y+r-h2..j/^-4-2 \/pr-\- 2]/qr, Donc, ea 

égalant la partie rationnelle p-\-q-\-r à A, & cha-

cune des parties radicales , 2\Z~pq, 2~[/pr , 2\/qr, 

à chacune des parties radicales \/B , ]/C , ]/D , "J^, MM 

011 aura , p -4- q-^r — A , 2 ]/pq = ]/B , ' ou 

j= ,2}/pr=]/C, ou r=-^-, 2l/
sl
r=s 

]/D, ou r= —. Ú/Sî $ 

Substituons, dans la première équation , à la place 

de q & r leurs valeurs données par la seconde & la
 v 

troiíìè 
8 

ìeme ; nous aurons , p 

doù r on tire , p = 
A-+-\/[Az — B-

4? 
■Cl 

A; s-

Si^+j/B-f-l/C-t-î/D est un quarré parfait, 

la quantité ]/[ A
1—B — C] deviendra rationnelle. 

Car A
z—B — C=(p-t-q -f-r)

1
 — ^pq—~ 4pr = 

ÍP+qq~¥- rr—2pq — 2pr-+* zqr=fp— q—r)* ; 

& par conséquent \/( A*—B — C)=:p—q.— r, 

Connoissant ^ , on aura 0, par l'équation j=- , 

& r par l'équation r= Mais comme r a erj» 

core une valeur, savoir r 5= ,il faudra qu après 
4î • . * 

X ij 
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avoir déterminé p, q, r, ainsi qu'on vient de le dire; 

, . ,. . C D 
on ait 1 équation de condition ==- ,pour 

que l'extraction de la racine soit possible. 

EXEMPLE I. 

Extraire , s'il est pojjible , la racine de la quantité 

l0-+-]/
/
24-t-]/

/
40 -+-\/6o. 

En supposant A— I o, ]/B=]/2^, ]/€=]/"{
0

> 

\/D — }/6o, on trouveroit A- — B—C—]&, 

dont la racine quarrée est 6 ; & par conséquent, 

A-k-V (À*—B—C) 10 + Í 
P — ; : = ; = 8, ? = 

B C 

4? 4? 

— \. Mais comme l'équation 

C D 
= , ou y = 80, n'est pas vraie; on doit 

4? 4? 

conclure que les nombres trouvés pour p, q, r ne 

peuvent pas être les véritables. Supposons ^4= 10; 

j/^j/40, \/C=]/6o, ]/D=*j/24; nous 

aurons .4* — J3 — C = O, & par conséquent /> = 

C 
= q=2, r— 3. Et comme l'équation -^J

-35 

—— , ou 3 = 3, est vraie, il s'ensuit que les trois' 

4? 

nombres j , 2 , 3 satisfont à toutes les conditions 

qui doivent avoir lieu pour p , q , r. Donc la ra-

cine quarrée, ]/p-h]/q+\/"r, de la quantité pro-

posée iO+l/24-+-]/40'+j/6'o,
 e

st 
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EXEMPLE II. 

Extraire, s'il ejî possible, la racine quarrée de la 

quantité 28-+-]/ 320-+-I/448 4-]/140 ? 

Soient 4 = 28, ]/B=^32°> VC=V> 
|/D=|/i4o ; nous aurons Az—B—C=i 6 , dont 

la racine quarrée elt 4. Donc p =5 

18-+-4 , B C 
==— =Iû, q= = S > r = — 7» 

* 4 P 4 P 

Et comme l'équation = , ou 28=2 8, est 
4p 4<Z 

vraie ; il s'enfuit que les trois nombres 16, 5*, 7 , trou-

vés pour p , q, r , font les véritables. Par conséquent, 

la racine quarrée, J/^-f-l/^-f-j/V, de la quantité 

proposée 28 4- \/320 4- ■+-}/\<%o , est 

±(4-4-1/ J+l/7). 

On opérera semblablement pour les quantités de 

pareille nature, lorsque les racines quarrees doivent 

être quadrinomes, quintinomes , &c. 

334. S'IL étoit question d'extraire la racine quarrée 

d'une quantité qui ne contînt que des quantités ra-

dicales du second degré, & point de partie ration-

nelle ; cette extraction s'exécuteroit, lorsqu'elle est 

possible, par les mêmes principes. 

En effet, soit le binome y'A -f- }/B, où il n'en-

tre que des parties radicales , dont il faut extraire la 

racine quarrée. On voit aisément que cette racine doit 

avoir la forme ]/ (/VrH-l/ (?/r) > où '®S deux. 

'X il) 
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quantités p & q sont affectées du même facteur ra-

dical y r ; afin qu'en la quarrant, on ait simplement 

deux parties radicales correspondantes à \/A & à 

\/B. Si on lui attribuoit la forme ]/{p V r ) 4. 

]/Y q x/s ) , où les facteurs radicaux de p & de 5 font 

différents, on auroit au quarré plus de deux parties 

radicales. II n'existe, pour la racine, point d'autre 

forme que la première , pour produire un quarré sem-

blable à ]/A-+-\/B. Je suppose donc que ]/(pVr)+ 

l//s?V'r) fo't la racine quarrée cherchée; j'en sais 
le quarré, & je le compare avec ]/ A -f-\/ B ; ce qui 

me donne les deux équations, 

(p-ì-q)]/r=]/A , ou (p-hq)*r=A, 

2.\/rpqr-=.\/B, ou qpqr=B. 

Retranchant la seconde égalité de la première j oa 

trouvera, 

(p—qyr=A—B. 

D'où l'on voit que si ]/ A-+-]/B est dans le cas 

d'avoir une racine quarrée, A—B est multiple d'un 

quarré. La dernière équation donne (p—q)\fr=z 

\/(A — B). Ajoutant celle-ci avec la première, 

puis la retranchant de la première, on aura, 

VA + y/iA — B) 
fy/r = r » 

yA—y/íA—B) 
qvr==

 _ . 

Donc la racine cherchée \/{pVr) -{-[/(qy/O^ 
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EXEMPLE. 

Extraire, s'il est pojjìble, la racine quarrée de la 

quantité 8\f 1 ■+ 2 y 3 o ? 

Nous avons }/4=8]/ 2, ]/B== 2 j/30 , 

,$=128, £=120,4—ft=8, qui est lé produit du 

1 u r» V4-H/(4—B) 
quarré^. par le nombre 2. Donc —- =s 

,/ ,/ „ VA—-V(A—B) 
4l/24-]/2=j- y 2, W = 

41/2—l/
2
 = 3î/

2
. La racine cherchée est donc 

K(J»/2)-Hl/(3^). 

335". LA même méthode a également lieu pour 

sextraction des racines quarrées des quantités en par-

tie réelles , en partie imaginaires. Car soit le binome 

f+y—G, dans lequel F est une quantité réelle, 

positive ou négative, ou même zero, G une quantité 

réelle positive , afin que J/ —-G soit imaginaire. En 

mettant dans l'expreíîion générale de la racine quarrée 

de A-\~yB , trouvée (330), F pour A, & —G 

pour B, on trouvera, 

Vl?+ >/-G]=±( L^[Z±^£±£L]+ 

Pour que E-\~y—G soit un quarré, il saut que 

£*•+■< G en soit un, 

X iv 
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EXEMPLE I. 

Extraire, s'il est possible, la racine quarrée de 
|/—6*4, ou de 8]/—1 ? 

Nous avons ici F=o , ]/— G = 8 \/— 1 ; 

. donc G—64, F2 4-G = 54 dont la racine quarrée 

est 8. La racine quarrée cherchée est donc ±(24-

2 ]/■— 1 )=±
2

( IH-J/ — 1 ). 

EXEMPLE II. 

Extraire , s'il est pojfible, la racine quarrée de 
16 —30]/— 1 ? 

Nous avons ici F=if5, j/—C=^^o]/—ì. 

Donc F2 = 2y<5', G=poo, F24-G = i i$6 dont 

la racine quarrée est 34. Donc \/[l6—30^/—tjsa 

±(í-3K~1> 
3 36. ON voit par les deux exemples précédents, 

& il en fera de même dans tous les cas pareils, que 

lorsque F4- j/ — G est un quarré, sa racine est 

toujours de cette forme a-\~b\/—1 , a & b étant 

des quantités réelles. On peut semblablement, lorsque 

F4-J/'—G n'est pas un quarré parfait, indiquer fa 

racine par a-\-by— i« 

Car, que F4-]/—G soit ou non un quarré ; que 

même F & G soient des quantités radicales quel-

conques , réelles , avec cette restriction feulement 

que "G soit positive ; la racine quarrée de F-+ 

'{/—G peut s'exprimer généralement par ± 
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puisqu'en élevant cette dernière quantité au quarré, 

on trouve F -f- }/ — G. Or ]/(F*-f-G) étant 

toujours une quantité réelle plus grande que F, il est 

évident que soit qu'on suppose F positive ou néga-

tive, la première partie y |^ J de 

la racine proposée est toujours une quantité réelle 

qu'on peut représenter par a ; & que la seconde partie 

y j I , qui eu imaginaire 

V^(Fa-f-G)—F 

& 

nn, KC-qui peut s ecrire ai 

V— l . peut s'exprimer par b ]/— I, en faisant 

J/ |^ ■ J = b , quantité réelle. 

337. IL suit de-là que si l'on tire la racine quarrée 

de F-4-J/—G ; puis la racine quarrée de la racine 

quarrée précédente ; ainsi de fuite : on aura toujours 

pour chaque racine une quantité qu'on pourra repré-

senter par a+b]/"— 1. Car d'abord nous venons de 

voir que Y[_F-\~y/—G] se rapporte à la forme 

a+b}/~—1, ou a-\-]/—b2. Par la même raison, 

la racine quarrée de cette racine quarrée est toujours 

une quantité de pareille espèce ; ainsi de suite. 

On doit observer que si a-\-b ]/"— 1 est la racine 

quarrée de F+]/—G, on aura a— b]/~—1 pour 

celle de F—j/—G. Ainsi des autres. 

33S• TOUTE racine paire d'une quantité négative 

~~C, est réductible à la forme a-\-b ]/ —I. 

Car, i°. ]/—C=]/C. [/ — 1, qui se rapporte 
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à la forme a-\-b\/—i, en faisant a=o , b=&y ç, 

De plus, si dans l'article 336 , on fait F=o, 

G = C, on trouvera que J/ [v/—C], ou, ce qui 

est la même chose ( 110 & 112), J/—C=p'-£, 

C!-+-%/"-*i) rapporte à a~\-by— 1, en 

supposant a=b=]yr~-. Faisant ensuite dans le même 
4 

article 336, F=^-, ]/—G=]^-. jZ-i, 

on trouvera que j/^ J/' —C], ou , ce qui est la 

meme chose , y — C est encore réductible à la 

forme a-\-b~\/— 1. Ainsi de suite pour toutes les 

racines paires dont les indices font l'un des termes 

de la progression géométrique ~ 2 : 4:8:1 6: 3 2 :&c. 

2°. La racine sixième de — C étant la même chose 

(IIO&IIÌ) que la racine quarrée de la racine cube 

de —C ; & |X—C étant =—tyC, si l'on suppose, 

pour abréger un peu, p//C= D, on aura J/ — C= 

j/— i.j = VD.y — í. Ce qui rappelle ce cas au 

précédent, & fait voir qu'on peut comprendre, fous 

la forme a-¥-b\/—1 , toutes les racines paires de 

— C, dont les indices font l'un des termes delapro-

greísion géométrique ~rr 6:12 :24:48 : &c. 

5 *. De même , lÇ/— C étant la même chose q«e 

VíV—C] ; & ]/ — C étant =— ]} C ; si l'on 

fait y C=E, on aura j/— C=
 v
/—E. D'où l'on 

voit encore que ce cas se rappelle au premier, & 

qu'on pourra toujours merrrc fous la forme aJ
f 

by ~~i toutes les racines paires de — C, dontks 
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indices sont l'un des termes de la progression géo-

métrique -fr 10 :20:4.0:80 : &c. 

Ainsi de suite. II est évident" que les progressions 

indiquées comprennent , par leur réunion , tous les 

nombres pairs. 

Je passe aux extractions des racines cubes. 

33p. SUPPOSONS , pour commencer encore par un 

exemple , qu'en résolvant une équation du troisième 

degré par la méthode de l'article 235 , on soit par-

venu à cette valeur pour x, 

x = ]}
/
[^a

ì — 3slè
2
 + (4sl

2
— b

1
) Y (aa — bb)] 

+ lK[4sl
5
 —3 ab* — (4a* — b*)y(aa — bb)]z 

l'habitude du calcul pourra Faire connoître que la 

quantité 4 d* — ̂ ab* ̂ (q.a
2
—b

z
)]/(aa— bb) est 

un cube parfait, celui de a ± |/ (aa — bb), & que 

par conséquent la valeur de x se réduit simplement à 

x=2a. Mais voici une méthode sûre pour extraire 

la racine cube dans ces sortes de cas. 

34.0. REPRÉSENTONS par A-\-\fB, la quantité 

dont il faut extraire la racine cube, A étant la partie 

rationnelle , ]/ B une quantité radicale du second 

degré. J'observe, 

i°. Que la racine cube cherchée ne peut pas con-

tenir plus d'un radical du second degré ; car le cube 

d'une quantité telle que X^p-hl/q > contiendroit des 

radicaux à tous ses termes, & par conséquent le 

cube supposé A -f- ]/B, contiendroit plus d'un radi-

cal du second degré ; ce qui est centraire à l'hypothèse. 
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2°. Que la racine peut contenir, avec un radical 

du second degré, un radical du troisième degré, 

pourvu que ce dernier radical .soit commun à tous 

ses termes. En effet, le cube d'une quantité telle que 

k]/m-+-\/k.y m est i
i
m + 3^m|//i+3iElira+ 

mh \/h ; & ce cube a, comme on voit, de même que 

, une partie rationnelle, savoir k}
m-\- ^tíim, 

& une partie radicale du second degré, savoir ( 3 bm+ 

mh ) \/h. La racine cherchée ne peut pas avoir d'au-

tres espèces de formes. 

34.1. JE suppose que la racine cube de /î-+-]/# 

soit p -\-\/q, p étant une quantité rationnelle
 3
 j/y 

une quantité radicale du second degré. Les conditions 

qui doivent avoir lieu pour que cette supposition soit 

vraie, nous feront connoître en même-tems les cas 

où les deux parties de la racine doivent être affectées 

d'un radical cube. 

On observera que si la quantité dont on demande 

la racine cube, étoit A— il faudroit prendre 

pour racine, p—J/'j. Mais, pour abréger, je me 

contente de considérer A ■+- ]/B. 

342. EN élevant p -+- \/q au cube, & en égalant 

la partie rationnelle de ce cube à A , & la partie radi-

cale à \/B, on aura ces deux équations, A = p^-ìSPÌ* 

\^B = ( 3 p
2
 -h q ) qui étant élevées au quarré, 

donneront deux nouvelles équations dont la différence 

est, 

A
1
 — B—pa —3/>42+ 3 p*q

z — q
t
 = (p

1
—iy' 

Donc, en tirant la racine cube de chaque membre, 
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on aura ]/ [Az — B]=p2 — q. Ainsi lorsque A 

j/£ est un eube, & que sa racine est de la forme 

f + l/'q » la quantité A
2
 — B est un cube parfait, 

celui de pz — q. 

Nommons, pour abréger, n la quantité donnée 

f [ A1 — B ] que je suppose rationnelle. On aura 

q=p
z
—n. Substituant cette valeur de q dans l'équa-

tion A—pi-\~^pq
t
 on trouvera l'équation de con-

dition , 

(M) 4p
5
 —3^ — ̂  = 0, 

qui donnera pour p une valeur rationnelle, dans l'hy-

pothèfe proposée. La seule difficulté est donc de savoir 

décomposer cette équation en ses facteurs rationnels, 

fi elle en a effectivement. C'est à quoi on parviendra, 

ou par l'ufage du calcul, ou par les méthodes que. 

nous avons expliquées ( Chap. XIV ). Quand on 

aura p, on aura q, par l'équation q—p2 — n. 

34.3. LORSQUE A
2

—. B n'est pas un cube, & que 

cependant la quantité proposée A-+*\/B en est un, 

la racine cube de cette quantité contient dans ses 

deux termes un radical du troisième degré. Pour 

trouver alors cette racine, je multiplie & je divise 

A+ ]/B , par un facteur indéterminé l ; ce qui ma 

donne A-+-]/B=
 lA
^

B

 ; &
 ̂ [A^B]=^ 

y[lA-+-l\/B] ^ ]yi
a
j
nteriantj

 £ £]
ans

 j
es

 f
ormu

ies 

de l'article précédent, on met IA pour A * 

pour j/B, il est clair que le numérateur l^M-f* 
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l \/B ] sera de la forme p -b pourvu que bA*-~, 

lzB soit un cube parfait. Or, il est toujours possible 

de déterminer / de manière que l* (A1—B) soit un 

cube parfait, puisque le pis aller est de prendre 

l = A* — B. Ainsi, dans ce cas, la racine cube de 

sion qui se réduit à la forme 'ly m + l/h.yn, 

proposée (340, n°. 2), en faisant ~- = k, q = U\ 

l* = m. Quand on aura donc trouvé, par la méthode 

de l'article précédent, la racine cube de lA-\-l]/B, 

il faudra diviser cette racine par ]/1, pour avoir celle 

de A + VB. 
11 est clair que tous ces calculs s'appliqueront éga-

lement aux quantités en partie rationnelles, en partie 

imaginaires, en regardant - B comme une quantité 

négative. 

Eclaircissons tout cela par quelques exemples. 

EXEMPLE I. 

Extraire , s'il est pqfflble, la racine cube de la qutn-

tué 4 a' #r .3 ab
1
 ( 4 a* — b» ) j/[ a

1 — b». ] ? 

Nous avons ici A =4a?—3.0b
3
-, l/B==(^-

l
1
)1/( a

z
 — b*);A* — B = b

a
, dont la racine cube 

est = rc. Ainsi l'équation ( M) devient 47' —, 

^ b*p — 4^ -h 3 ab
1
 = o ; & on voit, au premier 

coup d'ceil, qu'elle est divisible par p —- a = 0. Donc 

p 7=ai & à cause de £ =/>?•>—n, q=aa — bb, Ai^ 
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la racine cube de la quantité proposée est de la forme 

f "+" V<1 > & certe rac'ne est ct -t- ]/( aa — bb ). 

On trouvera semblablement que la racine cube 

de 4.*' — 3 ab2 — (4a1 — b*) \/[ aa — bb], est 

o.— \f\_aa— bb ]. 

Les deux cas réunis comprennent l'exemple de 

l'article 33^. 

EXEMPLE II. 

Extraire, s'il est possible, la racine cube de la. 

quantité numérique 2 -+• \/ j" ? 

Nous avons ici A = 2, \/B = ]/y ; A2—B=s 

4— J =— 1, dont la racine cube est— 1 =72. Par 

conséquent l'équation (M) devient qp* 3p—2=0; 

& elle est divisible par 2/?—1=0. Donc p~\, & 

j = £a — n == - -4-1 == i. Ainsi la racine cube de la 

quantité proposée est de la forme p-\~\/q ; & cette 

racine est . 
, * * . *. ■ " \ 1 

EXEMPLE III. 

Extraire * i'iZ e/Z pojjible, /a racine cuèe tíe /a ja^z/z-. 

Nous avons ici ^^=£, |/B = 3 v'3 ; ^* —. 

^ = — 2, qui n'est pas un cube parfait. Ainsi cec 

exemple se rapporte à l'article 343. En supposant le 

facteur 1 = 2, on aura |/[ {A
1
 — B) Z*] = ']/"— 8 

= — 2 = n. Mettons dans l'équation ( M) pouf 

n cette valeur, & pour A, le produit M, ou 2 x y i 

nous aurons 4^ 4- ó> — 10=0, équation divisible 
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par p— I — O. Donc p~l, & q —p2
 — H=£ 

La racine cube de IA 1 ]/ B, ou de 10 -f- 6|/j, 

est donc de ia forme p-h]/q ; & cette racine est 

1-+-I/3. Par conséquent la racine cube de la quantité 

proposée A-+-\/B, ou ; + 3 j/3, est ■
 lH

~*
/

L 

EXEMPLE IV. 

ReconnoîtreJi dans l'équation x'-f-^x— i4=Qi 

qui n'a (238) qu'une feule racine réelle, la valeur k 

x ne peut pas être débarrajjée des Jìgnes radicaux ? 

En résolvant cette équation par la méthode de 

l'article 235*, on trouve, 

x = y [ 7.4- V jo ] 4- ]X[ 7—V ío ]. 

La question est donc de tirer, s'il est possible, lî 

racine cube de 7-f- \/$o, & celle de 7—j/jo-

Or, pour la première quantités nous avons yí=7i 

J/ B=j/ y o ; ^î
2
—£=—1 , dont la racine cube est 

— 1 =72. Donc l'équation ( M) devient 4^' +3/>— 

7 = 0 ; & elle est divisible par p— 1 = 0. Box 

p = i , Scq=p2
 — 7i = 2. La racine cube de 7 + 

j/yo est donc de la forme p -4- ]/q •> & cette racine 

estn-i/2. ; 
Oh trouvera semblablement-que la racine cube ce 

7—]/yo est i—j/a. Ainsi la valeur de x fe réduit 

simplement à x = 2. 
Cet exemple peut servir d'éclaircissement à la» 

ticle 23'c;. 
í;k'" • ExEMPtB 

k 
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EXEMPLE V. 

Reconnoître Jî Véquation x' —- 6 x -4- 4 = o, qui 

semble (24.J) appartenir au cas irréduclible, n'aurait 

^as des racines exprimables fous une forme finie? 

En résolvant cette équation par la méthode dd 

l'article 23y, on trouve, 

x=a H- 2 v/— 1 ] 4- j/r_— 2 — 21/ — 1 ], 

II s'agit donc de tirer , s'il est poílible, la racine 

cube de —24-2 j/—1, & celle de —2—2]/—-1» 

Or, pour la première quantité, nous avons A=—2
1 

YB~2]/—1 ; A
1
 — £=4-1-4 = 8, dont la 

racine cube est 2 == n. Donc l'équation (M) devient 

4P5—6/74-2 = 0; & elle est divisible par p—i=o
a 

Doncp=i, &q=p* — 72 = — 1. La racine cube 

de —
 2

 •+- 2 j/— i est donc de la forme p 4- ]/ q} 

& cette racine est 1 4- ]/"— 1. 

On trouvera de même que la racine cube de —• 2 

<W2]/—1 est 1 — ]/—1. Ainsi la valeur de * se 

réduit simplement à 2., valeur réelle ; les quantités, 

imaginaires qu'elle renfermoit fous fa première forme < 

détruisant mutuellement par i'opposition des signes. 

Si l'on divise l'équation proposée x
1
 — 6"x4-4=o, 

par x—2, on trouvera l'équation du second degré 

*î-+-2 x — 2=0, laquelle donne pour x ces deuX 

autres valeurs réelles, x = —14-J/3» x=—1 

-K3. 

Cet exemple peut servir d'éclaircissement à l'ar-
ticle 24,6. 

Y 
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344. Si on proposoit d'extraire la racine cube 

d'une quantité composée de deux parties radicales 

du second degré, telle qu'est \/C-j-]/D ; on mul-

tiplieroit & on diviseroit tout par le cube de l'une 

des parties, par exemple , par celui de j/C ; ce qui 

C1 •+- \/ C ~ l) 
donneroit J/C4- ]/D = ^y r" • , Or, dans 

cette fraction, le numérateur se rapporte à la forme 

A 4- ]/B, en faisant C
l
=A, ]/ C D — \/3 \& 

ce même numérateur sera un cube, fì ]/C-4-]/D 

en est un, puisque C
1
4- ]/ O D est le produit de 

par une quantité élevée au cube. Ainsi 

on aura la racine cube de j/C-4-]/D, en tirant, s'il 

est possible , celle de O 4- ]/OD, & en la divisant 

par la racine cube de ]/C*, c'est-à-dire, par ]/C. 

345-. QU'ON ait la quantité F-f-j/"—G, en partie 

réelle , en partie imaginaire. Lorsque cette quan-

tité est un cube parfait, on trouve par la méthode 

des articles 342 & 343,'que fa racine cube est tou-

jours de cette forme , a 4~ b \f— 1, a 8c b étant des 

quantités réelles. Maintenant, je dis en général que 

lors même que F-J-]/—G n'est pas un cube, on peut 

néanmoins indiquer fa racine cube par la formule 

a-+-b]/— 1. 

Gar représentons la racine cube dont il s'agit par 

r 4- s, la partie J contenant un radical du second 

degré, tandis que r n'en contient point, & les deux 

parties r & s pouvant contenir d'ailleurs chacune un 

même radical du troisième degré. Ces formes son* 

les feules qui soient compatibles avec l'espèce de 1» 
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quantité F-f- \/—G. En faisant le cube de r 4- Í , & 

en égalant à F la partie de te cube, qui contient lá 

lettre r & le quarré de s, & à ]/—G, la partie où s 

est élevée à une puissance impaire, on aura ces deux 

équations, F=r5 4- 3rs
z
, ]/—G =** ( 3r2 -f-j2; JJ 

ou G = — ( 3 r2 -}- i2 )2 s2, qui étant combinées en-

semble , donneront nécessairement pour r èí s des 

valeurs telles qu'en élevant r-f-j au cube, on aura 

F-r ]/■— G, puisqu'elles font fondées fur l'hypo-

thèse que r + j est la racine cube de F 4-]/—G* 

Or, en opérant sur ces deux équations , comme dans 

l'article 342 , on trouVera d'abord r2 — J
2
 == 

j/[F
2
4- G ], quantité réelle que je nomme n, pouc 

abréger. Ensuite on aura, en r, une équation ana-

logue à l'équation (M),savoir, 4r5 — 3ns-—F=Oj 

ou bien r'-—— — = 0. Dans cette dernière 
4 4 

équation j qui est du troisième degré, les trois valeurs" 

de r font réelles ( 247 ). Ainsi, 

i°. L'on peut représenter l'une d'elles par a. 

2°. L'équation G=—(3r
a
4-j

2
)
2
í

2
 donne s

2
=t 

—— G 
— ——. Mettant dans le dénominateur, à lá 

(3 f 4-J )* 

— G 
place de i2 fa valeur r2 — n, on aura Í 

1
=-— -i 

(4 r2—n)a * 

quantité qui est néceífairement négative, puisque ú 

est positive , & que le quarré (4r
2

■— n)
1
 est aussi 

une quantité positive. Donc s est une quantité ima-» 

S'naire, qui a pour expression —~ x ]/ —• î i 

~
n
 y ij 
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& qui se rapporte à la forme è j/—en faisant 

p = , quantité réelle. 

3 4.6". IL suit de-là que si l'on tire de la quantité 

F-f- [/ — G une racine paire, dont l'indice soit 

compris dans la progression géométrique -±6; 12: 

24: 4.S : &c ; cette racine fera toujours réductible à 

la forme a-\-b \f— 1. Car tirant d'abord la racine 

cube de F -h ]/ — G, on aura une quantité de la 

forme a^\-b\/— ï. Tirant ensuite la racine quarrée 

de cette quantité , puis la racine quarrée de la racine 

quarrée précédente ; ainsi de fuite : on aura conti-

nuellement des expressions de la même forme a+' 

b\/—i. 

347. EN imitant les méthodes que nous avons 

données pour les racines seconde & troisième, on 

parviendra à tirer, lorsque la chose est possible, les 

racines quatrième, cinquième, sixième, septième, &c, 

du binôme A-+-\/ B. Car supposons en général que 

p _j_y"q soit la racine n de A-±-}/ B, c'est-à-dire 

qu'on ait p -+- ]/ q = ( A -f- ]/B )*, ou ( p + 

Yq)n — A-h]/B. Si l'on développe la puissance 

{p-\-Y q)
n
 ,on aura (/>■+-j/j )" r=p"-+-np"~" 

Vq-i P ?H 
a I; .» 1.1.3 

1 . 1 . 3 . 4 
_ . n (n—i)(n——3 )(n—4)

 a
 . 
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Donc , en égalant A à la somme des termes qui ne 

contiennent pas \/q, & ]/B à la somme des termes 

qui contiennent ]/q, on formera ces deux équations» 

r l. v 1.1.34 

-f-&c , 

1.1.3.4.5 

Quarrons chacune de ces deux équations, & re-

tranchons la seconde de la première ; nous trouverons, 

toutes réductions faites, 

A'—B^p
2
"— np

íK
~

t
q-\- " ^.p"—.y— 

-/>»—« a»4-&c; 
1.1.3 

c'est-à-dire, A2—B\ — (p2 — q)", ou p1 — qt= 
T 

{A1—B)". D'où l'on voit qu'aíìn de pouvoir tirer 

la racine n de A 4- y B , il faut qu'on puisse tirer la 

racine n de Az—B. Soit k cette racine
 s
 en forte 

qu'on ait p2—-q = k, ou q=p* — k- En substituant 

cette valeur de q dans l'expreíîìon que nous avons 

trouvée pour A, on aura une équation du degré n, 

où il n'y aura plus que p d'inconnue, & dont on fera 

le même usage qu'on a fait ci-dessus de l'équation (M) 

dans les articles 342 ,&, 343, 

Nous observerons en passant qu'on auroit pu trou-

ver d'une manière plus simple l'équation A-—B = 

Y iij 
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(Pz—?)"• Car puisqu'on a C/HV?)H—-^-H/B. on 

aura semblablement Q?<— y/qf—A—Multi-

pliant ensemble ces deux équations, il vient (p2— 

A2 — B, 

348. LA racine cinquième, la racine septième, 

&c, de la quantité F-\- \/— G, en partie réelle, 

en partie imaginaire , est toujours réductible à la 

forme a^hb T/'-r-i, Car, en représentant cette ra-

cine par r où s seulement contienrun radical du 

second degré , tandis que r & Í peuvent contenir 

l'une & ' autre un radical du cinquième ou du septième 

degré &c ; puis opérant précisément com'me dans 

l'article 345" , on trouvera, en r, une équation da 

cinquième ou du septième degré, laquelle donnera 

toujours pour r une valeur réelle , parce que toute 

équation d'un degré impair a, au moins,une valeur réelle 

(321). Cette valeur réelle de r peut être représentée 

par a. Ensuite on trouvera que s2 est une quantité 

négative , & que par conséquent s est une quantité 

imaginaire qui peut s'exprimer par b\/— 1, 

349, DE-LA & de l'article 337, il fuit qu'on aura 

toujours des quantités de la forme a-\-b\f—i> cn 

tirant de F-+- ]/ — G , une racine dont l'indice est 

compris dans les progressions géométriques suivantes, 

~ j" : 10 : 20 : 40 : 8OÌ&C, 

~7 : 14 : 28 :$6 : 1 11 : &c , 

p : 18 : 36 : 72 : 144 : &c, 

&c. 

|J0. IL seroit facile d'étendre lesmêmes méthode! 

t 
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à l'extraction des racines des quantités de la forme 

B , l'expofant m du radical étant d'un degré 

quelconque. Mais je ne poufferai pas plus loin ces re-

cherches. 

3/1. REVENONS & terminons ce Chapitre par une 

remarque importante fur la forme générale des ra-

cines imaginaires. 

Nous avons démontré, i°. que toute racine paire 

d'une quantité négative quelconque peut être représen-

tée par a -f-b ~\/—1 ,atkb étant des quantités réelles. 

20. Que la racine quelconque d'une expression en 

partie réelle, en partie imaginaire en vertu d'un ra-

dical pair placé au-devant d'une quantité négative, 

est également réductible à la forme a+ì V— 1. 

Ainsi, en supposant que les quantités imaginaires 

qui proviennent de la résolution d'une équation , sont 

des racines paires de quantités négatives, ou des ra-

cines quelconques de quantités en partie réelles, en 

partie imaginaires à cause d'un radical pair placé au-

devant d'une quantité négative; les expressions des 

quantités dont il s'agit, font toujours réductibles à la 

forme a-t-by"— 1. 

Soit, par exemple,l'équation xs—2gx*-H3gg=o. 

On trouvera d'abord (214) x*—g=±]f—2gg= 

±gV—> 2. Ensuite on aura x — úz^igdt: 

g]/'—2 ] , expressions qu'on réduira à la forme «■+• 

b]/—1 , par la méthode de l'article 337. 

Soit l'équation x6 — 2gx* -+« 3g1 = o. On trou-

vera d'abord (214) , x
i— g=±g]/—2; en-

suite x = ]^[g ± g "]/— 2 ], valeurs qu'on réduira 
Y iv 
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I la forme a + b]/
/—i, par la méthode de l'». 

ticle 345-. 

II est clair que l'expression a-\-b\' — Ï peut 

toujours être regardée comme provenant d'une équa-

tion du second degré. Car, soit l'inconnue y =j 

# + —1, ou plutôt jy = 1 , atten-

du que tout radical du second degré porte tou-

jours devant lui le double signe ± ; nous aurons 

y — as=
:
±
:
b\/-—l. Donc, en quarrant chaque 

membre , & mettant tout d'un même côté, on aura 

yy — 2 ay ■+■ aa ■+■ bb= o. 

M. d'Alembert est le premier qui ait démontre' 

(Mém. de l'Acad. de Berlin, an. 1746), que toute 

quantité imaginaire peut s'exprimer par a~\-b\/—i. 

Sa démonstration, fondée fur le calcul intégral, s'étend 

eux imaginaires exponentielles. Mais on n'avoit pas 

encore observé que pour les équations algébriques, les 

deux théorèmes précédents pouvoient se démontres 

par des principes tirés de la çhofè même, 
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CHAPITRE XVIII. 

Méthodes pour résoudre , par approxi~ 

maxion » les Equations numériques de 

tous les degrés. 

ff2. I\ OU S avons fait connoître íes principaux 

moyens qu'on a imaginés jusqu'ici pour résoudre 

exactement les équations. II ne reste aucune difficulté 

pour celles qui ont des diviseurs commensurables, ou 

des racines égales. La méthode que nous avons don-

née (2j8 & syp ) pour les équations du quatrième 

degré, peut être appliquée à certaines équations des 

degrés supérieurs. L'art de cette méthode, consiste à 

disposer l'équation , de manière qu'en ajoutant à cha-

que membre une même quantité indéterminée, on ait 

départ & d'autre des quarrés parfaits. Cela est poilìbie 

en plusieurs cas ; & on parvient à des équations de 

condition qu'il est toujours facile de vérifier par les 

méthodes précédentes. Nos Lecteurs pourront s'exer-

cer fur ce sujet qu'il suffit de leur indiquer. 

Lorsqu'on a épuisé tous les moyens de résou-

dre exactement une équation ; si aucun d'eux n'a 

réuffi, il reste au moins la ressource de pouvoir la ré-

soudre d'une manière aussi approchée qu'on voudra, 
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pourvu qu'on ait la patience de pousser le calcul auíìì 

loin qu'il est nécessaire. C'est ce qu'on verra dans un 

moment. Commençons par établir quelques principes, 

3 J 3. Si une équation d'un degré quelconque est 

telle qu'en substituant successivement à la place de 

f inconnue deux nombres différents, on ait des ré-

sultats de signes contraires : cette équation aura tou-

jours , au moins , une racine réelle , laquelle fera 

comprise entre les deux nombres dont il s'agit. Car 

soient x l'inconnue, a, b, c, &c, ses racines, g & h 

les deux nombres qui étant substitués pour x, pro-

duisent des résultats de signes contraires. L'équation 

fera réductible à cette forme, 

(x— a).(x— b),(x — c) . . = 0. 

Cela posé, qu'on mette successivement g & H 

la place de x, on aura les deux quantités, 

(g—«)-(g—*)-(g—O 
(k — a), (h — b) .(h — c) 

qui, par hypothèse, sont de signes contraires. Donc 

il faut nécessairement que deux facteurs correspon-

dants, par exemple , g—a & h—a soient de signes 

contraires. Ainsi l'une des valeurs de x est comprise 

entre les deux nombres g & h; elle est plus petite que 

le plus grand de ces deux nombres, & plus grande 

que le plus petit. Cette même valeur est donc réelle > 

puisqu'elle est comprise entre des nombres réels. 

3j"4. IL fuit de-là que si les deux nombres g & 

h ne différent entr'eux que de l'unité, la valeur qu'on 
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obtiendra pour x , en mettant g ou h à la place de 

cette inconnue, ne différera pas d'une unité de la 

vraie valeur de x. 

TOUTE équation dont le dernier terme est 

négatif, le premier étant positif, a nécessairement, au 

moins, une racine réelle positive. Car soit l'équation 

générale x*-+~ pxn~l -\~qxn~"z .... — M= o. Si 

l'on fait x=o, on aura le résultat négatif—M; & 

lì l'on sait x = 00 , on aura le résultat positif -f- 00 * 

Ainsi, on a ici g=o, h— 00 • Donc la valeur de 

x est comprise entre o & QO j-elle est par conséquent 

l'un des nombres réels positifs compris entre ces dçux 

limites, 

376'. L'JSXPOSANT n étant supposé impair, si le 

dernier terme de l'équation étoit positif, cette équa-

tion auroit, au moins, une racine réelle négative. Car 

alors (284) le nombre des termes de l'équation est 

pair ; & si l'on change les signes de ses termes pris de 

deux en deux à compter depuis le second inclusive-

ment jusqu'au dernier, les racines positives devien-

dront négatives,& les négatives,positives(320).Or, 

par ce changement de signes , le dernier terme de 

l'équation devient négatif. Donc la nouvelle équation 

a, au moins, une racine positive, & par conséquent 

l'équation primitive a, au moins, une racine négative 

correspondante. 

3)7. UÌN
T
E équation d'un degré pair, dont le der-

nier terme est négatif, a, au moins, deux racines 

scellés, l'une positive, l'autre négative. Car d'abord 
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elle a une racine réelle positive C^yy). Ensu'te, si 

l'on change les signes de ses termes pris de deux en 

deux, à compter depuis le second, jusqu'au dernier, 

pour changer les racines positives en négatives, & les 

négatives en positives ; on aura une équation dont Je 

dernier terme demeurera le même en tout que celui 

de la proposée. Donc cette nouvelle équation aura,au 

moins, une racine réelle positive ; & par conséquent 

la racine correspondante de l'équation proposée sera 

réelle & négative. 

3j8. IL peut se faire qu'une équation ne donne 

jamais de résultats de signes contraires, quelques nom-

bres qu'on substitue à la place de l'inconnue. Cela 

arrive, 

i°. Lorsque l'équation contient seulement des ra-

cine égales deux à deux, quatre à quatre , &c. Ainsi, 

par exemple, l'équation (x — a )2 x ( * — b)* 

s= o, conservera évidemment toujours le même signe, 

quelques valeurs qu'on attribue à x. 

2°. Lorsque Inéquation contient seulement des ra-

cines imaginaires. Telle est l'équation (X + Í + 

b}/—i).(x-i-a—b]/
r
—i).(x — c-+-d}/ — i)' 

(x—c—d ]/"— i ) = o , qui aura toujours 

le même signe, quelque valeur qu'on donne à x. Sur 

quoi il faut se rappeller que les imaginaires vont tou-

jours deux à deux , & que les deux racines qui com-

posent une même paire, ne différent jamais que par 

le signe de la partie imaginaire. 

3°. Lorsque l'équation contient tout-à-la-fois des 

racines égales deux à deux, quatre à quatre, &c> # 
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des racines imaginaires. Telle est l'équation (x—a)1. 

{x—b)*.(x-{-c + i\/—l).(x + c—d]/—i)=o. 

Concluons de-là que toute équation qui donne 

des résultats de signes contraires, en mettant à la place 

de l'inconnue des nombres réels, différents, ne tombe 

dans aucun des trois cas précédents. 

3 J_9- CES principes posés, qu'il s'agisse de résoudre 

une équation quelconque. On commencera par exa-

miner si cette équation ne contient pas des racines 

égales ; ces racines, lorsqu'il y en a , se trouvent di-

rectement par l'article 31a ; & on parvient à une 

équation d'un degré inférieur qui ne contient plus de 

racines égales. On examinera encore si l'équation ré-

duite n'a pas de diviseurs commensurables d'une di-

mension; ces diviseurs se trouvent par les méthodes du 

Chap. XIV, Au moyen de ces recherches préliminaires, 

on n'aura plus à résoudre que des équations qui con-

tiennent des racines réelles inégales & incommensu-

rables, ou des racines imaginaires, ou des racines en 

partie réelles inégales & incommensurables, en partie 

imaginaires. Je suppose donc que les équations qu'il 

faut ici résoudre par approximation , sont de cette 

nature. 

360. CONSIDÉRONS, par exemple, l'équation x'-f-

1*4-7 = 0, qui n'a ni racines égales, ni diviseurs 

commensurables. Cette équation étant d'un degré 

impair, je fuis assuré d'avance C 321 ) qu'eile a, au 

moins, une racine réelle , & que par conséquent je 

ne puis pas manquer d'obtenir des résultats de signes' 
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contraires , en mettant successivement pour x des 

nombres différents. Je fais donc successivement x=o
t 

x== i , x = 2 , x =s 3 i &c ; puis x = — i , 

*■===—2 , x——3 , &c ; ce qui me donne diffé-

rents résultats pour la totalité des termes de l'équation-

J ecris les suppositions & les résultats comme on 

voit ici. 

1 

Suppositions. Résultats. Suppositions. Résultats. 

x = O H- 7 x = 0 + 7 

x — i 4- 13 X=—I 1 

X — 2 •+■ 2; x=— 2 — 11 

&C. &c. 

! 

Toutes les suppositions qu'on peut faire , en met» 

tant pour x des nombres positifs, donnent des ré-

sultats positifs. La valeur de x ne peut donc pas être 

comprise parmi les nombres positifs; & il faut la cher-

cher parmi les nombres négatifs. On voit par le 

tableau précédent, qu'elle est comprise entre les deux 

ftombres ■— 1 & *— 2. Reste à la trouver d'une ma-

nière plus précise. 

361. LA transformation de l'atticle 316" nous 

fournit un moyen bien simple de parvenir à ce buti 

Changeons l'équation proposée en une autre quialí 

des racines un certain nombre de fois plus grandes j 

par exemple , ico fois plus grandes. U ne faut, pouf 
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cela, (en nommants l'inconnue de la transformée , 

& mettant la proposée fous la forme x* -+-o x* -f-

^4-7 = o, où le second terme qui manquoit est 

suppléé par o ), que substituer y pour x5, 1007* K O , 

pour o*2, looooyxf pour y*, 1000000x7, 

pour 7. Par-là, on aura la transformée JOOOOJ? 

+■7000000 = 0. Cela posé, puisque jy= 100 x , 

&que la valeur de x est comprise entre —1 & —2
 t 

il est clair d'abord que la valeur de y sera comprise 

entre —100 & —200. Mais il faut resserrer cee 

intervalle. La supposition de j = — 100 , donne » 

pour la totalité des termes de la transformée, un ré-

sultat positif, & la supposition de j=—200, donne 

un résultat négatif. Faisons, en prenant la moyenne 

arithmétique entre —100 & —200 , y~—ijo j 

nous aurons un résultat négatif. Ainsi la valeur de y 

est comprise entre —100 & — iyo. Faisons j=a 

— 120 ; nous aurons encore un résultat négatif. Soit 

j=— 110 i on trouve un résultat positif. Donc la 

valeur de y est comprise entre — 11 o & — 120. 

Soit y = — 11 s ; il vient un résultat négatif. 

Soit y = — 112 ; le résultat est encore négatif. 

Soit jy=—111, le résultat est positif. Par conséquent 

la valeur de^ est comprise entre —m & —112. 

Donc, à cause de x— ^ , la valeur de x est com-
100 

prise entre —1,11 &—1,12. Soit donc qu'on prenne 

—-I»II, ou —1,12 pour x
s
 on est sûr d'avoir x, 

a moins de près. 

362, Si l'on prend pour x la moyenne arithmé-
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tique entre—-i, i í & —i, 12, c'est-à-dire — r, ïi/; 
& qu'on divise l'équation proposée xì -f- y a:-+-7=0 

par xH-1,1 ij-=o, on trouvera le quotient x1— 

1,115" #-4-f5, 243225" , & le reste o, 03880412;. 

Donc, en négligeant ce reste, on aura l'équation du 

second degré, xz — 1, iijr x 6, 243225 =0. 

Cette équation a ses deux racines imaginaires. Mais 

íì elles étoient réelles, elles se trouveroient d'une ma-

nière approchée, par la même méthode. 

363. NOUS observerons, au sujet de ces sortes 

d'équations, dont les coéfficients contiennent des par-

ties décimales, qu'elles peuvent être transformées en 

d'autres, dont les coéfficients ne contiennent que des 

entiers. Car soit, par exemple, l'équation x5 -+-5,745 

x
z
 H- 6, 7 ̂ 47

 x
 "~r~ 9 > 7428 = o. Le coéfficient du 

second terme contenant trois figures décimales, je 

change l'équation en une autre dont les racines soient 

1000 fois plus grandes. Pour cela, j'écrisjy5 pourri 

1000y1 pour x2, 10000007 pourx, 1000000000 

x 9, 7428 pour p, 7428 ; ce qui me donne la trans-

íorméejy* 574J jya—H 67847007-1-9742800000 

= o, oìi il n'y a point de parties décimales. 

Les équations dont les coéfficients contiennent des 

parties décimales, se présentent souvent dans la pra-

tique de r Algèbre. Elles peuvent résulter d'équations 

qu'on a délivrées d'abord d'une racine, comme dans 

l'exemple de l'article précédent. On en trouve aufli 

lorsque les coéfficients des termes de l'équation sont 

des radicaux; par exemple, si on proposoit de résoudre 

l'équation x
1
 -+-x* 13 -+-x JK77 -+- 49 = 0» il 

faudroit 
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faudroit commencer par évaluer d'une manière appro-

chée les quantités \Z~ 13 , y^TJ, en y employant les 

parties décimales ; & par conséquent les coéfficients 

de l'équation contiendroient de telles parties. 

3(>4.. ON voit que par la méthode de l'article 3<5i 

on parviendra toujours à trouver, d'une manière ap-

prochée , toutes les racines réelles d'une équation quel-

conque. Cette méthode exige d'assez longs calculs, 

lorsqu'on veut pousser l'approximation un peu loin. 

Mais elle peut du moins servir à trouver très-com-

modément, à moins de £ près, la valeur de l'inconnue. 

Ensuite il y a d'autres méthodes pour approcher plus 

promptement & plus exactement de la vraie valeur 

qu'on cherche. Cela a besoin d'une explication dé-

taillée. 

3c'y. SOIT toujours notre même équation 

r#4-7 = o. Je la change en une autre dont les 

racines soient 10 sois plus grandes ; la transformée est 

/-f-yooj-h7000 = o. Je détermine deux nom-

bres qui ne diffèrent que de 1, & entre lesquels foie 

comprise la valeur de y. Pour parvenir à les trouver 

facilement, & fans faire beaucoup de tentatives inu-

tiles , je me fers d'abord de l'équation proposée qui 

est plus simple que la transformée ; je trouve, comme 

dans l'article 360, que la valeur de x est entre — 1 & 

— 2. D'où je conclus que celle dejy est entre —10 fie 

"—20. Resserrons cet intervalle. La supposition de 

y~— 10 donne , pour la totalité des termes de la 

transformée , un résultat positif; & la supposition de 

Z 
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y=— 20 donne un résultat négatif. Faisonsjy=—j j. 

nous aurons un résultat négatif. Donc la valeur dey 

est entre — io & —15. Soit7=—12 ; on aura 

encore un résultat négatif. Donc la valeur de y est 

entre —10 &—12. Soit y——11 ; on aura un 

résultat positif. Donc la valeur de y est entre—-11 

& — \2 ; & celle de X entre -— 1,1 & —1,2. 

366. CONNOISSANT ainsi, à moins de £ près, la 

valeur de x ; la méthode suivante, due à Neuton,va 

nous donner, par un calcul très-expéditif, la valeur 

de x, d'une manière aussi approchée qu'on voudra. 

Qu'on prenne x =—1,14-£, \ étant ce qu'il fau-

droit joindre à — 1,1, pour avoir exactement x. 

Qu'au moyen de cette valeur,, on élimine x de l'équa-

tion proposée xi-\-^ x -+-7 = 0 ; on aura la trans-

formée ?'—3,3?2-+-8, 63 ?-f-o, 169 = o. Or, 

comme la quantité \ est au-dessous de ~, & que par 

conséquent son quarré est au-dessous de 7^7, son cube 

au-dessous de : il est clair que les deux termes qui 

contiennent ç5 & \%, font beaucoup plus petits que les 

autres ■■, & qu'ils peuvent être négligés. Nous aurons 

en conséquence 8,63 {4-0, ICJQ=O ; ce qui donne 

0,169 169 
?
— = sa—0,010, a peu pres. í
 8,6} 8630 y> Y t 

DoncA:=—1, i4-?=—i>np» à peu près. 

3 67. L'APPROXIMATION peut être poussée beau-

coup plus lûin par divers moyens qui dépendent tous 

de la même méthode. D'abord nous pouvons écrire 

l'équation générale en \, fous cette fqrme £ 
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jy 

— .Substituantdans le dénominateur. 

à la place de fa première valeur approchée —0,0 i o, 

& à la place de ça fa valeur pareillement approchée 

> O, I6p 

0,000301, on aura, ?=< == — 0,0104, 

à peu près. Donc x=—1,1104, à peu de chose 

près. 

368. LA même équation générale en £ peut être 

résolue, sans négliger d'autre terme que {*. Par-là, on 

a l'équation du second degré, — 3,3 ?a-l-8, 63 

0,169 = o, laquelle donne £=■—0,0195, à peu 

près. Donc #=—1,110J; à peu près. 

369. ENFIN, de la même manière qu'on s'est servi 

(366 ) de la première valeur —1,1, approchée de 

x, pour trouver la seconde valeur— 1, 119 qui est 

plus exacte ; nous pouvons nous servir de celle-ci pour 

en trouver une troisième encore plus exacte. Suppo-

sonsdonc x—— 1,1 19 u ; & mettons cette valeur 

dans l'équation proposée xî-\-$x-+-,7=o. Et comme 

les termes qui contiendront u' & u
z peuvent être rejet-

tes fans scrupule, dispensons-nous d'écrire ces termes, 

pour nous épargner des calculs inutiles. La transfor-

mée en u fera donc simplement , 8,7y6483 «•+■ 

0,00383184,2 = 0. D'où l'on tire à peu près u=— 

0,00044. Doncx = — 1,1 11, 44 , à peu près. 

Il est clair que par le moyen de cette troisième 

Valeur approchée de x, on peut en trouver une qua-

trième encore plus approchée ; ainsi de fuite. 
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370. PROPOSONS-NOUS, pour second exemple, 

l'équation du quatrième degré x* 4- 4 xz 4- j- x — 

47=0. Comme dans cette équation le dernier terme 

est négatif, nous sommes assurés d'avance (357) 

qu'elle a, au moins, deux racines réelles, l'une posi-

tive , l'autre négative. Supposons successivement 

x = O, x — 1, «■= 2 , ,r = 3, puis x = — 1, 

x = — 2, x = — 3 -, nous aurons la table qu'on 

voit ici. 

I 
Suppositions,! Résultats, jiSap/ifl/monj. Résultats, 

O — 47 0 —47 

4-1 — 37 — I —47 

-4-2 - J  2 —27 

4-3 ! 4-8s -3 | +i7 

Ainsi la valeur positive de x est entre 4- 2 & 

4-3 ; & la négative est entre— 2& —3. Con-

tentons-nous de chercher la valeur positive ; la va-

leur négative se trouvera de la même manière. 

Je transforme l'équation proposée x4 4-4,^4* 

yx — 47 = 0, en une autre dont les racines soient 

1 o fois plus grandes ; cette transformée est y* -f* 

4007*4-yooojy— 470000 = 0. La table précé-

dente me fait voir qu'à cause de 7 = lOx, la valeur 

positive dejy est comprise entre 20 & 30. Sohy=2^ 5 

la totalité des termes de la transformée donnera un 

résultat positif. Ainsi la valeur de y est comprise entre 
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20 & 2f. Soit y —22 ; on aura encore un résultat 

positif. Donc la valeur de y est entre 20 & 22. Soit 

y ==21 ; on aura encore un résultat positif. Ainsi la 

valeur de y est entre 20 & 21 ; & par conséquent la 

valeur de x est entre 2 & 2,1. Comme je vois par les 

calculs qu'il m'a fallu faire pour arriver à cette con-

clusion , que x est plus près de 2, 1 que de 2, je sup-

pose, pour trouver plus promptement la valeur appro-

chée de x, x = 2, 1-+-?, £ étant une quantité qu'on 

voit d'avance qui fera négative. En substituant dans 

l'équation proposée ̂ 4-4^ + 5* — 47 = 0, à la 

place de x sa valeur, & négligeant les termes qui con-

tiendront^4,?5, f2, onaura la transformée j,8,844£H-« 

o,j88i =0. D'où l'on tire, à peu de chose près, 

1=—0,0090. Donc # = 2,0901, à peu près. 

Il est facile de pousser plus loinTapproximation par 

les moyens indiqués dans les articles 3 67, 3 68, 3 69. 

371. QU'ON ait en général l'équation xH-4-ax"~M-

lx"~2-+- ... . = 0. Soit, à moins de près,g l'une 

des valeurs de x. On supposera x = g-i-^ ; & on 

aura, en rejettant les termes qui contiendraient des 

puissances de f, supérieures à la première, la transfor-

mée, 

g* + vg"~
1 Jj4- =0. 

+ «g"-I4-<zO— 0g"-1 f 

+ %""~2 (n — 2)g"—'f" 
•+-&C. -f-&c. ) 

D'où l'on tirera la valeur approchée de Soit 

Z iij 
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h cette valeur ; on supposera x=g-f-A-J-a, & on aura 

une transformée pareille à la précédente, laquelle don-, 

nera la valeur de u. Ainsi de fuite. Par-là, on appío-

chera continuellement & de plus en plus de la vraie 

valeur de x. 

Les valeurs approchées de toutes les autres racines 

réelles & inégales , contenues dans l'équation , se 

trouveront successivement par des procédés- sem-
blables. 

372. LA même méthode peut servir à trouvera 

peu près les expressions des racines imaginaires. 

En effet, soit l'équation x2 -+- 3 x-\- 7 = 0, dont 

les racines font imaginaires. Je feins qu'elle provient 

de l'équation ( x p -f- q ]/ — 1 ) x(x -f-p -

q \/—I ) = 0 , ou x
z
 2 pxpp -4- qq = 0,] 

& q étant des quantités réelles qu'il faut déterminer, 

du moins à peu près. Or, l'équation proposée & l'équa-

tion feinte devant être identiques, on aura 2p=î> 

PP~f~(l1 — 7' Nous connoissons d'abord p, puisque 

sa valeur est} ou 1, y. Mettons, dans l'équationpp+ 

qq ==7, à la place de p fa valeur ; nous aurons ^= 

*j—.í — lï
}
 ou bien q-—^-^=0. Cette équation a 

(3J7) deux racines réelles, l'une positive, l'autre 

négative. Cherchons seulement la racine positive; 

car le procédé est le même pour la racine négative. 

La valeur de q est entre 2 & 3. Je change l'équation 

en une autre dont les racines soient 10 fois plus gran-

des ; la transformée est y1
 — '^ = 0 ; & la valeur 

áey est entre 20 & 3 o. Soit j=2 j/ ; on aura un réM-
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tat positif ; & par conséquent la valeur de y est com-

prise entre 20 & 25. Soitjy = 22 , on aura encore un 

résultat positif. Donc la valeur dey est entre 20 & 22. 

Soitjv=2 r, on aura un résultat négatif. Ainsi la valeur 

dejy est entre 21 & 22. Celle de q est donc comprise 

entre 2 , 1 & 2, 2. Je sais q — 2 , 1 -h £ ; ce qui 

change l'équation qz—— = O , en ^4-4» 2 {— 

0,34 = o. Donc, en négligeant on aura 4, 2\— 

0,34=0; ce qui donne, à peu près, ? = 0,0800. 

Donc q —2,1809, à peu près. On poussera plus loin, 

li l'on veut, l'approximation. L'équation proposée 

x* 4- 3 x -4- 7 = o, peut donc être regardée comme 

ayant sensiblement les deux racines, x=—i.J^ 

2,1809]/—1, x=—1, j—2,1809^/—1. 

On procédera semblablement dans les cas plus 

composés. Quel que soit le degré d'une équation qui 

contient des racines imaginaires, ces racines vont 

toujours deux à deux, & peuvent être regardées 

comme produites par des équations du second degré. 

Elles font donc toujours réductibles à la forme qu'on 

a attribuée aux racines de l'équation précédente. 

Ainsi, en feignant qu'une équation dont les racines 

font imaginaires , est le produit de plusieurs paires de 

racines imaginaires, semblables à celles de l'exemple 

précédent, & comparant terme à terme l'équation 

proposée avec l'équation feinte , on aura plusieurs 

équations qui serviront à éliminer tous les coéfficients 

inconnus des racines feintes, à l'exception d'un seul 

qui se trouvera dans une équation finale, laquelle aura 

su moins une racine réelle. On prendra cette racine 

Z iv 
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pour la valeur du coefficient dont on vient de parler! 

ensuite, en remontant aux autres équations des coeffi-

cients, on parviendra à les déterminer tous. Il est clair 

que leurs valeurs leront des quantités réelles ., & que 

les racines de l'équation ne font imaginaires que parce 

que les coérficients des équations feintes font multi-

pliés, en partie , par }/—I. 

CHAPITRE XIX. 

Résolution approchée des équations littl-

rales : divers usages des suites dircfiiï 

6J inverses. 

573. A OUT ce que nous avons dit dans le Chapitre 

précédent ne regarde que les équations numériques. 

Comme on a quelquefois besoin d'avoir, sous une 

forme générale, les racines d'une équation littérale, 

voyons la manière d'approcher de ces racines, lors-

qu'on ne peut pas les trouver exactement. 

374.. D'ABORD , si on a une équation littérale, telle 

que x4-4- y aíxì-\-'j sl'x-J-i 1 a4=:o
3
 qui est homo-

gène, & qui ne contient que l'inconnue x & la lettre 

a : on supposera a = 1, & par-là on aura l'équation 

numérique x*-\- j xz
 -+-JX -f-n zz=o. Ayant trouvé 

íes racines de cette équation, on les multipliera para» 
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Sion aura celles de la proposée. On opérera de même 

pour toutes les équations littérales de pareille espéce. 

On doit observer que si une équation où il ne 

paroît que deux lettres n'étoit pas homogène, elle 

seroit censée contenir trois lettres, parce que les 

termes où les dimensions font les moindres doivent 

être censés multipliés par une lettre que l'on a regar-

dée comme l'unité, & qui est fous-entendue. 

^7J. SOIT l'équation homogène & à trois lettres, 

x* -h a%x -\-abx — 2 sl3 — £* = o. 

Les deux quantités a & b doivent être regardées 

comme inégales ; car si on avoit a = b, l'une ou l'autre 

de ces lettres pourroit être chassée de l'équation, qui 

É conriendroit plus alors que deux lettres. 

Suppusons d'abord a^> b. Si la quantité b étoit 

infiniment petite, ou zero, tous les termes de l'équa-

tion, qui contiennent b, s'évanouiroient par rapport 

aux autres , & on auroit xì 4- oP-x— 2#3 = o. Or , 

dans ces sortes d'équations qui ne contiennent que 

deux lettres, on peut toujour? trouver, par les moyens 

que nous avons donnés, la valeur exacte ou approchée 

de x, & on fera, en général, de cette valeur f usage 

que nous allons expliquer pour le présent exemple. 

L'équation x
i
 ■+■ a

2
x — 2 a? == o , est divisible par 

*;—a = o -, ce qui donne x = a. Cette valeur seroit 

vraie en rigueur si l'équation ■+• a2x — 2fl' = 0, 

étoit vraie en rigueur ; mais cette équation n'est qu'ap-

prochée, parce que b n'est pas zero, mais feulement 

Une quannté fort petite. Une seconde opération va 

nous donner une valeur plus approchée de x, 

1 
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Soit xr=a-\-y, y étant une quantité fort petite 

qu'il faut ajouter à a, pour avoir la valeur exacte de 

x. Si au moyen de cette valeur de x, nous éliminons 

x de l'équation proposée xì -\-atx-J
r

abx—'2a5— 

£J=:0; nous aurons, toutes réductions faites, la trans-

formée , 

y*-\- 3ay*~ì-$a'i}y-\-a:íb} 

+ ab ) —b* ì 
Or, puisque y & b sont des quantités fort petites 

par raport à a, nous pouvons négliger tous les termes 

qui contiennent jy5, y* , è5, & le produit by. Ainsi 
nous aurons l'équation approchée, ^a

3
-y-\-a

î
b=o, 

laquelle donne y= — ; donc x—a — , se-
4 4 

conde valeur approchée de x, Soii rigoureusement 

y— h?, Z étant une quantité fort petite par 

Et comme j est fort petite par rapport à b, & 

que b est fort petite par rapport à a, nous pouvons 

négliger tous les termes qui contiennent j' , f b~-{ \ 

ce qui nous donnera d'abord —í- + Aa'i -* 
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<<i' abz ' -r-. ... 
JJ 1 = o. Dans cette équation, le pre-

inier terme est fort petit, par rapport au second ; 

& le troisième est sort petit, par rapport au qua-

trième. Nous pouvons donc prendre simplement, 

pour déterminer 4^ ——=O ; ce qui donne 
16 

, jjonc x=a-\-y — a -f- ? = a—* 
64a

 J
 ,4 

b b* 
— 4 , troisième valeur approchée de x. En 

continuant à opérer toujours de même, on trouvera 

que la valeur de x est exprimée par la fuite infinie, 

b b1 Iiii3 5:096* 
s=a i ì —-4- &c. 

4 64a 512 a1 l6384aî 

Cette fuite est convergente, parce qu'on a supposé 

<!>■&;& elle convergera d'autant plus rapidement, 

que a fera plus grand par rapport à b. 

Supposons, en second lieu , b^>a. L'équation pro-

posée x* 4~ axx 4- abx—2 a5— è5 = o , deviendra 

(en négligeant tous les termes où a se trouve), —-

è' = o ; d'où l'on tire x—b, première valeur appro-

chée de x. Soit x = b-\-t, t étant une quantité sort 

petite par rapport à b, & qu'il faut ajouter à b , pour 

avoir la valeur exacte de x ; l'équation propoíee íè 

changera en celle-ci, 

,4í 

f 
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Donc, en négligeant les termes qui contiennent 

*', t
2

, a.H , at» a?, a?, on aura ^b-t-Y-ab
z
=o,

 ou 

, seconde valeur bien t = —. Donc x: 

approchée de x. 

Soit t— 1. 

3 

M ; l'équation en t deviendra, 

— <Xtfi u
3
-f-3^ u

2
— ab \u—~a? 1 

-f-3^2 j 

Donc, en négligeant d'abord les termes qui con-

•abu-ì h3ffl«— tiennent u? & w1, on aura 

17 
f- a2è = o. Dans cette équation , les deux 

premiers termes font très-petits par rapport au troi-

sième, & le quatrième est très-petit par rapport au cin-

quième. Donc, pour déterminer u, nous pouvons 

nous contenter de supposer 3 bzu-hazb = 0 ; ce qui 

donne u— —. Donc, t— h« = 
30 3 3 

, à peu près. Ainsi, à cause de x — b-+-t, on 

aura b —r—» Pour troisième valeur appro-
3 3* 

chée de x. En continuant à opérer toujours de même, 

on trouvera que la valeur de x est exprimée par la 

fuite infinie, 

x—b 4, &c, 
3 3 b 81 i 

laquelle est convergente, 
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Yl6. LES deux suites précédentes peuvent être 

calculées d'une manière un peu plus abrégée. Pour 

cela, on observera que le premier terme de la pre-

mière est a, & que les autres contiennent b, b* , b* , 

SEC, quantités qui vont toujours en diminuant, parce 

que b peut être regardée comme une fraction par rapa 

port à a, & que les puissances entières & positives 

d'une fraction, vont toujours en diminuant à mesure 

que l'exposant augmente. Semblablement, le premier 

terme de la seconde suite est b, & les autres con-

tiennent a, a*, d5, &c, quantités qui vont en dimi-

nuant, parce qu'ici on suppose b > a. 

377. CELA posé, je seins qu'on ait, pour la pra-

mière fuite, 

x —A ■+• Bb 4-C¥ ~H.D£5 -f-&c, 

A, B , C, D , &c , étant des coéfficients inconnus; 

& qu'il s'agit de déterminer. Au moyen de cette valeur, 

dex, l'équation proposée x^-b-a* x-\-abx—2a5—> 

i'=o, donne, en ordonnant le second membre par 

rapport à b, 

^=4-yí5_j-.3^aBi-r-3^B2.^-h B'.^-H&c. 

4- 3^îC.è24-3^2D.6î4-&c. 

-h6ABC.b,-+-&cc. 

4-íïIA:=4-aM4-aîBÌ4- a2C.Z>2 4- <J2D ,è5 4-&c. 

+abx= ^aA.b + aB ,bl -+-aC .b? 4-&ç. 

—XB?=>— 20? 

"T*? = • . • lb\ 

Et comme on a x,-+-aíx-jrabx-— 2cP—-^=,0 g 
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il s'ensuit que la somme de toutes les suites qui com-

posent le second membre de l'expreflion précédente, 

doit auffi être égale à zero. Or, cela demande que 

chaque terme particulier de cette somme devienne 

zero. Car, puisqu'en supposant b infiniment petite, 

un terme, pris à volonté, est infiniment petit par rap-

port à ceux qui le précédent, & infiniment grand par 

rapport à ceux qui le suivent : aucun terme ne peut 

être détruit ni par ceux qui le précédent, ni par ceux 

qui le suivent ; & par conséquent la totalité des termes 

ne seroit pas zero, lì chacun d'eux en particulier 

íí'étoit pas zero. On aura donc, pour déterminer A, 

B
 3

 C
t
 D, &c, les équations particulières, 

A>-\-a?-A—2aî = o, 

(3A*.B-haiB-4-aA)b=o, 

( 3 AB2 4- 3 A^C^r a*C-4- aB ) b* = o, 

(£54-3^2 .D-+-6ABC4-«*D-fcaC— i)b'—0, 

&c. 

La première donne A=a ; la seconde donne (en 

divisant tout par b, & mettant pour A sa valeur), 

3 azB 4- ífB 4- a2 — o > & par conséquent B=— 

La troisième donne (en chassant b2-, A, B) , —a-h 

AcfC —=0, & par conséquent C=—-— La 
"* 4 64a 

quatrième donne semblablement D =— , 
5 iid* 

Substituons ces valeurs de A
%
 B, C, D, &c, dans 

la fuite feinte ; & nous aurons 
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b 4* lyb* 
x=a {- 4- —-—

;
 &c, 

4 6-ìa jiia* 

qui est la première suite cherchée. 

De même, pour la seconde, je feins qu'on ait 

.*■== A 4- Ba 4- Ca* 4- Da* 4- &c. 

Et par conséquent, en ordonnant le secogd mem-

bre par rapport à a, 

#5=4-^M-3^
i
£.«+3^-B1.aM- B5 . 4-&c. 

^■^C.aM-J^D.a*-*- &c. 

4-c5^BC.íz
î4-&c. 

-N
J
A:= Aa* 4-B.a'4-&c. 

4-aèjc= 4- 4-Bèa1 4-Cict'4-&c. 

—2a J= —2.0.1 
i-i» =—5». 

Donc, à cause de■r'4-sl,x4-
í
2ta-—2<z}—£}=o; 

le second membre de l'expression précédente sera 

auiîi zero. De plus , chacun des termes en particu-

lier de cette expression fera zero. Ainsi on aura les 

équations , 

Ai—bi—o, 

(]A*B-hAb)a=o, 

(ïAB*-{-3A2C-+-A-hBb)at=o, 

&c. 

lesquelles donnent A— b , B=z= — | - C~—1 

"7?" ' ^
 6=8

 ""g,
1
^ »

 &c
« D°nc , en mettant pouc 
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A, B , C, D, &c, leurs valeurs, la fuite feinte de-

viendra , 

J , a sl2 a1 « 
ar = £> —i — &c, 

3 3 ò Bit
1 

comme ci-deiTus. 

378. LES équations qui contiennent plus de trois 

lettres /peuvent se traiter, à peu près, de la même 

manière. Toute la difficulté qu'on éprouve à former 

les fuites qui doivent exprimer les valeurs de l'incon-

nue, consiste à choisir „ parmi les termes de l'équation, 

ceux qui font plus grands que les autres, & qui dé-

terminent en conséquence la loi suivant laquelle la 

série doit descendre. Neuton a donné , pour cela, une 

régie fort commode, qu'on appelle ordinairement k
( 

parallélogramme de Neuton. Elle est expliquée de la 

manière la plus claire & la plus détaillée dans un ex-

cellent Ouvrage de M. Cramer, qui a pour titre: 

Introduction à ?Analyse des lignes courbes Algébriques, 

Gen. I7JO- Nos Lecteurs pourront y étudier plus a 

fond cette théorie, lorsqu'ils auront acquis les autres 

connoifTances nécessaires pour entendre la Géométrie 

des Courbes. 

37p. LA méthode des coefficients indéterminés, qu« 

nous avons employée dans l'article 377 , sert en une 

infinité d'occàlìons , à transformer des quantités w 

séries. C'est ce qu'il est à propos d'expliquer par quel-

ques exemples. 

Soit la quantité —-—■ à transformer en une íe-
a-t~x 

rie.l 
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rîe qui marche suivant les puissances de x qu'on fup-

pose moindre que a. Je feins qu'on ait, 

.—-—=A-+-Bx + Cx*-i-Dx'3 -+-&C. 

Donc, en multipliant tout par a H- x , ordonnas* 

par rapport à x, & mettant tous les termes dans 1© 

second membre, on aura , 

f-f- a A -i-c-B"'x-{- a£ìx* -f- aD} x * -f- &c. 

o=< -+-A ^ -f-C ) 

/-—x 
v 

Egalons à zero chacune des parties du second 

membre ; nous aurons aA —1=0 , (aB-+A)x — o, 

(aC -\- B) x* = 0, (aD -]~ C ) x * = o,&c : équations 

qui donnent A =3—, B— ^- = - — , C=? 
a a a* 

, = 4 , JD~ ~—■—&c. Am£ 
a a* a a* 

on aura, 

1 t x x* o 

' ', '.\ ' . ■ ' 1 ■ ] 1 ' 1 ■ * "J &£c 5 

0-+-x a e2 a' a* 

comme on le trouve par la division (6S). 

380. SOIT la quantité (a-hx)1 à développer en 

férie j .r étant Cette opération peut se faire par 

la méthode de l'article 122, ou par la formule du 

binome (290); mais on peut parvenir au même bug 

au moyen des coéfficients indéterminés. Je feins, pour 

«la, qu'on ait, 

A a 
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(a-hxy=A -hBx -f- Cx* -fDx5 -f- &c. 

Donc, en quarrant chaque membre, ordonnant 

par rapport à x, & mettant tout dans îè second mem-

bre, on aura 

■\-A
1

-
J
r2AB\x-\- 2AC}x*-{~2ADlx

ì
 + &

c
, 

■ a 

D'où l'on tire ^2—a = o , (2AB— i)x=o, 

(2AC-t-B*)x* = o, (27ÍD-r-2BC)x'==o, &
CJ 

équations qui donnent ^4 =}/'«, B = ^ ■ , 

r 1 ' 
C = —'.» D — 7—y &c. Donc, 

S , x x1 

(a_H*)» = j/«H . —— -f- —— &c, 

381. QU ON ait la quantité 
\/ (b-i-cx-hdx*) 

transformer en férie, x étant plus petite que chacune 

des autres quantités a, b , c, d. Cette opération pour-

roit fe faire en développant successivement le numé-

rateur & le dénominateur en séries, & divisant ensuite 

la première série par la seconde. Mais on parviendra 

beaucoup plus facilement & plus promptement au 

même but, par la méthode des coéfficients indéter-

minés. Je feins donc qu'on ait, 

Via
-*-

x)
 =A + Bx + O + Dx>+&a 

VC"-HCÍÍ-+- dx ) 

Quartant chaque membre, puis multipliant tout paf 
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le dénominateur résultant b-+-cx-\-dx*, mettant tout 

dans le second membre ordonné par rapport à x, 

on trouvera, 

-f-AH I -\-2ADb 

> -\-2ABc> -k-BH 

-+-A=-d l -\-2ACc 

J -+-2ABd 

D'où l'on tire A
2
b — a~o , (zABb-r'A'

L
c—1 

t)x==o , (2ACb-+-B*b-+-2ABc-ï-A*d)x* = o
t 

(2BCb-+-2 ADb-+*B*c-h2 ACc-ï-2 ABd) x
ì
=o 

&c ; équations qui donnent A = ■ ̂
a

 , B = 
y" b 

b — ac (b — ac)* c(b— ac ) 
3 C ! 

* 

iby'ab ' 8ab
z
\/ab z L

z
 y ab 

ad (b — ac) s (b — ac)'-{b — ac) s 
-, D =3 — X ( - ~H 

iby ab 4 ab
1
 \ 4 aûy ab 

c(b — ac) ^ ad x ^ / l — ac \ /- bc-h^ac* ^ 

4- ■ -, &c. Substituant ces valeurs de A, B , 
tbzy ab 3 

C , D , &c , dans la férie feinte, on aura l'ex-

preíiion de —— —— en grandeurs toutes 
y(b-i-cx-+-dxz) 

données. 

On imitera les mêmes procédés dans les autres 

cas. 

382. CETTE même méthode est très-commode 

pour résoudre les problêmes qui dépendent du retour 

\ A a ij 
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des fuites. Voici, dans un exemple, ce qu'on entend 

par cette expression. Supposons que la valeur d&4c 

soit donnée par la suite x=a-^-by-\-cyz-+-dj:i-\~èic; 

l'opération par laquelle on forme une suite inverse, 

qui donne la valeur de^ en x , est ce qu'on appelle un 

retour de fuite. Le calcul s'exécute ainsi. 

383. LA fuite proposée x — a 4- by 4- cy1 4. 

dy* -t- &c , étant supposée convergente , il est clair 

que la quantité y doit être fort petite. Donc, lî l'on 

suppose x — a = £ , & par conséquent \ = by 41 

cy2 4- dy* 4- &c, la quantité £ sera auffi très-petite. 

La première valeur approchée de f est donnée par 

l'équation z=xby; d'où l'on tire y=~. Ainsi le 

premier terme de la férie , qui doit donner y en j, 

est — , & les autres termes contiendront z1, f, 
b 

f4, &c ; ce qui produira une férie convergente. Je 

feins qu'on ait, 

y~Ai~\-Bf~Sr Ci' 4- 4- &c. 

Et par conséquent, en ordonnant par rapportas 

by —-\-bA\-\~ bBf 4- bCz* 4- &c, 

4-ÍV* = 4- cA2z* -+-2cABç5 4- &c, 

4~^3== -{-dA^* 4- &c, 

&c— &c. 

Or on a by-i^cy^-^dy* 3cc— £=0. Donc te 

second membre de l'expreffîon précédente sera auili 
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—0. Donc en égalant séparément à zero, chaque 

ternie de ce membre, on aura (b A — i){ = o, ou 

1=4- ; (bB-ì-cA*) ?* = o , ou B= — ; 
b bì 

r r* Id 
(bC-\-2cAB-hdA3)zi=o, ou C= ; 

bs 

&c. Ainsi la série feinte devient, 

Z c?* (zc* bd)7Ì 

ou bien, en chassant \ , 

x~-a c(x—a)z (ic1 — hd)(x — a)* p- _ _ |_ _ 
- &C, ■ 

série convergente. 

384. QU'ON ait en général x -4- ax* ■+- lx1 -H 

ix*&cc = gy ~\-ky*iy1 -+-£y4-f-&c, équatioa 

dont les deux membre font supposés des séries con-

vergentes ; & qu'il s'agisse , par exemple, de trouver 

la valeur de_y en x. Les deux séries étant supposées 

convergentes, il est clair que x de y doivent être 

des quantités fort petites. Donc pour former le pre-

mier terme de la férie cherchée, on aura l'équation 

Jf=£v, & par conséquent y — —. Cela posé, je 

feins qu'on ait, 

y=Ax-\-Bx2-JrCx* 4-D^-(-&c. 

Et par conséquent, en substituant pour y , y%, 

f > &c, leurs valeurs, mettant toute l'équation jc-f* 
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axz-+-bx2 -\-dx*-i~&cc=gy-hhy2-\-iyì -f-&c dans 

le second membre , & ordonnant, par rapport à x, 

on aura, 

gy z= gAx gBx1 4-gCr5 -4-&c, 

*±.hy2= -+-hA1x!í
-\-2.hABx1-+- &c, 

-r-ry3 == <-\-^iA}x} H-&c, 

4- &c = &c 

— *■ fc=— x 

—ax'-==. . . . — ax* 

— &c = ( • . —&c. 

Or, dans cette expression, la somme de toutes 

les parties de la gauche est égale à zero ; & par con-

séquent la somme de toutes les parties de la droite, 

doit aussi être égale à zero. Donc , en égalant sé* 
parément à zero, les facteurs de x, de x-, de x3, &c, 

on aura gA—~ i =0 , ou A=— ; gB -f- hA"'— 

_ a—hAz agz — h _ , .„ 

If 
. , 'Z b — iAì—ihAB 

•+-iA!~b=o, ou C— = 

-2 —2 — : &c. Ainsi on aura 
gs 

x (agz — h)xz (bg*—ig—ìh(agt—tí}*l 

y
~ g g~

}
 g

s 

-h &c, 

férie convergente. 
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58;". TOUTES les féries que nous avons considérées 

dans les articles précédents, ont été regardées comme 

convergentes, parce que l'objet qu'on a dû se pro-

poser , en les formant , ayant été de faire trouver 

par approximation une quantité qu'on ne peut avoir 

exactement, ou d'une manière commode, fous fa 

forme naturelle 5 il faut, pour cela, que les termes 

de la férie aillent en décroissant, afin qu'il suffise 
d'en prendre un certain nombre du commencement, 

pour avoir, à peu de chose près, la quantité qu'on 

cherche. 

CHAPITRE XX. 

De l!Elimination dans les Equations 

de tous les degrés } De U évanouisse-

ment des Radicaux. 

386. JLJORSQU'UN problème a plusieurs condi-

tions, & que ces conditions-font exprimées par au-

tant d'équations particulières, les inconnues peuvent 

être éliminées successivement, & on parvient à une 

équation où il n'y a plus qu'une seule inconnue. Nous 

en avons vu plusieurs exemples. Mais comme ces 

exemples ne regardoient que les premiers degrés, & 

1
ue les équations où les inconnues se trouvent, font 

A a iv 
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quelquefois fort élevées, je crois devoir expliquer id 

brièvement la manière de faire Pélimi nation pour 

toutes fortes d'équations. J'ai remis à traiter cette 

théorie à part, pour ne pas interrompre d'autres re-

cherches par des calculs généraux qui n'y auroient 

pas eu un rapport immédiat. Les mêmes principes 

nous serviront à faire disparoîtr.e les radicaux. Allons 

par ordre , en commençant par les cas les plus 

íìmples. 

387. Si on a plusieurs équations, & autant d'in-

connues qui n'y montent qu'au premier degré : l'équa-

tion finale, c'est-à-dire, l'équation où il n'y aura 

plus qu'une feule inconnue mêlée avec des quantités 

données, fera toujours du premier degré. Cette équa-

tion peut fe trouver, en tirant des équations propo-

sées , différentes valeurs d'une même inconnue, & 

comparant succeffivement ces valeurs, comme nous 

savons pratiqué dans l'article 169 & ailleurs. Mais 

on parviendra beaucoup plus promptement au même 

but, si l'on employé la méthode indiquée ( 168). 

Voici le procédé du calcul. 

388. SOIENT, premièrement, entre les deux in-

connues x iíy, & les données a , b, c , &c, les deux 

équations générales du premier degré , 

ax -h by -{- c == o , 

dx -4- ey vf-/= o. 

Pour éliminer l'une des deux inconnues, par exem-

ple y s je multiplie tous les termes de la première 
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équation par e, coefficient de y dans la seconde, & 

tous les termes de la seconde par b , coefficient de 

y dans la première, ce qui me donne, 

eax eby + ec = o, 

bdx -H bey -f- £/*= O. 

Retranchant la seconde de ces équations, de la 

première ., on aura eax—bdx-{-ec—bf=o, équation 

où il n'y a plus que x d'inconnue & d'où l'on tire, 

If— ce 

as—bd 

La valeur de y se trouve , ou en substituant cette 

valeur de x dans l'une des deux équations primi-» 

tives, ou en multipliant la première de ces équations 

par d, la seconde par a , & retranchant l'une des 

équations résultantes, de l'autre. On a de l'une ou de 

-v ci—as 
1 autre manière , y = —. ' 

J ae — bd 

Ces formules donneront la solution de tous les 

problêmes du premier degré, qui contiennent deux 

inconnues , en mettant pour a, b, c, &c, les valeurs 

individuelles qui résultent des conditions de chaque 

problême particulier. 

389. EN second lieu, soient entre les trois incon-

nues x , y , % , & les quantités données a* b , c, &c, 

les trois équations générales , 

ax -t- by -f- c\ -+- d = O , 

ex -+-fy-i-gi-\-h — 0, 

ix ■+- ky ■+- il -j-m= O, 
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Pour éliminer d'abord £ , je multiplie successive-

ment la première par g, la seconde par c ; puis la 

première par Z, & la troisième par c ; ce qui produit 

les quatre équations, 

gax -f- gby H~ gc% ~f~ gd = O , 

cex -h cfy cg\ -f- ch = o ; 

Ztfx -+■ Zèjy -4- Ici + ld = o, 

cix -f- cfy -H c/j H- cm = o. 

Retranchant la seconde de ces équations , de la 

première ; & la quatrième , de la troisième , on aura 

les deux équations, 

(ga — ce)x-h(gb — cf)y -h gd — ch = o, 

(la — ci ) x -\- ( Ib — ck )y -1- ld —cm— o, 

qui ne contiennent que les deux inconnues x & y, & 

qui se rapportent par conséquent à l'article précédent. 

On aura donc ici les valeurs de x & y, en mettant 

dans celles de l'article précédent , ga — ce pour a, 

gb — cs pour h, la — ci pour d, Ib — ck pour e, 

gd — ch pour c ld—cm pour /. Ainsi, 

(ch — gd)(lb — ck) — (gb — cf) ( cm — ld) 

(ga—ce)(lb — ck)— (gb — cf) (la — ci) 

(ga — ce) (cm — ld) — (ch —gd) (la — ci) 
y —: : _ . , 

(ga — ce)( Ib — &l—(gb — cf)(ìa — ci) 

Ces expressions deviennent, en effectuant les mul-

tiplications indiquées, & réduisant, 
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bhl — thk-4- dgh — gbtn -+- cfm — dsl 
cek —gak -f- afl:— bel -+- big •— cfi 

gam — cem -f- cki — akl -+- del — gid 
y ; _ ■—, 

cek — gak -f- afl — èeZ-j- %i — çjî 

Substituant ces valeurs de x & de y dans l'une 

des trois équations primitives, on aura une équation 

où il n'y aura plus que \ d'inconnue, & d'où l'on 

tirera, , > 

ahk dek -+- dfi — asm -4- bem — bih 

^ cek — agk-\-asl—^bel-h-big — cfi 

A l'aide de ces formules générales, on aura, par 

de simples substitutions, la solution de tous les pro-

blêmes du premier degré, qui contiennent trois in-

connues. 

390. IL est clair qu'en opérant toujours de la même 

manière, on parviendra à déterminer toutes les incon-

nues, quel que soit leur nombre & celui des équations, 

toujours du premier degré, qui les contiennent. Si l'on 

a quatre inconnues & quatre équations , on commen-

cera par éliminer l'une des inconnues. ; ce qui réduira 

ce cas au précédent. 

Si l'on a cinq inconnues & cinq équations, on éli-

minera l'une des inconnues, & on réduira le problême 

au cas précédent. Ainsi de fuite. Ces formules dérivent 

les unes des autres suivant une loi facile à reconnoître. 

391. Soient maintenant entre les deux inconnues 

x&y, & les données a, b, c, &c, les deux équations 

suivantes, dont l'une est la plus générale du premier 

degré, l'autre la plus générarie du fecoud, 
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ax -f- by -j- c — o , 

dxí-\-ex-\-syï-\-gy-\-hxy-\-i=-0. <j 

On parviendra tout d'un coup à une équation où f 

îl n'y aura que x d'inconnue, en tirant de la première 

la valeur àey, & la substituant dans la seconde. Ce ^ 

calcul donne , I 

+ i = o, 

équation déterminée du second degré, d'où l'on tirera 

la valeur de x. Substituant ensuite cette valeur dans 

la première équation primitive, on aura auífi la valeur 

de y. 

392. L'ÉQUATION finale, soit en x, soit en y, peut 

être trouvée par une autre méthode qui nous servira 

dans les cas suivants. Je supposé, pour abréger le 

calcul, ax -+-c — A, g-{~hx=B, dxz -\- ex■ —f-i=sC: 

nos deux équations primitives deviennent donc, 

by -H A — o, 

fyi-\~By-k-C=c. 

Je multiplie la première par C, la seconde par^í; 

je retranche le premier produit du second, & je 

trouve, en divisant le reste par y à cause de l'éga-

lité à zero, 

Afy+*AB — Cb = o. 

Je multiplie cette équation par b ; & je multiplie 

l'équation by -+* A = o, par Af ; je retranche le» 
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deux équations résultantes l'une de l'autre ; ce qui 

produit l'équation , 

A*f—b(AB — Cb)=o, 

dans laquelle il n'y a point de y. Mettant pour A,B,C, 

leurs valeurs, on aura, 

/ {ax -h c)1 —b{ax-\- c) (g-\-hx)-\-bîÇdx 2-\-ex-{-i )=o. 

On trouveroit de même l'équation finale en y. 

393> QU'ON ait les deux équations générales du 

second degré, 

ax2 -h bx + cy2- -f- dy + exy -\-f = o, 

gx1 -j- hx -4- iya -H fy -4- kry -r- m = o. 

Pour éliminer ̂ , je suppose d-\-ex = A, ax2-ì« 

hx-+-f—B, k-\~lx = D, gx1-i-hx-i-m = Ei & 

j'ai les deux équations, 

ry2 Ay -4- .B = O, 

iy1 -4- Dy -J- E= o. 

Cela posé, 1°. je multiplie la première par i, la 

seconde par c, & je retranche le second produit du 

premier, ce qui me donne, 

(Ai — Dc)y<+-Bi — Ec — o, 

première équation ou. y n'est plus qu'au premier degré. 

2°. Je multiplie la première des deux mêmes équa-

tions par E, la seconde par B ; je retranche le second 

produit du premier ; ce qui me donne, en divisant 

tout par y, 

(Ec~Bi)y+-AE — BD~o
t 
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féconde équation où j n'est qu'au premier degré. Noys 

avons donc deux équations où y n'est qu'au premier 

degré. Ainsi , éliminant cette inconnue, par leur 

moyen, on aura, 

(Bi — EcY + (Ai—De) CAE-— BD)=o. 

Mettant pourri, B, D, E, leurs valeurs, on aura, 

( iax
z
 + xbi if— cgx

2
 — çé*—cm y -+- ^iá-H'ex— 

c&— cZx^ ^(d-i-ex)(gx*-+- ftjf-+• n?)—k+ 

/)(*-H*)) = o, 

équation déterminée du quatrième degré. 

On trouveroit de même l'équation finale en y. 

394. SUPPOSONS qu'on ait les deux équations, 

my,-+~nyz -\-py + f=0, 

My,-+-Ny*-+-Py-\-Q=0, 

dans lesquelles m, n, p, q, M, N, P, Q font des 

quantités composées, comme on voudra, de l'incon-

nue x & de données, ou, pour nous exprimer suivant 

l'ufage, des fonBions quelconques de x. U s'agit d'e'h-

minerjy. Pour cela, je traite jy5, comme une inconnue 

d'une feuie dimension. Ainsi je multiplie la première 

équation par M, la seconde par m ; & je retranche k 

second produit du premier ; ce qui me donne, 

( Mn — mN) yz -f- C Mp—mp )y -f- Mq—-mQ = °» 

première équation où la plus haute puissance de_y ne 

monte qu'au second degré. 

Je multiplie encore la première des deux équations 
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proposées par Q, la seconde par q ; je retranche le 

second produit du premier ; ce qui me donne, en 

divisant le reste par_y, 

seconde équation où la plus haute puissance de y ne 

monte qu'au second degré. 

Au moyen des deux dernières équations, on par-

viendra, comme dans l'article précédent, à faire dis-

paraître entièrement y. Soient, pour abréger le cal-

ca\, Mn—mN—*, Mp — mP=£, Mq — mQ =
 y

, 

Qn — qN=<P, Qp—qP = x. On trouvera, 

(—Cx + ^cT) (yC-+-uJ" )_f-(
>

^_j_«x)
2
=o, 

équation où il n'y a point dejy. Cette équation est la 
même chose que 

/ -+- 2 y
2
*\ + ( «A — £cT ) — C

2
yX -J- ÇJ>y* -f* 

uS»y = o ; 

Et comme aX—Cf — (Mn — mN) .(Qp—qP) — 

{Mp — mP).(Qn — qN) = (
m

Q — Mq). (Pn — 

fN)== — y ( Pn—pN), elle deviendra encore, 

/+2 y2*h ■ 

*^y = o. 
■ aXy ( Pn — pN) — €

2
y\•+- Csy

2
 -f-

Alors elle est divisible par y qui affecte tous ses 

termes ; & ce facteur lui est inutile , c'esi-à-dire qu'on 

ne peut pas supposer pour équation finale y = o ; car 

cela donnerok Mq=mQ, supposition particulière qui 

altérerait la généralité des deux équations primitives. 
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La vraie équation résultante de l'éliminatíon de y est 

donc, 

5-'+2î* — e£h(Pn — pN) — C-X-H a cf * = o. 

Pour faire une application de ces formules, soient 
les deux équations, 

j' -4-cy ~{-bx2
 •4-/1=0. , 

Nous avons, dans ce cas, m = x, n = Oj p—h, 

q —
 x

ï-\-a, M=i, N=o, P = c, Q=bx*+k
l 

a—o,£ — b — cx,y=:xì-ha—x(bx2-{-h), <f=0, 

x==i(teï4-ft)—c(x5-r-a). Donc l'équation finale 

est >5 — C2x = o, c'est-à-dire, 

(x
J
-hct — *(fcp»-f-fc))

5
 — (b — c*)*.(£(fcHl 

Á c(x'-hsl)) = 0, 

où il n'y a point de y. 

39 j*. SOIENT les deux équations générales, 

TTzy
4 +-nyì -+<py2-\~ gyr = o, 

My4-b Ny*-+-Py2-\-Qy-hR—o, 

dans lesquelles la plus haute puissance de y est de quatre 

dimensions. On commencera par éliminer y
4
 en mul-

tipliant la première par M, la seconde par m, & retran-

chant le second produit du premier ; ce qui donne, 

(Mn —mN)y
ì
'+- (Mp — mP)y

2
 + (Mq—mQìy* 

Mr — mR=o, 

première équation où la plus haute puissance de y n'e^ 

que de trois dimensions, 
Enfui» 
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Ensuite on multipliera la première équation primi-

tive par ÌÌ, lafecondeparr, &on retranchera le second 

produit du premier ; ce qui donne, 

(Rm-r.M)y' -4- ( ffa — rN)y* -+-(Rp — rP)y-H 

fy — rQ. — O, 

seconde équation où la plus haute puissance de y n'est 

que de trois dimensions. On a donc deux équations 

qui ne contiennent plus quejy3, & les puissances infé-

rieures dej, & qui se traitent par conséquent comme 

celles de l'article précédent. 

On procédera semblablement, lorsque dans les deux 

équaíions primitives, la plus haute puissance dey fera 

de plus de quatre dimensions. 

3p6". Si, dans l'équation finale, il fe trouve des 

facteurs inutiles, comme cela arrive quelquefois ; ces 

sortes de facteurs peuvent souvent se reconnoître fans 

peine, en employant des abréviations de caicu! pareilles 

à celles qui nous ont servi à trouver ( 394. ) l'équation 

finale résultante de .'élimination de y. Du moins ils 

peuvent toujours être déterminés, en décomposant, 

par les méthodes du Chapitre XÍV, l'équation finale 

en ses diviseurs commenfurables. Ensuite l'examen 

des conditions du problême qu'on cherche à résoudre 

apprendra à discerner, parmi les diviseurs, ceux qui 

doivent être utiles d'avec ceux qui doivent être rejettés. 

397. LA même méthode s'applique à f élimination 

des inconnues lorsqu'il y en a plus de deux, quels que 

soient les degrés des équations qui les contiennent» 

B b 
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Car si on a les trois inconnues x, y, f, & trois équa-

tions , il est clair qu'avec la première & la seconde 

équation on peut former une équation qui ne con-

tienne plus que deux des trois inconnues, par exemple 

xëcy. De même, en combinant la première équation 

avec la troisième, on pourra former encore une équa-

tion qui ne contiendra que x ècy. Ainsi on aura deux 

équations qui ne contiendront plus que les deux incon-

nues x &jy : ce qui rappelle le problême aux cas précé-

dents. 

Si on avoit quatre inconnues & quatre équations, 

en combinant successivement la première équation 

avec les trois autres, on formeroit trois équations où 

il n'y auroit que trois inconnues ; ce qui rappelle ce 

cas au précédent. 

Ainsi de fuite. 

Je pasleà levanouissement des radicaux. 

398. SUPPOSONS que la valeur d'une inconnue soit 

donnée par une expression radicale; que, par exem-

ple , on ait x = ]j/ab
2
 1/( c' 4- d} ), & qu'on 

veuille savoir quelle seroit l'équation qui auroit pro-

duit l'expression proposée ; la question est de trouver 

une équation en x , laquelle ne contienne point de 

radicaux. Voici la manière de réfoudre ces fortes de 

problêmes. 

399. D'ABORD , si une expression ne contient qu'un 

radical, par exemple , si on a x —\/ab*, on fera 

évanouir le radical, en élevant chaque membre au 

cube ; ce qui donnera xi
 sae ab2, qui est une équation 
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du troisième degré, de laquelle résulte .'expression 

proposée. 

Si on avoit x — a + on com-

menceroit par transposer a ; & on auroit x — a=s 

]/[ c' -4- b2 \/ cd']. Elevant chaque membre au cube , 

on auroit (x — a.)^— cò-\-b2 \/cd. Transposant c5, 

on auroit (x — a)5 — c3 =b2 Vcd. Elevant chaque 

membre au quarré , on auroit enfin, 

(O— aV — c>y — b*cd, 

équation du sixième degré, de laquelle résulte l'ex-

preffion proposée. 

Si on avoit à dégager l'inconnue x d'une équation 

de cette espèce, 

x — m-+- y [ab
2
 -f c

5
 v' ( dx -f- y/ghkx )] , 

i°. On commenceroît par transposer m, & élevant 

tout au cube, on auroit, 

(x— m)' ==ab
2

 -+-C

1

 \/(dx-{~ ^ghíx). 

2°. On transposerait ab2, & élevant tout au quarré, 

on auroit, 

( ( x — m )' — ab
%y- — c*dx -f- c* \/ghix, 

3°. On transposeroit c*dx, & élevant tout au quarré, 

on auroit, 

( x — m y—ai
1
)

1
 — c*dx^

2
 — c*ghíx, 

équation du douzième degré qu'il foudroit résouár® 

pour avoir x. 

Bb ij 
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On opérera de même dans les autres cas pareils; 

400. LORSQUE dans une expression il se trouve 

plusieurs radicaux qui se suivent par voie d'addition 

ou de soustraction, comme cela arrive dans l'exemple 

de l'article 398 ; il est un peu plus difficile desaire 

évanouir tous les radicaux. Cette opération peut s'exé-

cuter ainsi en général. 

Mettez à la place de chaque radical, une nouvelle 

inconnue , & vous aurez une équation où il n'y aura 

point de radical : vous aurez de plus autant d'équa-

tions à deux termes, qu'il y avoit de radicaux ; &en 

élevant chacune de ces équations à la puissance de 

même indice que le radical qui s'y trouve, vous aurez 

encore des équatioriS où il n'y aura point de radicaux. 

Eliminez successivement toutes les inconnues mises à 

la place des radicaux , & vous aurez une équation 

finale qui fera celle qu'on deruandoit. 

Ainlì , par exemple , ayant l'expression X=t 

■+■!/[>'H-î je fais y = ̂ ab
2
 , {-

j^JV 4-d5] 5 &' par conséquent, 

x—y — ^ — o, 

y
ì

 — ab
1

 = o, 

Au moyen de ces équations, j'élimine fucceflive-

mentjy & La première donne %=x—y, & P
ar 

conséquent %
ì
~x

i
— $x

2
y 4-%xy

2
—y*. Substituant 

cette valeur dans la troisième, on aura, entre x & y> 

les deux équations, 
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yi -— abz = Q , 

—j'-h jxy1 — ̂ x^y-f-x*—c3—-á3==o, 

ou bien ( en faisant, pour abréger le calcul abz
z=. A

 a 

3x = B, 3x* = C, x5— c3—t*=D), 

jy3 A = 0, 

—y1
 4-By*—Çy 4-0 = 0. 

La question n'est donc plus que d'éliminer y de ces 

deux équations; cela s'exécute par les moyens exposés 

ci-deffus, & on trouve , 

(D—A)ï-*ciAC&(D —A) —~AC
3
 —*A*B

5
=o , 

c'est-à-dire, en remettant pour A > B, C , D , leurs 

valeurs, 
h - ", - -i nO .si .« .. z:;:b rojspcq 
(x5 —c'—á3 —^)5H-27ct^x3 (x3 —ic3 —d3 — 

<tè
2
) — iqab-x*— 27ct^

4
x

3
==o , 

équation du neuvième degré, de laquelle résulte la 

valeur proposée de x. " 

B b ii) 

SCD LYON 1



ALGÈBRE., 

CHAPITRE XXI. 

Sommation de différentes Suites de 

nombres. 

401. 3L-J A sommation des suites, c'est-à-dire, l'art 

de trouver, d'après la loi suivant laquelle se forrne 

une suite composée d'un nombre fini ou infini da 

termes , une expression finie qui revienne au résultat 

qu'on obtiendroit, si l'on ajoutoit actuellement ensem-

ble tous les termes de la fuite, est un objet très im-

portant dans l'analyfe. Car les suites se présentent, ou 

peuvent être introduites dans une infinité de recher-

ches ; & si on les savoir sommer en général, il n'y a 

presque point de problêmes qu'on ne résolût en ri-

gueur. Malheureusement, le nombre des suites qu'on 

fait sommer, est assez petit ; & on est réduit, pour 

l'ordinaire , à tâcher de les rendre convergentes, afin 

que réassemblage de leurs premiers termes suffise pour 

en représenter sensiblement la totalité. Les suites que 

je vais considérer ici ont l'avantage de pouvoir être 

sommées, & de s'appliquer utilement à quelques re-

cherches , comme on le verra dans les Traités qui 

suivront celui-ci. 

402. PARMI les suites fommables, on rencontre 

d'abord les progressions arithmétique & géométrique. 

SCD LYON 1



CHAPITRE XXI. 5pt 

Nous avons vû ( 173 ) qu'en nommant a. le premier 

terme d'une progression arithmétique , d la différence 

additive ou foustractive, n le nombre des termes , 

S leur somme, on a, 

(za-+-àn — d)n 

Par où l'on voit qu'on a, fous une forme très-

simple , la somme de toute la progression, quels que 

soient son premier terme, la différencs , & le nombre 

des termes ; quantités qui règlent la loi ou la marche 

suivant laquelle la progression se développe. 

403. SEMBLABLEMENT, nous avons \û(ij^) 

qu'en nommant a le premier terme d'une progression 

géométrique, q la raison ou le quotient du premier 

terme divisé par le second, n le nombre des termes , 

S leur somme, on a, 

g aq" — a aq. ^ « 

(q—
1

 " q—t (q—i)q"—
1 

Dans cette formule, la raison q est plus ou moins 

grande que l'unité, selon que la progression est dé-

croissante ou croissante. 

Lorsque la progression décroît à l'infìni, la seconde 

partie de la valeur de S s'évanouit par rapport à la 

première , parce qu'alors q étant > i , & le nombre n 

devenant infini, le produit (q — i)q"~"1 devient 

infini ; ce qui rend la fraction <—~ infini-

rq§nt petite. Ainsi on a simplement alors, S= -—r-y 

B b iv 
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404. LA progression géométrique décroissante à 

I'infini a une propriété qui mérite d'être remarquée; 

c'est que si l'on retranche successivement de la somme 

totale, le premier terme, les deux premiers termes, 

les trois premiers termes, &c : la somme totale & les 

restes de ces soustractions, formeront une progression 

géométrique décroissante à I'infini, qui aura même 

raison que la progression proposée, & qui se sommera 

par conséquent de la même manière. Car le premier 

terme de la progression proposée étant supposé repré-

senté par a, & la raison par q ; le second terme est 

-—, le troisième, — , le quatrième, — « ainsi da 
q q* q) 

suite ; & suivant la dernière formule de l'article pré-

cédent, la somme est—^—. Donc, la somme moins 
q— 1 

le premier terme est ^ — a, c'est - à - dire , 

-; la somme moins les deux premiers termes, 

ou, ee qui revient au même, l'expression précédente» 

moins le second terme, est —: — , c'est-à-
? —1 1 

dire , ; la somme moins les trois premiers 
q(q 1) 

termes, ou l'expression précédente moins le troisième 

terme, est ■ ± , c'est-à-dire, r í 
?(</— O 5* q\q—0 

]
a
 somme moins les quatre premiers termes, ou l'ex-

pression précédente moins le quatrième terme est 
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fil— O î3 iHq — 

clair que les différentes quantités 

) 
; &c. Or, il est 

aq 

q — l q 

a 
— ,&c, com-

posent une progression décroissante à I'infini, dont 

le premier terme est 
aq 

, & la raison q. Donc 

la somme de tous les termes de cette progression est 

aq q aq2 

est à celle 

q 1 

aq 

ou — ; & on voit qu'elle 
íî— O 

de la progression proposée , dans 

le rapport de q à q — I. 

40^. ON peut sommer également les suites des 

paiíTances des nombres naturels, celles des nombres 

faurés, des nombres polygones, & d'autres suites qui 

dérivent de celles-là. C'est ce que nous allons faire 

voir avec quelque détail, lorsque nous aurons donné 

les définitions nécessaires. 

La fuite des nombres naturels* est I, 2, 4., f, 

61 &c ; les puissances de ces nombres en font les 

quarrés , les cubes, &c. 

Les nombres figurés, qu'on appelle encore nom-

de différents ordres, se forment comme on le 

voit ici. 
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^Constants ou du i" ordre... i, r , i , i, j
 t

 f - &
c

_ 

Z» Naturels ou du i
e
 ordre.. .j, 2, j, 4, 5, 6, &c. 

|X Triangulaires ou du 3e ordre. 1, 2, 6, 10, if, zi, &c. 

g i Pyramidaux ou du 4e ordre. I, 4, 10, 20, 35, 56, &
c

, 

Tous les termes de la première bande horison-

tale sont égaux. Chaque terme d'une autre bande 

horisontale quelconque est la somme de tous les termes 

correspondants de la bande précédente. Ainsi, par 

exemple, le troisième terme 3 de la seconde bande 

est égal à la somme I -+- 1 -H l des trois premiers 

termes de la bande des nombres constants ; le cin-

quième terme iy de la bande des nombres trian-

gulaires est égal à la somme 1-+-2-1-3 +4-Hs à® 

cinq premiers termes de la bande des nombres na-

turels ; &c. 

Les nombres polygones se forment en ajoutant suc-

cessivement ensemble les termes consécutifs d'une pro-

gression arithmétique qui commence par 1 ; & ils 

s'appellent triangulaires , quarrés , pentagones, &c, 

suivant que la différence de la progression arithmétique 

est 1, ou 2, ou 3 , ou 4 , Sec". 

Progrejsions aritk. Diff. Polygones. 

4- 1.1.3.4 • 1 • 6.&Á 1 f 1, 5, 6, 10, 15, &c. triang. 

4-1.3.5.7 . 9.11.&CÌ 1 ?i,4, 9, <<" , &c. quartés. 

4-1.4.7.10.13.ié.&cC 3 ) 1» 5. H' &c.pentagones. 

&c. &c. Sec. 

Je viens aux sommations annoncées. 

406'. D'ABORD , la fuite 1 , 2, 3 , 4, y, &c, des 

nombres naturels, ou de leurs premières puissances. 
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étant une progression arithmétique dont la différence 

est i, on aura ( 4.02 ), en nommant toujours n le 

sombre des termes, S la somme, S: 
n(n-hi) 

407. POUR trouver la somme des quarrés, des 

cubes, &c, de la manière la plus générale , prenons 

une fuite de quantités/, g, h, i, k , &c , qui forment 

une progression arithmétique dont la différence soit d. 

A cause des équations g=f-i-d, h=g-ì-d
J
 i=h-ì~d, 

l=i-+~d, &c, que donne la propriété de la pro-

gression arithmétique , on aura les Tables suivantes 

íe'guations. 

ê
z=fz-i-zfd-+-dz 

h*=g*-higd-hd* 

&=hz-^-ihd-+-dt 

P = iz -+- zid -f- d1 

pli 

Ìì*rP + 3f
l
d-i-3sd1

-i-dì 

li^
f

3-
)
-3gV-Hgd

î
-r-rt'

3 

ìí=hï-h
l
hzd-t-

}
hdz-+-d* 

' = '
!
 -f- 3 i*d-t- }id~-i- d Ì 

Sic. 

V. 

!'=/
4
+-4/3 á-f- í^-h^sd ì -4-d t 

H;
=j:+-f-4g 3 d-+-6g

zdz^gd 3 -4-d+ 

j^-HA 5 d-+-6h
2
d

z
 -MAd Î -r-d+ 

'
,=:Ì4

-f-4 i
3
 d-4-6 i

a
íí

3
-f-4ÍíÍ3-f-if4 

II 

g*= z/d-f-d1 

hz — g*=zgd+dz 

i*— A* = zAdd* 

P— z* = zid H-d1 

&c. 

IV. 

■f=ìr-d-hìsdz+di 

■gì=
ìg

zd^-ìgdz-hdt 

i ; —A s = 3 A2d-r- $ Ad*-+-dï 

jfc 3 — i '3 = 3 i*d ■+■ 3 id'-t-d 3 

g' 
A3 

VI. 

g*—fi=lsi d-¥-(,$zdz-k-*fd 1 -f-d4 

/[4 £
4==4

g3 J_f-(£*áM-4gd3-f-d4 

i 4—A 4 =
 4

A 3 d-j-6AIdI-t-4 Ad 3 -Hi4 

&c. 
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408. Cela posé., premièrement , en ajoutant en-

semble les équations de la Table II, on aura b — 

f* — 2d(f-\-g-±-k-i-i)-i-4
:
dï. Par la manière dont 

cette équation se forme, on voit que si l'on nomme 

•S la somme de tous les termes de la progression 

arithmétique proposée, n leur nombre, p le dernier 

terme ; on aura p1—j2=2.d (S—p )-r-d2 (n — 1), 

D'où l'on tire, 

Cette formule devient celle de l'article 406, en 

supposant f=i , d — i, & observant que p=n. 

409. EN second lieu, si l'on ajoute ensemble les 

équations de la Table IV, on aura As—/' = 

3 d (f
2
 ■+- g* -4- se* 4- i* ) -+- 3 d* (/-f-g -f-A -h i ) -r- p-

Donc , en nommant ;> le dernier terme de la pro-

gression proposée, n le nombre total des termes, 

<S leur somme . S' celle de leurs quarrés ; on aura 

/3==
3£

Í(S'—^)-r-3^(S—p)-+-á3(«-i), 

ou bien, en mettant pour S fa valeur trouvée ci-
 ( 

■ ': ■ ;.' "~ 1 u 
dessus , pi — f,~3d(S'—-p*) — 3d1p+—^ 

fp» _ i* ( n — 1 ) -+- 2pd ) ~h d » ( n — 1 ). 

l'on tire, 

Ò —-— " ' — " '« 
6 d 

Lorsqu'on voudra appliquer cette formule à .1* 

sommation des quarrés 1 , 4, 9, 16, 2f> &ci 
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íàudra supposer /= 1, ás= i , pz=n ; & alors la 

formulé précédente deviendra 

z m -f-, 3 /za -4- ra 

6 , 

410. DE même, en ajoutant ensemble les équa-

tions de la Tablé VI, on aura k*—/T = %d (f1
 4~ 

g J +. ft 3 -4> i 3 ) -f. 6 i1 (f1 + g2 -f- h14- i1 ) -f- 4 «f3 (/-*-

g4-ft -H i ) -+- 4 á*. Donc, si l'on nomme p le dernier 

terme de la progression proposée, n le nombre total 

de ses termes, S leur somme, S' celle de leurs quarrés, 

S" celle de leurs cubes ; on aura p*—-f*=qd(S"—ps)-h< 

6d*(S'~p*)~+-4
:
dì(S—p)-{-d'í(n—i ). Met-

tant pour S & S' leurs valeurs générales trouvées ci-

dessus , & dégageant S", on aura, 

c«
 p

4—fi-ì-zdpî-hdípz~ì-zdp— d*s* 

Pour appliquer cette formule à la fuite des cubes 

l, 8, 27, 64, 125", &c , il faut supposer /== 1, 

l—i,p = n, & alors on a , 

n4 -f- z TZ3 -f-rc2, 

O = , 
||_ , , 4; 

On trouvera semblablement les sommes des qua-

trièmes puissances , des cinquièmes puissances , &c , 

des termes de la progression arithmétique proposée. 

On voit que les sommes supérieures dépendent des 

inférieures. II est facile , en employant la formule 

fie nous avons donnée ( 287 ) pour élever un bi-
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nome à une puissance quelconque , de comprendre 

toutes ces sommes dans des formules générales. 

411. LES suites des nombres figurés & des nom-

bres polygones se somment par les mêmes moyens. 

L'art de ces sommations consiste à décomposer les fui-

tes dont il s'agit, en d'autres qui se somment chacune 

en particulier , au moyen de celles qui précédent. íl 

suffira d'expliquer cela pour les nombres triangulaires 

& les nombres pyramidaux ; nos Lecteurs opéreront 

d'une manière semblable pour les autres cas. 

412. EN nommant S la somme des nombres trian-

gulaires, n le nombre des termes, on a, 

~ ^ n(n-hi) 
S== 1-4-34-ô4--104-1 y4-. • • •~í • 

Nous pouvons regarder cette fuite comme com< 

posée des suites suivantes, ajoutées ensemble terme 

à terme, lesquelles sont toutes la fuite des nombres 

naturels avancée fuccestivement d'un rang vers la 

droite : 

A= 14-24-3 4-44-^4- 6*4- ..... 4~« 

B = 9 14-2-!-3 4-44-y 4- ..... 4-n—1» 

C=« •4-14-24-34-44- 4-«—2 • 

D=
9

 m #4-14-24-54- 4-n—3. 

&c. 

La somme de la fuite A est ■ n- ; & on aura 

également, par la même formule , les sommes des 

suites B , C , D , &c, en mettant successivement 

n —-1, n — 2 s— 3, &c , à la place de n. Aioû 
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(n— !)*-+-(>— 0 Cn — i)M-(n — z) 
J5= ; C — — , 
Ft'" * z 

D__ — "*)-*-("—— ; &c. Donc, en ajoutanf 

ensemble toutes ces sommes particulières, & faisant 

deux classes de termes correspondants , on aura 

$=i(n*-Kn—0*-Mn — a;»-Kn — 3)* + - ■ -

+1)4-7 (»"+■ («— 1 H-
 2

) 4-(n—3)-h. . -f -1 ). 

Or, des deux suites qui entrent dans cette expres-

sion, la première n
2
4-(«—i)

a
4-(tt—2)

î
4-. . 

2 n ' -f- 3 n
a
 -4- n r , . | 

+ 1 = C409) ; & la íeconde 7.4-

(n—1)4-(n —2)4-(« — ? )4-(« — 4) ! 

+1 = — (406 ). Donc S= ■ 

+ 

z 11 

nn-\-n n 3 -f- 3 nx -4- z n 

4 1x2x3 

413. POUR les nombres pyramidaux, on a 

Sz=i 4-44-104-204-3 y4-, . .-j-

6 

Cette fuite peut être regardée comme composée 

des suites suivantes, lesquelles font toutes la fuite des 

nombres triangulaires avancée successivement d'un 

rang vers la droite : 

^=14-34-64-104-154-. -4-

B=« 14-34- 64-104-• .4-

C=
t
 «4-14- 3+ CT-4-..4-

_ __i _; _______ 

(n—i)a-+-n—t 
—-_—_____, » 

z 

(n —■i)a-t-/ï — 2 
f 

u
=» • «4- 14- 34-. -4-- -

&c. 
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Or , en vertu de l'article précédent , A=z 

n3 -f- 3 n2 -4- fS (n—ij)3-4—3—i)2-4-i{>z—ï) 
-,ÌJ: 

(
B
-oy-ti(«-o--<-*(«-?)

 t&c<DonCie
„ 

ajoutant ensemble toutes ces sommes particulières, & 

faisant trois classes de termes correspondants, on aura 

S= \ (n»H-(n— i)
5
4-(« —2)

3
4-(n— 3)' + ... 

4-I)^-T(«
2
^h(n---I)

1
 + (n--2)

2
^-CK--3)

, 

+ . . . .+ ij+^B+(n — 1 ) 4-( 2) + 

(n — 3)+- -+-1 J. Or , des trois suites qui 

entrent dans cette expression , la première n'4. 

(n— i)54-C«—•2)Î+Cn — 3)'-r-

st + m'+n1 , ... ,4 '«>i 
• (410) ; la seconde n'4- (n —17+ 

_4r.C . ' ' ; • 
rnì-i

r
ì
l
n1+n 

(n — 2)*4-0 — 3)a
 + - • .-4-1= . 

(409); la troisième n-+-(n—1)4-(rc— 2) + 

nn-j-n , _. r 
(n— 3)-h. • .4-1=—~ (406), Doncò= 

«4 -t- i n3 -j-Ti2 2, n '-4-3 n2-f-n rm-f-n _ _| 1 5 . = 
14 

n4 -4-6 n' -4- 11 na-f-án ' 

1 x i x 3x4 

414. PROPOSONS - NOUS maintenant de sommet 

quelques suites qui dérivent des précédentes. Quil 

s'agisse, par exemple, de trouver la somme d'une suite 

de fractions, dont les numérateurs soient comme les 
nombres 
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nombres des différents ordres, & les dénominateurs en 

progression géométrique. Ce problême comprend 

plusieurs cas ; j'en vais parcourir deux. 

41 00MM£R La juite 0=—-t 

2" î3 

4 m nm
 S

, Ì r n 
4- j_, . . „ . , composée de fractions dont 

q + q" c J J 

les numérateurs font comme la fuite des nombres ridtu* 

rels 1 , 2 , 3 , 4, &c, & les áénomìnateuri croissent 

tn progression géométrique, q étant ^> 1 ? 

Je regarde cette fuite comme composée .des suites 

suivantes qui forment des progressions géométriques 

qui ont toutes la même raison q, &le même dernier 
m 

terme — : 

. m m m m m 
A— 1 —H 1 K • • -H 

q q2 qì q* q" 

n m m m m 
B= . ---f- —- i ; h 

q} ?4 q" 

r mm m 
L=_: . . -\ 4 j- .... -j 

s5 Î* . r 
m m 
— -4-• • • «*+■'—— 

3 

2 4 

M= ....-H-
r 

Or, ( 174), en nommante le premier terme d'une 

progression géométrique . u le dernier > q la raison „ 

> la somme, on a ST=- ^ * "-. Pour appliquer cette 

C G 
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formule à la sommation des progressions géométri-

ques A , B, C, D, &c, il faut prendre constamment 

u — ——, & faire successivement a — — , „=== i 
q" i: : f 

a — , &c. Par-la , on aura A— 
çî q — l 

m „ m m 
, ÍJ = 

(3—Oî" 3(3—O (î—Os 

C— ,D 
q\q—O (g —O." qHq — ■) 

, &c. Donc .-4-ÍJ-+-C-+-D+&C, 

(? — O 3" 
m /■ i i t 

ou ò= ( i 4 r —— H 
q— i V q q\ 

i <s m 
4 __A . x(l+i4-l-f-!-+••• 

3"—1 J (3—03" 

. . .4- i ). Or, des deux suites qui entrent dans cette 

expression , la première i -J- h—r 4- &c, est 
q q 

une progression géométrique, dont la somme est 

. (q ); la seconde i-r-i-+-i+l+ 
q—1 V q"—

1
 ' 

»... . .4-1 =n. Donc enfin
 v

>' 

(3— O* V S"-
1
 ' 

mn 

(3—o* y s*-1 ' (3—or 
Lorsque la suite S est poussée à I'infini, il faut., dans 

la formule s————, faire u ou —=0; alors 
3 — i q" 

772 772 _ 

on a -? = , B =3. —■, C= • • " 
s
 —i 3(3—-O 
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~—— — , D=
 m

 -, &c; & par consé-
î ('?—O qHq— O 

quent S—— —. 
(q — 1)1 

410. ÒOMMER la suite 0=—H 1 

10m m(nn-h-rì) 
4. -f- 4 , les numera-

ç4 z 

teurs des fractions croissant comme la fuite des nombres 

triangulaires , Cr les dénominateurs croisant en pro-

greflìon géométrique ? 

Je regarde cette suite comme composée des pro-

gressions géométriques suivantes : 

.772 772 772 772 '772 

4- —4-< —4----4-. • •. .4-—, 
} g* q 3 g* g" 

B l 777. 1772 i 777. 1772 

= • 4—-4 -4-—4- 4—— , 
g* g 3 g* g" 

-=s . . 4 ; | H 4 — 
gî g4 q" 

D 4 772 4 772 

= • • • 4-—4- 4---' 
g4 , g» 

Af ___ 
g» 

Or, il fuit de l'article précédent, qu'on a A-

_ M 772 . _j 2772 

j— i (g—Og" ' ~ j(î^O 
1VÍ

 Q_ l™ 3 7W 

Cc ij 
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D— —, &c. Donc A +. 
slî.O—1) (a—i.ff" 

B+C+D+ &c, ou S=-
 m?

 ( — 4-
0 I N q 

2 

s2 

? . 4 
—) ; ;— x 

qì ï
4
 3" / (?

 1
 )3" 

(14-24-3 4-44- 4-«)• Or, des deux 

suites qui entrent dans cette expression , la première 

1234 n 
4- 4- h 4 > elt 

? 2
1
 q

1 g* 3" 

celle de l'article précédent, en faisant m = 1 ; elle 

a par conséquent pour somme —— —^— ^ ? — 

J—^ _ ; la secc 

2 

\ — . ; la seconde 14-24-3 + 

7.72 -4- 77. _ 

4.4- 4-n = — . Donc enfin, 

m ( q
 1

 _ " _\ 

m ( 77n -4- n) 

*(3—"O?"' / 

Lorsque la suite S est poussée à I'infini, on a sin> 

, . . . . . . ,. mq1. . . . . 

plement S ■ 
(2— • )5 
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■■——M— 1111
 "" MU—«n———a» 

CHAPITRE XXII. 

Des Suites Récurrentes. 

T 
Ì17. JLJ ES suites récurrentes font amsí nommées en 

général, parce que fi l'on prend à volonté les premiers 

termes, les termes suivants se forment, semblable-

ment, chacun par l'addition ou la soustraction d'un 

même nombre de termes précédents affectés de coef-

ficients donnés; & qu'il faut par conséquent, pouc 

continuer la suite , recourir sans cesse aux termes déja 

trouvés. Par exemple, la fuite y, 20, 80, 32O, 

1280, &c, est récurrente, parce qu'ayamt pris à vo-

lonté le premier terme y, le second est égal au pre-

mier multiplié par le nombre donné 4 ; le troisième 

est égal au second multiplié par le même nombre 4; 

ainsi de suite. De méme, la suite 1, 4, 23 , 127, 704» 

3901, &c, est récurrente, parce qu'ayant pris à vo-

lonté les deux premiers termes 1, 4, le troisième est 

égal à la somme faite du premier multiplié par le coef-

ficient donné 3 , & du second multiplié par le coeffi-

cient donné y , c'est-à-dire que 23== 1 x 3-4-4 x y ; 

le quatrième se forme semblablement du second & du 

troisième, c'est-à-dire que i27==4X3~i~23Xy; 

de même, le cinquième 704= 23x3 + 127 xj-; 

ainsi de suite. La suite 1, 3 , y, 20, 106, $66, &c, 

G c iij 

SCD LYON 1



a.64 ALGÈBRE* 

est aussi récurrente, parce qu'ayant pris à volonté les 

trois premiers termes i, 3, y, le quatrième est égal à 

la somme faite du premier multiplié par le coefficient 

donné 2, du second multiplié par le coéfficient donné 

■— 4, & du troisième multiplié par le coéfficient 

donné 6, c'est à-dire que 20= 1 x 2 -H 3 x —4+ 

5 x 6 ; le cinquième se forme de même du second, 

du troisième & du quatrième , c'est-à-dire que 106=: 

3x24-|x — 4-4-20x6; ainsi de suite. 

On appelle échelle de relation, l'assemblage des 

coéfficients donnés qui fervent à former la fuite. Cette 

échelle peut avoir un nombre quelconque de termes. 

Dans la première fuite proposée, l'échelle de rela-

tion est simplement 4, elle n'a qu'un seul terme. 

Dans la seconde suite, l'échelle de relation est 3 +5» 

elle a deux termes. Dans la troisième fuite, l'échelle 

de relation e/r. 2—4+6 ; elle a trois termes, &c. 

Le dernier terme de la fuite se nomme terme géné-

ral ; il est une certaine fonction des premiers termes 

générateurs de la fuite, de l'échelle de relation, & 

du nombre des termes. Cette fonction doit être telle 

qu'en nommant n le nombre des termes , & faisant 

successivement n=i,n = 2, n = 3 , n =4, &c, 

le terme général devienne successivement chacun des 

termes de la fuite. 

418. LA classe des suites récurrentes comprend 

plusieurs autres suites, comme autant de cas parti-

culiers. Par exemple, une progression géométrique 

quelconque peut être regardée comme une fuite récur-

rente dont f échelle de relation aura tant de termes 
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qu'on voudra. En effet, supposons que la fuite a, b, 

c,d,e, f, représente une progression géométrique 

dont chaque terme soit au terme suivant comme 1 

est à m. II est clair, 

i°. Que cette progreflìon peut être regardée comme 

une suite récurrente dont l'échelle de relation est m. 

2°. Puisque b = ma, c = mb, d = mc, &c, on 

aura b — ma = o; ou en multipliant tout par le nom-

bre arbitraire k, bk — mak ?= o. Donc c = mb ■+• 

bk— mai, ou c = (m-{-k) b — mka. On trouvera 

de même d=(m-\-k) c— mkb, e~(m-i~k)d—~ 

mkc, &c. Donc la progreflìon proposée peut être 

regardée comme une suite récurrente dont l'échelle 

de relation, composée de deux termes, est (m~\-k) — 

mk. Cette échelle est susceptible de plusieurs varia-

tions, puisque le nombre k a été pris arbitrairement. 

30. A cause de c==(m-J-£) b — mak, nous aurons, 

en multipliant tout par le nombre arbitraire h, & 

mettant tout d'un même côté , ch—(mh-+- kh) b 

makh — o. Et comme d~( m~\~k) c — mbk, nous 

aurons, en joignant au second membre de cette équa-

tion l'équation précédente , á = (m-l-£-hft)c — 

( mk -4- mh -\-hk)b mkha. On trouvera de même 

t=(ra + jl+/i ) d — (mk+mh + kh) c-t~mkhb} 

ainsi de suite. Donc la progreflìon proposée peut être 

regardée comme une suite récurrente dont l'échelle 

de relation, composée de trois termes, est (m -Hk 

h) — (mk^mh-i'kh)-jr mkh, 

&c. 

Cc iv 
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41p. QU'ON ait une fraction telle que , 

dont le dénominateur est complexe, le numérateur 

étant tout ce qu'on voudra; & qu'on la développe, 

par la méthode de Farticle 379 , en une suite infinie 

qui marche suivant les puissances de x; les coefficients 

des termes de cette fuite composeront une fuite récur-

•tóoìiàkl «:;.-.: c b '. •• ■ ■ 
rente dont l'échelle de relation est . En 

a a 

effet, feignons qu'on ait, 

• ~ =/2-4-£X-4-CX1 + DJ:,4-£X*+&C; 
d-i-DX-hCX* 

& par conséquent, 

[ aA-if aBxH-aCx* -4-aDx^^-aEx*-^- &c, 

-i-bAx-+-bBx*-+-bCxì'+- bDx* -f-&c, 

^cAxr-jrcBx^ + cCx4 +&c 

&c. 

-1 

Nous aurons d'abord, pour déterminer les deux 

premiers coefficients A & B, les deux équations aA — 

X — o, aB ■+• b A—O ; ensuite, pour déterminer les 

autres coéfficients C, D, E, &c, nous aurons «C-r* 

^j34-c^î=o, OU C=—■ ; , slD + iC-h 

_ ml Bc Cb , _ 
ci?=o, ou D = ,aE-i-bD~ï-cC=0, 

'■ _;. • • * • a 

Cc ï)b 
ou £=—■ —, &c. D'où l'on voit que C 

a a 1 ■ 

dérive de A & de B, comme D dérive de B & de C» 
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tomme E dérive de C & de D, &c. Ainsi les coéffi-

cients A,B,C,D
t
E,8ic, composent une suite 

c * 

récurrente dont l'échelle de relation est . 
a a 

II en est de même de toutes les fractions de pareille 

espece. 

420. LES suites récurrentes se somment en général. 

D'abord, lorsque l'échelle de relation n'a qu'un seul 

terme , la suite est une progression géométrique ; elle 

peut, par conséquent, être sommée par le moyen de 

l'article 403. 

421. SOIT a, b, c, d, e ,f, g, une suite récur-

rente , dont l'échelle de relation, composée de deux 

termes, soit p-\~q. Nous aurons c=aprhbq
}
 á = 

bp-i- cq, e=cp~k-dq, f= dp-+-eq, g — ep-\-fq. 

Doncc-4-i-l-e-f-/-4-g=p (a-+-2> + c-f-<i-t-e)-H 

q (b-{~ c-4- d-\-e-{-f). Or, en nommant S la somme 

de tous les termes de la fuite, on a c-4- d-+~ e 4-/-f* 

g= S— a — b,a-+-b-t-c-±-d-+-e = S— /—g, 

b 4- c -4- d -4- e -f-js=S—a — g. On aura donc S— 

a — b=p(S—f—g) + q( S—a—g). D'ou 

l'on tire , 

pf+pg + qa+qg—a — b 
O — -j . 

P-+-Î"—f 

D'où l'on voit qu'on aura la somme de la suite, 

en connoissant les deux premiers termes, les deux 

derniers, & l'échelle de relation. 

On trouveroit de même la somme, fi l'échelle de 
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relation avoit trois termes,• & que l'on connût les, 

trois premiers termes de la fuite, les trois derniers, 

& l'échelle de relation. Ainsi de fuite. 

422. LES derniers termes de la fuite peuvent être 

éliminés de la valeur de S. II faut , pour cela, con-

noître le nombre n des termes, & former le terme 

général. Je me contenterai de réfoudre ce problême 

pour les fuites récurrentes dont l'échelle de relation 

n'a que deux termes. U fera facile d'étendre la solu-

tion aux suites récurrentes plus composées. 

423. JE suppose donc, comme tout-à-l'heure, que 

a, b,c, d, &c, soit une fuite récurrente dont l'échelle 

de relation est p -f- q, & le nombre des termes, n. 

Toute progression géométrique pouvant être consi-

dérée (418) comme une fuite récurrente particu-

lière , cette propriété va nous faire découvrir, d'une 

manière fort simple, le terme général de la fuite 

récurrente proposée qui embraíîè toutes les suites ré-

currentes dont l'échelle de relation a deux termes. 

En effet, feignons d'abord qu'on ait les deux pro-

gressions , 

~ Ax : Ax1 : Ax* : Ax* A£ 

~rr BT : BTT* : Bw5 : BTT* Bu", 

qui ont chacune le nombre n de termes , & dont 

la première a pour terme général Ax", & la seconde 

a aussi pour terme général Bw". Ensuite supposons que 

le terme général de notre fuite récurrente soit la somme 

des deux termes généraux des deux progreffions, c'est-

à-dire Aì"-\-B7!
n
. Cette supposition fera permise & 
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vraie , íî nous trouvons pour les quatre inconnues A, 

B, x, v, des valeurs telles qu'en faisant successivement 

n= 1, n = 2,n=$ , n ==4, &c : le terme général 

(Ax"-h Bn" ) se change successivement en chacun des 

termes de la fuite récurrente proposée. Or 1 °. la sup-

position de«=i donne pour terme général (^X+BTT); 

& en égalant cette quantité à a, on aura Ax-^-Bv—d, 

première équation. 

2°. La supposition de n = 2, donne pour terme 

général (Ax* -\-Bvz ; & en égalant cette quantité à b, 

on aura Ax*B-n* =z b, seconde équation. 

30. & 40. On voit directement, ou par l'article 

418, n°. 2, qu'on peut faire Ax" = (A-f« TT) AX"^
1
 — 

>~vAx" 2 , & Bvn=(v+>x) Bn"—1 — 7rxB^n—\ 

Ainsi Axn-t-B7in = (x-\-
7
r)(Ax"--1-+-B7rtt—1) — 

jut (Ax"~"-f-B^"
-*), D'où il suit que le terme géné-

ral (Ax" 4- B n") forme une suite récurrente dont l'é-

chelle de relation est —?wr4- (A-4-TJ-). NOUS aurons 

donc les deux autres équations —xir—p, troisième 

équation; x4- TT — q , quatrième équation. 

Par conséquent on a tout ce qu'il faut pour déter-

miner les quatre inconnues A, B, x , ir. La troisième 

& la quatrième équation combinées ensemble, donnent 

z * 

Les deux premières équations combinées ensemble 

donnent d'abord, A = —B=— 
xx—xi* n — 

Substituant pour x & w leurs valeurs, & représen-

tant, pour abréger, la quantité radicale 4p-h q1), 
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ib—aq-i-aM 
par M, on aura, A= M" + qM *

 5 

ïì——aM 

Le terme général sera donc exprimé en grandeurs 

toutes connues. A l'aide de ce terme, on aura les 

expreíììons des derniers termes de la fuite ; & par 

conséquent on pourra représenter la somme S, par 

Je moyen des deux premiers termes de la fuite, de 

l'échelle de relation , & du nombre des termes. 

424. ON voit que les quatre quantités A, B, x,v 

feront réelles> inégales, tant que la quantité radicale 

M fera réelle & au-deflus de zero. Si M étoit imagi-

naire, ce qui arrive lorsque p est négative, & qu'on a 

de plus 4/>><7:t ; alors les valeurs de A, B, x, 77, sont 

imaginaires. En effet, supposons en ce cas M=m 

]/—1, & pour abréger un peu , 2. b—-aq—l: 

q-hm\/—1 q—mV—1 

on aura, x — — 
z 1 

l-h-am\S — 1 l — am\/ 
A=. —— , B 

m
1

~hqm\/ — i —m
1
 — qm \/—i 

Néanmoins l'expreffion ( Ax" B-n" ) du terme 

général est encore réelle ; car cette expression devient, 

t / l -f- am %/— 1 \ > q -f- m %/ — i >» 

^ ~z^^
?
^7ZT /

 x
 \ ; z )

 + 

/■ l—am%/ — 1 » /■ q—m\/ — 1 v n"j 

^"—m
ì
—qmx/—i )

x v. ; ) \' 

ou bien, en réduisant les valeurs de A & de B au 

méme dénominateur, 
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(2 + amv/—1)( — m.
1

—qm\/—i) ,q-+-m\/—K" 

772*-t-5 2 m 2 >■ z * 

(l — amy/—i ) ( — m2-hqm\/ —i) / q—m\/— 

^ 7724 -j-^m* \ z / _T 

Or, si l'on fait succeffivement n=l, n = 2, 

72=3, &c, & qu'après avoir formé les puissances 

de— - , & de — , on effectue 

les multiplications indiquées ; on trouvera que tous 

les termes qui contiennent des imaginaires, se détrui-

sent mutuellement par f opposition des signes, & que 

par conséquent l'expression dont il s'agit est réelle. On 

peut donc encore, en ce cas, déterminer le terme 

général par les formules de l'article précédent. 

425. Si la quantité Métoit =0, c'eû-à-dire, si 

p étant supposée négative, on avoit 4/? ==q* ; on auroit 

2*— q, 2n=q> A = 00. B =00. L'expression 

supposée pour le terme général feroit'donc infinie. 

Or, le terme général doit être une quantité finie & 

variable , pour pouvoir représenter successivement 

tous les termes de la fuite. Ainsi on ne peut pas, 

dans ce cas particulier, lui attribuer la forme (Ax"-h 

BTT" ). Mais il faudra supposer alors que le terme géné-

ral est sAx"-\-nBx
n

) , somme des deux termes géné-

raux des deux progressions, , 

f Ax: Ax* : Ax* : Ax* Ax\ 

■ï-nBx: nBx*:nBx
}
 : nBx* nBx". 

Car d'abord, en faisant n—ï, puis n — 2, on 

aura les deux équations Ax 4- Bx = a , Ax
1
 -4-» 
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2 Bxl = b. De plus , on aura Axn -f- nBx" =• 

2* BA"
 L

) —A* {Ax" 2 4- (n—
2

) 

Bxn—2
 ). Ainsi, si l'on fait successivement n=i, 

/2 = 2, n = 3, n =4, &c, le terme f A -{-> B/z ) X" for-

mera une suite récurrente dont l'échelle de relation est 

•—-x*-f-2X. On aura donc, en observant qu'ici dans 

l'échelle de relation p-ì-q, le terme p doit être pré-

cédé du signe —, ces deux autres équations —x2= 

~p
>

2X — q, lesquelles donnent l'une & l'autre, x=: 

—, à cause de qp=q*. Mettant la valeur de x dans 

les deux premières équations, on trouvera A = 

4 a? — 4*
 D

 4 b—iaq
 t 

:
 , B= . Le terme gênerai fers 

S 1 

donc exprimable en grandeurs réelles, finies & entiè-

rement connues. 

Ceux qui voudront approfondir davantage la théo-

rie des fuites récurrentes, pourront consulter ce qu'en 

ont écrit MM, Moivre, Euler, le Pere Ricatti, &c, 
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Des Quantités Logarithmiques & Expo-

nentielle?. 

426". O N a vu dans l'Arithmétique que la théorie 

des logarithmes est sondée sur la correspondance des 

deux progressions arithmétique & géométrique. Cette 

correspondance est telle qu'on pourroit choisir arbitrai-

rement l'une & l'autre progression, & dresser en con-

séqfflence une infinité de Tables qui auroient toutes les 

mêmes usages, à peu-près, que les Tables ordinaires 

de logarithmes. Mais , pour la simplicité & la facilité 

des calculs, on a imaginé que tous les nombres íe 

.formoient des puissances entières ou rompues d'un 

même nombre fondamental j & on a regardé les 

exposants de ce nombre comme les logarithmes des 

nombres qu'il produit par ses puissances successives. 

Par exemple, on a pris le nombre fondamental io, 

& d'abord ayant formé la progression géométrique 

~ 100: ( IO)
1
 : ( IO)* : ( 10)' : ( IO)

4
: &c, on a 

regardé les exposants 0,1,2,3,4, &c, comme les 

logarithmes des nombres correspondants 1 , 10,100, 

1000, 10000, &c, qui se forment en élevant succes-

sivement 10 aux puissances o, i, 2, 3, 4, &c. De 

même, un nombre quelconque, non compris dans la 

SCD LYON 1



416* ALGÈBRE, 

progreflìon proposée, par exemple, le nombre 3 a 

été considéré comme une puissance fractionnaire de 

IO, c'est-à-dire qu'on a posé l'équation 3 = 10% w 

étant l'expofant ou l'indice d'une certaine racine de 

I o, qui rend cette équation vraie en effet ; & cet 

exposant <& est le logarithme de 3. 

On appelle base des logarithmes, ou base logarithmi-

que * le nombre fondamental qui, par ses puissances 

successives, produit tous les nombres que l'on consi-

dère. Dans les tables ordinaires de logarithmes, la 

base est le nombre 10. 

427. SOIT en général le nombre a, plus grand que 

l'unité, la base d'un système de logarithmes, & don-

nons-lui l'expofant variable £ ; de manière que l'ex-

pression a* représente tous les nombres possibles, en 

attribuant successivement différentes valeurs à l'expo-

fant II est clair, 

i°. Que le logarithme de l'unité fera toujours zero, 

quelle que soit la base a. Car en général C 60 ), a°=i> 

2°. Que le logarithme de la base a sera 1, puisque 

C 34), a est la même chose que a1. 

30. Que tous les nombres au-dessus de 1 auront 

pour logarithmes des nombres positifs. Ainsi, par 

exemple, en supposant a = 10, le nombre 1000. 

ou ( io)5, a pour logarithme le nombre positif 3. 

40. Que tous les nombres au-deíTous de 1 auront 

pour logarithmes des nombres négatifs. Car, par 

exemple, en supposant a = 10, le nombre —, ou 

( 10) a pour logarithme le nombre négatif—-j» 

428. 
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428. LA même hypothèse -subsistant toujours, 

soient deux nombres N & N', auxquels répondent 

respectivement les deux logarithmes p & p'. On aura 

donc N=a?, N' — ap' ; & par conséquent Nx iV' = 

a?x aF'z=zag.+I". D'où l'on voit que dans tout système de 

logarithmes, le logarithme p-f-p'd'un produit NxN', 

composé de deux facteurs, est égal à la somme des 

logarithmes de ces facteurs. 

42p. IL fuit de-là que si l'on a tant de nombres 

A, B, C, D, qu'on voudra, on aura ( en se servant 

de la lettre initiale Z pour désigner un logarithme ), 

i°.l.(AxBxCxD) = l.A~fl.B-hl.C~hl.D. 

Car supposons Ax B = N; nous aurons l. (AxBx 

CxD) = l.(NxCxD). Soit encore NxC=N'i 

on aura Z. ( A xBx Cx D ) = l. ( N' * D ) = 1. N' -h 

î. D. Or,Z. N'=l.(NxC) = l.N+l. C,Ôzl.N=; 

L(AxB) = LA-\-l.B. Donc enfin I. ( A x B x 

CxD) = l.A -+-I.B-+-I.C-+-I.D. Ainsi le loga-

rithme d'un produit composé d'un nombre quelconque 

de facteurs est égal à la somme des logarithmes de ces 

facteurs. 

Donc 20. Si A = JB = C=D, on aura Z. (A xs 

A x A x A ) ou /. A* = 4 Z. A. En général Z. A" « 

n Z. A. Par où l'on voit que connoissant le logarithme 

d'un nombre A, on connoîtra le logarithme d'une 

puissance quelconque n entière ou rompue de ce 

nombre, ou bien réciproquement que connoiflànt 

îe logarithme de la puissance A", on connoîtra îe 

logarithme du nombre A, 

Dd 

SCD LYON 1



418 ALGÈBRE, 

4.30. Du même principe, il suit que /. —= l.A—\ 

l. B. Car soit — = Q, & par conséquent A = Bx Q : 
B 

on aura LA = l.(BxQ) = l.B-{-l. Q. Donc/. Q, 

ou í. — —LA — l. B. Ainsi le logarithme d'une 
B 

fraction est égal au logarithme du numérateur, moins 

le logarithme du dénominateur. 

Ces propriétés générales renferment tout le fond 

des usages qu'on fait des Tables des logarithmes. 

431. SUPPOSONS maintenant deux systèmes de loga-

rithmes dont les bases soient respectivement a & b: 

soit un même nombre N qui ait p pour logarithme 

dans le premier système, & q pour le logarithme 

dans le second. Nous aurons donc les équations N— 

a?, N—h1. Ainsi aP=.ìfl, &b = ài. D'où, l'on voit 

que les nombres a & b étant constants & donnés, la 

fraction exponentielle — aura toujours la même va-
q 

leur, quel que soit le nombre N. 

432. DE-LA il suit que si l'on connoît les loga-

rithmes de tous les nombres, pour la base a, on 

trouvera, par une simple proportion, les logarithmes 

de tous les nombres pour la base b. Car supposons, 

par exemple, ^=10,^ = 7: la valeur de la fraction 

-X" étant toujours la même, quel que soit le nombre 
? .. ... fv 

dont on considère les logarithmes pour les deux fys-
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têmes, il est clair que si pour un nombre particulier 

on trouve la valeur de cette fraction, on connoîtra 

en général fes deux termes p & q lorsque l'un d'eux 

fera donné. Or, le nombre 7 nous préfente tout de 

fuite la valeur de la fraction — : car, pour la base a, 
. ? 

ou 10, le logarithme de 7 est 0,845098, & pour la 

base b, ou 7, le logarithme de 7 est 1, exposant de 

1 A- r P o. 84?ç>y8 p 
b*. Ainsi — = . Donc q— - s±a 

? 1 0,0450^8 

px 1,1832p. Telle est la valeur générale de q dans 

l'hypothèfe proposée. Si donc on cherche le logarithme 

d'un nombre quelconque dans les Tables ordinaires, 

qui ont 10 pour base logarithmique ; qu'ensuite on 

multiplie ce logarithme par le nombre constant 

1,18329 : le produit sera le logarithme du nombre 

proposé, pour un système de logarithmes, dont la 

base feroit 7. 

433. Nous avons indiqué ( Arithm. 2yp) une 

méthode pour calculer les logarithmes des nombres 

qui ne font pas compris dans la progression géomé-

trique fondamentale ~ i : 10 ; 10O: iooo:&c. Cette 

méthode exige de très-longs calculs. En voici une 

autre incomparablement plus simple , fondée fur les 

propriétés des suites. Elle est tirée, à très - peu de 

chose près, d'un excellent Ouvrage de M. Euler, quí 

a pour titre : IntroduBio in analyfin injïnitorum^ im-

primé à Laufane en 1748. 

43 4. SOIT a la base logarithmique, N un nombre 

Ddij 
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quelconque dont le logarithme est ts-: on aura iV=-a«, 

&c& = 1. N. Si l'exposant ^ étoit zero , on auroit 

N— i. Donc si -ar est peu au-dessus de o , iV fera 

peu au-dessus de i. Supposons donc que <sr étant une 

quantité très-petite, on ait N— l-\~km, expression 

dans laquelle k est un coefficient indéterminé que j'ap-

pelle nombre régulateur, parce qu'il régie ou déter-

mine l'espéce des logarithmes que l'on considère, 

comme on le verra ci - dessous. Nous aurons 

l.(i-+-kw),&. m>v = l.(. l -h k» )m, quel que soit l'ex-

posant m. Et comme, à mesure que l'exposant m sur-

passera l'unité, la quantité ( i -\-km)
m augmentera 

continuellement, & qu'elle aura par conséquent pour 

logarithmes des nombres finis qui augmenteront aussi 

continuellement : il faut que m soit un nombre infini; 

fans quoi le produit mm ne pourroit pas devenir fini, 

à cause du facteur infiniment petit w qu'il renferme. 

4 37. CELA posé, imaginons qu'on ait (i-\-fo)
m

=: 

1 

l-4-x ; & par conséquent 1 H- km — { 1 -f-#>, 

I h 
= (,l -fc; I, 772-w = Z. ( 1 ~{- x ), — =3 

m 

(i-f-*)7*—1 ï-- m , - m -
-, Z.(H-*; = — (l-hxT— T'0r 

i. (i-t-x) v k v '. ' * 

I# 1 ( 772' I ) x1 

(25)0), ( 1 -4-x> = i-f 

1(772 l)(z7?2 1>3 l(»72— l)(2772 1) (2772 1)*4 

772 X 2 772 X J 772 772 X 2 772 X J 772 X 4 i 

■4-&C Donc, 
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"i / 1(772 I ) xz 

l, ( x) = -— l X ;— -f-

k \ Z 772 

l(772 l)(im l)X
}
 1(772 1) (2772 1) (3772 l)x* 

2772x3m Z 772 X 3 /nX47B 

+• &c y 
Donc en supposant m infini, & observant qu'alors 

m—1 = m, 2 77? — i = 2m, 3777 — 1=3772,&q, 

attendu que l'unité doit être considérée comme une 

quantité nulle par rapport au nombre infini m : on aura, 

I /" X* Xì X* A 
Z.(I4-AT)=—( x 1 h&c }. 

;,;/.* V » 3 4 / 

Faisant x négative, on aura semblablement;, 

.(1 x; & v * ï j
 4

 c
y* 

Donc, en retranchant cette équation de la précé-

dente , on aura , 

% f XÌ X* X~! 

l.(i-hx) — l. (1—■x)=-—{ x-i 1 1 

(
I —f— # \ 

— ) ; on 
X —— 3C ' 

aura donc , 

(A l.l =T ^ 1 h 
V 1 —x r k \ 3 i 

■ h &c ). 
7 

D d iij 
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Cette équation va nous donner toutes les choses dont 

on a besoin pour calculer les Tables de logarithmes. 

436. PUISQUE dans cette équation, il y a deux quan-

tités indéterminées, savoir , le nombre régulateurs, 

& l'inconnue x; si nous prenons l'une d'elles à volonté, 

nous connoîtrons aussi l'autre. Supposons d'abord., 

\ a-t-i î(fct-i)' fuH-O* y 

-=a, & par conséquent x= . A cause 

de /. <2=i, l'équation (A) deviendra, 

D'où l'on tire, 

(g—0» . (a— O* 

Ainsi la base a étant donnée, on connoîtra le nom-

bre régulateur k, par une série qui est toujours con-

vergente. 

437. RÉCIPROQUEMENT , le nombre k étant donné, 

on peut calculer la base a. Cette opération s'exécute 

par le retour des suites. Supposons -—-— —y , & 

feignons qu'on ait, 

y =Ak-h !?*»-+- CP -h Dk* -f- -f- &c. 

En mettant dans l'équation (B), pourjy.jy'.jy^&c, 

leurs valeurs résultantes de celle-ci, & transposant 

tout d'un même côté, on trouvera (382), A=-\, 

B=o. C~ — A, D=o, £«*-*-< &c. Donc, 
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(C) y = k[ 1 &C ), 
' J \ 1 24 240 / 

série qui sera convergente, pourvu que k soit un petit 

nombre. Connoissant^y, on aura auffi a, puisque a = 

1 y ' 
Si on vouloir avoir immédiatement a par une suite 

ì . 1 -f~ y 
infinie , on convertiroit ( 381 ) la fraction en 

1 —y 

une suite infinie qui marchât suivant les puissances de 

y, & on trouveroit — = 1 -+~2y-+<iy'-t-2y*-h 

2jy* -4- &c. Donc, en substituant dans le second mem-

bre, pour y,y
z
,y

ì
, jy

4
,&c, leurs valeurs résultantes 

de la fuite (C), on trouveroit, 

i-f-v t1 fr? 
, ou a — i-i-k-i 1 h&c. 

1—y 2 2x3 

Mais cette férie a l'inconvénient de m converger 

qu'en prenant pour k un nombre < 1 , ou qui du 

moins avoisine extrêmement l'unité. 

438. LES deux quantités a & k étant ainsi liées par 

une dépendance réciproque, auffi-tôt que l'une fera 

donnée, nous connoîtrons l'autre. Si vous prenez, par 

exemple, a= 10, vous trouverez £ = 2,302585"; & 

si vous prenez k= 1, vous trouverez a=2,JJ 8282. 

La première supposition est celle des Tables ordi-

naires, où la base logarithmique est 10. La seconde 

supposition donne des logarithmes qu'on appelle hy-

Dd iv 
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perboliques, parce qu'ils servenr à déterminer la super-

ficie d'une courbe qu'on nomme hyperbole. 

43p. EN supposant le nombre régulateur k= 1, 

l'équation (A) qui se rapporte alors au système des 

logarithmes hyperboliques , devient, 

, / 1 -+-x \ zx* zx* ixi 
h [ =21 + 1 h h&c. 

> X I 3 í 7 

D'òù l'on voíî qu'en prenant x convenablement, 

on pourra trouver le logarithme hyperbolique de la 

quantité , par une férie très-convergente. Pre-

nez, par exemple, íucceslivement, ■ 

: *, & en général 

I —x I-

1 -ì-x n 

1—x 1—x n—1 

vous aurez xr= - , & l.Ç——^ ; 
1 n — 1 \n—i / z n 

1 

(
1 1 

iH 1 1 

3 ^zn—i)1 f(î/i — i)* 7(zn — i)4 

+ &cV férie très-convergente, dont il suffira par 

conséquent de prendre un certain nombre de termes 

du commencement, pour avoir, à très-peu de chose 

près, le logarithme hyperbolique de la fraction ——. 

44.O. RIEN n'est plus facile maintenant que de cal-

culer les logarithmes hyperboliques de tous les nom-

bres possibles. Car d'abord (427) le logarithme de 1 

est o. Le logarithme du nombre 2 se trouve par la 

formule précédente , en supposant n=2. Les loga-
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rithmes des fractions f, f, \, fe trouvent par la même 

formule, en faisant successivement n=j -, n—4, n—f, 

&c. Cela posé, il faut (430), pour avoir le logarithme 

du nombre 3 , ajouter au logarithme de la fraction l, 

le logarithme du dénominateur 2 ; pour avoir le lo-

garithme du nombre 4, ajouter au logarithme de la 

fraction |, celui du dénominateur 3 ; ainsi de fuite. 

441. LES logarithmes hyperboliques étant ainsi 

trouvés, les logarithmes des Tables ordinaires s'en 

tireront par un calcul très-expéditif. Car prenons un 

nombre quelconque dont le logarithme hyperbolique 

soit q, & le logarithme des Tables soit p, La valeur 

de la fraction — fera toujours la même (431), quel 

que soit le nombre en question. En supposant que ce 

nombre soit 1 o , son logarithme hyperbolique, cal-

culé parla formule de l'article précédent, est 2,30258y; 

& son logarithme , pour la base logarithmique des 

Tables ordinaires, est 1. Nous aurons donc — = 
! 

, fraction constante. Donc p— . 
1,30158s 2,3015»í 

= (7x0,434204. Ainsi, pour avoir les logarithmes 

des Tables ordinaires, il faut multiplier chacun des 

logarithmes hyperboliques, par la quantité constante 

043425)4. Cette quantité s'appelle le module des 

Tables. 

Réciproquement pour réduire les logarithmes hy-

perboliques aux logarithmes des Tables ordinaires, il 

faudra multiplier ceux-ci par 2,302/85. 
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On sait un fréquent usage des logarithmes hyper-

boliques dans le calcul intégral : ils se réduiront en 

logarithmes ordinaires par le moyen que nous venons 

d'indiquer. ; 

442. APRÈS avoir enseigné la manière de trouver 

le logarithme d'un nombre donné, il nous reste en-

core à résoudre le problême inverse, c'est-à dire , à 

trouver le nombre lorsque le logarithme est donné. 

On a trouvé (43J) ., /.( 1 4-#)=—( x 
c \ 2 

X% X ^ v 
4- ■ h&c). Supposons -^x) = h

t 

& feignons qu'on ait, 

x — Ah-\- Bh* 4- Ch? -f- Dh* 4- &c. 

En mettant dans l'équation précédente, pour x, 

x1, x*„ &c, leurs valeurs qui résultent de celle-ci, & 

transposant tout d'un même côté, on trouvera C3S4), 

k* *! ~ 
A=k, B = , C= , D =• 

1 x z 1 x z x 3 

k* 
, &c. Donc, 

1x1x3x4 

F-h2 k*hl k*h* 
x=kh+ í 1 h &c. 

z 6 24 

Ainsi, en faisant le nombre 1 -+-x—n , on aura, 

n = 1 -+- k (1. n) 4 — 4 — + 
i 6 

k4(l.n.)4 

— 4- &C. 
Z4 
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Si, pour rapporter cette formule aux logarithmes 

hyperboliques, on fait£=i, on aura., 

(l.n)1 ttnï* (Z. n)4 
7!=î-hZ.72-H- h- —H- —h &c. 

Si on veut déterminer, au moyen de cette dernière 

fuite, la base des logarithmes hyperboliques, c'est-à-

dire , le nombre dont le logarithme hyperbolique est 

1, il faudra faire /. n = 1 ; & alors on aura, 

11 1 
n = 1-4-1 4 1 [ H &c. 

' i 6 24 

D'où l'on tire «=2,718282, à peu près. 

FIN. 

EXTRAIT des Registres de VAcadémie 

Royale des Sciences. ' 

Du 30 Août 1773. 

ESSIEURS D'ALEMB ERT, & VANDERMONDE, 

qui avoient été nommés par l'Académie pour examiner un 

Ouvrage intitulé : Traité élémentaire d'Algèbre, par M. l'Abbé 

BOSSUT, en ayant fait leur rapport, l'Académie a jugé cet 

Ouvrage digne d'être imprimé fous son Privilège. En foi de quoi 

j'ai signé le présent Certificat. A Paris, ce 30 Août 1773. 

GRANDJEAN DE FOUCHY, 

Secrétaire perpétuel de l'Académie Royale des Sciences. 

\ 

\ 
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< i i «satina— —s» 

THÉORIE ABRÉGÉE 

DES NOMBRES PREMIERS; 

Par M. DE LA PLACE j, de l'Académie 

Royale des Sciences. 

JL/ A théorie des nombres mérite toute l'attentìori 

des Géomètres, par la finesse & par la profondeur des 

combinaisons qu'elle exige. Fermat, l'un des plus 

grands Mathématiciens que la France ait produits, l'a 

cultivée avec le plus heureux succès'dans le dernier 

siécle. II nous a laissé plusieurs beaux Théorèmes fur 

les nombres, dont il avoit les démonstrations, &.H 

promettoit de les donner dans un grand-ouvrage qu'il 

avoit annoncé fur cette matière ; mais soit que la mort 

Tait surpris avant qu'il ait pû le mettre au jour, soit 

que d'autres occupations l'en ayent empêché, cet 

ouvrage n'a jamais paru, & dans tout ce qui nous reste 

des écrits de cet illustre Auteur, on ne voit aucune 

trace de ces démonstrations. Elles ont été restituées 

en grande partie par MM. Euler & de la Grange: leurs 

savantes recherches fur cet objet & fur l'analyfe indé-

terminée, répandues dans les Mémoires de Berlin & 

de Pétersbourg, font une partie précieuse de ces 

Mémoires. Si la démonstration de quelques-uns des 

Théorèmes énoncés par Fermat s'est jusqu'ici refusées 
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leurs efforts, ils nous ont mis fur la voie d'y parvenir, 

& i! est très-vraifemblable qu'en suivant la route qu'ils 

ont tracée, les Géomètres de ce siécle n'auront rien 

à envier fur cette matière aux Géomètres du siécle 

passé. 

Comme cette théorie est encore peu connue, & 

que d'ailleurs elle est éparfe dans un grand nombre 

de volumes, je me propose ici d'en rassembler les 

principaux résultats. Les bornes de cet écrit m'obligent 

d'en supprimer un grand nombre de très-curieux , & 

de me restreindre à la théorie des nombres premiers. 

Je vais faire en forte de la présenter de la manière la 

plus simple & la plus générale qu'il me fera possible. 

I. ON appelle nombre premier tout nombre qui n'a 

d'autres diviseurs que lui-même & l'unité ; tels font les 

nombres 1, 2, 3 , y, 7, &c. Ainsi tous les nombres 

premiers font impairs, excepté 2 ; car tout nombre 

pair est divisible par 2. 

Un nombre qui n'est pas premier est composé du 

produit des nombres premiers multipliés les uns par 

les autres, ou par eux-mêmes; en forte que si p, p', p'ècc, 

représentent des nombres premiers quelconques, & 

f*, ju.', /*" &c, des nombres entiers positifs : tout nombre 

composé est compris dans la formule générale, p f*, p1?1, 

f""" &c. 

L'existence des nombres premiers est indépendante 

de tout fystême de numération ; les Géomètres fe font 

beaucoup exercés à chercher la loi qu'ils observent 

dans la fuite des nombres naturels 1,2, 3,4, j", 6", &c\ 

mais on n'a pu y parvenir encore^ 
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Les nombres premiers font en nombre infini. Pour 

le démontrer, supposons que cela ne soit pas, qu'il 

n'y ait par conséquent qu'un nombre fini de nombres 

premiers , & que p soit le plus grand de ces nombres ; 

soient p, p", p'", &c, tous les nombres premiers infé-

rieurs ; si l'on ajoutel'unité au produit 1.2.3./. • • I 

p1', p.p, de tous les nombres premiers, on aura 1.2. 

3. y . . . .p. p -f- 1, ce nombre étant plus grand que 

p, fera par l'hypothèfe un nombre composé ; il sera 

donc divisible par un nombre premier plus grand que 

l'unité. Or cela ne peut être, car le produit 1. 2.3 . . . 

p', p, étant divisible par ce nombre premier, il est clair 

que 1. 2. 3 . . .p. p ■+-1, divisé par ce même nombre» 

doit laisser l'unité pour reste de la division ; on voit 

donc que l'hypothèfe d'un nombre fini de nombres 

premiers implique contradiction. \ . 

Mais s'il existe un nombre infini de nombres pre-

miers, il en existe infiniment moins que de nombres 

composés ; car les nombres premiers & leurs diffé-

rentes puissances pouvant être combinées par la voie 

de la multiplication d'une infinité de manières diffé-

rentes, il est visible que le rapport des nombres com-

posés aux nombres premiers est infiniment grand. 

Voici maintenant une petite table qui embrasse tous 

les nombres premiers au-dessous de yOO ; si l'on en 

désire une plus étendue , on pourra consulter le tome 

treizième de l'Encyclopédie, à la fin. 
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Table des nombres premiers au-dejfous de XOÔ. 

^ =- =■ 

I 2 3 5 7 11 

J3 19 23 29 31 

37 41 4Î 47 53 J5> 

61 67 71 73 79 83 

89 S>7 101 103 107 109 

113 127 131 137 139 ' 149 

i;7 I6'3 167 173 179 

181 191 m 197 199 211 

223 227 229 233 239 241 

271 26$ 2Óp 271 277 

281 283 293 3O7 311 313 

317 331 337 347 349 353 

359 367 373 37P 383 389 

397 401 409 419 421 431 

433 43P 443 449 457 461 

463 467 472 487 491 499 

J 

Sî l'on n'a pas réussi à déterminer la loi des nom-

bres premiers, on a du moins trouvé plusieurs beaux 

Théorèmes fur ces nombres ; nous allons démontrer 

ici les plus remarquables, mais pour'cela il est néces-

saire d'établir quelques propositions préliminaires fur 

les diviseurs des nombres, & fur les différences finies. 

Nous observerons ici que dans les calculs suivants , les 
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lettres désigneront des nombres entiers positifs on 

négatifs. 

II. DEUX OU plusieurs nombres font premiers en-

tr'eux , lorsqu'ils n'ont d'autre commun diviseur que 

l'unité ; tels font entr'eux 8 & iy, ou p, 18 & 20. 

— étant un nombre entier, ou ce qui revient au 

même, a étant divisible par b ; si p est un nombre 

premier qui divise a, sans diviser b, p divisera le quo-

tient de a par b ; car soit m ce quotient, on aura, 

a=mb, donc p divisant a, divisera m b, & puisqu'il 

ne divise point b, il divisera m. 

m étant premier à n , à p , à q , Sec , n étant 

pareillement premier a p, à q , Sec, p l'étant encore 

à q, &c, & ainsi de suite ; si chacun des nombres m, 

n, p, q, Sec, divise le nombre a, leur produit mnp q &c, 

divisera pareillement ce nombre ; car a étant divisible 

par m, si l'on nomme a le quotient de la division, 

on aura a. = ma ; donc n divisant a , divisera má, 

& puisqu'il est premier à m, il divisera a ; soit a" le 

quotient de la division, on aura a=na" ; donc a = 

ma' — mna" ; dònc p, divisant a, divisera mna", & 

puisqu'il est premier à m & à n, il divisera a". Soit 

st'", le quotient de la division, on aura a=pams donc 

a=mna"=mnp.a'", & ainsi de suite, d'où l'on voit 

que a est divisible par le produit mnp &c, des nombres 

m f n, p, tkc. 

p St q étant deux nombres premiers entr'eux, l'é-

quation íj==pK-h2£, est toujours résoluble en pre-

nant 
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nant pouf les indéterminées u & des nombres entiers 

positifs ou négatifs. ( Traité précéd. n°. ìpi ), 

III. x & y étant premiers entr'eux, supposons 

que p soit un diviseur de xí~\-ay!í, a étant un nombre 

quelconque entier positif ou négatif ; si l'cm^omme 

q le quotient de la division, on aura pq—x2-\-ay-\ 

ory&íq sont premiers entr'eux, car s'ils avoient un 

commun diviseur £, il est clair que le premier membre 

de l'équation pq—ay2=x2 étant divisible par £, le 

second membre x1 k seroit pareillement, x2 & y* 

seroient donc divisibles par £, ce qui ne peut êtrs,x 

Scy étant premiers entr'eux ; il fuit delà ( art. précéd. ) 

que l'équation x~qy'-\-ny est possible en nombres 

entiers, en regardant ici y' & n comme indéterm inées ; 

substituant donc au lieu de x cette valeur dans l'équa-

tion p q = x1-4-ayí, on aura pq ~ qy'- -f- 2 qnyy .4-

(n
í
*\-a.),y

í
 ; doncp = qy

2
-\r2nyy'-+-^

 n
 +

a 

, ,n2 -ha \ 
ou p — qy2—myy =^—-—-j . y1 ; le premier 

membre de cette équation étant un nombre entier, 

le second doit pareillement l'être : ainsi (n2-^-a).y* 

est divisible par q ; or y & q étant premiers entr'eux, il 

est clair que cette division n'est pas possible à moins 

que q ne divise rz* -4- a ; soit donc l le quotient de cette 

division, on aura p = qy'* 2 nyy'-+-lyz. 

On peut observer dans cette équation, !°. que^& 

y font premiers entr'eux ; car s'ils avoient un commun 

diviseur 6, le second membre de l'équation x=qy'-\-

ny étant divisible par C, le premier membre x seroit 

E e 
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pareillement divisible par ce nombre ; donc y & x 

seroient divisibles l'un & l'autre par £ , ce qui ne peut 

être, ces deux nombres étant premiers entr'eux ; 

o i -r i i **■+-« 
2 . que Iq — n2 = a, puiíqu on a 1 = . 

Si dans l'équation p~qy'2-\~2nyy-\-\yl, le coeffi-

cient 2ndu terme du milieu du second membre est plus 

grand que l'un ou l'autre des coéfficients extrêmes q ou 

l, par exemple, que Z, en faisant abstraction des signes, 

c'est-à-dire, en prenant n & Z positivement ; soitjy= 

y"^
m
y

t
 & l'on aurap=ly"

2
-{-(2ml-\-2n).yy"-!

r
-, 

(m
2
l-+- 2nm-{*-q')y'

2
. Or il est toujours possible de 

prendre m de manière, qu'abstraction faite des signes, 

le coéfficient 2ml~r-2n du terme du milieu soit 

moindre ou non plus grand que Z; car en divisant 2n 

par Z, autant que cela est possible, si l'on nomme h 

le quotient de la division, & r le reste, r étant moin-

dre que Z, on aura 2n=/íM-r, donc 2ÌÌ—hl=r;ûk 

est un nombre pair, on sera m= 1-, & l'on aura 

2ml-\- 2n——hl+2n=r, quantité qui, abstraction 

faite du signe, est moindre que Z ; si h est impair, on 

sera m = , & l'on aura 2ml-{-2n =— hl—l 

-{-2n=r—Z, quantité non plus grande que Z, si r 

& Z font de même signe, mais s'ils font de signes con-

• • A —1 „ 
traires, on fera m — , & 1 on aura 2ml -+-

z 

2ji— — W-f-Z-r-2n=:r-f-Z ; orr-f-Z, abstraction 

faite du signe , est moindre ou non plus grand que/» 

SCD LYON 1



D E R KOMBÌIES PREMIERS. 43 s 
à * " . _ 

lorsque r & l sont de signes contraires ; on peut donc 

toujours réduire iml -\- m à être moindre ou non pluâ 

grand que /, abstraction faite des signes.Soitdonc 2mi-j4 

2n = 2n', & m
1
l-\-2nm-{~q—q,, on aurap=ly"

:í
~i-> 

2n'.yy'^-q'y'
z
. On peut observer dans cette équation,-

1°. que 2rì étant moindre ou non plus grand que/, 

abstraction faite des signes, est moindre que 2ti, & pat 

conséquent que n' est moindre que n ; 2°. que lq'—■ 

n'
t
=l (mH-+-2nm-\-q)—(ml-+-n)

2
=lq—n

2
=£; 

30. que y & jy" sont premiers entr'eux , car s'ils 

avoient un commun diviseurs, il est clair qu'à cause: 

de y =y" -+-my', y & y seroient divisibles par £, ce 

qui ne peut être, ces deux nombres étant premiers 

entr'eux. \ 

Si dans l'équation p=zly"
z
 -f- 2ny'y" -f-q.y*, 2n' 

est plus grand que q', abstraction faire des signes, on, 

prouvera par un raisonnement semblable qu'on peut 

changer cette expression p dans celle ci />=(/'*4- m
1

''y*. 

y"-+-ç'«y"
2
. dans laquelle i°. n" fera moindre que n', abs-

traction faite du signe; 2°. on aura ïq — n
1
— a \ 3

0
.y" 

& y"1 seront premiers entr'eux. On pourra continuer 

ce raisonnement tant que le coefficient du terme du 

milieu de Pexpreffion de p surpassera l'un ou l'autre 

des deux coefficients extrêmes. Mais la fuite des1 

nombres entiers n, n', n", Sec, moindres les uns que 

les autres, abstraction faite des signes, ne pouvant aller 

à l'insini, il est visible qu'on arrivera à une valeur de 

p de cette forme p — hs* -f-2nsu-i~lu
1

, dans laquelle 

i°. 2n ne fera pas, abstraction faite des signes, plus 

grand que h ni plus grand que / ; 2° on aura lû—n1=aj 

Ee ij 

SCD LYON 1



436 THÉORIE 

3°. s & H seront premiers entr'eux, k , l & n ctant 

d'ailleurs des nombres quelconques entiers poíitifs, ou 

négatifs, ou zero. 

IV. Si dans la formule xí-\~ay1, a est positif, l'équa-

tion hl—n1—a ne peut subsister à moins que h & / ne 

soient de même signe ; de plus, h Sc l n'étant pas 

moindres l'un & l'autre que 2n, kl ne fera pas moindre 

que y donc hl—n1 fera égal ou plus grand que ^nl; 

or hl—nz = a, donc a fera égal ou plus grand que 

^7i», ou ce qui revient au même, jn1 fera égal ou 

moindre que a ; partant n fera, abstraction faite du 

signe, égal ou moindre que 'Cela posé, 

Si <z= i, on aura, abstraction faite du signe, n 

égal ou moindre que J/^—» Donc n exprimant un 

nombre entier ou zero , on a n —O, & l'équation 

jp==/zja-f-2ni«-H/«* devient p = hs't -|-/JÍ
2 ; mais 

l'équation hl — n*—a donne hl=i, donc h = -±
i
i 

Sc Z=±i, partant p—hs2--±-lu2 =
 z

}
=

(s:l-\-u:i), ou 

p=s*-\~u2, en ne prenant pour p que des nombres 

positifs. II fuit de là que tous les diviseurs de la somme 

x
z-^.yz de deux quarrés premiers entr'eux font pareil-

lement la somme de deux quarrés premiers entr'eux. 

Si a —2, on aura, abstraction faite du signe, n 

égal ou moindre que donc n=0,& par con-

séquent p=hii-\rluí; mais l'équation hl—«5=adonne 

/i/=2:donc /i=± i ;&/=±2,ou h—±2, &/=±i, 

partant p=^zh {s1-+-2.uí), ou p—-±: (2Ì
2
-Ì-H

S
J : or 
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ces deux formes de diviseurs font visiblement iden-

tiques. Ainsi en n'admettant pour p que des nombres 

positifs, on aura pz=s1-+-2ui ; d'où il fuit que les 

diviseurs des nombres de la forme x*-+-2yx font de 

la même forme. 

Si st=3, on aura, abstraction faite du signe, » 

égal ou moindre que "p\--~~ »

 011

 °i

ue

 l'unité; donc 

n est zero ou égal à Hh ï« Dans le premier cas, on a 

p—hs3-+-luí
i

&i l'équation kl-—n1—a donne Zz/ = 3, 

donc h — -±;i, & Z=rt 5.. ou 11= + ], & î^rffcfl» 

partant /' = ±(J
i-i-3 K

2) , ou /> = ±( 3 j2-r- N
2

) ; 

or ces deux formes font visiblement identiques, d'où 

il fuit qu'en ne prenant pour p que des nombres posi-

tifs, on aura p = s2-\- ^u-. 

Dans le second cas, c'est-à-dire, íìn = +l,ona 

p=ksí-±
z

2si4-+-lu1

l
 & l'équation hl—n- =za donne 

AZ = 4, donc/z = ± 1, & /=±4, ou/î = ±4, & 

k=±1 » ou enfin h = ± 2, & Z=± 2 ; mais les équa-

tionsÀ=
:
+
:

i , & l=-+-q, ou Z — db1» & ^ = ±4, 

donnent ou Z moindres que 2«, abstraction faite du 

signe ; elles doivent donc être rejettées par l'art. précéd. 

De forte qu'on aura A = ±2,&í = ±2, mais alors 

p fera un nombre pair, d'où iî fuit que tous les divi-

seurs impairs de Ar
24-3jy2 font de la forme J

2
-!-^

2
, 

c'est-à-dire de la même forme. En faisant successive-

ment ct=4, , <z = 6, &c. on trouvera de cette 

manière toutes les formes dont les diviseurs de x--\-ayl 

font susceptibles dans ces différentes suppositions. 

V. Si a est négatif & égal à — b, l'équation hl — 

E e iij 
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Bfsfcía donnera — hl -f-n2 = b ; ov h Sel n'étant pas 

m índreg l'un & l'autre que m , abstraction faite des 

signes, hi ne fera pas moindre que q.n1 ; donc suivant 

que /// fera négatif ou positif, — hl-\-nz fera positif ou 

négatif; or —hl-\-nz est égal à la quantité positive b\ 

partant hi est négatif, d'où il fuit que h & l font de 

signes contraires : donc — hl-^-n1, & par conséquents 

est égal ou plus grand que j«2, partant, abstraction 

faite des signes, n est égal ou moindre que 

On peut observer ici que les diviseurs de xz —- byz 

font précisément les mêmes que ceux de byz— xz, 

parce que toute quantité qui divise xz—byz divise 

pareillement byz—«r*, & que d'ailleurs les raisonne-

ments précédents ont éga'ement lieu, xz—byz étant 

positif ou négatif. Cela posé, si b== l, on aura, abs-

traction faite du signe, n égal ou moindre que \f ~ '• 

donc n==O
 t
 & p=hiz-+-luí; mais l'équation —hl+ 

n2 —b donne — /zZ ===== 1 , donc /z===;fcï, & l = =fì, 

partant p=s3—uz, ou p—uz—sz : or ces deux formes 

font visiblement identiques ; ainsi les diviseurs des 

nombres de la forme xz—yz font de la même forme. 

Si b — 2
s
 on aura, abstraction faite du signe, n 

égal ou moindre que J/^— > donc «==0, & p = 

hsz+lu* ; mais l'équation —hl-hnz=b donne —hl=2 : 

donc h — ±;i, &/= + 2, ou h —±2, & 1= + ! ; 

partant />=± (sz—2u2), oup — ± ( 2sz—K2), ces 

deux formes font visiblement identiques ; ainsi toutes 

les formes donc p est susceptible font comprises dans 
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l'équation/?==;+; (s2—2u2), d'oùl'on tirep=ía—2u\ 

& p = 2u
2—s

2
 ; mais il est aisé de faire rentrer l'une 

dans l'autre ces deux formes de p, car si l'on fait u!— 

s—u, & s'=2u—s, on aura s=-2u'-+-s, & H —j'-r-w': 

s2—2w2 deviendra donc 2u/2—s'2. Ainsi la forme 

s1—2u2 est réductible à celle-ci 2tt2—J
2 ; donc tous 

les diviseurs des nombres de la forme x1—2j2, ou 

2j2 — x2 font de la forme 2u2 — s2. 

Nous ne pousserons pas plus loin la recherche des 

diviseurs des nombres de la forme x2~\-ay1 ; ceux 

qui désireront un plus grand détail, pourrqnt consulter 

un très-beau Mémoire que M. de la Grange vient de 

faire imprimer dans le volume de l'Académie de Ber-

lin pour l'année 1773 * & dont nous avons extrait 

l'ingénieuse méthode que nous venons d'exposer. 

VI. Sil'on représente par y une fonction quelconque 

de x, par y ce que devient cette fonction loríque x 

croît d'une unité, par y", y", &c, ce qu'elle devient 

lorsque x croît de deux , de trois, &c, unités ; y—y 

fera la différence première finie, ou simplement la dif-

férence finie de y, en forte que si l'on désigne par la 

caractéristique A la différence finie d'une quantité, on 

aura A. y —y' —y. 

Si l'on suppose dans les deux membres de cette 

équation, x croître d'une unité,elle se changera dans 

la suivante, i\.y'—y"—y1, & si on la soustrait de 

celle-ci, on aura A.J'—A.J=J"—'2y'-\~y\ &<y'—~ 

ù.y est, par ce qui vient d'être dit, la différence finie 

de A.jy : or la différence de la différence de y est ce qu'on 

nomme différence seconde ; désignant donc par A
2
 -y 

Ee iv 
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cette seconde différence, on aura A
í
.y=y"—2y'-+-y. 

Si l'on suppose dans les deux membres de cette 

dernière équation , x croître d'une unité, on aura 

A^.y—y"—2y"~\-y', & si on la soustrait de celle-ci, 

on aura A*.y— A
î
.y=y"— ^y'^^y—y ; A

a
.y—i 

A .y est la différence finie de A2.y : or la différence 

de la différence seconde de y est ce qu'on nomme dif-

férence troisième ; désignant donc par A'.jy, cette troi-

sième différence, on aura A
ì
.y=y"—3y"-+~3y—y> 

Si l'on désigne pareillement par A
4

.jy la différence 

de la différence troisième, ou , ce qui revient au même, 

la différence quatrième de y, on aura A
4
.y=A

ì
.y'—* 

ô?.y ; A
T.jy = A

4
. /—A*.y, &c; & il sera par ce qui 

précède, facile d'avoir les valeurs successives de A
4
.^, 

A
1
.y, &c; car l'équation A

1
.y—y"—3y"-^"3y—y 

donne A*.y'—y"" — 3y"'~h 3y"—y' ; donc A'.y— 

A
i
.y = A*.y~y""—^y"'^-(Sy'í—^y'~\~y; on aura 

semblablement les valeurs de A
1
.y, A

e
.y, &c. 

Si l'on observe la loi de ces différentes valeurs , on 

voit que les coéfficients desjy sont ceux des termes du 

binome i—x élevé fucceffivement à la première, 

seconde , troisième , &c puissances ; on s'en assurera 

d'une manière directe & rigoureuse, en considérant 

d'un côté la manière dont se forment les termes du 

binome élevé à ses différentes puissances , & de l'autre 

côté, celle dont se forment les termes des différences 

successives dejy ; en effet on a 
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(l-X)'~l-X 

ÏI-SS)l=( I -Sí) ( I-K)= I-M =I-iX+«» 

— *+■ X1 

(!_*);=:( i _
íít+

j.l) , ri-»}=I-z»-f SC1 =1—a* 

— «H-1JÍ1—JÍS 

&C. 

On a pareillement 

à..y=y' - y 

A*.jr=A.y-A.jr=y - y = y-»y+.y 

- y +j. 

A3 ,7=A*.y-t?.y=yv - iy« * y =y _ j y+ ,y , j, 

- y+iy-jf 

*t. jr=A» .y- 4.3. JÍ=y- j /"+jy - y = y - ̂ y* « y- 4y+jr 

- y'" + }y"-ìy'+y 

Sec; 

ce qui montre évidemment que les coefficients des^r 

font formés de la même manière que ceux des termes 

du binome i—x, élevé à la puissance indiquée par le 

degré de la différence de y ; on aura donc, en vertu 

de la loi connue des termes du binome, 

n . (n — i ) 

A»j = y~n./-1 H i — -y-1 — 
1,2. 

n. ( n • i ). ( n — 2 ) ,
 m 

— — -.y-3 4-&c (A); 
i. z. j 

où l'on doit observer que les quantités y* ,ya'~t , &c, 

ne désignent point des puissances de y, mais ce que 

devient y, lorsqu'on y suppose x devenir x-i-n, 

x-\~n — i, &c. 

Soit y = ax"-i- bx"~l •+■ cxn~s -h &:c •+■ 

fx-\~h, n étant un nombre entier positif; la diffé-
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rence finie de axn-sc-bxn~l -4- &c, est du degré n—-íì 

par rapport à x , car cette différence est a(x-+-iy— 

ax"-{-b(x-+- bx*-+-&c ; or on a (x + 1)"== 

x
n
-hn.x

n
—

ï n
-

(
-
n
~

I
 ).

 X
"— 2
+&C t

 (
X+

 Ï y— I 

1 . z 

z=xn—x H- (n — 1 )x"—* -+-&c; substituant donc, 

au lieu des puissances de x-J- 1 leurs valeurs, la dif-

^férence précédente deviendra, 

n.tn—1) 

nax"—1 H . axn—14- &c , 
1 . z 

-+-(n — i).î'x'''~
i
-+-&c; 

quantité dans laquelle la plus haute puissance de x \ 

est n — 1. 

II fuit de-là que la différence de cette première dif-

férence, ou la seconde différence dey, est du degré 

n-1—2 par rapport à x; & si l'on prend la différence 

de cette seconde différence, on aura pour la troisième 

différence une quantité du degré n—3, & ainsi de 

suite ; en sorte que dans la différence rUme de axn-Jr 

£xn—' + &c, la plus haute puissance de x est «—r; si 

r—n, on aura n—r==o, ce qui montre que dans la diffé-

rence nUme de axn -+• bxn~1 &c, x ne se rencontre 

plus, & qu'ainsi cette différence est constante ; les diffé-

rences suivantes font par conséquent égales à zero, & 

l'on a A«, (axn~{-bxn~1 -r-&c)=o, lorsque q est 

plus grand que n, 

De-là il résulte que A" ( ax" -f- bx" 1 ex" 1 -r* 

&c) == A». (ax*), car on a A". (6*B—1 -t-c*"—-&c) 
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Maintenant, A(ax*)=tf(x4-i)*—ax"—naxn~1 -4« 

— —. ax"~~& -f- &c ; or, si l'on prend la dif-

férence (n— 1 )
íèmí

 de cette équation , on a A"(ax
n
)= 

. * , f n .(n — 1 ) . ~) 
A"—

1
. hiax"—

1
H . . ax"—

í
 -+- &c | ; mais 

on a A"—

 ï

.^"'f" . ax""

2

 -f-&c j—o;donc 

A"( ax* ) == A71-1. ( nax"—1 ). 

Si dans cette équation on change a dans na, & n 

dans n — 1, elle donnera A" 1.{nax" 1) = A" *, 

—i).axi~*]; on aura semblablement, en 

changeant dans cette équation a dans na, SÍ n dans 

n—-1 , An—a
[í7.(í2—ij.aar'1—î]=Aa—3[«.(n—1). 

(« — 2).ax"— 3] ; en changeant encore dans cette 

équation a dans na , & n dans n — 1 , on aura 

A" 1. [ n , f n — 1).(n — 2) . a . x" 3] = A™ 4. 

In. (n — i).(
n

— 2).(n— 3 ).st . x"-4] , & 

ainsi de fuite ; on aura donc, en continuant ainsi, 

A".A.[n.(n—, 1 ).(n—2) 2.slx)== 

1.2.3 .na(x-i-i) — 1 .2.3 . . . • nax = 

1.2.3 na » donc 

A" .[ax
n
-hbx

a
—

t
 -hcx^

-
* . -f-/x-4-fe]=: 

1.2.3 . . » . . na ; 

mais si Ton suppose y=ax"-i~bx
n
'~

1 -h &c , l'équa-

tion (A) donne 

/•• / i 1 n. (n—-i). / 
A".[ax"-4-Z)x''~1-r-&c]=5í"—M —-

j^-* —&c. Dono 
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n .{n — i ) y—n .y~"' H .yn~1 — &c =1.2.3 

..... na (B) ; 

& cette équation a lieu quel que soit x. 

Ces recherches fur les diviseurs des nombres & fur 

les différences finies, étant posées, nous allons entrer 

en maùère. 

VIL p étant un nombre premier quelconque* si a n'e/î 

pat divisible par p, la quantité ap—I—-1 est divisible 

par p quel que Joit a. 

II est facile de s'aflurer de la vérité de ce théorème 

fur des exemples particuliers. Soit, par exemple, 

«==3 , & p —5 , on aura —1=3*—1=80; 

or, ce nombre est divisible par s. Soit encore a = 8, 
Sc p— 3 , on aura ap 1 ==8*— 1 =63 ; or , ce 

nombre peut se diviser par 3 ; si l'on applique à tel 

autre exemple que l'on voudra ce théorème, on le 

trouvera toujours vrai, mais en voici une démonstra-

tion rigoureuse. 

Supposons d'abord a moindre que p, on a ap—1 = 

— == —. (a— I + I)Í = — .[(a—• 1 y+p. 
a a a 

(a — ijP-i -f-
 P fP

~
l}

 .(a — iy-'-h&c . 

i ^
 7 (

P~
T ) %

§
Ï)4-j]. Lescoéffi-

1.1.3..,, p —1 

p.(p— 1) p.(p—-i).(p—I ) 
cientsp, J-Jl ~, J—ii- S? i-, &c, 

1.z 1.1.3 

font, comme l'on fait, des nombres entiers, & puisque 

leurs numérateurs font divisibles par p, leurs déno-
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mìnâteurs ne l'étant pas, chacun de ces coefficients 

est (art. II) divisible par p; donc tous les termes de 

la quantité p.(a— 1 y—
1
 -h

 p
'
(p
~

x)
 .(

a
—xf— 

I ■ 1 

4-&c. . . ♦ ? 4 ,(
a
—1 ),sont divi-

i.i.i....(p— O 

sibles par /? ; & comme ces mêmes termes font divi-

sibles par a—1, on peut représenter cette quantité 

par h.(a— 1 ).p, h étant un nombre entier : on aura 

ainsi a?—
1
 =-^-. [ («—i)

p
-f-1 •+- hp (a — 1 ) ] 5 

donc ap~x — i = —, f ( a -— — a 

/p C « — O ] = . [ ( a — 1 )» ~1 — 1 -H A/> ] Î 
a 

le dénominateur a n'étant pas divisible par p, cette 

valeur àeuP~' — i fera divisible par p (art. II), si 

(a — 1 f~ *— 1 -4-A/?, est divisible par /7 , & par 

conséquent si (a — 1 )i,~t — 1 , est zero, ou divi-

sible par p. Cela posé , 

Si a=2 , on a (a — î/-,—I = lí—I—1=0,. 

donc — 1 est divisible par p. 

Si a = 3, on a (sl—1—\=ip 1—1 ; or on 

vient de voir que cette quantité est divisible par p, 

donc auflì 3P—1 — 1 est divisible par p. 

Si ^=4, on a (a — I )
P—

"—1=3*—'—1 ; or 

cette quantité est divisible par p, donc auíîî 4P~1 —1, 

est divisible par p ; en suivant ce raisonnement on 

prouvera que la formule est divisible par. 

SCD LYON 1



446" T H É O R I 

p depuis la supposition de a= 1 , jusqu'à celle de 

a=p — f. 

Supposons maintenant a plus grand que p, & 

non divisible par ce nombre ; que l'on divise a par 

p autant que cela est possible ; soit n le quotient de 

la division & q le reste, on aura a=np-+-q, q étant 

moindre que p; on aura donc a?~1—i=(,np-\rq)I""~l 

— I ==— 1 4- q*—1 ■+• (p— i ) . q*—1 np -+-. . .! 

(g *Xg ^gP—
1
.n'p'4-&c. Or nous venons de voir 

1.2 

que 1—1 , est toujours divisible par p ; de plus 

les termes (p-i).f—». np,
 c
P~

l)(
P~

l)
,
g
i'— i.

n
y 

&c, font tous divisibles par p: donc (np-\-q)v 1—I 

est divisible par p ; ainsi la quantité a^1—1 est di-

visible par p, quel que soit a, pourvu que ce nombre 

ne soit pas un multiple de p. Ce théorème ceíîe d'avoir 

lieu lorsque a est divisible par p, parce qu'alors slí—I, 

étant divisible par p , il est clair que p ne peut diviser 

aï-— 

II suit de-là que a & b n'étant pas divisibles par p, 

la quantité aF~— è^-1 , est divisible par p ; car 

sl
p—1 — j étant divisible par p, ainsi que —1 ; 

la différence ar~l — bs~'1 de ces deux quantités est' 

pareillement divisible par ce nombre. 

VIII. ON peut généraliser encore le théorème pré-

cédent , & l'étendre aux nombres composés. Car, soit 

n un nombre quelconque dont p, p , p", &c, soient 

lès facteurs premiers ; soit, de plus, a un nombre 
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P—T P'*—I 

quelconque premier à n, la quantité an ' ~T~ [ T~' —»i, 

efi toujours divisible par n. 

Pour démontrer ce théorème, soient p, $, p", &c, 

les exposants des puissances auxquelles les facteurs 

P > p'> p", &c, font élevés dans n , on aura n=p
u

. 

/•«'.//V'.&c, & 2^ 1 = ; 

a
P"—.(p-D.p^-'.íp'-O.&c^j .

 cette quantité est 

divisible par
 a

?
''~

ì
''

(!
~

1)
—1 ; car , si l'on fait 

a
? (p -

1
 ) _

 x >
 & q

ue
 i'

on
 désigne par r , le nom-

bre 1. (p' — 1 ). p"1"'— '. ( p" — 1 ) . &c, on aura 

sl
p".(i.-0-j>'

;
"-

I
.(P«-i)&c_

I
 _^r_ j î

 or cette 

quantité est divisible par x— 1 , comme il est facile 

de s'en assurer, le quotient de la division étant xr~!-^ 

^-'-4-*—3
+&c

 ; donc /
_

Vo./''-V->>.&c__
I) 

a pour facteur as~I,(p~I}
 — 1 ; or , ce facteur est 

divisible par p*; en effet, aP~~'>—1, étant divisible 

par p (art. précéd.), si l'on nomme h le quotient de 

la division, on aura ap—I — i = hp , doncû*-1 = 

i+hp , & apA*—11 == ( 1-+-^)* = i+í - fy>4-

y.(j>— 1 )
 i>

^
I+&Ci

 p
artant a

PÁP—1)_ 1 =p* 

hp-+-
p

'^
p
 -.fcy-H&c; or le second membre 
1.1 

de cette équation est divisible par p* ; donc 

st
p.(í —n — j

 e
st divisible par p2. Soit A' le quotient 

de la division , on aura aP'?~l)
 — 1 — h'p1 ; donc 
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p
, h'p

1 p'(ptllL. £'»»♦.+.&c. partant ̂ (P-»'— 

I . i 

i =p.À'p* . fry4- &
C

; or le second 
I • * 

membre de cette équation est divisible par p5
 5 donc 

a
P
:
íp-D—!

 >
 est divisible par pì. Soit /V' le quotient 

de la division , on aura «p^p-o == 1 -f- h"p* ; donc 

ÛP'ÍP-O == (i-f. fr'jjî/ =i-+-p. h"p*-+- &c ; partant 

flpMp-o — 1 —p . hl'p* -f- &c ; or le second membre 

de cette équation est divisible par p*; donc aP
! (

P
_,

>—1 

est divisible par p4. En suivant ce raisonnement, on 

voit que «? sJ'~I)—1 , est divisible par pf; or nous 

íp-0 (p'-D 

avons vu que stP^'íP-
1
'—1 divise a"

-
 p

 •
 p

- ,&c-i; 

donc cette dernière quantité est divisible par pi*. On 

prouvera de même qu'elle est divisible par />'•"', 

&c; donc (art. II.) elle est divisible par le produit 

p1*. p'i*'. />"<*". &c, ou ce qui revient au même par le 

nombre n. 

P-' P'
-1 

Donc G a Sc b sont premiers à n, aN,
~J"

 P
' — 

V
ilT'T"tCc est

 ^visible par n. 

IX. p étant un nombre premier, le produit 1.2.3 

. . .(p— 1) augmenté de Vunité , est toujours divi-

sible par p. 

Pour le démontrer , nous observerons que si dans 

lequation (B) de l'art. VI, on change n en p—1 • 

& que l'on y suppose y ===x?~l
 —« I ,&«=== 1, elle 

donnera, 

[(** 
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[(X+p— I)?-
1
— I ] — (p— l).[(X-+-p—2)P-~1]+, 

(p
~

t)

i
'
(p
~

l)
 .[(x+p— 3 )p-'— 1]— &

c
-f« 

[xP-1 l] =1.2 .3 (p I ). 

Cette équation ayant lieu quel que soit x
 3

 si l'on sait 
x= 1 , on aura 

1. z 
[(p— 2)P-'— l] —(p— l).[2P-<—i]-4-[

a
p-i_ Ï] 

= I .2 . 3 ..... (p I). 

Donc pP~
l—( P — 1 ) [ ( P——1 ] -4-&c= I.2.3 

* Cp—1)+1 ; or le premier membre de cette 

équation est divisible par p , puisque les quantités 

(p—1 )P-
1
—1, (p—2 )P~

 1—1, &c, font divisibles par 

p; donc le second membre 1.2.3... '(P—O -H 1
7 

est pareillement divisible par p. 

Les théorèmes précédents conviennent à tous les 

nombres premiers : nous allons présentement en donner 

quelques - uns qui dépendent de la forme de ces 

nombres. 

X. Toer nombre premier de la forme 4 n -f- r, est 

la somme de deux quarrés. 

Avant que de démontrer ce théorème , nous obser-

verons que la forme 4/1-h 1 est très-générale, parce 

que tout nombre premier est impair excepté 2 j or, 

tout nombre impair est de la forme 4«-f-r , ou 

4«—r, comme il est facile de s'en assurer. Cela posé. 

Représentons par 4/2 -f-1 le nombre premier com-

pris dans cetta forme ; pour démontrer qu'il est la 

F f 
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somme de deux quatres, il suffit de faire voir qu'il di-

vise la somme de deux quarrés premiers entr'eux : car 

nous avons vu ( art. IV. ) qu'un pareil diviseur étoit 

lui-même la somme de deux quarrés ; or, en vertu du 

théorème de l'article VII, a4"— i est divisible par 

4/2-+-1 , lorsque a n'est pas un multiple de 4.72 + 1 ; 

d'ailleurs a4n — 1 = (ain+ 1 1) , donc 

4/2-1-1 étant un nombre premier, doit diviser l'un 

ou l'autre des deux facteurs a1"-^ 1 & a1"—1 ; mais 

îl existe une valeur de a moindre que 422-+-1 , & telle 

que a ~n— 1 n'est pas divisible par 4 n H- 1 5 car , si 

cela n'étoit pas , la quantité [(ín+i)"—1] — 2/2. 

-in .(m — 1 ) 
[(an)1*— l]H -.[(222— I )

ÎN
 — 1] 

— &c — 222.[2"—i]-4-[iín— 1] feroit 

divisible par 4/2-4-1, puisque ce nombre diviseroit 

toutes les quantités ( 2 72 -}- i)IB—i, ( 2 n y—i, 

(2/2 — \ y— 1 , &c ; maintenant l'équation (B) de 

l'art. VI donne en y changeant n en 2n,y en x *"—r, 

& supposant a — i, 

(x-+»2n)~
n
-~ l 2/2[(x-4-2/2 I )

ín
 l]-4-&C 

-h-(Xín I) = í . 2 . 3 2/1; 

cette équation ayant lieu quel que soit x , si l'on fait 

x== 1 on aura , 

[(2/2-H O
 2

 — I ] —2/2 [(2/2) »— I ] + "
MÌ

"-~
T

-
)

-' 

[(2/2 I) " I ] &C == 1. 2 . 3 2/2. 

Si le premier membre de cette équation étoit divi-

sible par 4/Î«+-I
3
 le second le seroit pareillement; 
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& comme cela n'est pas, il doit nécessairement exister 

une valeur de a moindre que 4/2 ■+■ 1, & telle que pour 

cette valeur, a
2

"—1 n'est point divisible par 4.72-+-1; 

ce nombre doit donc alors diviser a2"~\-i ; & comme 

cette quantité est la somme de deux quarrés premiers 

entf'eux, il en résulte que 4/2-f-1 est lui-même la 

somme de deux quarrés. 

XI. TOUT nombre premier de la forme 8rn-t-1 ejî la 

somme d'un quarré &* du double £un quarré. 

Pour le démontrer, il surfit de faire voir qu'il divise 

une quantité de la forme x
z
 -+- 2y

z
 ,x 8c y étant pre-

miers entr'eux ; car nous avons vu ( art. IV. ) qu'un 

pareil diviseur étoit compris dans la même forme. 

Supposons maintenant que 8m + i soit un nombre 

premier , si l'on fait n = 2 m , il se changera en 

4 n 1 ; or nous venons de voir qu'il existe un 

nombre a tel que a'
Ln
-\-\ est divisible par 4/2-j-i; 

donc alors a'
,m

-+< 1 est divisible par 8 m -f-1 ; mais 

sl^-f- 1 est égal à (aìm—1 f -h 2 ( am)z , c'est à-

dire , à un quarré & au double d'un quarré f il ne 

s'agit donc plus que de faire voir que les racines 

a*m—1 &am de ces quarrés font premières entr'elles. 

Pour cela, soit £ un diviseur quelconque de a
m autre 

que l'unité., il est clair que a
1 m sera divisible par C; 

donc a
2m — 1 ne peut être divisé par ce nombre; 

ainsi les deux quantités aím— 1 & am n'ont aucun-

diviseur commun autre que l'unité ; donc 8/724-r 

est égal à un quarré plus au double d'un quarré. 

XII. TOUT nombre premier de la forme <5n-r-i est 

égal à m quarré, plus au triple, d'un quarré. 

F f ij 
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Ii suffit, pour démontrer ce théorème, de faire 

voir que le nombre premier 6n-\~ i divise un nombre 

de cette forme, x2-\-^y%, x & y érant premiers en-

îr'eux, car nous avons vu ( art. IV.) qu'un pareil divi-

seur , lorsqu'il étoit impair, ( & 6 n -4-1 l'est nécessai-

rement ) étoit compris dans la même forme ; or a 

étant un nombre quelconque moindre que 6n-hi, 

le théorème de fart. VII , donne a6n — 1 , divisible 

par ón+i ; mais a6n—i—(a*"~ 1) [a+H-ct-M-l], 

donc 6/1-+-1 étant un nombre premier, doit diviser 

l'un ou l'autre des deux facteurs, a 2n— 1, ou a4"4-

aìn-h 1 : or il est aisé de prouver, comme dans 

l'art X, qu'il existe un nombre a moindre que 6/2-+-1, 

& tel que aln — 1 n'est point divisible par 6n+i: 

donc alors ôn-4-i divise a*"-ha2"-t- i=(a 2"—1 )* 

(any ; de plus, a în— 1 & a 2n font premiers 

entr'eux ; donc 6n-+*l divise un nombre de la forme 

x*-+-3y*
t
 x &. y étant premiers entr'eux, par consé-

quent il est de la même forme. 

XIII. LES trois théorèmes précédents font dûs à 

Fermat, & M. Euler les a démontrés dans les Mémoires 

de Pétersbourg. Fermat aflure encore que tout nombre 

premier de la forme 8n-4->j est la somme d'un quarré fcV 

du double d'un quarré.M.Eukr paroît avoir inutilement 

cherché la démonstration de ce théorème, ( voyez les 

Mémoires de Pétersbourg, années 1757 & 1760), 

& jusqu'ici personne que je sache ne l'a donnée : en 

voici une fort simple. 

8«-|-3 étant un nombre premier, 28n+2—1 est, 

( art. VII. ) divisible par ce nombre ; or 2 8b"*" *—1 =s 
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fa+'+'H-i). [2v+"-i]i donc Sn 4-3 divise l'un 

ou l'autre des deux facteurs a^ + '-f-i, ou 2 48+1—n 

s'il divisoit le facteur 24ní I—1, ou 2 . ( 21*)2— i2, n 

seroit par l'art. V, de la forme 2u2
—J

2 ; supposons 

conséquemment que l'on ait 8/2-4-3=2:2*—s2,s(era 

nécessairement impair: soit donc i=2se +1 , on aura 

j-2=4/i2-f-4/î-f-i
==

4/i.(/í4_i ; or/2.(/2-4-i) 

est un nombre pair, párce que si h est impair, h-\-l est 

pair, & réciproquement. Soit donc h.í h-
J
rl) = 2l, 

on aura J
2
 —8Z4-1. Maintenant u est pair ou impair ; 

dans le premier cas, soitu = 2i, on aura u2 = 4Ìi& 

2«2 = 8H, l'équation 822 4-3 = 2 u2— s1 donnera 

donc 8/2+. 3 = 8 (« — 0 — 1, d'où l'on tire 8 22-h 

4=8(ii—D, &2/2-4-1 =2(22—í), équation im-

possible , le premier membre étant pair & le second 

impair. 

Dans le second cas, c'est-à-dire si u est impair, soit 

«=2/4-1, doncí2íí=4224-'4Ì'-H 1 & 2u2 = 8i2-H 

824-2 ; l'équation 8224-3=222*—s1 donnera consé-

quemment 822 4-3 = 8(2*4-2— D-h 1, d'où l'on tire 

4224- 1 = 4 (i24-i — l) > équation pareillement im-

possible. Donc 8224-3 ne peut être de la forme j 
2ÌÍ2—s1 , partant il ne peut diviser 24" + 1—1 ; il 

divise conséquemment 24*+ 14- 1 =2 (22°)î4-i ; ï 

donc ( art. IV. ) il est de la forme ( x2 4- 2jy2 ). 

XIV. ON peut démontrer par un raisonnement 

analogue cet autre théorème, savoir que tout nombre 

premier de la forme 8n-.— 1 est de la forme 2u2—s2 j 

car 2Sn '1 — 1 étant ( art. VII. ) divisible par le 

nombre premier .822-— 1, ce nombre doit diviser 
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l'un ou l'autre des deux facteurs, 2
4
*
;i

4-I, ou 

2
4
"
-1

—i ; or 2*n—1-hiétant égal à 2.(2
zn
~'^-hi, 

si 8n— i divisoit ce facteur , il seroit ( art. IV. ) de 

la forme J
1
4-2u

2
: íoit donc 8 n — i=í

2
-f-aií', s 

est nécessairement impair, & son quarré, par ce qui 

précède, est de la forme 8 Z 4-1 : soit s* = 8 Z 4-1, si 

«estpair &égalà~2i, on aura Ì
2
+2ÍÍ

2
=8 (;'i+04-i, 

donc 8n—i = 8ii-f-8Z-+.i, d'où l'on tire 4/1 = 

4ÌÌ4-4Z-Í-1, équation impossible. Si w est impair & 

égal à 2iH-i, on aura J
2
4-2M

2

 = 8/7-4-8Ì4-8Z4-3, 

donc 8n—1=8/'<-+-8Z-h814-3 ; partant 2// = 

2ÌÌ4-2/4-2Z4-1, équation pareillement impossible: 

donc 8n—1 ne peut être de la forme J
24-2M

2
, il ne 

peut conséquemment diviser 24*—'4-1 donc il divise 

2
*«—1_

I==
2.(2"— 'y—i -, partant ( art. V. ) il 

est de la forme 2u2—i*i 

FIN. 

« iu—gg— s=3=s=a> •• ■ 

De rimprimerie de CHARDON, rue Galande. 1776. 
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ERRATA. 

PAGES. LIGNES, FAUTES. CORRECTIONSÌ 

7 27 implicitement lise^ implicitement 

i4° 3 a« numérateur au lieu de u mettes u" 

i4f 18 ma-hln lifci ma-ì-bk 

14?^ 17 «out au plus tout au moins 

203 il C / 

204 cprèí Ze-f- qui finit la page ajoute^ l 

m 17 6m lisei 6m* 

214 í î — q — j 

221 I 10 20 

213 10 au lieu du premier f s mette\ fi 

ibid. 13 t> 16 S
a
ff

e£leï de
 l'exposant f Ze* Zeíírej * jui n'ert 

t ont pas 

*Î7 23 avant Ze 7720s qui /neíteç =0 

33° i4 j/C ÎÌ/ÍÎ p^C 

333 8 p*
 P

J 

334 7 y m 

363 22 3Ít 3Í»e 

<z£*—Zt ag*—h 
18 — —2 

g- f* 
408 13 CAM CAX

Z 

4°9 22 p-t-?—f P-*-?—x 

429 24 P" p".^ 

43 f Í jy yy 
ifo'i 18 2y /.y* 

440 17 é/ 6y" 

443 avant-dernière nyn"—
1
 ny"—

1 

374 
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ÉCLAIRCISSEMENT. 

Pag. 326, lig. 20, après le mot quarré a)oute\ De plus A doit 

être même multiple d'un autre quarré. 

Pag. 327, lignes, après l'équation A=izS, ajoute^ qui est le 

produit du quarré 64 par le nombre 1. 

1 
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