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PREFACE.

L E Difcours imprimé i la téte de ce nouveau Cours
‘de Mathématiques contient une Hiftoire abrégée de
I'Arithmérique & de 'Algébre. J'y ai expofé en méme
tems la maniére générale dont jai cru devoir traiter
les fciences que mon plan embrafle. Vojci- en peu de
mots lordre particulier du préfent Ouvrage.
L’Algébre n’étant autre chofe que I'Arithmétique
généralifée , les opérations fondamentales de ces deux
fciences fe correfpondent néceflairement. J'ai donc

fuivi ici, pour les fondements, la méme méthode que
dans le Traité d’Arithmétique. Aprés avoir faic con-
noitre la nature des quantités Algébriques & les diffé-
rents fignes dont on fe fert pour abréger les expreflions
qui les repréfentent, jexplique I'’Addition , la Souftrac-
tion, la Multiplication & la Divifion de ces quantités,
foir qu'elles fe préfentent fous une forme racionnelle,
ou qu'elles foient affectées de radicaux. La régle pour
la multiplication des fignes négatifs embarrafle ordinai-
rement les Commergants. Il me femble que je la pro-
pofe avec toute la clarté qu'on peut defirer.

Au calcul des fractions ordinaires, jai joint celui
des fractions qu'on nomme Continues. On n’en traite
pas ordinairement dans les Eléments d’Algébre ; mais

a

-
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elles ont quelques ‘propriéés remarquables & utiles que

je démontre bri¢vement.
Les principes de la formation des puiﬂ‘ances & de

Pextradtion des racines, tant pour les entiers que pour
les fra&ions , font fondés immédiatement fur ceux de
la Multiplication & de la Divifion. Mais pour faciliter
Fufage de ces principes, je les développe au long, &
j'ai foin d’éclaircir les préceptes par des exemples. De-
13 je paffe i la réfolution des Equations, qui eft, a
proprement patler, le véricable objet de I'Algébre, &
qui fournit I'occafion naturelle d'appliquer les régles
précédentes 4 des Problémes intéreffants.

Jenfeigne d'abord i réfoudre les Problémes déter-
minés du premier degré. Puis jexpofe une méthode
générale & facile pour réfoudre les Problémes indéter-
minés du méme degré, i deux inconnues, lorfquon
exige que ces inconnues foient des nombres entiers.

Les Problémes déterminés du fecond degré m'ont
guere plus de difficulté que ccux du premier ; jen
traite avec le dérail néceflaire. Quant aux Problémes
indéterminés du fecond degré, ils ne peuvent &tre
réfolus en nombres rationnels que dans certaines fup-
pofitions particulicres que jai- la plupart indiquées.

Les formules pour la réfolution des Equations détet-
minées du troifi¢me & du quatri¢cme degré font un peu
compliquées. Je les trouve par des moyens fimples &
d’une pratique commode. Je ne dis rien des Problémes
indérerminés, relatifs a ces deux degrés , parce qu'ils
nadmettent de folutions en nombres rationnels que
dans un trés-petit nombre de cas qui fe traitent par
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des méthodes A-peu-prés femblables 4 celles que 'on
a employées pour le fecond degré. :

On n’a pas ehcore pu réfoudre généralement & en ri-
gueur les Equations qui paﬂ%nt le quatriéme degré. Mais
ilya dans tous les degrés plus élevés des Equations parti-
culi¢resiexactement réfolubles. Il en eft d’autres qui peu-
vent étre abaiflées a des degrés inférieurs , & qui par-1a
deviennent plus faciles i manier. Je donne pluﬁeurs
exemples de ces différens cas, & je mets le Leteur
fur la voie d’en trouver de nouveaux. Pour connoitre
de plus en plus la nature des Equations de tous les
degrés, jexamine la maniére générale dont elles fe
forment. Cet examen fait voir que, fans égard aux
fignes , le coéfficient du fecond terme d'une Equation
eft égal A la fomme de fes racines ; que celui du troi-
fiéme eft le produit des racines prifes deux 3 deux;
que celui du quatriéme eft le produit des racines prifes
trois 3 troisy &c. De-13 je tire, en paffant, une démonf-
tration aifée de la formule pour élever un binome a
une puifrance quelconque, enticre ou rompue, poﬁrive
ounégative. Enfuite jexplique, dans[e plus grand dérail,
Ia mani¢re de décompofer une Equation en fes facteurs
rationnels fi elle en a de tels; & de trouver direéte-
ment & f{éparément les racines égales quelle peut
contenir.

A ces recherches fuccédent diverfes opérations de
calcul que I'on peur faire fur les racines d’une Equation
quelconque fans les connoitre. L'objec de ces calculs
eft de faciliter la réfolution finon exaéte, du moins
approchée, d'une Equation prife a volonté.

aij
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Il'y a dans le troifiéme & le quatriéme degré plu=
fieurs Equarions qui érant réfolues par les formules
ordinaires peuvent quelquefois fe fimplifier. Il en eft
de méme pour certaines Equations dans les degrés
fupérieurs. Je donne la méthode pour faire ces réduc-
tions, lorfqu'elles font poffibles. Par les mémes prin-
cipes , je fais voir que toure expreﬂion imaginaire qui
provient d’un radical pair placé au-devant dune quan-
tité négative, ou d'un radical quelconque placé au-devant
d’'une quantité en partie réelle, en partie imaginaire
de la premiére efpece, peut étre regardée comme pro-
duite par la réfolution d’une Equation du fecond degré
dont les racines font imaginaires ; propofition effen-
tielle dans I'analyfe des Equations. M, d’Alembert avoit
démontré depuis long-tems ce Théoréme, par une mé-
thode trés-favante, qui embrafie dans fa généralité les
quantités exponentielles. I.a démonftration que je donne
du méme Théoréme, pour les Equations, eft nouvelle,
purement algébrique, & je crois qu'on la trouvera fort
fimple.

Lorfque tous les moyens de réfoudre en rigueur
une Equation font épuifés inutilement, il refte au
moins la reflource de la réfoudre par approximation.
Jemploye, pour cela, la méthode de Neuton ; & je
la préfente de manicre quion ne peut, en aucun cas,
rencontrer de la difficulté 3 faire I'opérarion dont il
sagit, ni a la poufler jufques i rel point d’exactitude
quon voudra, Cette méthode eft trés-expédicive pour
la pratique, ot l'on eft rarement obligé de poufler
'approximation aflez loin pour que le calcul devienne
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P long & pénible. Je patle, comme on voit, des Equa-
tions numériques. - On peut toujours, dans l'ufage de
I'Algébre, ramener i cetre clafle les Equations littéraless
car Lobjet de tout Probléme déterminé eft de faire
trouver une inconnue mélée avec des quantités donriées
& par conféquent exprimables par des nombres donnés.
Ainfi il ne refte rien 3 defirer pour I'approximation des
racines , lorfqu’il eft fimplement queftion de réfoudre
un Probléme particulier qui en dépend. Néanmoins
comme il y a des cas ou l'on a befoin davoir fous
une forme générale les expreflions des racines d’'une
Equation littérale, jexplique l'ufage des fuites dire&es
& inverfes pour trouver ces fortes dexpreflions.

La Théorie des Equations eft terminée par la méchode
d’éliminer les inconnues, & de faire évanouir les radi=
caux , dans les Equations de tous les degrés; quel que
puifle étre le nombre des inconnues ou des radicaux.

L’art de former des fuites & de les fommer eft une
partie effentielle de 'Algébre. On doit mettre au rang
des fuites les plus curieufes & les plus utiles celles des
nombres figurés. Jen explique donc la théorie; je
forme, par leur moyen , d'autres fuites plus générales,
que je fomme d’'une maniére nouvelle, comme on.
pourra s'en convaincre, en lifant le Traité de M. Jacques
Bernoulli, De Seriebus Infinitis, o I'Auteur confidére
de pareilles fuites.

Les fuites récurrentes ne méritent pas moins d’at-
tention. Japprens a les former ; & je tire de leurs pre-
miers éléments lexpreflion du terme général dont
dépend principalement leur fommation.
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Enfin jexpofe les propriétés des logarithmes fous un
point de vue plus général & plus approfondi que je
n’avois pu le faire dans I'Arithmérique.

Tel eft le précis des matiéres qui compofent cet
Ouvrage. On trouvera i la fuite de cette nouvelle
édition un Ecrit de M. de la Place , fur la théorie des
nombres premiers; théorie tre's-piquante par elle-méme,
& qui le devient encore plus par la maniére ingénieufe
& neuve dont I'Auteur 1'a ici traitde.

— e

On prie le Ledteur de commencer par
corriger @ la main les fautes marquees dans
VErrata qui accompagne cer Ouvrage.
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CHAPITRE L

Définitions & Notions préliminaires.

1. L’A reinrE eft une Science qui confidére les
grandeurs abftraites en général, & qui les compare
enfemble foivant le méme efprit que PArithmérique
compare les nombres. Cleft pour cela que plufieurs
‘Auteurs donnent & UAlgébre le nom & Arithmérigue
univerfelle.

2. Tour ce qui eft fufceptible d’augmentation ou
de diminution s'appelle grandeur, L'Algébre repré-
fente les grandeurs en géndral par les lettres &, b, ¢»

A
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d, &c de Palphabet ; & fans fonger aux valeuts indivi<
duelles qu’elles ont dans chaque cas, elle les compare
enfemble de toutes les manicres poflibles, foit en les
compofant par P'addition & la multiplication , foit en
les décompofant par la fouftraction & la divifion, Elle
trouve par ce moyen des réfultats généraux, qui font

enfuite fufceptibles d’une infinité d’applications par= |

ticulidres , fuivant les différentes valeurs numériques
qu’on voudra attribuer aux lettres qu’ils renferment.

3. A Pavantage qui réfulte de la généralité des fym-
boles, PAlgébre réunit encore celui d’employer cer~
tains fignes qui rendent {a langue extrémement {imple
& laconique. J’ai déja fait connoitre en partie ces
fignes dans PArithmétique 5 mais il eft bon de les
remertre ici fous les yeux du Le&eur, avec ceux que
je n’ai pas eu occafion d’expliquer.

4. Lz figne —+ fignifie plus. Cleft le caraciére de
Paddition. Ainfi, expreflion 4=a-b, indique I'ad=
dition de la grandeur repréfentée par a, avec'la gran=
deur repréfentée par b,

Une quantité qui n’a pas de figne, eft cenfée pré-
cédée du figne —~. Ordinairement on fupprime ce
figne, lorfqu'il commence une phrafe algébrique. Par
exemple, au lieu d’écrire, comme on vient de faire ,
ot a+-b, on éctit fimplement a~t=b. Dans cette der-
nitre expreflion , le figne —= eft fous-entendu au-
devant de a.

5. LE figne —, mis entre deux quantités écrites
Pune 3 la fuite de I'autre, fignifie moins, & veut dire
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que la feconde quantité eft fouftraite de la premiere ,
ou que la feconde eft prife dans un fens contraire 3
celui qu'on attribue 3 la premiére, comme je Pexpli-
querai ci- deflous. Ainfi, I'expreflion 2—5 indique
que la grandeur b eft fouftraite de la grandeur a, ou
que fi Pon a pris a dans un fens, on doit prendre &
dans le fens contraire. La quantité 2 qui commence la
phrafe , eft cenfée affeGtée du figne —-.

6. L figne x fignifie multipli¢ par. Ainfi, axb
veut dire, a multiplié par b, Les deux grandeurs z & b
font cenfées chacune affeGtées du figne 4. De méme,
ax bxc repréfente le produit des trois grandeurs a, b, ¢
multipliées enfemble,

Ordinairement , quand il s’agit d’indiquer la mul-
tiplication de deux ou d’un plus grand nombre de
quantités fimples, on fupprime le figne x , & on fe
contente d’écrire .ces quantités les unes 3 c6té des
autres, Ainfi, au lieu de ax b, on écrit b ; au licu
de axbxc, on écrit abc; au lieu de axbxexd, on
€crit abed.

Quelquefois , au lieu du figne x, on met un point.
Ainfi, pour axb, on écrit a.b; pour axbxc , on
gcrit a.b.c 3 &c.

Lor{qu’une quantité compofée de plufieurs parties
féparées par les fignes —- & — , doit étre multipliée
par une autre quantité {imple ou compofée , on en-
ferme entre deux parenthefes toutes les parties qui
doivent former une quantité ; & on regarde le
réfultat, comme une quantité fimple 3 multiplier
par une autre quantité fimple, Ainfi, Al’.?xpreﬁion

1
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(a-+b—d)x g, veut dire que la quantité (a—=b=—d},
regardée comme ne formant qu'un méme tout, eft L.
multipliée par la quantité g, De méme, (a~-b—d) % !
(g+h—*%), veur dire que les deux quantités
(a-+b—d), (g+h—Fk),regardées comme formant |
chacune un tout particulier, font multipliées enfem-
ble. Les mémes multiplications peuvent s'indiquer
autrement ; pour (a-b—d)xg , on peut écrire

(a-+b—d).g, ou a+b—dxg, ou a+b—d.g; _
pour (a4b—d)x (g k— %), on peur écrire

(a+b—d).(g+h—Fk), oua4b—dx

g-+h—k, ou ad-b—d.g+h—k Il vaut
mieux , pour prévenir toute équivoque , enfermer les
quantités compofées , entre des parenthefes, que de
mettre des barres au-deflus d’elles,

=. LE figne —, placé entre deux quantités écrites
Pune au - deflus de Pautre, indique le quotient de la |
quantité fupérieure divifée par Pinférieure, Ainfi; |
a > - ey B i
= repréfente le quotient de la quantité 4 divifge par

la quantité b. Les deux quantités a & b font cenfées
chacune affeGées du {igne =~

Quelquefois on indigue la divifion de deux gran-
deurs, en les féparant par deux points, Ainfi, a:b

; " a
veut dire la méme chofe que =) (a=brf-c—d);

a-bd-c—d
(g —h—*k) eftla méme chofe que e v
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®. Pour défigner qu'une quantité eft égale a une
autre , on fe fert du cara@ere == qui veut dire eff
égal. Ainfi , a==b fignific, a eft égal a b.

9. LE figne > ou <<, mis entre deux quantités,
fignifie que celle qui eft du cbté de Pouverture de ce
figne , eft la plus grande, ou bien que celle qui eft du
coté de la pointe , eft la plus petite. Ainfi, a>b,
veut dire, a plus grand que b, ou, ce qui eft la méme
chofe, b plus petit que a. De méme, a<b, veut dire,
a plus petit que b, ou, ce qui eft la m¢me chofe, b plus
grand que a.

10. LE figne |/, placé au-devant d’'une quantité,
indique une certaine racine de cette quantité. On écrit,
fur 1a téte du radical, le chiffre 2,0u 3, 0u4,0u %,
&c, pour défigner la racine quarrée, oula racine cube,
ou la racine quatriéme, ou la racine cinqui¢me , &c.
Lorfqu’il S'agit de la racine quarrée, on gabftient or-
dinairement d’écrire Pindice; en forte que tout radical
qui n’a point d’indice eft cenf¢ un radical du fecond
degré. Ainfi, lexpreflion V a,ou 1/ a, repréfentela
vacine quarrée de a 3 Pexpreflion V [a--b—d] re-
préfente la racine quarrée de la quantité [ a--b—d]
regardée comme ne formant qu’'un méme tout ; Pex~
preflion |/ a indique la racine cube ou troifitme de a3
Vexpreflion }/ [ a—-b—d] repréfeate Ia racine cube
de la quantité [ a—b—d] regardée comme ne for-
mant qu'un méme tout 3 Uexpreflion V/ a déligne la
racine quatri¢me de a ; &c.

11. ON appelle quantit¢ fimple ou monome , une

A iij
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quantité qui ne contient qu’une feule partie , un feul
zerme, ou qui n’eft précédée que d’un feul figne expri-

mé ou fous-entendu. Ainfi, z eft un monome s—beft |
unmonome, Le produit de plufieurs quantités fimples,

comme abe qui eft le produit des trois faeurs a, b, ¢,

elt encore un monome, parce qu'on regarde ce pro-

duit comme ne formant qu’un méme tout.

12. LEs lettres qui compofent un monome, en font | *

appellées les dimenfions ; chaque lettre eft une dimen-
fion particulitre, Ainfi, 2 eft un monome d’une feule
dimenfion ; ab eft un monome de deux dimenfions;
abec eft un monome de trois dimenfions ; ainfi de
{uite,

13. Comme le quarré d’une quantité eft le produit
de cette quantité multiplice une fois par elle-méme;
que le cube eft le produit de la quantité multiplide
deux fois par elle-méme ; ainfi de fuite : on voit que le
nombre des dimenfions du quarré, ou du cube, ou de
la quatricme puiffance, ou, &c, eft double , ou triple,
ou guadruple , ou, &c, de celui’des dimenfions de la
racine. Car, par exemple, le quarré de la quantité a
qui a une dimenfion, eft axa ou «a qui a deux di-
menfions; le cube de la méme quantité 4 eft gxzxa,
ou @a1, qui a trois dimenfions ; la quarrieme puiffance
de 2 elt axaxaxa, ou aaaa, qui a quatre dimen-
fions ; &c.

14. Donc, réciproquement le nombre des dimen-
fions de la racine quarrée, ou cube, ou quatriéme, ou,
&c, n’eft que la moitié, ou le tiers, ou le quart, ou,
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&c, de celui des dimenfions du quarré, ou du cube
ou de la quatriéme puiffance, ou , &c. Ainfi, par
exemple, la quantité ]/ab n’eft que d’'une dimenfion,
puifque le produit ab, dont on indique la racine quar-
rée, eft de deux dimenfions. De méme, les quantités
1/ abe, 1 abcd , 1/ abcde, ne font que d’une dimen-
fion. On voit femblablement que les quantités V/ aabb,
1/ abedef, V/ aabecdde, font de deux dimenfions.

15.Ox appelle quantité complexe,0u polynome , une
quantité compofée de plufieurs termes {éparés les uns
des autres par les fignes + & —. Ainfi, a==b—c—d
eft un polynome. On voit qu’un polynome n’eft autre
chofe que Paffemblage de plufieurs monomes.

16. LoRsQUE tous les termes d’un polynome ont le
méme nombre de dimenfions, ce polynome eft homo-
glne. Ainfi, le polynome a-+b—c eft homagene 3
chacun de fes termes eft d’une dimenfion. De méme,
le polynome atb—) cd, eft homogene , chacun
de fes termes ayant une dimenfion, Le polynome
ab~cd—1 fghkmn , eft aufli homogene ; il a deux
dimenfions & chacun de fes termes, Mais les polynomes
a—be—d, ab—-cd—)/ fgh, ne font homogenes ni
Pun ni Pautre.

17. Les quantités qu'on compare enfemble dans un
méme calcul , ou qui forment le réfultat de quelques
opérations , font toujours homoggnes , Ceft-a-dire.
contiennent réellement ou implicitffnent le méme nom.
bre de dimenfions i tous leurs termes. Car on ne peut
comparer enfemble que des quantités de méme nature;

Ailv
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& chaque lettre qui entre dans un terme d’un polyno= |-
me, a néceflairement fa lettre correfpondante dans un
autre terme,

18. QUOIQUE les quantités qui compofent un méme
polynome, foient toujou:s du méme genre, en ce fens
qu’elles ont toutes le méme nombre de dimenfions

exprimées ou fous-entenducs 5 lles peuvent d’ailleurs
€tre oppofées entr’elles, quant & leur manicre d’exifte ers
& pour marquer cettz oppu“‘aoa on diftingue en gé-
néral ces quantités, e qnantités pofitives & quantités
negatives. Cette diftin€tion eft trés-importante ; je vais
ticher de la faire bien comprendre par des exemples.

Suppofons qu’un homme ait mille livres de biens ou
de dettes : vous exprimerez également I'une ou Pautre
quantité par le méme fymbole 1000®, Et en général,
pour défligner un bien ou une detre, d’uae maniére
indétermmee » VOUS pourrez employer une meme let-
tre a. Cependant , comme les biens & les dettes font
des quantités qui affectent différemment I'ét. ™
homme, & que ces quantités peuvent fe trouver mé-
Jées enfemble dans un méme calcul, on eft convenu de
Yes diftinguer, en appellant les unes quantizés pofitives i
Yes autres quantités nésatives, & en mettant le [igne 4~
au-devant des quantités pofitives, & le figne — au-
devant des quanr.tcs aégatives. Ainfi, pour dire algé-
briquement qu’un homme a un bien exprimé par q,
on écrit ~i-a 5 & pour dire qu'il a une dette exprimée
par 4, on éerit — a. Si un homme a un bien exprimé
par a & une dette exprimée par b, on repréfente fon
€tat par =~g~b, cu par g=—5, en fous-entendant
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le figne ~= au-devant de la lettre 2 qui commence la
phrafe algébrique. .

On voit femblablement que {1, en partant d’un mé-
me point, le mouvement vers I'occident entre, comme
guantité pofitive, dans un calcul ; le mouvement vers
Perient, qui eft oppofé au premier mouvement, devra
entrer dans le méme calcul , comme quantité négative.
Si les €lévations du Soleil au-deflus de horifon, font
confidérées comme des quantités pofitives, les abaif-
femens du Soleil au-deffous de ¥horifon devront étre
traités comme des quantités négatives. Il en eft de
neme de toutes les quantités qui exiftent diféremment
Ies unes par rapport aux autres,

19. IL peut arriver qu'une quantité qui fe préfente
dans un calcul , ou pofitivement ou négativement, foic
impoflible, autrement imaginaire. Ces fortes de quan~
tités proviennent de quelque incompatibilité entre les
conditions d’une queftion. Nous en parlerons dans la
fuite plus expreflément & plus clairement,
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CHAPITRE Ii
Addition des quantités Algébriques.

20. A 70U TER enfemble plufieurs quantités, c’eft
les joindre, les prendre a-la-fois avec les fignes qu'elles |
ont. Ainfi, ajouter enfemble plufieurs biens, c’eft for- |
mer un bien plus grand ; ajouter enfemble plufieurs
dettes, c’eft former une dette plus grande ; ajouter un
bien avec une dette , ceft former un réfultat qui eft
Pexces du bien fur la dette, ou de la dette fur le bien, |
{elon que le bien eft plus grand que la dette, ou que la
dette eft plus grande que le bien.

21, I eft clair par-Ia qu'en Algébre, ajouzer ne
{ignifie pas toujours augmenter, Quand j’ajoute un bien |
avec un bien, faugmente le bien ; de méme quand |
j’ajoute une dette avec une dette, jaugmente la dette. |
Mais quand je joins un bien avec une dette , je diminue
réellement I'une ou I'autre quantité.

22. Donc, pour ajouter enfemble plufieurs monomes; |
il faut les écrire les uns @ la [uite des autres , avec les
Sfignes 4 & — qu’ils ont. Si dans le réfultat , la fomme |
des quantités pofitives 'emporte fur la fomme des
quantités négatives, ceft une marque qu'il y a plus de
biens que de dettes ; au contraire , il y auroit plus de
dettes que de biens, fi la fomme des quantités néga= |
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tives Pemportoit fur la fomme des quantités pofitives.
Par exemple, qu'il sagiffe d’ajouter enfemble les
quatre monomes ~+a . 4b,—c,+d? On écrira
-a-4b—c-d, ou bien a—+b—c—d , en fous-
entendant le figne ~ qui commence la phrafe.

23. L’apD1TI0N des polynomes eft fondée fur celle
des monomes ; car il eft clair qu’un tout étant égalala
fomme de toutes fes parties prifes enfemble, on aura
la fomme de plufieurs polynomes, en joignant enfem-
ble tous les termes dont ils font compofés, & en les
affectant des fignes qu’ils ont.

ExeExeprLE L

Ajouter enfemble les trois polynomes

a-+b—c,
g-—-—fz—k,
m—-n—p?

Somme g = b~ (=g —h — kM —n—p-
Exemepre IL
djouter enfemble les quatre polynomes

a+bt+c—4d,
b—f+g-ta,
ct+e—b-g,
h4c+n—d?
Somme a+b+€'—d+b'—f+g+a+€-{"
e—b—g—th—+c-+n—d.

24. LorsQuE dans la fomme il fe trouve des termes
femblables , C'eft-a-dire, des termes qui contiennent la
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méme lettre , s'ils n'ont qu’une dimenfion ; ou les |
mémes lettres, s’ils ont plus d’une dimenfion : alors au
lieu d'écrire plufieurs fois le méme terme, on ne Pécrit |
qu'une feule fois , mais on met au-devant un chiffre |
qui marque combien de fois ce terme doit étre répété, |
Cela sappelle faire la réduction. Ainfi, dans exemple i
précédent , au lieu de a~-a , jécris 24 ; au lieu de
~b-b—1b, fécris implement =0 , parce que I'un
des biens, =5, eft détruit par la dette — b, & que par
conféquent le réfultat du tout ~b=t-b—>b eft {im- |
plement ~=b ; au lieu de —~c—~c~~c, Jécris =3 ¢; |
au lieu de —d—d, j’écris —2d ; enfin, au lieu de I.
~t-g-+g , Jécris 4-2 g. Par toutes ces réductions, f
notre fomme devient 224-b =43 c— 2 d—f-+2g-4
e+ h-4-n.

Le chiffre qu’on place ainfi au-devant d’une quan-
tité pour marquer combien de fois elle doit étre répé-
tée pofitivement ou négativement , s'appelle coéfficient.

Lorfqu’une quantité n’a point de coéfficient, elle eft
cenfée avoir 'unité pour coéfficient. Ainfi, a ¢ft la
méme chofe que 14 ; ab eft la méme chofe que 1ab.

Voici encore deux exemples d’additions de poly=
nomes, avec les réduétions.

Eix. xamex 3 L
Ajouter enfemble les polynomes

3a—2b-4-4¢c—8d,
—8at7b—s5c4-4d,
3a—4b—+4-6h?

Somme ~—= 24 == b ¢ — 4d == G h.

SCD LYON 1



e —— ey

CuarprrTre IIL 13
ExemrprLeE IL
Ajouter enfemble les polynomes

6 aa— § be 3 k)/ de,
—-7&:1-—!—-311.:—-—-21’1/&*&,

2 mn— 1/ mnp 4 ff —gh?

e — aa —2bc-k Vde-{— 2mn— f |/ mnp-i=
ff—gh
M

CHAPTITRE SIS
Souftraétion des quantités Algébriques.

25.\} OUSTRAIRE une quantité d’'une autre, ceft
prendre la premitre dans un fens contraire a celui
quelle a. Ainfi; fouftraire un bien, Ceft pofer une
dette ; fouftraire une dette, c’eft pofer un bien.

26, ON voit donc que fouffraire n’eft pas toujours
diminuer. Quand je fouftrais un bien d'un bien, je di-
minue celui-ci : mais quand d’un bien je fouftrais une
dette,, jaugmente réellement le bien , puifqu’un homme
i qui 'on brte une dette , devient plus riche de laquan-
tité qui exprime cette dette.

3
277. Doxc , pour retrancher un monome d’une autre
quancité quelconque , il faut changer le figne —= ou— de
ge monome , & ['écrire en cet érat i la fuite de la quantizé
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propofée, Le réfultar exprimera un bien ou une dette 3 |
felon qu'il fera pofitif ou négatif.

Par exemple, fi de la quantité a=b, il s'agit de
retrancher le monome --¢, on écrira pour refte
a--b—c.

Si de la quantité 2= b, on veut retrancher le mo-
nome —c, on écrira pour refte a==b~4-c.

28. La fouftra@ion des polynomes fe fait en chan-
geant les fignes de tous les termes de la quantité
fouftraire. Quand il fe trouve dans le réfultat des ter- |
mes femblables, on fait la réduétion, comme nous |
Yavons expliqué pour l'addition.

E xompL 5L

De. . coinasia 6a—4b—+ 5c,
Jouftraire. . . . . . 4a—6b4-9c?

refte 6a-—-4.b-{-j‘c—-——-+a+6b——-9€,
ou bien en faifant la réduction, 22 =~ 2b — 4c.

ExeEmpre IL

De... —gaat-sbe+4g) cd,
Jouftraire ~=3aa—2g)/ cd —b-f]'/mnp -

refte — §'aa— sbe—+4g]/ cd—3aa-2g/ cd—+=
fV/ mnp, ou bien en faifant la réduion, — S aa =

§be 4 6g1/ cd =1/ mnp.

G
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CHAPITRE 1V.
Multiplication des quantités Algébriques,

29. M ULTIPLIER une quantité par une autre,
ceft répéter la premicre autant de fois qu’il y a d’uni-
tés dans la feconde ; & de plus, la répéter dans le fens
dela feconde , ceft-a-dire , I'ajouter ou la prendre avec
fes fignes, tels qu’ils font, fi le multiplicateur eft po-
fitif; ou bien la fouftraire , & par conféquent changer
fes fignes, fi le multiplicateur eft négatif. Tout cela
fuit clairement des idées que nous avons données de
Yaddition & de la fouftraction,

30. Doxc, 1° fi le multiplicande & le multipli-
cateur font pofitifs, le produit fera pofitif, puifqu’un
bien ajouté un certain nombre de fois avec lui-méme,
ne peut produire qu’un bien. Ainfi, ~4~a2x~5, donne
o ab. Cette régle s'exprime ainfi en général , 4 x
donne -4 .

2°, Si le multiplicande eft négacif, & le multiplica-
teur pofitif, le produit fera négatif, puifqu'une dette
ajoutée un certain nombre de fois avec elle - méme ,

‘ne peut produire quune dette. Ainfi, —ax—b,
donne — 4b. Cette regle s'exprime ainfi en général,
— Xt donne — .

3% Si le multiplicande eft pofitif, & le multiplica-
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teur négatif, le produit fera négatif, puifqu’un bien
fouftraic un certain nombre de fois, opere dans I'état
d’un homme Ie méme effet qu’une dﬂtte exprimée par |
i la méme valeur, & que par confequem ces deux effets
doivent étre défignés par le méme cara&ere —. Cette |
:|| régle sexprime ainf1 en général, 4~ x — donne —.
g”ht 4°. Si le multiplicande & le multiplicateur font tous
i deux négatifs , le produit fera pofitif , puilqu’une
‘ dette fouftraite un certain nombre de fois, opere dans
" Pétat d’'un homme le méme effet qu'un bien exprimé |
. par la méme valeur, & que par conféquent ces deux
effets doivent étre défignés par le méme cara&ire —=.
Cette régle s’exprime ainfi en général — x — donne 4.

e

31. LEs quantités qu’on doit muldiplier enfemble
peuvent ctre libres ou non de fignes radicaux. Dans le
premier cas, on les appelle quantités rationnelles , &
dans le fecond on les nomme quantités radicales.
Nous allons traiter d’abord de la multiplication des
quantités rationnelles , c’eft -i-dire. de la multipli-
i cation, en fuppofant que ni le multiplicande , ni le
multiplicateur , ne contiennent de fignes radicaux;
nous parlerons enfuite de la multiplication des quan—
tités radicales,

SECTION
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SECTION L

Mulriplication des quantirés rationnelles.

32. LA premiére opération que nous avons i faire
ici, & celle d’ot dépendent toutes les autres, eft de
favoir multiplier un monome rationnel par un autre
monome rationnel. Elle fe fait, en écrivant le {figne
qui doit précéder le produit , conformément 3 la régle
établie (30), & en écrivant enfuite, les unes.d c6té
des autres , les lettres dont les deux faGeurs de la mul-
tiplication font compofés, Ainfi, par exemple, pour

multiplier =« par'~=b, on écrira ~-ab; pour multi=

plier -4~ ab par — ¢, on écrira — abc ;5 pour multiplier
— abe par = de, on écrira — abede ; pour multiplier
— gh par — mn, on écrira =~ ghmn,

3 3. LorsQUE deux monomes qu'on doit multiplier
enfemble , ont des coéfficients , autres que l'unité,
apres avoir écrit le figne qui doit précéder le produit,

il faut multiplier enfemble les coéfficients, fuivant les

régles de I’ Arithmétique, & enfuite €crire les quantités

- littérales les unes & c6té des autres, Par exemple qu'on

aitd multiplier - 3a par — 54, on écrira— 1 5ab. De

. méme, le produit de — 4 cd par — 8f, elt 4= 32¢df;

le produit de — 7ab par 43 fg, eft — 21alfz.

.~ 34. IL arrive fouvent qu'une méme letrre doir érre

multipliée une fois ot plufieurs fois par elle - méme ;

alors payg éviter les répstitions de certe letmre , &
B

!
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- ) . & 1
pour plus de clarté, on fe contente de Pécrire une feulé |
fois, & on met A fa droite un petit chiffre un peu élevé, l
qu'on appelle expofant, lequel marque combien de fois |
la lettre devroit étre écrite comme faéteur. Par exem- :

ple, qwon ait le produit ax a, au lieu d’écrire aa, on
écrit a*; pour le produit axaxa, au lieu d’écrire aaa,
on écrit a* 5 pour le produit axaxaxa, on écrit a*; |
ainfi de fuite.

Lor{qu’une lettre n'a pas dexpofant, elle eft cenfée
Ainfi, a eft la méme chofe !

1

avoir Punité pour expofant.
que a*.

Les expofants font fur-tout d'ufage pour les cas ot
une méme lettre doit étre écrite plus de deux fois com
me faeur ; car on ne Sen fert pas quelquefois, lorf-
qu’une lettre doit étre écrite deux fois feulement ; ainfi

our aa, on écrit indiffiéremment aa ou a*

On doit bien prendre garde a ne pas confondre
Pexpofant avec le coéfficient. Celui-ci marque qu’une
quantité doit étre ajoutée avec elle- méme une fois,
deux fois , &c. & lautre, qu’une quantité doit éure
multipliée par elle-méme une fois, deux fois, &c. Ainf,
2a n'eft pas la méme chofe que a. En effet, foit, par
exemple, a==3; 2a0ua-+a fera 3 =3, Ceft-a-dire,
6 ; & a* fera axa,ou 3 x 3, celt-a dire, 9. :

35. IL réfulte de la nature de Pexpofant., que fil’on
veut multiplier enfemble des monomes qui contien=
nent la méme lettre avec des expofants différents, il |
faudra écrire une fois feulement cette lettre , & lui don- 5
ner pour expofant, la fomme des expofants des fac:
ceurs. Ainfi, le produit de a par a2, eft a2 ou s’ ; Ié |
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produit de a? par %, eft o ; le produit de a* par at,
eft a7; le produit de — a2b? par a't’, eft —a7b%;le
produit de — 4a* par — 5a*b? , eft --202°b* ; le pro-
duit de — gab*c? par — 3ab’ct eft 41 52°07c5,

Tout cela eft clair, puifque le produit de a par 2>
eft la méme chofe que axaxa ou a*; que le produit
de a* par 4%, eft la méme chofe que axaxaxaxa ou
4" 5 ain{i des autres.

36. Nous fommes maintenant en état de multiplier
un polynome par un monome ; car il ne s’agic pour
cela que de multiplier fucceflivement tous les termes du
polynome , par ce monome, en ayant égard a ia régle
des fignes, a celle des coéfficients, & a celle des expo-
fants. La fomme de tous ces produits partiels fera le
produit toral.

ExrsumpepLE

Muliiplier le polynome. . . a*~ §ab —= 7cd

par le monome . « « « w000 v ss—ygac?

Produit = § alc — 2% atbe — 35 gccd.

37, Quon ait a multiplier un polynome par un
autre polynome : on multipliera fucceflivement tousles
termes du multiplicande , par tous ceux du multiplica-
teur ; & on ajoutera enfemble tous ces produits par-
tiels , pour avoir le produit total, On fera dans ce
produir les réducions convenables (24.),

B jj
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ExemprLE L
i
Multiplier « « <o e o vus 3a*— shd == cf -'
g XEE hA b — 5o+ 4bd—8cf? |
1% produic — !)’d* -t= 2jdrbd — 5a‘cf; |
g‘Pmauc+12a*bd—2obd=+4&cff, _
3 produit — 24.a° ff—-l—z}obm'f—Scf ‘

Produit rotal — 1)’:1*-—}- 712bd— ﬁf\a cf—-—-—20b’a —!-I
44bedf — 8

On voit que le mulriplicande 3 a> — §bd =cf a été|
d’abord multiplié par — §a*, puis par --4.bd , enfin|
par — 8 ¢f ; & qu’enfuite on a ajouté enfemble tous’
Jes produits partiels ; ce quia donné, toutes réductions|
faites, le produit total écrit ci-deflus. .

Exegmepre IL

Muliiplier . .— sa*b 4= ab* — cd* 4= 8fgh,
Par.«eeos . —9abt-4fr — 15mn—gcd ?

il

19 prod. -4 5a3h* — 9a*b? = gabed*—7 2abfgh ;
2° prod. — 20a*bf? - gab*f* — qcd*fr 4= 3 2f 3gh ;
3¢ prod. = 75 a*bmn — 15 ab*mn 4= 15cd*mn —

120fghmn; :
4° prod. —45a*bed 9abrcd — gc*d® 47 2cdfsh.

Produirtoral 4§ @3h* — 9 a*b? 4~ 9 abed* — 72 abfzh —
20a*bf* 4 gab*fr — gedift 4= 32f gh == 7 5a*bmn —
15 ab*mn == 1§ cd*mn — 120 fghmn — 45 a*bed
gabcd we 9c*d* = 72¢dfgh.
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28. I peut fe faire qu’on ait 3 multiplier enfemble
plus de deux quantités. Alors il faut commencer par
multiplier , Pune par Paugge , deux de ces quantités ,
puis multiplier leur produ‘it par la troiflieme , ce qui
donnera un fecond produit, qu’on multipliera par la
quatrieme 3 ainfi de fuite. On voit affez qu'il eft indif-
férent de prendre les facteurs dans tel ordre quon

voudra.
ExemeprLEe L

Effeftuer la multiplication indiquée — 6 a* x—4bex
=+ 3mnx—9gh ?

Je multiplie d'abord — 6 a* par — 4bc; le produit
eft 4+ 24a%bc, que je multiplie enfuite par 43 mn 5
Je fecond produit eft —72a*bemn , que je multiplie
par — ¢ gh;; le troifieme produit eft — 64.8a*bcmngh,
& Ceft le réfultat de la multiplication indiquée.

Exemepre IL

Effefluer la multiplication indiquée (a—1b) x
(32— 2b?) x (sm> 4 6n’)?

Je commence par multiplier a—b par 3 a>—2b*;
ce qui me donne le produit 34* — 34*b— 2ab*-+-20.
Enfuite je multiplie ce produit par gm?-t- 67°; ce qui
me donne le produit cherché 15a°m* — 15a°bh’ —

10ab*m* + 100°m’ - 18a°n® — 18a*bn® — 12ab*n?
~+ 12b%n%,

1 o

B iij
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SECTEON IL
. Multiplication des quantités radicales.

39. LoRsQUE parmi les facteurs d’'une multiplica-
tion, il fe trouve des quantités radicales, la multipli-
cation {e fait, comme je 'expliquerai tout-a-I'heure,
apres avoir enfeigné la mani¢re de préfenter les quan-
tités radicales fous une forme qui les rend fufceptibles
des mémes calculs qu’on fait fur les quantités ration-
nelles. Voici en quoi confifte ce moyen, Nous en avons
déja indiqué Pefpric (13 & 14).

40. SorT la quantité 2, ou, ce qui eft la méme
chofe (34), a* ; & qu’on éleve cette quantité fuccefli-
vement au quarré, au cube, a la quatri¢me puiflance ,
a la cinqui¢me puiffance , & en général A une puiflance
dont le numéro, fuivant Pordre de dénomination, eft
le nombre entier n ; on formera la fuite,

1™ puiff,  2%puifll.  3° puilll 4% puifll  §®puifi.  n° puifl.

ar, ax; at, at, es s nmieaty

dans laquelle on voit que les expofants des puiflances
feconde , troifiéme, quarritme , &c, font les produits
de I'expofant 1 de la premiere puiffance, par les nom-
bres 2, 3, 4, &c.

On voit pareillement que le quarré d’une quantité
telle que a? eft a2, que fon cube eft 237, que fa qua-
triéme puiflance eft a4?; ainfi de fuite. Car le quarréde
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a? n'eft autre chofe que a? x a?; Ceft-a-dire (35) »
art, ou a3 le cube de ap n'elt autre chole que
ap x aP.x ab ; Celt-a-dire, a?*P+?, oua’? ; la qua-
wieme puiffance de a? n'eft autre chofe que aPxa? %
a? x a?; ceft-a-dire, ab*?*?°?, ou a¥; &c.

En fuivant le méme principe , le quarré de ambr oft
2P 3 le cube de anbp eft a3mhip ; &c.

1. I fuit de-13 qu'en général lexpofant du quarré
eft double de expofant de la racine quarrée; que Pex-
pofant du cube eft triple de Pexpofant de la racine
cube ; que Pexpofant de la quatrieme puiffance eft qua-
druple de I'expofant de la racine quatriéme ; ainfi de
fue:: .

42. Donc réciproquement , on tirera ou on indi-
quera la racine {econde, ou troifiéme , ou quatrieme ,
&c, d’une quantité propofée , en prenant la moitié, ou
le tiers, ou le quart, ou, &c. de Pexpofant de cette
quantité. Si cette méme quantité contient plufieurs
letcres , il faut prendre la moitié, ou le tiers, ou le
quart, &c, de Pexpofant de chaque lettre. Ainfi, l/a‘

2
eft la méme chofe que a*, oua*,oua; 1/ a,ou}/ e,
I
eft lam éme chofe que a3 3 |/ ab* eft la méme chofe

que azb 51/ ab’cS eft la méme chofe que aibecs , on
Eet g
azbscs,
43. Cera pofé, il eft facile:de faire une multiplica-
tion, lorfque les facteurs contiennent des quantités
radicales. Nous allons d’abord exécuter cette opération

Biv
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pour les honomes;; elle f'a pas plus de difficulté pour
les polynomes, puifque dans ce dernier cas, il ne
s'agit, a chaque opération particulidre , que de multi-
plier un monome par un monome, & d’ajouter enfuite
tous les produits partiels enfemble, pour avoir le pros
duit total,

44 JE fuppofe en premier lieu , pour aller du plus
fimple au plus compofé, que Pun des facteurs de la
multiplication foit une quantité radicale, Pautre étant
une quantité rationnelle. Alors, aprés avoir écrit le
figne qui doit affe@er le produit , conformément  la
régle de article 30, & aprés avoir multiplié enfemble
les coéfficients, s'il y en a d’autres que Punité, il faut
€crire les quantités littérales rationnelles au - devant
des quantités radicales. Ainfi, le produit de ~~ ]/ ac

pat —b, et —b)/ ac, ou — batcs ; le produit de
441/ ac par —6b eft—24bd}/ ac, ou mzqibda“’c';";
le produit de — 5f par — |/ abfeft -5 f]/ abf , ou
I T 1
= 5fa3b3f5 5 le produit de — 751/ a*c par —gah
.

eft -+ 63ahb) ac, ou -+~ 63ahba<c7 ; le produit de
— 6a* par ¢}/ a*t’ eft — 42a7c)/ a*h*, ou —
42&25.51477.

45+ Nous obferverons que fi dans le produit, une
méme lettre a un expofant entier & un expofant frac- |
tionnaire , comme cela arrive fouvent, on peut n’écrire |

qu'une fois cette lettre, en Paffectant dun expofant
€gal 3 la fomme de fes expofants partiels, Les trois
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gerniets produits font dans ce cas. Ainfi, au lieu de

3.1 T =y R X
o 5 fa%b3f3, on peut écrire 4 §a3b3f 7 ;5 au lieu de
3.1 . 3 1 %
- G3ahbazc+ , on peut écrire —-63hba=c4 ; au lieu
4 14 "
de —42a%cash, on peut écrire —42ca 5 0.

46. Ex fecond lieu,, fuppofons que les deux facteurs
de la multiplication foient des quantités radicales. Il
peut arriver que les deux radicaux foient ou ne folent
pas de la méme efpece ; ce qui fait deux cas.

477- QuE les deux radicaux foient d’abord de méme
efpice, ceft-d-dire, ou tous les deux du fecond degré,
ou tous les deux du troifieme degré, &c. En cecas,
aprés avoir écrit le figne qui doit précéder le produit,
& apres avoir multiplié les coéfficients & les quantités
entieres, s'il y en a au-devant des radicaux , vous écri-
rez le figne radical commun aux deux facteurs de la
multiplication, & 2 la fuite de ce figne, les produits
des lettres qui font aprés les fignes radicaux de ces deux
mémes faGeurs. Ainfi, le produit de +-1/a pat

/b, eft 4]/ ab, ou eatb7; le produit e}/ a
par —1/b. eft —}/ab, ou —ashs ; le produit de
-H‘/a par — /b, eft —)/ ab, ou — aib73le pro-
duit de — 8 a]/h par —5c}/g, eft “4-40ac) kg,

ou ~ q*Oach':'gl‘-' ; le produit de —--f/[a ~+-4b] par
+6b)/4b ., et —6b )/ [4ab416bb] , ou —

6b[4ab-+-16bb]3 ;5 le produic de 1/ [a+b] pax
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26 " ALGEBRE,
V/ [a—1b]. eft V/ (a=b).(a—b), ou Via—bs a.
ou [a“—b’}% ; le produit de =]/ —a par +}/ —a |

z
eft -]/ [—a]*t, ou-}/ [—a]?, ou—-[—alz;
ou +-[—az]; Ceft--dire, — a., car le figne + qui eft
au-devant de la parenthéfe dans 'expreffion =-[—a],
fignifie qu’il faut ajouter la dette —a, ce qui donne
—de

48. LA raifon de toutes ces opérations eft fondée
fur ce principe., que le produit de la racine quarrée , ou
cube , ou quatrieme , &c, d’une quantité, par la racine
femblable d’une autre quantité, eft égal  la racine pa-
reille du produit de ces deux quantités. Or , e principe
eft évident ; car puifque le quarré d’une quantité. telle
que ab eft «*b*, que fon cube eft 2%*, que fa quas
trieme puiflance eft a*h*, &c, il s’enfuit récipro-
quement que |/ a*h* =ab = Va*x )/ b* 5 que
V/ @b =ab=)/a*x ]/ b ; ainfi des autres quantités

pareiiles.

49 St les deux faGeurs de la multiplication font des
quantités radicales de difiérentes efpéces, on commen-
cera par Jes ramener a la méme efpece, en fubftituant
aux fignes radicaux , les fractions exponentielles cot-
refpondantes, & en réduifant enfuite ces fractions au
méme dénominateur 3 ce qui rappelle ce cas au précé-
dent. Qu’on ait, par exemple, 2 muitiplier 4]/ a par

+]/bz ; pour —-i-—]/a s j écris +a':“ , & pour 4=/ b*,
jécris ==b ;5 je réduits (Aurith. 91) les deux fra&tions
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exponentielles ; , 3 au méme dénominateur ; elles dé-

1
viennent <, *, en forte que 42" eft la méme chofe

ki
3 % 2 A
que 4%, ou -—i—]/a’ , & +b7 eft la méme chofe
4
que 455 , ou 417 b*: or, par le cas précédent, le
produit de 4]/ a* par .-}-]Vb*, elt 4-1/ a’*, ou
g 4 ¥
+ashs,
: L S SO
50. ON peut, au lien de -2°b% , écrire {implement
1 2
4-a7b7 , en laiffant les fractions exponentielles fous
leur premiére forme. Mais nous avons enfeigné le
moyen de ramener ces fradtions, ou les radicaux
quelles repréfentent, & la méme dénomination , parce
qu'il eft utile de favoir faire & de pratiquer cette opé-

ration dans plufieurs cas.
On trouvera de la méme maniére que le produit de

—V/ a* par -]/ B, eft — '/ a®bh?; ou —ai—s;b%,
ou —-a%b_%; que le produit de —]/ a par —}/ [a*4-8*],
eft 1/ a’[2* 4 5]* , ou -I-—a-lf_‘? [&* + P*] s , ou
-l-a':_[a’ —f—b;]}'; qué le produit de 4-4.4]/ a* par
—5 c]/b‘ , eft —2oac'/a3£:9 , O — 204ac. a%bi,
ou—20 casba,

51. TouTks ces opérations font évidentes Pour en
fentir la juftefle , il fuifit de voir qu’une quantité , telle

m am ; Lukd . .

que a” , eft la méme chofe que 2**, oua® ,ou a®,
&c, Or, cette identité eft manifefte, Car, par exemple,

SCD LYON 1




.

28 ArctereE;

- m
en doublant Pexpofant dea”, ceft-d-dire, en écrivant
2m m
a " ,jéleve a " au quarré, & en prenant enfuite la moi-
m
, C’efta-dire, en écrivant a2#,

tié de Pexpofant

am
je tire la racine quarrée de a * . Ces deux opérations
m
réunies ne changent donc rien 2 la valeur de 4™, &

a2m m

onaa*"=—¢a". Ainfi des autres.

52. St on avoit plus de deux quantités radicales i
multiplier enfemble, on multiplieroit d’abord I'une par
Pautre les deux premicres , puis on multiplieroit lo |
produit réfuitant, par la troifiéme ; ainfi de fuite. Par
exemple , pour effe@uer le produit |/ ax /bx]/c,
je muinplle d’abord Va par I/ b, ce qui donne le

2

produit 2 b ou a b‘ , ou ]}/ 'b* 5 enfuite je multi-

1 1

plie ce produit par |/c, ou ¢*, & j'ai a’b' *,ou (en
réduifant les trois fractions exponentielles au méme

[‘! £ [
» & -H _. f 3
dénominateur ), a’*b**c**, ou PP 2 bics,

53. JE finis par un exemple de multiplication de
polynomes, dans lequel on fera I'application de tout
ce que nous avons preflcrit pour la multiplication des
monomes ou il entre des radicaux. Le calcul de cet
exemples’exécute d'ailleurs a Pordinaire, en multipliant
tous les termes du multiplicande, par ceux du multi=
plicateur , & en ajoutant enfemble tous les produits
partiels,
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CmarrTxre IV, 28,

"EXEMPLE

Multiplier . . « . « 4 « -—-ja°+7mn+]/a6fh
Parevevsnevninse —7m4=8) a*bh?

Produic 35 a’m— 49 mn— 7m ]/abfh R
40a' )/ a’b = s6mn |/ a’b 4= 8 VW abiphs , ou

8 1
35a*m — 49 m*n — 7m |/ abfh — 40 a3b3 4
§6mn a3b3 4 840 "if":_le?.

C H AP LT RoEN,

Divifion des quantités Algébriques.

54.D1 VISER une quantité par une autre, c’eft en
chercher une troifiéme , qui multipliant la feconde,
donne un produic égal 4 la premiere. Le dividende
peut donc étre regardé comme le produit du divifeur
par le quotient.

55 I fuit de-1a & de Particle 30,
1°. Que {1 le dividende & le divifeur ont tous deux
le figne ~~, le quotient aura aufli le figne 4. Cette

y . DR jugh 4! ol
régle s'exprime ainfi en général , — donne -~.
-

2° 8i le dividende-a le figne —~, & le divifeur le
,figne — , le quotient aura le figne —. Cette régle

k] . . » ’ +
gexprime ainfi en général , — donne —.
s
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36 ALcERRE;
3° Sile dividende a le figne —, & le divifeur f&
figne 4=, le quotient aura le figne —., Cetre régle |

s’exprime ainfi en général,: donne —.

4%, Si le dividende & le divifeur ont tous les deux |
le figne —, le quotient aura le figne ~~. Cette régle

s'exprime ainfi en général , — donne —~.

Tout cela eft évident , puifque le produit du divi-
feur par le quotient , doit avoir un figne qui foit celui

du dividende.

S ECT IO N L

Divifion des quantités rationnelles.

56. Qu'on ait d’abord un monome rationnel &
divifer par un autre monome rationnel : cette opéra-
tion fe fait en écrivant le figne qui doit précéder le
quotient,, conformément a la régle que nous venons
de prefcrire, & en effagant enfuite les lettres commu-
nes au dividende & au divifeur. Ainfi, le quotient de
la quantité 4= ab , divifée par la quantité ==z, elt +4-b;
le quotient de la quantité — abh divifée par - ab, elt
— h 3 le quotient de la quantité —— mnpq , divilée par
g, eft = mp.

En effet, puifqu’on multiplie (32), en écrivant les
lettres les unes & c6té des autres, & ¢én affeftant le pro-.

duit du figne convenable, il eft clair que réciproque-
ment on divifera, en effagant les lettres communes au
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Jividende & au divifeur, & en affeGtant le quotient du
figne convenable.

§7. QuELQUEFOIs il n’y a pas de lettres communes

au dividende & au divifeur : alors la divifion ne peut

que s'indiquer. Par exemple, on ne peut qu'indiquer
la divifion de a par b; & la manicre de lindiquer eft

a . A ”

7 Dans cette expreflion , a doit étre regardé comme

Je numérateur d’une fra@ion dont b eft le dénomina-
a

teur ; en forte que fi 2 vaut 6, & b, 7, Vexpreffion—-

revient 2 la fraction £,

Quelquefois les lettres du divifeur ne fe trouvent
qu'en partie dans le dividende : alorsla divifion fe faic
en partie, & s'indique en partie. Ainfi, en divifant

d e
= gbcd par == abh, le quotient e{’c—-ih—; en divi-

fant — mnpg par — nrs, le quotient eft - 2y
rs

5 8. LorsQUE le dividende ou le divifeur , ou tous
les deux , ont des coéfficients différents de P'unité, il
faut divifer , fuivant les régles de I'Arithmétique, le
coéfficient du dividende par celui du divifeur, & en-
fuite divifer lesquantités littérales, comme nous venons
de expliquer. Ainfi, quon ait 3 divifer — 15 abb par
= 3 ab, le quotient eft — g b. Le quotient de la quan-

tité — 35 mnpq , divifée par — 7 amn , eft 4= A
a

§9. St dans le dividende & dans le divifeur, il fe
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32 ArLcEBXE, '

trouve une méme lettre avec des expofans difiérents, It
divifion de ces deux quantitésfe fait en retranchant, de
Pexpofant du dividende, 'expofant du divifeur. Ainf
a* 8 a5 b2 :
et Tt e=gt =l b =2 atl;
az 4a3b
sa?hic? sa7—6b4 —2c2—1 sab2c

o . En effet,

7ab3c 7 o il
a4 aaaa

n’eft autre chofe que

, qui devient ( en effec
a* aa

Slli:-z ’
({3{) I

i

tuant la divifion ) , aa ou a*, De méme,

8 aaaaabb :
— 2 aab =2 a*b; ainfi des autres.

4 qaab
. ¥ a
60, ON voit par-la que ¢°==1;car 1 =—=
a
at ? s P g
—=ga""*==a", Ainfl, route quantité élevéea la
a
puiffance 0 vaut 1 ; car une telle expreflion repréfente
toujours le quotient d’une grandeur divifée par elle-
méme; quotient qui eft néceffairement 1, puifque toute
grandeur fe contient une fois elle-méme.

61. St Pexpofant d’une lettre dans le dividende eft
moindre que Pexpofant de la méme lettre dans le di-
vifeur , on aura un refte négatif, en retranchant le fe-

. . a*
cond expofant du premier. Ainfi, —==0*’ —=a%
a

7a3l®
ashs
Il eft évident que fi on avoit commencé par fuppri= }
mer les lettres communes au dividende & au divifeur,
on |

= gad T T e=ga i,
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. a* I a® 7a3l?
Cn auroit el ———r—— =g 3
at a? a3 ashs
7 7a°ho

U e vt Ll S

62.PAR-LA, on comprend lafignification précife des
expofants négarifs qu'on employe fréquemment dans
FAlgébre. Une lettre qui a un expofant négatif, re-
préfente un divifeur égal i cette lettre affeGtée du méme
expofant pris pofitivement ; C’eft-d-dire , par exemple,,

A I
que a=*, ou ra=* eft la méme chofe que ;

al-

bl
4b*a= eft la méme chofe que 4“ .
[t

63.Tour cela pofé, nous pouvons divifer un poly-
nome quelconque par un monome. Voici un exemple
de cette opération, dans lequel on trouvera une appli-
cation de toutes les régles précédentes. Les termes du
dividende font divifés fucceflivement par le divifeur,
& Ja fomme de tous les quotients partiels, forme le
quotient total. _

Ilefta propos , pour faciliter Popération, d’ordonner
le polynome, c’eft-3-dire, d’écrire fucceflivement, en
allant de gauche 2 droite, tous les termes ol une lettre
choifie & volonté a les plus grands éxpofants, & de
divifer enfuite, dans le méme ordre, chaque terme du
polynome par le divifeur,

ExeEmpieE

Divifer le polynome a*b* —=2a3d gat— g.abcd,
r par le monome — 2a* ?

C




ALGERBRE;
e polynome par rap=

34
Je commence par ordonner |
ort & la lettre a qui {e trouve au dividende & au divi-

feur ; je difpofe ces deux quantités, comme pour les

umériques , & comme on le voit ici. Enfuite |
je divile tous les termes du dividende par le divifeur,
& jécris chaque quotient partiel , 3 mefure que je le |
trouve. La fomme de tous les quotients partiels forme |

le quotient totals

—

quantités n

Dividende. Divileur. :
1a‘—24‘d+a'b'-—-4abcd& — 2a°%.
Quotient. ; 3 I
A d
—2a* 4+ ad——+ e
% a !

64. Qu'oN ait maintenant 3 divifer un polynome
ynome : on commencera par ordonner le
Je divifeur par rapport d une méme lettre; |
fera toutes les parties du dividende par le Ii

fuivant  peu prés les mémes procédés que |

par un pol
dividende &
puis on divi
divifeur, en

dans P'Arithmétique. Cela sentendra

mieux par des

exemples.
ExeEmPprLE L
Divifer le polynome. « « . 3ab*— 3a*b-+a>—V,
par le polynome . « « « e e = v . —2ab4a* bt
Divid.  @* — 3a*b-+3ab*—0}, Divifeur.
— a*+ 2 a*b—ab*, a? — 2.ab -+ b
—_'l ¢ relie '__'a'jb -+ 2 (Ib’ 7 b‘ 3 Quotient, 5
d-a2b—2ab* = 1b?, saih

2° relte o
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Jordonne d’abord le dividende & le divifeur par
rapport a la méme lettre a.

Cela pofé, 1° je divife le premier terme du divi-
dende par le premier terme du divifeur ; & comme ils
font cenfés avoir tous les deux le figne -4-, le quotient
aura aufli le figne - qu’on pourra fupprimer, parce
qu’il commence la phrafe, Or, en divifant &* par a2,
on a pour quotient la lettre a que j’écris 3 Pendroit du
quotient. Je multiplie le divifeur entier 4*—2ab b2,
par le quotient partiel «, ce qui donne le produit 2> —
24* - ab*. Ce produit doit étre retranché du divi-
dende. Ainfi je Pécris, fous le dividende , avec des
fignes contraires & ceux qu'il a; & aprés avoir fait la
réduction, C’eft a-dire, aprés avoir effacé les termes qui
fe trouvent avec des fignes contraires au dividende , &
au produit dont nous venons de parler, pris négative=
ment , j’ai le refte — a2b—-2 ab*— b’ qu'il faut divifer
par le divifeur a>— 2ab 4= b2,

2° Je fais cette feconde opération, en divifant le
premier terme — b du dividende, par le premier
terme 2* du divifeur; j'ai pour fecond quotient partiel,
—b que j’écrisa la fuite de la premitre partie « duquo-
tient total, Je multiplie le divifeur entier, par —b;
ce qui donne le produit — a2b = 2ab*—b? que jécris,
avec des fignes contraires , fous le dividende. Et
comme aprés avoir fait la réduction, il ne refte rien, je
conclus que le quotient exa@ de la quantité a*—
3@ 3 ab*—b? divifée par a*—2ab =42, eft a—>5,




R e ———— -

=

p.:zr........................a+b?

ArctsreE;
Exgmepre IL

Du'zﬁ“r....................a‘—}-—b‘,

Dividende a' +bf
2 Divifeur 4= b

i 5 df e Ly a‘fb :
I refte — a%h 47, Quotient, !
4= ath+-a’b?, at—a3b=a2br — ab’ 4=bt

2% refte * a’br 4= b7,

— athr — a2b?,

3 refte — a*b? 4= b7,

- @%b 4 abt,
4° refie ab* 4 b*,
—ab*—b7,
jc relte o

1°. Le dividende & le divifeur étant ordonnés pat
rapport & a, je divife le premier terme &' du divi-
dende , par le premier terme 2 du divifeur ; il vientle
premier quotient partiel a* que fécris a fa place. Je
multiplie le divifeur a5 par a*; & Pécris le produits
avec des fignes contraires, fous le dividende ; il vient
a5 — a*b. Faifant la rédu@ion du dividende & d¢
cette quantité, on a pour premier refte, ou pour fe
cond dividende partiel ordonné par rapport & 4, la
quantité — a*h -+~ b,
~ 2° Je divife le premier terme —a*b de ce divie
dende, par le premier terme  du divifeur ; il vient le}
fecond quotient partiel —a*h que Jécris 3 la fuite do
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premier ; je multiplie a4b par —a3h; & j'écris le pro-
duit, avec des fignes contraires, fous le dividende; il
vient a*h—-a*b*, Faifant la rédu@ion » le fecond refte,
ou le troifiéme dividende partiel eft a*b*—= b7,

3% Je divife le premier terme a%5* de ce dividende
par a; il vient au quotient - a2 que j'écris ; je mul-
tiplie le divifeur a—-b par azb>, & j'écris le produit ,
avec' des fignes contraires , fous le dividende ; il
vient — a’b* — 4243, La réduion érant faite, on a
—a*h* = b7 pour troifieme refte, ou pour quatriéme
dividende partiel. ;

4% Je divife — 220 par a ; il vient —ab’® pour qua-
trieme quotient partiel ; je multiplie le divifeur -4 &
par —ab?, & jécris le produit , avec des fignes con-
traires , {ous le dividende; il vient 4=a2b? 4=ab*. La
réduction faite, on a abt—-5* pour quatrieme refte,
ou pour cinqui¢me dividende partiel

5% Je divife ab* par « ; il vient b* pour cinquitme
quotient partiel ; je multiplie a—=b par b*, & j'écris le
produit, avec des fignes contraires, fous le dividende;
il vient — ab*— b3, La réduction faite, on a o pour
refte. D’oll je conclus que le quotient exa& de la quan-
tité a4 b7 divilée par a=b, eft a*—a*b - a2b* —
abd = b*,

65. QUELQUEFoOIS, aprés avoir ordonné le divi-
dende & le divifeur, par rapport & une lettre, il fe
trouve plufieurs termes dans lefquels cette lettre a le
méme expofant. Alors il faut difpofer tous ces termes
dansune méme colonne verticale,

C iij
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38
ExeEMPLE

Divifer. « .« 108’ 411 arh—19abc— 15 a*c
3ab=—1—155c1—5b=c g
Pare o eesonasennons 3ab+gar—ysbe?
Fordonne le dividende & le divifeur par rapporta
lalettre @, & jai 10 @3 4=11a2b—15 a*c—19abe+
3 ab* =415 be*— 5 b*c a divifer par §a*—=3 ab— sbe,
Or, comme dans le dividende , il y a deux termes qui
contiennent a*, & deux qui contiennent @, je difpofe
mon dividende & mon divifeur, comme on le voitici
Divid. I0@’~~1 Ia‘b—-lgabc—}- Ijbc’-—fé‘c, Divifeur:

{ — 1§ a*c—3ab> sar=t-3ab—sb
— 104’ — 6 a*b+104abc, e
sarb—gabc -1 §ber—sbc,

—15arc+-3ab?

— s a*b—3ab*~4-§ b2,

2° rete ~—1§a2c—Qabc=15bec*,

+=15arc4=9abc—15be*,

3° relte (o]

1°, Jedivife 104’ par 5a*; il vient 24 au quotient;
je multiplie le divifeur par 24, & j’écris le produit,
avec des fignes contraires, fous le dividende. Puis
ayant fait la réduction, j'ai le premier refte écrit ci-
deflus.

2° Je divife le premier terme sa*b de ce refte
par 5a*; il vient =-b au quotient ; je multiplie le di-
vifeur par = b, & ayant écrit le produit, avec des

Quotient.

l"reﬁeg 2a-4-b—30
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fignes contraires, fous le dividende, puis ayant fait 1a
réduction, on a un fecond refte écrit ci-deflus.

3°. Je divife le premier terme — 15a*c de ce refte
par 5a* , enfuite ayant fait les mémes opérations que
ci-devant , il ne refte rien. Ainfi la divifion eft ache-
vée, & le quotient exact eft 2 a4-b—3ec.

66. LEs Commencants doivent beaucoup s’exercer
3 la pratique de la divifion. Ils acquerront habitude
de faire cette opération facilement , & quelquefois
méme 3 la feule infpection du dividende & du divi-
feur, en multipliant enfemble des polynomes, & en
divifant enfuite le produit, par I'un des fatteurs dela
multiplication. C'eft par les mémes moyens qu'on
apprend  décompofer les quantités en leurs facteurs,
lorfqu'elles en ont d’autres qu’elles-mémes & Funité.

Par exemple,, qu'on ait la quantité aa — bb : on voit

fans peine, avec un peu d’'ufage du calcul, que cette
quantité eft compofée des deux facteurs a+-b,a—b,
ou bien que aq — bb= (a=+b)x(a—"b). On
voit de méme que m* 4=n*= (m—4=n}/— 1) %
(m—n]/—1) ; que az—=2 ab~+-bbh=(a=4=b)x*
(a4b)=(a—b)*. Ces fortes de décompofitions
ou de transformations font d'un fréquent ufage dans
les calculs algébriques.

67. Lorsque le divifeur n’eft pas contenu exacte-
ment dans le dividende, comme cela arrive trésfou-
vent, la divifion ne fe fait qu'avec un refte; elle ref-
femble en tout & celle des quantités numériques. Par
exemple, qu'on ait a divifer 2* =2 ab4-b* 4= ¢*,

Civ
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par a=-b :on trouvera que le quotient eft 2 b, & |
que le refte eft c*; de forte qu’en indiquant la divifion |
de ce refte, par le divifeur , le quotient total eft

a—+b—+ )

+6 ._

68. Dans ces fortes de cas, ol la divifion ne peut |
pas fe faire exactement, le quotient peut étre repré- |
fenté par une {uite infinie de termes , dont chacun en
particulier eft un monome. Par-la, on fe débarraffe de
toute quantité complexe au divifeur, ce qui eft fou-
vent utile dans ’Algebre. Cette opération fe fait, en
pouflant la divifion a I'infini, de la maniére qu on va
expliquer fur exemple fuivant.

ExEmM©®?P0LE

Divifer a Isinﬁni ¢* par a=b?

Divid,  ¢*, Divifeur  g=j=b
__cz_i : Quortient '.‘._
’ éx c*h (5 ks
. I refte— id . ¥ T &3 -
2 c*b3 cib4
c*h ol s Y 5 &c.

SCD LYON 1




CaparrxTrE V. 41

c2bhs3
3‘reﬁe——--——,
a3
eha ot
a3l a4t 8
c2h4
elte _—
4 = -+ o >
c2bh4 c2bs
=r a% o a’s E
§€ refte &c.

1°. Je divife le dividende ¢ par le premier terme 2
du divifeur , ou plutét ( 57 ), jindique cette divifion,
parce que le dividende ¢ & le divifeur a n’ont pas de

CZ

lettre commune. Le quotient eft — , que jécris & la
a

place od il doit étre. Je multiplie le divifeur a—bpar

L3 b 4 » . -
— , & j'écris le produit , avec des fignes contraires,
a

fous le dividende. Puis ayant fait la réduction, jai —

b % 323
—— pour premier refte , ou pour fecond dividende

partiel,
2% Je divife ce dividende par le premier terme 2
. . .y & :b - -
du divifeur, & j'ai — < pour fecond quotient partiel
e

que ’écris 3 la fuite du premier. Je multiplie le divi-
2

b i 3
feur 2 b par — < & jPécris le produit , avec des
=

fignes contraires, fous le dividende. La rédution faite,
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]
jai = ——— 5 pour fecond refte, ou pour troifiéme|

dividende partle! a divifer par a4-b. }

On continuerala divifion tou]ours de la méme ma-|
ni¢re. Il eft évident qu’elle n’aura pas de fin, & quelle
donnera continuellement de nouveaux termes au quo- |
tient. Le quotient total fera donc exprimé par cette
{uite infinie.

c? c*h c2phs) c*h? c2bhe
—_—— - —— — &,

a? a? a4+ as

Comme chaque terme de cette faite a ¢* pour unde
fes fa&teurs, elle peut étre écrite {ous cette forme,

I b &% LE b+
c*x(-——— — —_ - —-—&'c.)
a a

as’ a+ a’s

69. ON voit facilement que tous les termes de cette
méme fuite iront en diminuant de grandeur, fi 2> 5;
& qu’au contreire, ils iront en augmentant, fi a<<b.

En effet, comparons d’abord enfemble les deux pre-

. 1 b ; ;
miers termes — & — —— , en faifant abftraction de
a a

leurs fignes, ou en les fuppofant affectés du méme figne.

> 1 ?
Sionaa>b, onauraaufli o : car puifque

a>b, il eft clair qu’en divifant les deux membres pat

la méme grandeur a2, on aura G: e 3 62 , oubien
T
T a
1 b
veroit —E-< =
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" On fera voir d’une maniére femblable, qu’en fup-

pofanta>>b, le fecond terme —%—_— eft plus grand que

2

Je troifi¢me , & qu'au contraire , en fuppofant

a3’

a<b, le fecond terme " eft plus petit que le troi-

2

; ainfi de fuite, D’ott nous pouvons con-

fieme
al

clure en général que les termes de la fuite iront en
diminuant ou en augmentant, felon que z fera plus
grand ou plus petit que &.

0. ON appelle fuites convergentes, celles dont les
termes vont en diminuant , & fuites divergentes , celles
dont les termes vont en augmentant. Une fuite peut
converger ou diverger plus ou moins rapidement,
felon que fes termes vont en diminuant ou en aug-
mentant, par des fauts plus ou moins grands.

71. LorsQu’uNE fuite converge rapidement , il
{uffic de prendre quelques termes du commencement ,
pour avoir, 3 peu de chofe prs, la valeur de la fuite
enticre. Par exemple , ayant trouvé par la méthode
de larticle 68, que la valeur générale du quotient

and’ » i » . » * » -
‘indiqué ———» peut étre exprimée par lafuite infinie,
1 b b* b3 b4 &
a a* n. as  at e s e

fiPon fuppofe = 100, b=1, & qu’on prenne feu-
lement les deux premiers termes de cette fuite, on aura

SCDLYON1
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¥ T

2 z 99 o,
, Ceft-a-dire,———, en réduifant les
100 10000 10000

deux fractions au méme dénominateur, puis{ouftrayant
la feconde de la premicre. Or, cette dernic¢re fration

. b 1
ne differe pas beaucoup de la fration ———— , ou
100 == 1

, qui eft la valeur totale de la fuite. Carréduifons
1ol

99 h ’
& ——— au méme dénomina-
101 10000

les deux fractions

teur,, pour pouvoir les comparer plus facilement

10000

enfemble ; elles deviendront relpectivement
Ioloooo

& —22_; dou Pon voit que leur différence eft
1010000
prefqu’infenfible.

On approcheroit davantage, & de plus en plus, de
la valeur enti¢re de la fuite, en prenant enfemble fes
trois premiers termes, ou fes quatre premiers termes
ainfi de fuite.

Il eft clair, par la raifon contraire , que {i une fuite
eft divergente, on s'éloignera de plus en plus de fa
valeur totale , 3 mefure qu’on prendra plus de termes
du commencement. On ne peut donc prendre les
premiers termes d'une {uite qui en a une infinité, pour
exprimer, a peu de chofe pres, fa valeur totale, que
quand cette fuite eft convergente, Plus elle converge
promptement , moins il faut prendre de termes du
commencement , pour la repréfenter d’une maniére
approchée,
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72, L’EXPRESSION

eut étre développée en
a8 P PP

fuite infinie , de deux maniéres, felon qu’on regardera
aoub, comme le premier terme du divifeur, Dans le
premier cas,.la fuite infinie eft

1 b i b3 b4
(AJ T_ a; + a3 S— i a5 "_-"&Cl
'Et dans le fecond, la fuite infinic eft
B L_ a a2 T a3 a+ :
(B) - pag sy TR 7

Or, lorfque 2>> 5, la fuite (A) eft convergente 5
& la fuite (B) eft divergente ; au contraire, lorfque
4<lb, la fuite (A) eft divergente, & la fuite (B)
et convergente. Ainfi, lorfque >4 , il faut fe
fervir de la fuite (A) pour repréfenter le quotient

: » & lorfque a<<b, il faut fe fervir de

indiqué
5 g a-+b
la fuite (B) pour repréfenter le méme quotient.

73. St on avoit a==b , 'une ou lautre fuite de=
viendroit également,

I I I 1 I I
————— — - — — — &,
a a a a a a

Or, comme chaque terme eft détruit par le terme
fuivant , il paroit s’enfuivre que la'valeur totale de
lafuite eft 0, tandis que cette valeur doit étre réelle-

ment

ou
2a 2 b

dans ce cas, la fuite n’eft pas convergente, & que fi
Fon veut employer quelques-uns de fes termes pour

. Mais il faut prendre garde que
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exprimer la quantité » on ne peut pas fe difpenfer

24a
d’ajouter a ces termes, le refte de la divifion, divif¢ .
par le divifeur.

Si, par exemple, on arréte la férie au fecond

I T 1
terme —— ; 4 la fomme — — — des deux pre-
a a a

miers termes qu’on trouve (68) en divifant 1 par
a-+a, il faudra joindre le quotient du fecond refte

8 B ’ 1
1 de la divifion, divifé par a2, C’eft-d-dire, ——:

24
1 1 1 Gy I

alors on aura — — — , Ceft-a-dire, .
a a 24 2 4a

I

pour la valeur de , comme cela doit étre.

: . A : 1))
Si I'on arréte la férie au troifime terme 4~ —,
a

- 1 r b > ;
3 la fomme ~— — — ~~ —des trois premiers termes
a a a

provenants de la divifion, il faudra joindre le quo-
tient du troifitme refte — 1, divifé par 2a, Ceft-

O 1 I I
a-dire,, — : alors on aurg — — — == — —
24a a a a

I o I T
w—  ceft-a-dire,——, pour la valeur de —,
24 2a 24

Ainfi de fuite,

RACSZSS
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s ECTTON-IE

Divifion des quantités radicales.

74 Est-1L d’abord queftion de divifer un monome
rationnel par un monome radical , ou un monome
radical par un monome rationnel 2 La divifion ne peut
alors que s’indiquer ; en obfervant néanmoins que s'il
ya des coéfficients, autres que 'unité, au-devant des
quantités 3 ou que la quantité radicale [oit précédée de
quantités rationnelles , la divifion des coéfficients &
des quantités rationnelles, fe fait comme on Pa expli-
qué ci-deflus. Ainf1, par exemple, en divifant =g par
+]/b, on a pour quotient = Ay e B

a

v ™
en divifant — 8 a]/¢ par 4=24b, on a pour quotient
RYL 4c*
gk 6 3 oy = b .

75 ON doit obferver qu'au lieu d’écrire , comme
tous venons de faire, le quatient en forme de fraion,
on écrit fouvent le divifeur A c6té du dividende, en
donnant au divifeur un expofant négatif, Ainfi, Pex-~

preflion —~——— eft la méme chofe que -+~ab_§;
b?

lexpreffion =— eft la méme chofe que —

2
4¢6=*, On traite  cet égard les quantités qui ot des
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expofants fra&ionnaires; comme celles qui ont pout
expofants des nombres entiers (61 ).

76. FauT - 1L divifer un monome radical par un
autre monome radical 2 Je diftingue deux cas ; I'un
ot les deux quantités radicales font de méme efpéce,
Pautre ou elles font de différentes efpéces,

~7. Supposons d’abord que le dividende & le divi-
feur {oient des quantités radicales de méme dénoming
tion. Apres avoir écric le figne qui doit précéder le
quotient , on écrira le figne radical commun au divi-
dende & au divifeur, & a la fuite de ce figne, le quo-
tient des quantités divifées de la méme maniere que f
elles n’étoient point affetées de radicaux. La divifion
des coéfficients & des quantités rationnelles qui peuvent
précéder les quantités radicales, fe fait & Pordinaire,

Ainfi, en divifant -]/ a2b* par —]/ a, on'a pou
quotient — ]/ ab*, ou —a*b*, ou (en réduifant I
fraction exponentielle de 4 a fa plus {imple expreflion),

1
— a*bjen divifant — 84}/ 1om*n* par = gal/ smn,
1 | SO §
on a pour quotient — 24} 2mn, ou — 2ax 23 m'n’;
4 Lo
ou — 23am’n’; en divifant — 7 a* |/ m*nzp’ par—

7:117”1:1

842]/ cmp, on a pour quotient == . , ol
_ 7alymn’r—‘ 7 ::ml‘n%c_% v
= ; , Ol == ——————, Ou bien
1 2 1
encofe 4=7 .8~ ,am’nic  °,
78
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778. ON fe rendra facilement raifon de cette régle,
en confidérant que la divifion eft une opération inverfe
de la multiplication, & que le produit du divifeur par
le quotient doit toujours étre une quanticé égale au
dividende. Ainfi, par exemple, je dis que {i Pon divife

—V apar+1/,le quotient fera —-—V—i;—— En
effet, {i Pon multiplie (47) cette derniere quantité par

+1/b, on aura ——-V—fg-, ou —]/a,quielt le

dividende propofé, Il en fera de méme dans tous les
autres cas pareils,

79- LorsQue le dividende & le divifeur ne font pas

des quanticés radicales de méme dénomination, on peut

les réduire 2 la méme dénomination (49); & alors ce
cas revient au précédent. Qu'on ait, par exemple, X
divifer — |/ 234 Par =1/ a : je réduis les deux
quantités radicales 3 la méme dénomination ; la pre-

s 4
miere devient — 17'a%b* , ou wmgiht | I feconde

3
devient +172%, ou4-a%; & en divifant la premicre
Par la feconde, jai pour quotient —V abt

34 3
—ashé , ou ——aih3,

» Ou

On trouvera femblablement
qQuen divifant — 442}/ b par —2a]/ ke, le quotient

13 bs 12
eft 424 -y ou ~+-2abec"" sy Ol <
¢
e .
2ab%c T ou e 24b73¢ T, Ainfi des autres quan-
ttés pareilles,

D
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8o. DonNoxs un exemple de divifion de polyno-
mes ou il entre des quantités radicales. Je me contente
dindiquer Popération , qui fera facile pour ceux qui
auront bien entendu tout ce qui précéde.

so

ExEMPLE

Divifer. « e v oo a’f)’——’:{ﬂ’b"-{—jﬂbcl/m’n‘v—-
sarba Y/ arc - 35 ab? W arc = 35 be |/ mon’plaes,
................abﬁjbya%?
On fera cette opération i 'ordinaire, en divifant

fuccelivement les différentes parties du dividende par
& retranchant du divi-

fétl".....

le premier terme du divifeur ,
dende, i chaque divifion partielle, le produit du quo-
tient partiel par le divifeur entier. Il 0’y aura point de
difficuleé i Pégard de la divifion ou multiplication des
quantités radicales, puifque toutes les opérations par-
sielles {e font fur des monomes; & qu'elles ne deman=
dent par conféquent point d’autres régles que celles que
nous avons données pour ces dernicres quantités. On
trouvera ainfi que le quotient demandé elt @2b—

7 .ab> == 7¢ )/ menp,
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Des Fraiions Alge’b_rigues.

81, L es fractions littéraléds font, comme [es frac=
tions numériques, les quotients des numérateurs divifés
par les dénominateurs. Ainfi , tout ce que‘nous avons
dit au fujer des fra&ions numeriques, s’applique égas
lement aux fra&ions littérales » en fubftituane qux opé-
rations arithmétiques, les opérations algébriques cor-
 refpondantes , ceft- 3 - dire, addition § addition ,
fouftraction & fouftra@ion » &c. On verra, par cette
correfpondance, la raifon de Ia plupart des calculs que
je vais faire fur les fraGions littérales 5 & cel

a nous
€pargnera beaucoup de raifonnements,

82. REbuzrE une quantitd entiére en une fratlion qui
aitun dénominateur donné ?

Soit la quantité.a qu'il sagit de réduire en une frac—
tion qui ait le dénominateur 4, Je multiplie z par &, &

Iapplique fous le produit ab, le dénominateur 4 ; en
5

2 ad

forte que a eft la méme chofe que =,

83.On voit femblablement que toute fraction peut
étre transformée en une autre de méme valeur , en
multipliant ou divifant fon numérateur & {on dénomi-

fateur par une méme quantité, Ainfi, la fraction v

D jj
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Ao
devient (en multipliant haut & bas par ¢) ,--ﬁ— s la

s - ab ; e
frattion ﬁ__zr’ devient ( en divifant haut & bas
aq—

par a—5), —-;:a-_-}’—

84. RZpvzrE en une feule fraction une quantité com-
pofée dun entier & d'une fraélion ?
Multipliez Pentier par le dénominateur de la frac-

tion , & appliquez fous le tout ce dénominateur.
ac =+ bd

. bd &
Ainfi, a 4 — eft la méme chole que
g

ac—cd —ad

a-= — eft la méme chofe que. ... .
c--a
ac—+ad+4ac—cd—ad 2 ac—cd G
, Ol que ———————, €N fai-
c+d q el

{ant la rédu@ion du numérateur,

85. Trxer les entiers qui peuvent [e trouver dans
une frattion ?

Divifez le numérateur par le dénominateur , autant
que cela fera poflible. Ainfi, ayant la fration

a*4-ab—cd ., . . :
, je divife les deux premiers termes du

a
numérateur , par @, & je la réduis, par ce moyen,

oy ¢ ” :
cette quantité a==b—~—. De méme, la fraction
a i

a®—2ab—=b* - c* 3 : 2 3
devient a—b~= Deticiy 5= en di-
v, PR

a—1b
vifant les trois premiers termes du numérateur , pat
G v b,v
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86, Répvzre plufieurs fractions au méme dénomi=
nateur £

Multipliez le numérateur & le dénominateur de cha-
cune d’elles, par le produit des dénominateurs de tou-
tes les autres, & appliquez , fous chaque nouveau nu-
mérateur , le produit de tous les dénominateurs. Ainfi,

. a C e .

les fractions M, + fe changent refpetive-
adf bef bde
bdf * bdf ’  bdf

ment en celles-ci , qui ont le mé-

me dénominateur.

L’opération fe feroit de méme, fi le numéra-
teur ou le dénominateur, ou tous les deux , étoient
des quantités complexes. Ainfi, les deux fractions

el o deviennent T i)
btc’ f4e 2 (b4c)x(f+e)
(g+h)x(b—+4¢)

, ou bien en effe@uant les multi-

(b+c)x(f+e)
af —bf 4=ae—te by —+-bh+cg+ck

U 4cf +bece * bfd-cf be+ce

plications,

87. LorsQuE les fraGions ont des faGeurs com-
munsa leurs dénominateurs , elles peuvent étre réduites
ala méme dénomination, d’une maniére abrégée , qui
eltutile dans la pratique du calcul, Soient , par exem-

a3’ dfg

le, les deux fraci ol
Ple, les deux fractions b, b

, dont les déno~

Mminateurs ont le faGeur commun b : je vois qu'en

multipliant la premiere, haut & bas, par le faGteur non

commun i du dénominateur de la feconde , & la fe-

conde, aufli haut & bas, par le fadtew non commun ¢
D iij
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du dénominateur de la premiére, je les réduirai tout
de {uite au méme dénominateur. Elles deviendrong
ath cdfy

beh ’ beh

ainfi

88. Asoursr des frallions avec dautres quantites
entiéres ou rompues,

Ecrivez toutes les quantités 2 ajouter, les unesa la
{uite des autres , avec les fignes qu’elles ont, & faites
les réductions dont la fomme peut étre fufceptible,
Qu’on ait a ajouter enfemble la quantité entiere a—¥

bz 2
& la fraction ——— : j'écris a—bf-———; & e
a-4b a+b
réduifant Pentier en une fra&ion qui ait le dénomina-
a8 S e a2
teur a—b , j’ai ———— , ceft-a-dire , ===y
b : a=f-b

. . # o a
Pour ajouter enfemble les trois fractions 4= Ve

S e P PERS £ WA A
B— 3 Cllc—-——"—'—' onr S
3 7 jéc ; 7 f i on réduit ce

tl'Ol'" fr 3&10”‘: au méme anomlﬂateur Oon aura de
bef « bde 1 adf —bef + bde
T e W ou bien, b

H,J

89. Fazr e lafouftraltion des quantités o il fetrouve

des fratlions ?

Changez les fignes de la quantité que vous devez
fouftraire, & en cet état, écrivez-la i la fuite de celle
dont elle doit étre fouftraice. Ainfi , pour retrancher

b? b*

de a—1b 3 JLLllb G ] e —— ATy & en
a——b a-+0 ’
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; i E a*=b*~b* .
réduifant tout en fraction, je trouve ————, ou bien

a* — 2b* : = : a g o
, Pour fouftraire =——=a de , Jécris
- a—b
aa - aa—ab 2aq— ab
o——}=a , ou bien . , Ol X
a—Db a—b a—b

. " g . a@
Pour fouftraire la fraction sk de la fraion )

P g c s 58
jécris ———-, & en réduifant les deux fractions au
% : it ad —+lbc o e
méme dénominateur, on aura —-—-— pour reiuitat

de la fouftraction. .

90. Murrrprrer enfemble une fraftion rationnelle,
& d’autres quantités, entiéres ou rompues ?

Si Pon doit multiplier un entier par une fraction,
ou une fration par vn entier, on multipliera Pentier
par le numérateur de la fra&ion, fans toucher au déno-
minateur. Et {i "on doit multiplier une fraction par une
fration, on multipliera numérateur par numérateur, &
dénominateur par dénomi‘-n teur. Ainfl, le rélultat du

am

produit indiqué ax — eft o —— ; le réfultat du
4 h 20akh
produit mdqw-——-——v—-—jr,eﬁ»—i—- e
78 78
réfultar du produit indiqué —5- PR | T
n i.'H

91. Murrzprrzr enfemble des quantités ol il [
trouve des fractions radicales ?

Puifqu’on multiplie une fraGion par une autre, en
multipliant numérateur par numérateur , & dénomina-

™

D iv
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teur par dénominateur , il eft clair qu'on élevera une
frattion au quarré, au cube, 3 la quatri¢me puiffance,
&c, en élevant chacun de fes deux rermes au quarré,
au cube, 2 la quatrieme puiffance, &c. Donc récipro-
quement la racine {econde, ou troifieme , ou quatriéme,
&c, d’une fraction, eft une frattion qui a pour numé-
rateur la racine feconde, ou troifiéme , ou quatrieme,
&c, du numérateur, & pour dénominateur la racine
pareille du dénominateur. Or, cette dernitre fraction
peut étre confidérée comme le quotient de fon numé- |.
rateur divif€ par fon dénominateur, de la méme ma-
nicre que {1 fes deux termes étoient des quantités
rationnelles. Ainfi, la multiplication des quantités ol
il entre des fractions radicales, fe fera par le moyen de
Yarticle précédent , & des principes que nous avons
donnés (445 47 49 ) pour la multplication des quan-
tités radicales qui ne contiennent point de frafions.
Qu'on zit, par exemple, la quantité —ab & multi-

plier par la frattion radicale V-—;-—:comme cette

fra@ion eft la méme chofe que , la queftion fe ré-

duit & multiplier I'entier — 2% par la frattion -—‘—‘/;E-—,
n

de laméme maniére que {iles deux termes de cetre frac-
tion étoient des quantités rationnelles; le produit eft

aby/m abm® o

dont s 20T ————, Ou —abm’n —3.De
vn

ﬂ:

méme, le réfultat du produit indiqué — 6422
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6 a‘Vm" zcba’]ym"
--5bou-- r/ﬂz X--'j'b, eﬁ"l""'“*‘*]?';z—“—'.
Eazm'; 2 i
on = 301 ,0u == 30ba*m’n ¥, ou ~=
ns

3oba’V 11: ¥

" Si on avoit 3 multiplier enfemble deux fra&ions

. 3 a 4 m
. radicales, telles que——-V frE b VT;OR

Va

mettroit la premiére fous cette forme — ,&la

4
. m : S
feconde fous ceile-c1—-—-—41(——-: alorsil s’agiroit d’effec-
n

y

14 4
tuer la multiplication indiquée — R e
Ve Vn
V axl/m
Vbx}/n vk
aimt % o 3 1

, Ou—a‘m*h *n  *, ou (en réduifant

¢ qui donne le produit == — ou

1 1

bint

tous les expofants fraGionnaires 3 la méme denomi-
3

(3

3 4 3
nationy), =~ a'*m'*b  **an **, ou =

12 a‘_m}

LR

92. Fazrrela divifion des quantités oi: il ne [z trouve
que des fractions rationnelles ?
Si le dividende eft une fraGion, & le divifeur un
_entier , multipliez le dénominateur de la fraction, pap
Yentier , fans toucher au numérateur. Et {1 le divifeur
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eft une fra&tion, renverlez cette frattion, & en g
état vous la multiplierez avec le dividende. Ainfi, g

a

be

divifant —--%-par ~-c, le quotient eft — ;e

e a m ; = a
divifant = — par -+ e le quotient eﬂ—-—-T X +

n : .
—, ceft-a-dire en effeGtuant la multiplication, =
m

an

tm * _

93. Farre la divifion des quantités o il fe trom
des fractions radicales?

Une racine quelconque d’une fraction n’eft aue)
chofe (91) que la racine femblable du numérateu,
divifée par la racine auffi femblable du dénominateuti}
ce qui donne une fraction par rapport a laquelle oif
opérera , comme nous venons de le prefcrire pou}
les frattions rationnelles. Ainfi, qu'on me propok

de divifer-—-—V—; par m: je change la fradion

én celle-ci: —

Va

a 3 ;
75 ; & jal pour quotient —

. Sl eft queftion de divifer la fraction :-'

3 tf__— - o 4 mn i h
V-- par la fraction V - ,I]echange

a
premiere frattion en celIe-ci-———W , & la fecond|

“en celle - ci —

P

: alors il S'agit de divifer *‘
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]Za

/a Vm
- —— 5 1 1 ftii= ——
7 par V e quotient e Vs x

4 3 (B
—1—/—H—,c’eﬁ—z‘1-dire, VoexVa , ou ==

/'m = Vb x ]’/T-
ars TR Dy &AL
——,ou-+an*h m  Hou-avnvb m
bim#
2 q4nd
5 +V bim3 °
94. REpvrx une fratlion d fes moindres termes #
Apres avoir ordonné les deux termes de la fradtion,
par rapport 3 une méme lettre , il faut divifer celui
des deux termes, ol cette lettre a le plus grand expo-
fant , par le fecond , & pouffer Popération tant quelle
elt poflible, conformément aux régles ordinaires de la
divifion; enfuite il faut divifer; fuivant les mémes con-
ditions , le fecond terme par le premier refte ; puis le
premier refte, par le fecond refte ; ainfide fuite, jufqu’a
cequ'on parvienne 3 une divifion exaéte : alors le der-
nier divifeur eft le plus grand commun divifeur desdeux
termes de la fraGion propofée. Si on ne pouvoit pas
parvenir A faire une divifion exacte, la fraction feroit
iméductible. On voit que le procédé eft abfolument
le méme pour les fractions littérales que pour les frac-
tions numériques,

1 1

95. L’appricaTion de cette régle 3 la pratique
Peut érre fimplifice & facilitée par les obfervations
{uivantes.
On ne change rien au commun divifeur de deux
Quantités, en multipliant ou en divifant lune de ces

L]
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quantités par un facteur qui n’eft pas divifeur de Pautrg
g ab
, dont lg

ac
deux termes ont a pour divifeur commun : en muk
tipliant Je numérateur ou le dénominateur par um
abd

Qu’on ait, par exemple, la fraction

quantité d, on formera la nouvelle fraction N

ab .
o at dont les deux termes n’ont pas d’autre dive
ac

feur commun que 2. Mais {i la quantité par laquelle
multiplie un des termes de la fra&ion, étoit divifew
de l'autre terme, alors on changeroit le divifeur com-
mun, Par exemple , qu'on multiplie le numérateur é}

ab

la fra&ion par ¢, qui eft divifeur du dénominz

ake

teur , on formera la fraGion , dont les deux ter

mes ont, pour divifeur commun, ac, & non pas fims

plement 2 comme tout-a-I’heure. De méme, i l'l
ab

multiplie le dénominateur de la fraction , parly
qui eft divifeur du numérateur, on formera la fraction

,dont les deux termes ont pour divifeur com

ab
abe _
snun ab , &non a fimplement. On ne conferve dont
le méme divifeur commun aux deux termes duni},
frattion , qu'en multipliant on en divifant Pun de ¢
termes par une quantité qui ne foit pas divifcur &
Pautre.
Appliquons ces principes a des evemples.
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Exempepre L

a3 4 ab?—a?*b—ph3
4a% =200 —4a3 b4=24h3

Réduire la fraction

d fes moindres termes ?

Jordonne tout par rapport 2 la lettre 2, & je prens
le dénominateur pour dividende, & le numérateur
pour divifeur. Cela pofé,

1°. Comme 2 a divife tous les termes du dividende ,
&ne divife pas ceux du divifeur, je commence par
délivrer le dividende de ce divifeur, pour fimplifier

| lopération. Il me vient ainfi 24’ — 2 a2 b— gbt 3

adivifer par @ — a*b—=ab*=4*, Le quotient eft 2 :
& le refte — 3 ab*~4-3 %

2° Je prens pour dividende le divifeur 23 —42 b 4=
dt— b, & pour divifeur le premier refte — 3 gb> e
3. Et comme 3 b eft divifeur de ce refte, fans éere
du nouveau dividende , je délivre mon divifeur aGuel
@ facteur 34% Par ce moyen, Jai a'—a%h =
ahi—b? & divifer par — a - b, Il vient pour quotient
8Xalt — a>— b2 D’oll je conclus que — g4=p eft

| ke plus: grand commun divifeur cherché. Divi-
|, fnt donc les deux termes de la fra&ion propofée

@’} —g* b4 ab* — b3
———
404 g @3 b 222 h* =2 0b3

par —a-=b , elle
— 2 — a® <4 b2
Ris | s il S,
— 4 a3 -2 ab? 4@3 —2gh*
rduite 3 fes moindres termes.

deviendra

& fera
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Exemerrre IL

204 =243 b—a? lo—abie

Réduire la __ﬁ‘aé?z'an

a fes moindres termes ?

3a3 43a*b—44ab* 443

Jordonne tout par rapport a la lettre @ ; & je prens
pour dividende le numérateur , & pour divifeur ¢
dénominateur.

1°. Je prépare le dividende, en divifant tous fi

termes par a qui n’elt pas divifeus commun de tout|

les termes du dénominateur. Enfuite je mulcipli
tous les termes du méme dividende par 3 qui n'el
pas divifeur du dénominateur , afin de rendre le pre-
mier terme du dividende , divifible par le premier
terme . du -divifeur. Par ces deux opérations, ja

6 &~ 6 a*b——3 abc — 3 bic a divifer par 3 o'}

3a*b=4ab* - 4. b, Le quotient eft 2, & le refk
— 3abc — 8.ab* — 3 b2¢c~— 817,

2°.Je prens pour dividende le divifeur précédent
34 =3 a*b~4~4ab* =40, & pour divifeur le pre-

mier refte — 3 abc — 8ab* — 3b2c — 8%, Je pré=f

pare la divifion, en obfervant que — 3bc — 81

divife le divifeur, & ne divile pas le dividende |}

Ainfi, je délivre le divileur de ce faceur; & aloss
jai 3a% 4=3a*b == 4ab* == 4% a divifer par a—=b. La
divifion fe fait exactement, & le quotient eft 3a*+
4b=, Par conféquent, le plus grand commun divifeut
: 2a% 4243 b—a*bc—ab?c
de la fraction propofée PR
eft a4~ b; & en divifant fon numérateur & fon dé-
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sominateur par ce divifeur, cette fraction devient
pa3 — abc
Des Fraclions continues.

96. LorsQU’UNE fraltion a pour dénominateur
Paffemblage d’un entier & d’une fra&ion; que cette
feconde fraction a pour dénominateur Paflemblage
dun entier & d’une fraltion ; que cette troifitme
fradtion a pour dénominateur , Paflemblage d’un en-
tier & d’'une fraGtion ; ainfi de fuite : Pexpreflion
compoi€e de toutes ces fradtions particulieres, eft ce
quon appelle une fraftion continue , {oit que le nom-
bredes fractions intégrantes foit fini ou infini, Ainfi,
lexpreflion

N — 6
at— ¥
bt - ol
-t — [
d4+—
e+ &c,

elt une fra@ion continue.
97.S1 chacun des numérateurs «, €, 9, &', ¢, &c:
Vaue 1, Pexpreflion précédente deviendra

1

— I

i e~ X
bp—""1
o e
o
e+ &c. e

Les fra@ions continues que nous avons confidérées
Guns PArithmétique ont cette dernitre forme,

A
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93.Tourtk fraltion continue peut étre réduite e
une fraction ordinaire. Soit, par exemple, la fraction
continue ,

—— C

e A
b e o
C =t —s
d

1°. L’aflemblage 7 s des deux dernidres fra&ions
(o
d

intégrantes étant une fraétion qui a 4 pour numér
" S thas: : ]
teur , & ¢ ~=—- pour dénominateur ; il eft clairgue}
fi nous réduifons ce dénominateur en la fraction équ
cd—+ -
valente s Paflemblage en queftion poum

étre regardé comme une fration qui a 3 pour numé:
cd+4

rateur, & pour dénominateur ; ou, ce quf

revient au méme , comme le quotient de la quantitéy
cd =
d

divifée par la fra&tion » ce qui donne (92)if

nd
d+dJ ° :
2°. A la place de laflemblage des trois der-

niéres fractions intégrantes, nous pouvons fubftituet
2 ;

b+

/

22 ; d’oii 'on tire , en opérant comme nots

cd—+d' : i
. yenons
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venons de feire fur I'affemblage des deux dernidres
¢ ofo 1 Sed—+¢Ep

fraltions intégrantes, s———— _

3% Pareillement , au lieu de laffemblage des

Jguatre fractions intégrantes, nous pouvons prendre

Ced—+E 3 d’ou Pon tire la fra&ion ordi-
Pars :
bed—4~bd' ~4-dy
3 abed - abd ~- 'Affy -
naire » expreflion de la

abed < abd = ady ~-Ccd S
frattion continue propofée.

ll eft clair que i une fra@ion continue avoit un plus
grand nombre de termes, on patviendroit toujours 4
en remontant de proche en proche, de droite 2 gau-
che, 3 la convertir en une fraGion ordinaire.

99. Nonmons 4 la valeur totale d’une fra&ion
gontinue;, telle que

@
fmmin s
At magL
b A
Cf— &
d =
e -+ &¢.

Il eft aifé¢ de voit' que i en allant de gauche &
droite, on prend d’abord la premitre fraction inté-
grante feule , puis les deux premiéres fra&ions inté-
grantes feules, puis les trois premieres fraétions in-
tégrantes feules . ainfi de fuite; on aura des quan-
tités alternativement plus grandes & plus petites que

E

I
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A; celt-a-dire, que:A<—- A>——

a—f——
b
AL — ¢
[ g oo R 4
Bipsicst A3 5
s [ B
bg-— o

. C"!-?, &Co

. a » .
Car dans la premidre expreffion — , le dénominateur
a

a eft plus petit que le vrai dénominateur , puifque ce
dernier eft formé de Paddition de a avec toutes les
fractions qui fuivent & droite. Or, on augmente la
valeur d’une fraction , lorfqu’on diminue fon dénomi-
nateur , fans toucher 3 fon numérateur. Ainfi, ona

4 <-—-. Dans la {econde e‘(preﬂion _,.+ » le dé-
a —_—
b

nominateur b étant évidemment trop petit, la fraction

3
e eft trop grande, & par conféquent aufli affem-

€ 1
blage a 4~ s eft trop grand; donc notre expreflion,

qui a pour numérateur 2, & pour dénominateur Paf-
femblage dont nous venons de parler, eft trop petite,
puifqu’on diminue la valeur d’une fraction , lorfqu’on
augmente fon dénominateur, fans toucher au numé-
rateur. En raifonnant toujours ainfi de fuite pour les
autres expreflions, on reconnoitra la vérité de la pros
pofition générale que nous avons avancée,
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CHAPITRE

erdinaires, on aura

A<_‘;’n
A> eb

ab+4¢€ °’

G’.bc_!—(!n
A £ s
s abc +ay +Cc

abed 4 abd -y d
A abcd—~abd —+and ot
~-and 464 -+ Ced

ainfi de fuite, alternativement.

1o1. LEs frattions continues appliquées aux noms«
bres fervent , comme nous 'avons vii dans P Arithmé-
tique, 2 repréfenter d’'une maniere approchée , avec
de petits nombres, la valeur d’une fra&ion irrédu&i-

tion eft d’autant plus exacte, qu’on prend plus de frac-
| tions intégrantes du commencement de la fuite; mais
aulli plus on prend de ces frations, plusles termes
de la fraGion réfultante qu’elles donnent font grands,

102, Les fraGions réfultantes qu’on trouve ainfi en
. Prenant un certain nombre des premiéres fractions in-
tégrantes qui compofent la fra&ion continue, ont la
propriéeé d’étre irréductibles, & de donner la valeur de
la fra@ion principale , d’une maniere plus approchée
que ne la donneroit une fraction exprimée par de
| Plus petits nombres. On en verra facilement la raifon,
E jj

67
100, IL fuit de-la que fi nous réduifons chacune des
expreflions dont nous venons de parler, en fraGions

ble exprimée par de grands nombres. L’approxima- .
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en confidérant qu'on emploie ( Arith. X110 & 11 5)
des opérations femblables pour trouver le plus grand
commun divifeur de deux nombres , & pour dévelop- |
per une fration ordinaire en fra&ion continue. Mon-
trons ici en général la correfpondance de ces opé-

rations.

103. Qu'iL S'agifle de réduire i fes moindres termes

Ny |

la fraftion —, dans laquelle 4 & B font des nombres
donnés. Soit B>>4; & fuppofons qu'en divifant B
par 4, on ait a pour quotient, & « pour refte s qu'en
divifant 4 par «, on ait b pour quotient, & € pour
refte; qu'en divifant « par €, on ait ¢ pour quotient,
& 1y pour refte; ainfi de fuitg. Il eft clair que la frac-
tion propofée pourra fubir les transformations fuivan:
tes, ( en mettant fucceflivement pour chaque divi-
dende, le produit du divifeur par le quotient , & ajous

tant le refte de la divifion ),

A A
B ddte
A 1N ab -6
B a(@+C)+s
A b(Cc+rq)+6C
B a( bbby =4=C) +Cc+y
__"E__.__ b(cdy =cd 5 ) A= nd -+ &
B a(a‘c?d+w+@y+4?+J~)+C,yd+w__‘,_‘;

&c.
Ces expreffions indiquent en général fa marche
qu'on fuit daos la décompofition des deux nombres
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A & B, pour parvenir & trouver leur plus grand com-
mun divifeur. On voit que fi , par exemple , dans la
derniére de ces expreflions , le dernier refte & divifele

3 A g 2
refte précédent 4, la fraction o fera rédudlible, &

que & fera le plus grand commun divifeur de fes deux
termes.

104. DivELOPPONS maintenant la méme fraction
A - - . -
g on fration continue, par la méthode donnée
(Arith, 115 ) : en divifant les deux termes par 4,

. » ) |
eette fraction devient ——. Suppofons, comme tout-

A
3-Theure, que le quotient de B divifé par 4 elt a;

' & que le refte eft «; la fraction deviendra i,

a4 a

A

. = -
Divifans par « Jes deux termes de?{’ on aura

A 1 3 : 2
el Soit b le quotient de 4 divifé par «,

4
ey
&€ le refte; on aura & = e . En continuang
8 a4 1
b+¢€
T

il
!
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d’opérer de la méme maniére, on trouvera

A 1
—imn e I
B Qo — 1
b e 1
e
d+&c.

Or, je dis, 1° que fi en allant de gauche a droite,
on arréte cette fuite 3 telle fra&tion intégrante qu’on
voudra, le réfultat qu’on obtiendra, étant converti
en une fraction ordinaire, fera une fraction irréduc-

tible. Car, par exemple , arrétons-nous a la fraction

i 1 s
intégrante — , en excluant toutes les fuivantes 3
- c

. ‘ . 4
droite : nous aurons la fraion continue — 1
Qfm— 1
b |
C
.qui étant réduite en fraGtion ordinaire , devient
be41
abc~4a—+c¢
tible; car {i elle étoit réducible, on pourroit divifer
fes deux termes par un méme nombre plus grand
be+41 abc ~+-a
& S

g
albc+41) . ;
ou z feroient des entiers, De plus

abe=-a-+-¢
4

. Or, cette derniére fra@®ion eft irréduc-

que 1. Soit g ce nombre : alors

= . c -
feroit un entier, Donc — feroit un en-
g

be4-1
g

bc

&

tier , ainfi que . Or, fi les nombres
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(R 4 Eoagiioned o | <
~—— éroient des entiers, — feroit un entier; ce qui
Z g

eft impoflible, puifque g eft > 1.

2°. Je dis qu’on ne peut pas approcher davantage
. 4
de la valeur de la fra&ion > au moyen d’une frac-

tion qui foit exprimée par de plus petits nombres que
be—+1

k frattion —————, Car défignons, pour abréger,
abc4-a—+c o

: £ C 5 .
cette dernicre fra&ion par o5& confidérons que puif-

: A Cc -
que les deux frattions 5 & = contiennent Pune &

1 . . o I 1 T
Fautre les fractions intégrantes — , —~» —— » toute
a c

fraction qu’on prétendra qui approche plus de —‘gn que

; C ¢ AT

n'en approcllc ——, contiendra néceflairement les
D

mémes fractions intégrantes, & de plus quelquautre

fraftion intégrante que je défigne par —m—-.Ainfl,certe

¢ . A I
frattion , plus voifine de —, fera—
B @ 4= —5+ 1 .
€=
imn
bem 4 b4-m
abem 4+ ab -+ am +-cm =41
que cette dernicre fraction eft irréductible; car fi elle
étoit réductible, on pourroit divifer fes deux termes
par un méme nombre plus grand que z; je Vappelle /.
E iv

ou bien . Or, il eft clair
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‘Alors beneda hul-m albom b < m)
k h \
a(beme=tebajth) ~-cm==1
h
- . cm =1 d
feroit un entier. Donc e feroit aufli un,
bem—4-b bem b - m

ainfi que = Les nombres

feroient

des entiers, De plus le nombre

&

bem -5

: : m . ;
étant des entiers, e feroit aufli un entier,

Cm == 1

m cuz,
Ch . Enfin . & : étant

de méme que

: 1 . . - e
des entiers, iy feroit un entier ; ce qui eft impoffible,

puifque k> 1.

S, ; bem —=b ~+m
D’un autre c6té la fraGion

abem <= ab == am =4~ cm =1
eft exprimée par de plus grands nombres que la fraction
C :

D
Donc, il n’y a point de fra&tion qui étant exprimée

, } g C
par de plus petits termes que ceux de la fraion =

approche plus que cette méme fraction , de la fration
iA :

principale Sy
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M
CHAPITRE VIL
De la Formation des Puiffances , & de

Bextration des Racines des guantirés

Algébriques.

10. LES notions que nous avons données, dans
PArithmétique , de la formation des puiffances des
nombres, & de Iextra&ion de leurs racines, s"appli-
quent ici en général aux quantieés littérales. Former
une puiffance d’une quantité littérale, ou ce qui fignifie
laméme chofe, élever une quantité littérale 3 une puif-
fance propofée, c’eft multiplier cette quantité un cer-
tin pombre de fois par elle-méme » extraire la racine
dune quantité , c’eft trouver une aurre quantité qui
étant multipliée un certain nombre de fois par elle-
_ méme, produife la premiére. On voit que 'un de ces

prablémes eft Iinverfe de autre. Ils ne demandent,
pour étre réfolus, qu'une application ou une extenfion
ties-facile des principes que nousavons établis pour la
multiplication & la divifion des quantités, tant ration-
Relles que radicales. Mais afin qu’il ne refte aux Com-<
mencants aucune difficulté fur toute cette théorie, je
crois devoir la développer en détail.

106, Pursque fuivant la régle que nous avons don-
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née (30) pour la multiplication des fignes, = x4
& — x— donnent également -+, & que ~x—p,
ou —x—=, donne —, il s’enfuit que,

1°. Le quarré de 4-a, ceft-a-dire,, +ax—4-2,§ [

celui de — a, ceft-a-dire, —a x —a, font égalemen

~}-aa.

2°, Le cube de —-a, ceft-3-dire, +aa x —=ael|

»}-a’ 3 mais celui de —a, deft-a-dire,, +~aax—aelt
—a’, /

3°. La quatri¢me puiflance de -4, c’elt - a-dire,
2> x—+4-a et 4-a*, & celle de —a, Ceft-a-dire,
—a’x—a, font également ~-a*.

4°. La cinqui¢me puiflance de == a, c’eft a-dir,
wteatx -+ a eft -2’ ; mais celle de — a, Ceft-a-dire,
atx—a,elt —as,

&c.

107. CoNcLuoxs de-la en général que toutes s

puiffances ‘paires font pofitives , foit que la quantit

génératrice, ou la racine, ait le figne +- ou le figne |

— 3 mais que les puiffances impaires font toujours &
méme figne que la racine , c’eft-a-dire , pofitives , fi i
racine eft pofitive , & négatives , i la racine eft né-
gative,

108, ON a vii (4 1) que pour élever un monome &}
quarré, ou au cube,ou 3 la quatriéme puiffance,, oud
la cinquieme puiffance , &c, il faut doubler, ou triplen |
ou quadrupler , ou quintupler , &c, les expofants 4
lettres qui entrent dans ce monome. Il eft clair en meme:
temps , par ce qui a été dit (33) fur la multiplicatios
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des coéfficients, que i les quantités littérales ont des
coéfficients autres que 'unité, ces nombres doivent

i éire élevés au quarré, ou au cube, oua la quatriéme
| puiffance , &c. Ainfi, en ayant égard d°la régle des

~ fignes ( 107) nous formerons fans peine les puiffances
de toutes fortes de monomes, rationnels ou radicaux,

| comme on le voit par les exemples fuivants. -

Exemples pour les quantités rationnelles.
P q

Le quarré de —+~ab, ou de 4~ a'b*, eft ~-a2l23 le
quareé de — 5 a2l? eft =27 atle,

Le cube de =2 a2bc eft 4~8ah%c?; le cube de
~4a’bc eft — 64.a°b°,

La quatri¢me puiflance de — 44263 eft ~-2 5 6a®hr2,

La cinquieme puiffance de la méme quantité —
4ob? elt — 1024 27055,
La puiffance n™ de —+-a"0" eft a™b™, les lettres n,
M, r, repréfentant des nombres entiers pofitifs.

Exemples pour les quantités radicales.

~ Le quarré de —+1/ab, oude —I—a-'b% , eft J-a*b?
Dl! ab*, ou —i— rzb le quarré de +]/aﬁb ou de -
“5‘ s eft ——i--ail;i , ol = ]/a"bz ; le quarre de —
8 a2t ou de —8:;8: ies , eft -—]-645:‘&%’ ou--
641 atbscs,

Le cube de — ]/ ab, ou de —a’h
t011—-—::5; le cube de — 51/ 4%, ou de —ga?b?,

L3 15
o — 1252707, ou — 125/ ar2bs5,

3 ¥
, eft ——=a'b?,

L]
3




26 ArLefsreE,

La quatricme puiffance de la méme quantité ~4

sV athf eft 4= 62;;1‘_‘5 *,ou-= 6251/ arhe,
La cinquiéme puiffance de — 61/ a2bc, ou de —

¥ Ny fIo § S @

62b%ct , eft — 77762° b’ ou—7776]/ @b,
La puiffance n™ de /2”0, ou de a?ﬁl:',e&

m ar z: 4
ar by , ou ]-/a"”‘b”’, les lettres n, p, m, r, expri-
mant des nambres entiers pofitifs.

109. LA formation des puiffances des fracions
qui ont pour termes des monomes, s'exécute de la
méme manicre, Car on éleve une fra@ion 3 une
puiflance quelconque , en élevant fes deux termés

a cette puiffance. Ainf, le quarré de -}--:— elt

a* sa
F le cube de — e eflt— .

12543

; le quarté

3/ a o ¥
de V—};— ou, ce qui revient au méme (93) , dof

: a; ¥ a® ] » .
Va , et —— , ou ) = , ou -f/.—a2 ; la puil
3 3 /b3 b

]/b ¥ [/

{ me e ; amy 3
ance n™ de la quantité — 7 (Bstsmhs

P, q étant des nombres entiers pofitifs ), ou d

m r nm nr
V‘zmbr atbht at bt e
—, ou de s eﬁ 5 Ol - ’!q
V wa ko4 m 2 c?é
ctht ctde

. anmb?ﬂ‘
Cu L]
V ¥ 44
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110. L’eExTRACTION des racines étant Popéation

_inverle de I'élévation aux puiffances, il eft clair,

19, Par rapport au figne qui doit affeGer une ra-
cine, que ce figne peut étre (107) indifféremment
&= ou—, s’il sagic de tirer une racine paire ; mais
quil eft unique & le méme que celui de la quantité
dont il Sagit d’extraire la racine, fi cette racine eft

* impaire.

2°, Par rapport aux coéfficients, que les racines de
cesnombres doivent étre tirées fuivant les régles de
FArithmétique.

3" Par rapport aux expofants, qu’il faut prendre
lamoiti¢, ou le tiers, ou le quart, ou la cinquitme
partie, &c, des expofants des lettres qui compofent
une quantité monome, felon qulon veut tirer la
facine quarrée , ou cube, ou quatriéme, ou cinquiéme,

‘&, de cette quantité,

111. I eft eflentiel d’obferver que les puiffances
paires écant toujours affe@iées (107 du figne ==,
quel que foit celui de la racine ; une quantité dont
on propofe d’extraire une racine paire , doir nécel-

rement étre affeée du figne ==, fi Pon veut
quelle ait une racine réelle. Les racines paires des
quantités négatives font donc impoffibles ou imagi—
Raires, Ainfi, les expreflions fuivantes V —aa
V—a2b:, V — 8a2, font des racines imaginaires,
Quoique ces fortes de racines ne repréfentent rien
dexiftant , * elles peuvent néanmoins étre foumifes
fux mémes régles de calcul , que les quantités réelles ,

Parce que I’ Algébre opére fur les quantités inconaues *

g
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comme fur les quantités connues, & que fouvent o
ne voit qu’a la fin d’un calcul §'il y entre ou non des

quantités imaginaires. Si dans le réfultat d'une opére- §

tion , il fe trouve de telles quantités, cela fignifie
que la queftion qui a donné lieu & ce réfultat , ren-
ferme quelquabfurdité dans fes conditions. Si les
fadeurs d’un produit contiennent des racines ima-
ginaires , & que cependant le produit n’en contienne
pas, comme cela arrive quelquefois : alors les ima-
ginaires fe détruifent mutuellement ; en forte que, fi
Pon peut Sexprimer ainfi, Vimaginarité qui entre dans
Pun des éléments de la queftion eft anéantie par li-
maginarité qui entre dans un autre élément, Tout
cela fera pleinement éclairci dans la fuite.

112. APPLIQUONS ces principes 3 extraction des
racines de quelques quantités monomes. Ces quantités
peuvent étre rationnelles, ou étre déja affectées de
fignes radicaux ou d’expofants fractionnaires.

Exemples pour les quantités rationnelles,

La racine quarrée de—-a* eft +a ou —a, ce
qu'on exprime ainfi ]/a‘-xia; la racine quarrée
de +4-25atte eft 4 5 a*b’.

La racine cube de —a® eft —a; celle de
~}-343 a®b? eft 4-7a%%.

La racine quatriéme de ~a* eft 4-a; celle de
w8 1adh= elt 4 34205,

La racine cinquiéme de —a’ eft —a; celle de
w-32a'h'° eft +2ab.

On voit que dans tous ces exemples, les expo=
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fants des quantités dont il a fallu tirer la racine ont
éé divilibles par I'expofant ou lindice de cette ra-
. cine, & qu'on a eu par conféquent des nombres
entiers pour quotients. Voici des exemples ol la
divifion ne peut pas fe faire exactement, & o par
conféquent la racine ne peut que s’indiquer , du moins
€n partie.
.

b La racine quarrée de =~ ou de a* eft + 4>, ou

%1/ a ;5 celle de a* eft 4+a*, ou 4=a. 4", ou
j-_-a]/a.

. La racine cube de — a%b7 eft —ga

kol , ou—ab Y ath,

5
3

b

| vl

» OU —=

| Exemples pour les quantités radicales.

b La racine quarrée de +V/ a, ou de a*, eft
| 50 ; celle de ~+251/ a*h, ou de —I-z;a%b% , eft

[ ':i:j'a%b?l, ou 4517 a%.

. 5
La racine cube de — |/ ab%*, ou de -
2 H O
@0cs | eft — gtihiicr

5, ou— y/ a2bict,
' La racine quatritme de -+Va=bc, ou de =<
8t L L
b7, efy -+ a*th*tc*? |, ou - i}/a’bc.
Exemples pour les Fraftions,

| . . " a*
| La racine quarrée de la fraction o eft 4=

iy~ Sy

B
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a £ 13‘“!6: vl
VOl celle de la fradtion +m” eft &

s ab )
sm*n3

. 3 27adb
La racine cube de la fra&tion =~

hio
3alyb
h’ Vh 3
La racine quarrée de la fraction radicale 7
L Ve
i "Vb‘. V
. 4 a a
La racine cube de VT' ou de == W' et

: V‘I 3/ a
+-i—='/-5-s °J+V7.

Tl eft clair que dans tous les cas, les ‘extractions
des racines des fra@ions n’ont pas d’autres difficults
que les extraCtions des racines des quantités entieres,
puifque Popération fe réduic a tirer {éparément ls
racine du numérateur, & celle du dénominateut.

eflt 4

113. SOUVENT on rencontre des quantités affess
tées de fignes radicaux, & décompofables en facteurs
dont quelques-uns peuvent étre délivrés du {igne
radical. Alors ces quantités peuvent étre mifes foi
une forme plus fimple , par un moyen que nousavos
déjaindiqué. Soit, par exemple, la quantité |/ soa
jobferve que le coéfficient 5o peut étre décomr
pofé en deux falteurs 25 & 2, dont le premi

SCD LYON 1
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quarré parfait, & que la quantité littérale a*b® peut
étre décompofée en ces deux fadteurs 4252 &5, done
le premier eft aufli un quarré parfait. Ainfi, en tirant
les racines des quarrés parfaits, & laiffant les autres
facteurs fous le radical, on transformera la quantité
propofée |/ s0ab? en celle-ci: sab]/ 2b.

De méme, la quantité |/ [a*b~a’c] peut étre
erite ainfi a /' [b—4-c], en obfervant que a% —4-a’c
elt décompofable en ces deux facteurs a3 & bt=c,
dont le premier a pour racine cube, a, & laiffanc
fous le figne radical l'autre facteur bej-c, qui n'eft
pas un cube.

La quantité J/[405a°+162a% ] peur étre
écite {ous cette forme, 34}/ [sa—+2b], en obfer-
vantque 405 a’ == 162 a* elt décompofzble en ces
deux facteurs 814%& 5 a=+-24, dont le premier a
pour racine quatrieme, 3a, & laiffant foas le figne
| fadical 'autre facteur dont on ne peut qu'indiquer la
Icine quatricme.

La racine imaginaire ]/ —aa peut étre écrite fous
cette forme , 2]/ — 1, en obfervant que — aa peut
fe décompofer en ces deux faGteurs 4-aa & — 1,
dont le premier eft le quarrédea, & le fecond , qui
. et point un quarré, doit étre laiffé fous le radical,

114. IL eft clair que réciproquement une quantité
€crite au-devant d’un figne radical, peut étre tranf-
portée fous ce figne, en I'élevant 2 la puiffance dé-
fignée par Iindice du méme figne. Ainfi, a]/b eft
1 12 méme chofe que /% 2 al/m eft la méme

chofe que /'8 a'm,
1 K
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115. Apris avoir ainfi enfeigné la manicre de
former les puiffances , & d'extraire les racines des
monomes; propofons-nous le méme objet pour les

polynomes.

Soit d’abord le binome * a-b, dont il sagifle
de former les puiffances. On formera le quarré,, en
multipliant a—=b par a-+b; le cube, en mult-
pliant le quarré, par a—+b; la quatrieme puiffance,
en multipliant le cube , par a—b; ainfi de fuite, On
voit ici ces opérations.

a+b,
a+b,
a*—ab
d=ab=4-b?,
Quarté g*=4=2 ab—-b>,
a~4b,
&2 a*b--ab?,
g=a2b - 2ab> 407,
Cube 43~=3 a*b+ 3abr4=b? ,
a==b,
at=3 @’b+3 azbr = ab? ,
=@’ 3 arbr 4= 3 abP -0,
4}.‘ pui ﬂ4+4-d3b+6ﬂzb:+41-ﬂbi+b+ s
&c.
R

p—

* Un polynome qui n'a que deux termes, s’app

elle binome}
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116, DE ces calculs réfultent les' Théorémes fui-
vants.

L Le quarré d’un binome contient , 1°. le quarré
de la premiére partie de ce binome, 2°, Le double du
produit de la premiére partie multipliée par la feconde.
3% Le quarré de la feconde.

IL Le cube d'un binome contient , 1°. le cube dela
premicre partie de ce binome. 2°. Trois fois le quarré de
la premiére partie, multiplié par la feconde. 3°. Trois
Jois le quarré de la feconde , multiplié par la premiére.
¥ &, Le cube de Iz [econde.

I, La quatriéme puiffance dun binome contient .
I la quatriéme puiffance de la premiére pariie de ce
binome. 2°. Quatre fois le cube de la premiére partie,
miliplié par la fecondes 3°. Six fois le quarré dela
premiére , multiplié par le quarré de la feconde. 4°
Quatre fois le cube de la feconde , multipli¢ par la
b premicre. 5° La quatriéme puiffance de la feconde,

BC.

117, IL eft évident, comme dans larticle 106,
que toutes les puiffances paires des deux binomes
| a+b & —a—b, qui ont chacun le méme figne
@ leurs deux parties , font exaGtement les mémes;
mais que les puiffances impaires ont a tous leurs terines
le méme figne que celui des parties du binome généra-
teur. Voici, pour plus de clarté, les deux cas exprimés

telui qui en a trois s'appelle trinome; &c. Cela eft clair par
Téatymologie,
F




84
dans une méme Formule , Ceft-i-dire , dans un méme
calcul général.

Le quarté de 4-a-+b, eft 4~aa-4~2 ab—-bb.

Le cube de a5, et 4 a® 4 3 a2b- 30k
o b3,

La quatricme puiflance de 4-a-+b, eft 4=a*
48°b =6 a*b> =4 ab’ - b4,

La cinqui¢me puiffance de 4+a—-b, eft 4-a'+
s ath+ 10a%b> 4 10 a2b? 4+ 5 ab* - b'.
&c.

ALGEBRE;

118, S1 les deux termes du binome n’avoient pas
le méme figne, comme cela arrive , par exemple,
dans le binome 4~a—4,

Le quarré feroit 4=a*—2ab--b*;

Le cube, 4~a’—3 a*b4-3ab>—b*;

La quatri¢tme puiflance, ~=a*— 4 2’06 a2b*=
gabd—4-b*,

La cinqui¢me puiflance, =+ a’— § a*b 4= 10 a*b*=
10a2h> =5 ab*—b' 3

&c.

Par od I'on voit que tous les termes ol la partie
~— b fe trouve élevée a une puiflance impaire , font
négatifs, & que les autres font pofitifs.

11 9. Lgs puiflances des tzrinomes, des quadrinomes,
&c, fe forment par les mémes moyens. Soit, par
exemple, le trinome a—{~b--c. Je prens une quantité
fimple d, pour repréfenter la fomme —-b—4-c des
deux derniers termes de ce trinome; c’eft-a-dire , qué §
je fais —=b=p=c=d: alors la queftion eft de former les
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puiffances du binomea—-d. Quand ces puiffances
auront €té trouvées, comme on vient de Pexpliquer,
on fubftituera 2 la place des puiffances de d, les puil-
fances pareilles du binome —-b~c.

Veut-on, par exemple, élever a—=b=c au quarré?
Dabord , le quarré de a—4d eft a* =2 ad 4= :
mettons dans ce quarré, i la place de d, fa valeur
Hb4-c, & i la place de —-d> » [a valenr —4~52 —
2bt=p=c* 5 nous aurons a* —= 2 ab = 2 a0 - b
2bef<c* pour le quarré de a=~b—4=c. On procédera
femblablement pour les puiffances fupérieures.

De méme, $’il s’agifioit de former les puiffances du
quadrinome g b—-c—-d » on fuppoferoit —=b —j=
¢d=ec; & aprés avoir formé les puiffances du bi-
. fome z~~¢, on fubflitueroit i la place des puiflances

dee, les puiffances femblables du trinome b
¢+d, qui fe trouvent, comme on vient de voir.

On réduira tonjours ainfi la formation des puif-
fances d’un polynome qui a un nombre quelconque
de termes, a la formation des puiflances d’un poly-
fome qui a un terme de moins. Et, en allant de
proche en proche, le probléme ne confiftera jamais
Qua élever un binome 3 une puiffance propofée.

120. Les puiflances des fractions qui ont des ter-
mes complexes , fe forment en élevant numérateur &
ominateur , au quarré , au cube, 3 la quatri¢me
puilfance , &c. Ainfi, par exemple, le quarré de la
. a~b a* 4 2ab - b=
fration eft -
am-+3n 40" == 320 4= 9 n*
F iij
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121, PAssoNs 3 Pextra&ion des racines des polys |
nomes ; & pour mettre la plus grande clarté dans cette
recherche , allohs féparément d’un cas a l'autre, en
commengant par Pextraltion de la racine quarrée,
Cette opération fe fera facilement, {1 Pon confidere la
mani¢re dont fe forme le quarré d’un binome ( 116
Théor. 1), & qu’on détermine, fuivant I'ordre in-
verfe , les parties de la racine, lorfqu'on a celles du
quarré. Le procédé eft, au fond, le méme que pour
Pextradtion des racines quarrées des nombres. Il de-
viendra clair par des exemples.

Ex'g mor w1

Extraire la racine quarrée du polynome 44—
gab—4-b>?

Jordonne ce polynome par rapport a la lettre a;
& je le difpofe comme on voit ici.

Quarré fuppofé. racine.
4.a* — 4ab == b2, 2a—b
— 4. a* 4a
1% relte — g ab -2
- 4 ab— b*
Qt reite O

Cela pofé, 1°. la racine du premier terme 4a* el
- 24, Je me contente , pour fimplifier Popération,
d’écrire cette racine avec le figne {upérieur fous-en-
tendu, Je quarre 24, & j’écris le quarré, avec un figne
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contraire , fous le premier terme de la quantité pro-
pofée,, pour pouvoir faire la réduction, Cette réduction
faite , il refte — g.ab—=b>.

20, Je double la racine 22, ce qui me donne 42,
quantité par laquelle je divife le premier terme — 4.ab
du refte précédent ; il vient au quotient —b que
fécris 3 la fuite du premier terme 24 de la racine.
Je fais le produit de 4a par —b, & le quarré de
—b 3 écris la fomme de ces deux produits, avec des
fignes contraires, fous le premier refte — 4ab = b=,
La réduGion faite, il ne refte rien. D’out je conclus
que 22 — b eft la racine exacte du polynome: pro=
pofé.

On voit qu’au lieu de 22—25, on pourroit prendre
également pour racine, ——2a-=b, qui a des fignes
contraires a ceux de la premicre,

Exempre IL

Extraire la racine du polynome 9a*—— 12ab —
6dc 4 4bc—4=4.b* —=c* , qui ¢ft ordonné par rapport
dlalettre a ?

e difpofe les quantités, & j'opére fur elles, comme
il eft exprimé ici,

Quarré 1'up.pofé. . fracine.
98> — 12ab-4 b7 A= g bo4=c* , } 3a—2b—c
e 6&8 ‘6{1
_-9‘12 [ 6&—’41{}:

(S

Fiv
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lcrrcﬂe§“12a5+4‘bz+4bc+‘d;

— Bac

= 12ab—4b, «

2° refte —--6ac+4-bc-+c’,
~+G6ac— 4be—c?,

'3‘ refte (@]

1°. Je tire la racine du premier terme g a*; elle eft
S 3 4, mais je ne prens que le figne fupérieur. J'écris
Te quarré de certe racine, avec un figne contraire , fous
Ie polynome propofé. La réduétion faite,, on a pout
premier refte — 12ab— 6 ac—4 4b* 4+ 4bc ¢

2°, Je double la racine trouvée 343 & par ce dou-
ble 6a, je divife le premier terme — 124ab du refte
précédent ; le quotient eft — 2 b, que j’écris a la fuite
de 3 . Je fais le produit de 6a par —2b, & le quaré
de —2b; j'écris la fomme de ces deux produits, avec
des fignes contraires, fous le premier refte. La réduc-
tion faite,, on a le fecond refte — 6 ac = 4.bc =+ ¢

3°. Je double la racine 32~—2b, ce qui donne
6 a — 4.b. Par le premier terme 6 a de cette quantité,
je divife le premier terme — Gac du fecond refte; il
vient au quotient —c que j’écris i la fuite de 32— 2.
Je multiplie le divifeur 6 2—4.b par —c, & je fais le
quarré de —¢; jécris la fomme'de ces deux produits,
avec des fignes contraires, {ous le fecond refte, La ré-
du&ion faite, il ne refte rien. Ainfi, 3a——2£:—-—'c eftla
racine exacte du polynome propofé.
On peut prendre également pour racing ~— 3 -
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b=} ¢, quantité qui a des fignes contraires 3 ceux de
3;1-;25-— ¢

122. I arrive fouvent qu'un polynome, dont on
propofe d’extraire la racine quarrée , n’eft pas un
quarré parfait. Alors on ne peut pas en tirer la racine
exate ; mais on peut exprimer cette racine par une
fuite infinie de termes.

ExeEmMpLE
Extraire la racine quarrée approchée du polynome
@==b? , qui n'eft pas un quarré parfait ?

racine.

Quarré fuppofé, b= B
' a —— —
a2+522 i 1 8g3
g b‘
6as '—'&Cn
16a
1% refte s )2
o K
4
4a* b*
2a +_:
e 4
2 relte = 2 b.*
a:

4 . 24 == —— ’
be bs be 'a ¢ ot
44 o Bat 64a5 °’ &c.

b6 be

e
refte e
i 8at 64 al
b6 bhs H1o b1z :
— B —
8ae 16 ad o 64at 256a°
——
f iy Sbs o b1z
4 refte e e
64af 64at 256 a*°
&c.
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1°. Je prens la racine quarrée du premier terme gf
du polynome propofé ; elle eft 2, en s'en tenant tog
jours au figne 4. en fais le quarré que jécris, aveg
un figne contraire, fous le polynome. La rédutioy
faite, on a le premier refte =42,

2% Je double « ; & par ce double 24, je divife b;

R A A b Baianty
le quotient indiqué eft = — que jéeris 3 la fuie
2
de la premitre partie a de la racine. Je multiplie le s
divifeur par le quotient ; au produit j'ajoute le quart

52 :
de e enfuite jécris la fomme , avec des fignes

contraires, fous le premier refte. La réduction faite,

0N g =

b4
o pour fecond refte.

bl
de ls

za
racine ; & par le premier terme 22 de ce double 22+

3

3% Je double la partie trouvée a -

» je divife le fecond refte ; il vient au quotient |

b
— =5 que jécris 5 je multiplie le divifeur pa
le quotient; au produit , j’ajoute le quarré de —|

b4 T
e enfuite j'écris la fomme, avec des {ignes com |
. :
traires, fous lé fecond refte. La réduion faite, on2}

o ‘5 TN
— our troilieme relte.
e 8at 64a8 °’ P

b4
8a3

prg—

4. Je double la partie a =t -:b:— — ; & P&
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2
| le premier terme 24 de ce double 24-4-

—

.. : -
—, je divife le premier terme du troifidme refte;
4a

24 4 bs
il vient au quotient =j=

; je multiplie le divi-
16a5 ° J p
feur par le quotient 3 au produit, jajoute le quarré
bs Fioal s
de ——; enfuite ’écris la fomme, avec des fignes
i a

o gontraires, fous le troifiéme refte. La réduion faite,

. s:.a‘ biao b2 9
o RSl G — pour quatiicme
64ab 64a8 256a'°

refte,

On voit quen continuant toujours 3 opérer de
méme , il viendra 3 chaque opération un nouveau
terme pour la racine, Elle eft donc exprimée par la
fuite infinie ,

=
S o

a Sa3 16a’

En changeant les fignes de tous les termes de cette
fute, on en auroit une autre qui feroit également la
racine de @2 - b2,

123. I eft évident que la fuite (A ) fera conver-

| gente pourvu qulon ait a>>b 3 & quelle le fera

dautant plus, que a furpaffera davantage .

Pour montrer 'ufage de cette fuite, fuppofons qu’on
ait le nombre 150 dont on veuille extraire la racine
b Quarrée, au moins par approximation, Je confidére

.

|
€¢ nombre comme la fomme des deux nombres 144
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& 6, dont le premier eft le quarré de 12, Nous aurons

a* =144, b*=26. En fubftituant ces valeurs danslz
fuite précédente, elle deviendra

6 36 216 :

AR ot 24 ST 1728 e 16X 248832 =
On voit que cette fuite eft extrémement conver
gente, & qu’il fuffira de prendre fes trois premiers
termes pour avoir la valeur approchée de toute la fuite,
ou de la racine de 150. Les deux premiers termes,
qui ont le figne ==, érant ajoutés enfemble,, donnent
X123 pour fomme , dont retranchant la fraction

36 ! . A
i eft précédée du figne —,on

$x 1728 &
aura pour réfultat des trois termes en queftion, 12+
95
384

i L uptay it
, ou (en réduifant la fra&ion en parties dé
4

cimales), 12,247391 qui difiére 3 peine de—;;r;;-;
de la vraie racine. Ceft de quoi on peut s’aflurer, en
tirant la racine quarrée de 150 , par la méthede ap-
prochée que nous avons donnée ( Arith. 144).

Si on s%étoit contenté d’employer feulement les
deux premiers termes de la fuite, c’eft-a-dire, a4

~—— , on auroit trouvé 12,25 pour la racine quarrée
a

2
approchée de 15o0.

Faifons encore une application de la méme fuite
(A). Soit le nombre 345789, dont il faut trouver
la racine quarrée, au moins approchée. Je commence
par tirer, {uivant les régles de I’ Arichmétique, la racine
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du plus grand quarré contenu dans le nombre 345789,
Ce quarré eft 345744, & fa racine eft §88 ; le refte
de fopération eft 45. Ainfi, 345789 = 345744
45 5 & on a a>= 345744, b*=45 ., a=588,

. Donc, en prenant feulement les deux premiers termes
dela fuite, on aura pour la racine approchée, 588 =
..3-::?-, ou 588412, ou $88,0382, qui ne dif-
fére pas de la vraie racine, de —*—.

12029

124. ON doit faire ici une remarque analogue 3
telle de Particle 72. Si dans le binome a*—=52, on
avoit b*>> a* , il faudroit regarder b* comme le pre-
mier terme de ce binome; & en déterminant d’ailleurs
les parties de la racine , comme dans Particle 122, au
lieu de la fuite (A) on auroit la fuite
a? at at

B e — e

qui eft convergente.

125. St on avoit a*==b*, alors P'une ou l'autre fuite
dongeroit également,

a a e a a0
SN IR Bt e e

ou bien ,
I I ¢ y
Rk R Totbe

fuite qui converge encore , mais avec plus de lenteur
Kue les deux précédentes.
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126. S1, au lieu du binome a* =52, on avoit toy |

autre binome, tel que m+-n, on fuppoferoit m=g,
~n=1>,, & fubftituant pour a* & b* ces valeurs,
dans la fuite (A) lorfque m>>n, on trouveroit que
Ia racine quarrée de m4-n eft exprimée par la fuite,

n n* n3
Vmi ERVE /| e Smym = 16m*y/ m —~a
ou bien,
m%i Boicons 8 -+ : — &c.

:
zm? 8m2 : 16 m?

] 3

Il eft clair que {i on avoit »>>m, le binome
dont il s’agit d’extraire la racine quarrée, ne pour
roit étre que m—-n, ou n~—m, & non pas m—i,
parce que cette derniére quantité étant négative, f2
racine quarrée eft imaginaire (111 ). Les deux pre
miers cas reviennent au précédent , en changeant
m en .

127. LA méme méthode s’applique a Pextradion

de la racine quarrée approchée d’un trinome, i §

d’un quadrinome, &c. Soit , par exemple , le trinome
f4g-h, dont il faur exprimer la racine quarréé
en fuite infinie. Je confidére ce trinome comme com:
pofé des deux parties f& (g~+-£). Ainfi, en prenant
une feule lettre ¢ pour repréfenter la feconde parties

la queftion eft réduite & exprimer en fuite infinie o}

racine quarrée du binome f--g; ce qui fe. faits
comme nous venons de 'expliquer.
De méme, fi on avoit le quadrinome fig-g=h-+#
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on feroit g4+h~i=gq, & il ne sagiroit plus que

| de tirer la racine quarrée du binome f4q. Ainfi

e fuite pour les polynomes d’un plus grand nombre
de termes.

128. LEs racines quarrées des fraGions qui ont des
trmes complexes , f& trouvent en tirant la racine
quarrée du numérateur & celle du dénominareur , foit
elactement , foit par le moyen des fuites infinies,

129. Nous avons vii (113) que certains monomes
fectés du figne radical peuvent en étre déliveés en
| patie. Il en eft de méme pour quelques polynomes.
' Qron ait, par exemple, la quantité radicale du fe-
‘ond degré 1/ [ 34% —6a*bc—4-3 ab*c]. Fobferve
Qe le polynome 3 a’ce— 6 22b¢ ~+3ab*c eft compofé
 ces deux facteurs aa—2abo-bb , & 3 ac, dont
| kpremier eft le quarré de a—b; dou il fujt quen
rant la racine de ce quarré, Ia quantité radicale
,‘ipnurra étre écrite ainfi, (a—b) ]/ 3 ac, De méme ,
quantiré radicale /[ 8 a2m— 24.abm—4- 18 b*m—
4= 12abn—9b*n ] peur étre écrite ainfi ,
(20—3 E))]/[mn--n], en obfervant que le poly-
Yome 8 2m— 24.abm - &, eft compofé de ces deux
fa&eurs 4a*—12ab4-9b>& 2m—n, dont le pre-
Mier eft le quarré de2a—35,

130. RECIPROQUEMENT , une quantité rationnelle
Omplexe écrite au-devant d’un figne radical du fe-
tond degré, peut étre tranfportée fous ce figne, en
Elevane cete quantité au quareé, Ainfi, (a~b)}/ m
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eft 12 méme chofe que |/ [(a*~+2ab~tb*)m] o '
V/[@m=2abm~=b*m ].

13 1. LEs extra@tions des racines cubes des poly:
riomes n’ont pas plus de difficulté que celles des racines |
quarrées.

En réfléchiffant fur la maniere dont fe forme le cube |
d’un binome ( 116, Théor, II), & déterminant,
fuivant Pordre inverfe, les parties de la racine, lotk |
qu'on a celles du cube , on trouvera la racine cube
exacte de tout cube parfait, ou la racine approchée,
par le moyen des fuites infinies, quand la quantité
regardée comme un cube , ne fera pas un cube parfait
Cela va s'éclaircir par des exemples. '

ExemM?PLE I

Extraire la racine cube du pelynome 27a—
g4a=b+36ab=-—855 ?

Fordonne cette quantité par rapport i la lettre
a3 on voit ici le réfultat de Iopération.

Cube fuppofé. racine cube.
37a‘—54a=b+36ab’——35’u 3&-——25 |
— 277 % —To
27 a*

1% refte — 54.a=b+35ab‘—-—8l?’ 3
= §40%b— 36 ab> =81,

2° refte o

Développons tout au long le procédé de Popéra

tion indiquée. 1
1°, Jextrab
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1% Jextrais la racine cube du premier terme 2743,
elle eft 34 que jécris. Enfuite, ayant écrit le cube
de cette partie, avec un figne contraire, fous le po-
lynome propofg, je fais la réducion;; ce qui médonne
pour premier refte, — 54425 36 ab*— 843,
2°% Je fais le quarré de la partie 32 , &jele triple ,
ce qui me donne 27 2%, quantité par laquelle je divife
le premier terme — 54.4*» du premier refte 3 1l vient
dll quotient — 24, que j’écris A la racine, Enfuite, je
fais premicrement , le produit de 274 par —2b
il eft — 544 : fecondement , le produit du triple
du quarré de —25, par 3a; il eft =36 ab* : troi-
fiimement » le cube de —24; il eft — 843, Puis
djant’ écrit la-fomme de ces trois produits, avec
des fignes contraires, fous le premier refte, je fais
laréduction ; & il ne refte rien. Ainfi, la racine cube
eXacte de la quantité propofée eft 32—2 5,

Exemrrze IL

Extraire la racine cube 4y polynome 2745 —
5«{&’3}-—}—-30’&5‘»—8b’-—:—27a2c—-36a56+12&';-‘:—!—-
94— 6 be2 -3 p

Ayant ordonné ce polynome , par rapport 3 a,
Topération fe fait comme il eft indiqué ici,

SCDLYON 1|




ALGEBRE;
1 yolé.
Cube fuppofé racine cubes

27a’-——54.a2b+36ab2—8b’ 3a—2be
27 a*c— 36 abe - 12b%

98

+9“C’-—-Gbc=+ca." e
—274° j o e .
o5 — 5 4a*b—~+-36ab*— 80’ {27;12—-36::!:-1—12&* :
1% e § —-27a%c— 36abe12k%
+9&C=—-6b63—-{—55.
s 4ab—36ab*+80’,
3 +27a=6-—-—35abc+12[)=¢
= refte { +9 acz__,_Gbcz._}_c,,
— 2770 -~ 36abc— 12b%
— gacr—4=6bcx—¢c? :
3C reite o T

Les deux premiers termes de la racine fe trouvent
par wn calcul qui eft exactement le méme que celui
de Pexemple précédent. Mais, pour épargner tout

embarras aux Commengants, je vais faire ici 'opéra-

tion en fon entier.
1°. Pextrais la racine cube du premier terme 274°5 |

elle eft 32, que Jécris, Jen fais le cube , & jéeris
ce cube, avecun figne contraire, fous le polynomes !
& la réduétion érant faite, jai le premier refte écrit
ci-deflus. !

20, Je fais le quarré de 3a, & je le triple; & |
qui me donne 274, quantité par laquelle je divife |
le premier terme— s4a*h du premier refte hLi
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guotient eft—25 que jécris 3 la fuite de 3a. Je
fais trois produits; favoir, premiérement, celui de
27a* par —2b; fecondement, celui du triple du
quarré de —2 b, par 3a; troifitmement, le cube de
—2b. Ces trois quantités étant ajoutées enfemble,
jécris la fomme , avec des fignes contraires, fous le
premier refte, & je fais la réduion. De toutes ces
opérations, réfulte le fecond refte qu’on voit ci-deflus.

3% Je confidére la partie 3a—2b, comme ne
formant qu’un méme tout ; jen fais le quarré, & je
le triple ; ce qui me donne 27a*—36ab-4~12b2,
Par le premier terme 27a* de cette . quantité, je
divife le premier terme 27 a*c du fecond refle; le
‘quotient eft +~c, que j*écris 3 la fuite de la premicre
partie (32—25) de la racine. Enfuite je fais trois
produits ; favoir, premitrement, celui de 27 a*—
36ab—4-12 52, par ¢; {econdement , celui du triple du
fuareé de ¢, par 34-—25; troifidmement, le cube
dec, Et apres avoir écrit la fomme de Ces trois quane
titds, avec des fignes contraires s fous le fecond
refte, je fais la réduion, & jai O pour refte, D'o
Je concius que la racine exa&e du polynome propofé
et 30— 254,

132, VENONSs & Pextra@ion des racines cubes, pax
le moyen des fuites infinies. :

can b."',’@
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ExeMPLE

Extraire , par le moyen dune fuite infinie , la racing
cube de @>—4~b* , qui w’eft pas un cube parfait ¢

SCD LYON 1

Cube fuppoft. F racine cubes
£ 5 b3 b6
a’+b :
e atr—T0
— gt ) 3 &> 9as
— gf;P X
1 refte -+ b, iR &c.
b b5 bo
G st 3a3 2706’ 3 a*
i be b9 ¢ 2b3 b$
B 3a3 27 ab ? jﬂ*"*" % 334]
bo 2b? brs 6__""
et LL s e . e 2 b3 b
< 3a3 ¥ 9as 81qt2 3ﬁ=+..._.._.-.-._..—-__--
b8 a jat
2 b® e
729a'y —_— ’
9a’ 27a'°
© refte = b oo g e —
relte — — —
3 274 81443 b &e.
b8 5
729415
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10, Jextrais la racine cube de la premitre partie
¢ du cube fuppofé;; elle eft 2, que jécris. Je fais
je cube de a, & aprés lavoir écrit, avec un figne
gontraire , fous 2'—=b?, je fais la réduction, & jai
pour premier refte--17,

2% Je triple le quarré de a, & j'ai 3 a*, quan-
tité par laquelle je divife +0%; le quotient eft 4
'-%i-—-, que jécris & la racine. Enfuite je fais trois

produits 5 favoir , premi¢rement , celui de = 3.a*

par =~ ——; fecondement ; celui du triple du quarré

B3
de

’ 3
, par a3 troificmement, le cube de -
3

aa
*Et apres avoir écrit la fomme de ces trois produits,
avec des fiznes contraires, fous le premier refte, je

L-" fais la réduction; ce qui donne le fecond refte —

' be b?
gk v E A 27 al
b3
3% Je triple Te quarré de gep=——7—; ce quidon-
; 2 b3 be .
. Be 32t -l , Par le premier terme
L a
% x b iYe : L6
decette quantité, je divife le premier terme— o
* a

e : bé
du refte précédent ; le quotient eft 0, qUe
94a

-+ . . . . . .
J€cris & la racine. Enfuite , je fais trois produits ;

: 7 : 1 b3
faVOlr. premi¢rement , celul de ol e
a

G iij
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b6 b6 : b
v £ P == ; fecondement , celui de af
b3 be

5 trois

par le triple du quarré de —

aﬂ

fiemement, le cube de — . Et aprés’ avoit

bya
écrit la fomme de ces trois produits , avec des fignes
contraires, fous le fecond refte, j’ai, apres la réduc:
tion, le troifiéme refte écric ci-deffus.

. b3 bs
o : 4 [l
4°. Je triple le quarré de a4 et
357 ik bs be b
&}’3133""“' A el PR % s
a 3a4 sa? 2728

Par le premier terme de cette quantité, je divile

le premier terme du refte précédent; ce qui donne
: sbo "y el il y
le quotient == ———, que jecris a la racine. En-
8iab

fuite je fais trois produits; favoir, premiérement,
. Tk 2 b3

celui du divifeur 34* 4 —— — &c , par
" [ ]

582 : : B
T fecondement , celui du triple du quarréde
Ia
e -+ e o i{1eme
——, par a — ——— troifiéme=
grat * P 3a* 9as

542 .
ment, le cube de +TT' Et aprés avoir écrit
1a

la fomme de ces trois produits, avec des fignes
contraires, fous le troificme refte, jai un guatrieme
refte.

En continuant & opérer toujours de méme, on
trouvera , pour la racine, de nouveaux termes, quon
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&rira 3 la fuite des précédents. La racine cube de
&b fera donc exprimée par cette fuite infinie ,
b bo 5b9

3
——— e ———— &,
3a* ga’ Bias

(A) a+

qui eft convergentey, lorfque 2>>0.

133. St a<<b, il faudra regarder b* comme la
premiére partie du cube fuppofé; & alors la racine
cube fera exprimée par la {uite,

-

a3 a® sa?
B) b —_ — &
B) b+— S ,

qui et convergente.

s
134. LORSQUE a==b, Pune on lautre fuite de-
vient ,
1 1 §
ax( 14— — — A — —&c).
3 9 g1
135. Qu'on ait un binome quelconque, tel que
m—+n, dans lequel m & n peuvent étre des quantités
pofitives ou négatives 3 on en extraira la racine
cube par approximation, en fuppofant 4*=m, ou

T 1

g=m’ , b’=n, ou b=n', & fubftituant ces va-
leurs de 2 & de b, dans Pune ou Pautre fuite (A)
ou (B).

De méme, {i on avoit le trinome f-=g-i=k, on
fuppoferoit 25 =f-4-g, ou a=(f+4-g)’, =",

L)
ou b=h', & on fubftitueroit les valeurs de a & de
b dans les mémes fuites. On opérera femblablement
Giv
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pour I'extraction des racines cubes des polynomes qui
ont un plus grand nombre de termes.

136, Les racines cubes des fractions qui ont des
termes complexes, fe trouvent en tirant la racine
cube du numérateur & celle du dénominateur , foit
exaCtement, {oit par le moyen des fuites infinies.

137. LOoRsQU’UNE quantité complexe affle@ée dun
radical cube eft décompofable en faceurs, dont Fun
eft un cube cémplexe parfait ; ce cube peut ére
fupprimé fous le figne radical , en écrivant fa ra-
cine au-devant da méme figne. Ainfi, la quantité
V[28*—~6a b+ 622> — 2 ab® — a3 c oj= 3 02 b —
3ab*c—=13c], peut étre écrite ainfi (2 — b)[/ [2a—c];
car la quantité 2a*— 6 a’b -6 a'h —&c , eft com-
polée des deux faGteurs a*— 3a%bf-; ab*—1b’, &
2a—c, dont le premier eft le cube de a—4.

138. RECIPROQUEMENT, une quantité complexe
écrite au-devant d’un figne radica! du troifieme degré,
peut étre tranfportée fous ce figne, en I'élevant au
cube. Ainfi, (a—b) P/ m eft la méme chofe que
17[ ma® — 3 ma*b -t 3 mab> — mb* ]

139.Nous pourrions également , en décompofant
toujours les puiffances dans un ordre oppoféa celui fui-
vant lequel nous avons vii ( 116 ) qu’elles fe forment,
donner des régles particuliéres pour extraire les racines
quatrieme , cinquieme, fixieme . &c, d’une quantité
complexe; mais je ne pouflerai pas plus loin ces dé-
tails, qui fans écre difficiles, demandent d’aflez longs
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galculs , parce que je donnerai dans la fuite une
méthode générale & facile pour élever une quantité
complexe a une puiffance quelconque , entiére ou
rompue, pofitive ou négative ; ce qui comprendra
la formation générale des pu1ﬁ1nces & Pextrattion
des racines , tant pour les quantités enti¢res que pour
les fractions,

140. JE m’abitiens encore de parler ici de extrac-
dion des racines des quantités en parties rationnelles
en parties radicales. Comme cetre théorie eft princie
plement utile pour la réfolution complette de cer-
aines équations , & que d’ailleurs elle eft un peu abf-
mite, elle trouvera d’autant plus naturellement fa
place ci-deflous, qu’il eft temps de délaffer nos
Ledteurs de la {écherefle des calculs que nous avons
fits jufqu'ici, en leur montrant !’ ufage de ces calculs
Gns des queftions curieufes & utiles. Cleft ce qu'on
Yavoir dans la théorie des équations,

SCDLYON 1




ALGcEBRE,

—

CHAPITRE VIIL

Des Eguat:ons en général , & de celles|
du premier 'degre en parriculier.

!4.1.8 1 deux quantités, fimples ou compofses, font
€gales entr’elles, I'expreflion fymbolique d’une telle
€galité eft ce qu’on appelle une équation. Par exemple,
lexpreﬂlon 9=3=7-475, eft une équation. De
méme, a=b=cd, x¥*—+br=cd, font des équa-
tions, 4
Les deux parties de I’équation, féparées par le|
igne=, en font les membres. Le membre de la
gauche eft le premier ; celui de la droite, le fecond:
Chaque membre peut étre compofe d’'un ou |
plufieurs termes. ‘

142. Ls équations fervent a exprimer d’une ma
~nitre abrégée les raifonnemens qu’on. eft obligé de
faire pour réfoudre une queftion. Elles en font, pout
ainfi dire, la traduction algébrique. Or, parmi les
quantités que Pon compare ainfi enfemble , les unes)
font connues , les autres inconnues. Qrdinairement on
repréfente les premicres, par les premicres leetres .‘
a,b,c,d, &c, de l'alphabet, & les fecondes, p&

les dernicres lettres’'t, x,y,7; mais cela eft arbi- |
traire,, On fait d’ailleurs exactement les mémes opé
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fations de calcul. fur les unes & fur les autres. L'objet
final d’une équation qui contient une inconnue eft
toujours de faire connoitre cette quantité, ou, com-
-~ me on dit, de dégager Pinconnue, Cet art s'appelle
~encore la réfolution des équations.,

" 143. ON diftingue deux fortes de problémes ; les
. problémes dézerminés, & les problémes indéterminés.
Les premiers font ceux dont les conditions expri-
mées en langage algébrique menent 3 une équation
finale qui ne contient qu’une feule inconnue ; & cette
équarion s’appelle en conféquence éguation determi=
nee, Les problémes indéterminés ménent a une équa-
tion qui contient plufieurs inconnues , & qui s’appelle
. equation indéterminée.

:
' 144. LEs équations, déterminées ou indétermi-
tées, font de différents degrés, C'eft-a-dire, du pre~
. mier degré, ou du fecond, ou du troificme , ou
. duquatrieme, &c, felon que la plus haute puiflance
de Pinconnue , ou de Pune des inconnues dans un
terme, ou que le produit de plufieurs inconnues ,
mélées enfemble dans un terme, eft d’'une dimenfion,
oude deux dimenlions, ou de trois, ou de quatre , &c,
Ainfi, x étant inconnue, I'équation ax—~-be==cd ,
elt du premier degré, parce que I'inconnue n'y eft
que d'une dimenfion. L’équation ax?~-bex =m’ =
', eft du fecond degré, parce que dans le terme
ax*, Pinconnue forme deux dimenfions , 22 érant
i méme chofe que wxx. L’équation a®==ba?—
Cx=m’ , eft du troifieme degré, parce que le
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terme x*, eft de trois dimenfions, formées de I
feule inconnue x. Ainfi de fuite. Toutes ces équae |
tions font déterminées. Prenons pour exemple dung
équation indéterminée, celleci, axmi-xy—=by=cd, |
dans laquelle x & y font les inconnues; cette équa
tion eft du fecond degré, parce que le terme x|
qui contient le produit des deux inconnues, eft ds |
deux dimenfions. Les équations indéterminées ax? -
brxy—4-Dy=m?*, ax*~+ xy*—+ by*=h3, font du troi-
fieme degré , parce que dans le terme ax’ de la pre-
miére , inconnue étant élevée la troifieme puiflance,
forme trois dimenfions, & que dans la feconde, Jes
inconnues x & y forment aufli trois dimenfions dans
le terme xy. Ainfi de fuite.

Les quantités connues & données n’entrent jamais |
pour rien dans Peftimation du degré d’une équation}
il fe régle feulement d’aprés les inconnues , comme
nous venons de Pexpliquer.

145. Mon objet étant d’expofer la théorie génés
rale de la réfolution des équations, je commence pat
celles du premier degré, & je partage les problémes
qui s’y rapportent , en deux claffes. L’une comprend
les problémes déterminés; lautre les problémes in= |
dérerminés, & ceux qui érant indéterminés en géné-
ral, peuvent devenir dérermmés, lorfqu’on aftreint
les inconnues a certaines conditions,

W
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SECTION:-1

Des Problémes déterminés du premier degré.

146. TouT probléme déterminé mene, comme
pous I'avons dit, @ une équation déterminée. Sup-
pofons donc qu’en fatisfaifant & toutes les conditions
dune queftion, on foit parvenu 2 une équation du
premier degré , & qu'il s’agiffe de la réfoudre. Lart
de remplic cet objet confifte entiérement a faire
en forte que l'inconnue foit feule dans un membre,
tndis que les autres quantités, fuppofées connues,
font dans Pautre membre; car alors I'inconnue eft

~ &iidemment dégagée , puifquelle fe trouve égale &

wn réfuleac de quantités . toutes connues. Or, il eft
toujours poflible d’amener Péquation a cette forme,
foit en ajoutant 3 chaque membre, ou en retran-
chant de chacun d’eux, une méme quantité; {oit en
multipliant ou en divifant chaque membre par une
méme quantité ; foit en les élevant 'un & lautre a
une méme puiffance ; &c. Ces différentes opérations
produifent toujours des équations : car il eft clair
que tous les changements femblables qu’on peut faire

fubir 3 deux quantités égales , ne peuvent produire,

que des quantités encore égales entelelles, Cela va

v 1 Y
Sentendre a fond par des exemples.

147. Qu’oN ait I'équation x—a=b~-c , dans
laquelle tout eft connu, a 'exception de x, Il eft évi-
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dent que i la quantité x étoit feule dans un membre;
on la connoitroit , puifqu’elle feroit égale 3 un réfultar |
d’autres quantités qui font toutes données. Or , pour
avoir x toute feule dans le premier membre, on 2
qu’a ajouter de part & d’autre ==a : car =2 détruira
—a dans le premier membre; & on aura x =b=
c=a.

148, SoiT Péquation x—4=a==b—4=c. En retran-

chant de chaque membre, la méme quantité =g,
jaurai Pinconnue x feule dans le premier membre;

car — a détruira ~~a dans ce membre. L’équation
deviendra donc ¥==b~4-c—a ; & l'on connoita
ainfi x, puifque les quantités @, &, ¢ font données.

149. ON voit par les opérations que nous venons
de faire fur les deux exemples précédents, qu’en ajou
tant a2 chaque membre, ou en en retranchant une mé-
me quantité, cette quantité difparoit du membre ol
elle fe trouvoit d’abord, pour fe reproduire dans Iautre
membre , avec un figne contraire. On appelle cela
tranfpofer un terme. Cette opération, qui revient tres-
fouvent, laifle toujours fubfifter Pégalité; car, par les
axiomes, fi I'on a deux quantités égales, & qu’on leut
ajoute ou qu'on en retranche une méme quantité, on
aura encore des ré{ultats égaux.

» . 6 d
150. Sort 'équation <. £ ~= —=——. La pre
a c '

micre chofe que je dois faire pour parvenir 2 dégager
Pinconnue «x, eft de la débarraffer du divifeur & qut
Paffeéte. Or, pour cela, je multiplie tous les termes

SCD LYON 1




Crarivre VIIL 115
de Péquation par a3 ce qui ne détruit pas I'égalité du
premier membre avec le fecond , & ce qui me donne

d 8 S b
,,;..fi. — -, Enfuite je tranfpofe le terme —-,
£ e ¢

ad ab

——

&ja x= »

151. I en feroit de méme, fi le divifeur de »
foit complexe , comme , par exemple, fi on avoit

A x h i
 féquation S g D’abord , en

indiquant fimplement la multiplication de tous les
trmes de P’équation par le divifeur a4-b—c, on
h(a-=b—c) flad-b—rc)

20r0it X~ — o ) e
. h b— A
fuite, en tranfpofant le terme i g , il vien=-
g
. (a=b— h by — 4
droit x = fe o Y e ,oubien,
| n g
weffectuant les multiplications indiquées,
- af +bf — cf (ah =~ bh — ch)
' - — m — g ]
ou bien encore, en réduifant les deux fra&ions au
A - '?) S——_—
méme dénominateur , ¥ = ofe + bz — cf e
gm :
( ahm~-bhm — chm
),ouenﬁn. ......... 0o
gm
v = Y& +bfz — cfg — akm——bhm~chm
g-’ﬂ e
: b
152, Sorr Iéquation a: e ; — :: e

SCDLYON 1.




112 ALGctzBRE

i:i_' Je fais difparoitre les fractions , en multiplian

fucceflivement chaque terme par chaque dénoming
teur b, d, f, m. Par-ld, yai, premi¢rement, ax
b3c bex b3z

= + —£_; fecondement, adx —4-bie=
d i m
bdex b2l )
; o :’ 3 troifiemement , adfx - bicf=
ir
bdfg

bdex 4~———— ; quatriémement, adfmx == brcfm=
mn

bdemx —-b>dfg. Etant parvenu 3 ce dernier réfultat,
je mets dans le premier membre tous les termes qui
contiennent &, & tous les autres dans le fecond. Cela
fe fait en tranfpofant les deux termes becfm & bdems,

Yai donc ainfi, adfmx —bdemx = brdfg — brefm , ufs

bien, x (adfm — bdem)== b*dfs — b>cfm. Maintenant,
en divifant tout par la quantité adfin—>bdem, qi

multiplie , j’aurai Pinconnue x toute feule dans k|

. b dfg —bPcfm
premier membre, en cette {orte xz_jg_____..
adfm —bdem

I53. S1 on avoit une équation de cette efpece;
VeV ce=1/[m=n] ; en tranfpofant d’abord
V¢, on auroit |/ x=}/[m ~n]—1/ c. Enlfuits

élevant tout au quarré, on auroit # = (]/[m +n]=]
|

Vc}*.

154. CEs principes généraux pofés, je vaisdonnét
la folution de différens problémes du premier degres
qui contiendroat un plus ample développement €

régles’
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régles précédentes , & qui montreront la maniére d’ap-
pliquer 'Algébre a des queftions qu’il feroit quelque-
. fois impoflible de réfoudre par toute autre voie.

ProerLEeEmMmE I

155. Trovw £& up nombre qui crant ajouté @ [a
moitié & a fon tiers, donne 110 pour fomme ?

Traduifons cette queftion en langage algébrique,

) > ey x
Soit » le nombre cherché ; fa moitié fera — , & fon
)

. x . . . . 1
tiers, —. Ajoutant ces trois quantités enfemble, on
3

x X
aua pour fomme, ¥ 4=— 4= —. Or, par hypo-
, . ;
- thefe, cette fomme doit étre égale 3 110, On aura
TR x x
donc Péquation x—4= — 4= — ==110.
& 3

Pour parvenir 2 dégager Pinconnue x, je fais difpa-
toitre les fractions, en multipliant fucceflivement tous
les termes par les dénominateurs 2 & 3. Je trouve

ainfi ¢abord , 2x—|—x+—zf—xzzo » puis Cx—=
3

3%+2x=660, ou bien, 11x=660. Divifant
utpar 1, jaurai x=60. En effet, en ajoutant 3
60 fa moiti¢ 30, & fon tiers 20, on aura 110 pout
fomme. C. Q. F.T*,

e

¥ Certe expreffion abrégée C. Q. F. T. fignifie Ce qu'il falloit
P g g q
irouyer, .

H
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Prosreme IL
156. P.arrac & GOO® entre quatre perfonnes, de
manilre que leurs parts forment une progreffion arith-
métique dont la différence cft 4% 2

Soit x la premicre ou la plus petite part ; la feconde
fera x4 la woifieme, x—4=4-t4, ou ¥-+8;la

quatricme,, x4-8+44,0uxr~+12. Ajoutant enfem- |

ble ces quatre parts, leur fomme fera x> ==
x4+ 8412, ou 4¥+424. Or, (hyp. ) cee
fomme doit étre égale 3 ook, On aura donc I'équa-

tion, 4%-24== 6oo.
En tranfpofant 24, on a 4x=600—-24—_—=576.

ity 576
Divifant tout par 4, on aura ¥==——== 144. La |
4

part de la premicre perfonne eft donc 144%; celle de
la feconde, 148% ; celle de la troifitme, 152%; &

celle de la quatri¢me, 1568 C.Q.F.T.

ProslrLEnRE IIL

157. Parrscer 968% entre cing perfonnes , d¢

=4 . ~ ,_. S
manigre gue leurs parts forment une progreffion geome= |

trique dont la raifon eft 37

Soit & la premiére ou la plus petite part. Il eft
clair que la feconde part devant contenir trois fois
fa premicre, la troifieme , trois fois la feconde, &¢s
il eft clair, dis-je, que la feconde part fera exprimée
par 3 x, la troifitme par 9, la quatri¢me par 27%
& la cinquieme par 81x. La fomme des cing parté
¢t par conléquent ¥= 349 K27 =815
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! ceft 3 dire, 121 x, Or, (hyp:) cette fomme doit étre
égale 2 968%, Ainfi, on aura Péquation, 1214=968.

Divifant tout par 121, on trouvera r==8, La
premicre part eft donc 8%, la feconde; 248, la troi-
fieme , 72%, la quatritme, 216%, la cinquieme ,

648t C. Q. F. T.

ProesreEmMEe IV. :

. 158.Quer dge avons-nous Uun & Lautre, demands
- fils a fon pere ? Le pere répond , vorre dge eft ac-
wellement le tiers du mien, & il y a fix ans qe'il en
éoit le quart » trouvey dge de chacun ?

Soit , en prenant 'année pour unité, x I'ige aGuel
d pere : I'ige actuel du fils fera -;—. Il'y afix ans que
| lige du pere étoit ¥ — 6, & que par conféquent I4ge
.. du fils éroit -i:-— —6. Or, (hyp.) I'dge du pere étoit

dlors quadruple de celui dufils, Ainfi, on a Péquation,

4%
3 "—2*.

¥—6=—4 (Tr - 6), ou bien, x —— (==

Multipliant tout par 3, pour faire difparoitre la

fration , on aura 3 x—18==4x—72, ou bien,
i {en tranfpofant les deux termes 30 & —72), 72—
18=4x — 3x, Ceft-d-dire, y4=wx. Ainfi, le pere
daftuellement 54 ans, & le fils 18 ans. C,Q.F. T,

ProBLEME V:

159.Un ouyrier s'eft engagé pour 60 jours, & con-
dition qon lui donneroit 1y [ols chaque jour qu'il

H ij
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travailleroit , & qi’il donneroit § fols thaque jour quil
ne travailleroit pas * au bout de 60 jours , il regoit 24¥,
Combien de jours a-t-il travaillé ?

Soit » le nombre cherché de jours ; & par confé-
quent 60—, le nombre de jours que ouvrier na
pas travaillé, En exprimant en livres le gain & la
perte , il eft clair que comme 1§ fols font les trois
quarts d’une livre, & 5 fols le quart; le gain que fait
Pouvrier pendant le nombyre de jours x eft 2, & que
Ia perte qu’il fait pendant le nombre de jours 60—=
eft ;(6o—=x). Or, (hyp.), le gain moins la perte
eft 24, Ainfi, on a Iéquation ,  ¥—;(60—x)=24,
ou bien, (x—15~4~ix=24, ou bien, ...
X—1§5=24.

Donc, en tranfpofant — 15, on aura x =39
L’ouvrier a donc travaillé 39 jours, & il a été 21
jours fans rien faire. C. Q. F. T.

LY

ProeremEe VL

160. Dzux Couriers partent d’'un méme lieu, 9
heures Lun aprés Pautre : le premier fait 2 lieues par
heure , & le fecond 3 lieues par heure ; on demande ai
bout de quel temps le fecond joindra le premier @

Soit, en prenant 'heure pour unité, ¢ le nombre
d’heures que le fecond Courier a marché depuis le
moment de fon départ jufqua celui ol il atteint le
premier. Il eft évident que le nombre d’heures que lé
premier Courier a marché depuis le moment de fon
départ, jufqu’a celui on il eft ateint par le feconds
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fera ¢+ 9. D’un autre c6té, puifque le premier Cou-
rier fait 2 lieues en 1 heure, & que le fecond fait
3lieues en 1 heure, {i 'on fait ces deux proportions,

I:t~-9::z lieues: un quatriéme terme,

r:z::3 liewes: un quatric‘-me terme ,
les deux quatri¢mes termes 2(z4-9), 3¢, exprime-
ront évidemment les nombres de lieues parcourues
par les deux Couriers. Or, comme les deux Couriers
partent d’un méme lieu , & vont dans le méme fens,
ils parcourent des efpaces égaux depuis le point de
départ jufqu’au point de rencontre. Dol il fuit qu’on
aura 'équation 3¢=2(t=9), ou bien 3r=2:418,
ceft- 2-dire , z=18. Ainfi, le fecond Courier ,
18 heures aprés fon départ , joindra le premier.

Q. F.T.
C.o B 0 L Jdia:Boks

161. St on veut connoitre le nombre de licues
que chacun des Couriers a faites, lorfqu’ils fe rencon-
tent, on le trouvera, en confidérant que puilque le

fxond Courier fait 3 lieues par heure, il aura fait
3fois 18 lieues, ou 54 lieues en 18 heures. Ainfi, le
point de rencontre eft diftant du point de départ, de
54 lieues,

Proereme VIL

162. Suprosons maintenant , pour propofer la
méme queftion plus généralement , que les deux Couriers
ne partent pas du méme liev , mais que le premier parte
dun lieu plus avancé vers le but oitils tendent Uun &

H iij
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Pautre, d'un nombre de Lieues exprimé par a 3 qu’il parte
avant le fecond, un nombre & heures exprimé par h;
que le premier faffe le nombre m de lieues pendant lg
nombre n d’heures, & le fecond , le nombre p de lieues
pendant le nombre q d’heures : on demande au bout de
quel temps le fecond joindra le premier ?

Soit ¢ le nombre d’heures que le fecond Courier a
marché depuis le moment de fon départ, jufqu’a celui
ou il atreint le premier. Puifque le premier Courier
part avant le fecond, un nombre d’heures exprimé
par h,il eft clair que t—~h exprimera le temps que
marche le premier Courier , avant que d’étre atteint
par le fecond. De plus, en faifant ces deux proportions,

a:m::t—+hion quatriéme terme ,
q : P t3fiun quatm‘:me terme,

i m(t—+h t
les deux quatriemes termes } Pl
n q

primeront les elpaces parcourus par le premier &
le fecond Courier, depuis les points de leurs départs,
jufqu’au point ol ils fe rencontrent. Or, comme le
premier Courier a le chemin 2 d’avance fur le fe-

parcouru par le

cond, il eft clair que Pelpace

fecond Courier, doit étre égal a la fomme faite

A (t—+h
de Ia diftance 2 & de Pefpace — ). On aune
M . t m(t = h .
donc Péquation , 29 5 Aphing S~ s , ou bien,
q ) n
pt mt ~+mh
T = 4a "
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_ Faifons difparoitre les fractions 5 nous aurons
mt ~+qmh
d’abordpt:qa—i——f—uq—- puis npt == qan =
i
" gmt—+-qmh. Mettons dans un méme membre tous
les termes ot 'inconnue ¢ {e trouve, & tous les autres
- dans P'autre membre ; nous aurons npt—gmt ==
gan—=qmh , ou bien t(np— qm)==gqan-~qmhe

e gan—-qmh
Divifant tout par np— gm, on aura t=————1

np — qm
BO. F. T,

Cette équation eft une formule générale dans la-
quelle il ne s’agira plus que de fubftituer a la place
des quantités a, b, m, n, p, g, leurs valeurs nu-
mériques, pour avoir les folutions de toutes les quel-

tions particulieres qu'on peut propofer fur ce fujet.

Par exemple, pour tirer de cette formule la folution
de la queftion précédente, il faudra fuppofer que la
quantité a devient nulle ou zero, ce qui s‘exprime
ainfi, a==0; h=9 heures ; m=2 lieues; n=1
heure ; p==3 licues ; g¢=1 heure. Alors on aura
gan=0 ; gmh=1I%x2x9=18;mp=1%x3 =3}
gm==1x 2 ==2. Par conféquent DAL | BT

—

comme ci-deflus.
COROLLAIRE.

163. S1 on veut avoir les expreflions générales des
efpaces que les deux Couriers parcourent depuis
leurs points de départs jufqu’au point de rencontre,
on obfervera que l'efpace parcouru par le premier

H iv
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m(t=h)

Courier étant , & Pefpace-parcouru par le

I ; r
fecond érant —E—; fi Pon met dans ces expreflions,
q

an —qmh o
pour 7 fa valeur ————1"_  on aura, en quantités
np— qin

toutes connues,
qam = phm
np —— qim
pan ~ pmh

fecond efpace =———.
np—qm

premier efpace =

Dans Ihypothefe du probléme précédent , on a
a==0; h==9 heures; m=2 lieues ; n=1 heure;
p==3 lieues ; =1 heure. Subftituant ces valeurs dans
les expreflions générales que nous venons de trouver
pour les efpaces, ces expreflions fe réduiront 'une &
Pautre & 54 ; en forte que les deux Couriers auront fait
chacun §4 lieues lorfqu'ils fe rencontreront.

164. Nous avons rélolu les queftions précédentes,
{ans employer, pour en exprimer les conditionss
plus d'une inconnue. Mais fouvent on a befoin, ou
du moins il eft plus commode d’employer plufieurs
inconnues. Alors on forme, ¢'il eft poffible ; autant
d’équations qu’il y a d’inconnues : ces équations com=
binées enfemble fervent 3 chafler ou i éliminer fuc-
cellivement toutes les inconnues moins une ; & on
parvient a une équation finale qui ne contient plus
qu'une inconnue , & qui fe réfoud , comme nous
Favons expliqué, Des exemples vont faire entendre
cela clairement,
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ProsrLEME VIIL

165. Trovw £z deux nombres dont la fomme foit a,
& la différence d ?

Soient x le plus grand des deux nombres cherchés,
3 le plus petit. On aura, fuivant les conditions du pro-
bléme, les deux équations, x¥4-y=2a, ¥—)= d.

Tirons de chacune d’elles la valeur de l'une des in=
connues , de y, par exemple. La premicre donnera
y=a—=x ; la feconde , y:_.-.i'—--d. Or,y=y. Par
conféquent on aura auffi g— x==x—d , équation qui
necontient plus que la feule inconnue x, & de laquelie

. a—++d
on tire & = ——, Mettons cette valeur de x dans
2

" Iwe des équations primordiales, par exemple, dans

. a-+d
fequatlon J==a—X : NOUS AUrons y==a— —--—-) =
t—d

-—-—__,,,.

L

Il eft évident qu’on auroit trouvé pour y la méme
 valeur, en mettant pour x fa valeur dans Pautre équa-
. tion primordiale y==x—d, puifque les deux quanti-
sa—ax & x—d font égales entr’elles.

Ces valeurs de x & de y font voir qu'en général le
plus grand des deux nombres ¢ft égal a la moiri¢ de leur
fomme , plus la moitié de leur différence . & que le plus
petit eft égal a la moitié de leur fomme , moins la moitié
de leur différence. C. Q. F. T.

Suppofons, par exemple, que la fomme ¢ foit 6o,

A
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& que la différence d foit 12, on aura x =36}
y=2*l

E M A RQUE,

166. LA méthode que nous venons d’employer

pour dégager les deux inconnues x & y eft générale;

mais on peut fouvent parvenir au méme bur d’une

manicre plus abrégée, foit en ajoutant enfemble les
équations , foit en retranchant 'une de 'autre. Ainfi,
par exemple, ayant les deux équations, x —~y=a,
x—y==d ; {1 on les ajoute enfemble, on aura tout
a-d

z

d’un coup 2x=a-d, ou ¥ =

retranche la feconde de la premiére, on aura 2y=%
a—d
a—d, ou y =—,

)

PR OBL ENE LA

167. Farzre, avec deux matiéres dont on connolt

les poids fous un méme volume * donné , un corps dontle *

poids & le volume foient donnés 2

Nommons m le volume du corps mixte ; p fon
poids ; ¢ & r refpeftivement ce que pefent les deux
matieres compofantes, fous le méme volume n; # &)
les volumes de ces mati¢res, qui forment le volume m
On aura d’abord Iéquation, x—y=m. De pluss
puifque ¢ eft le poids du volume n de la premiére

B

* On appelle volume d’un corps, P'efpace que ce corps occupes

ceft-d dire, le nombre de pieds cubes, ou de pouces cubes , €3
qui campolent {a grandeur apparente.
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' matiére, & r le poids du volume égal n de la feconde,

il eft clair , 1° que le poids du volume x fera le qua-
grieme terme d’une proportion dontn, ¢, x, font les
wois premiers , & que par conféquent ce poids fera

e x . :
‘gxprimé par ZZ., 2° Que pareillement le poids du
i

volume y fera exprimé par "E;_z_ Or ( hyp.) la fomme

des deux poids b i -if— doit étre égale a p. Ainfi,
i

)

n

* 3 qx
on aura cette feconde équation —— == = p.
n

Tirons de chacune de ces deux équations la va-
lear d’une méme inconnue, par exemple, de y. La
pemicre donne y=m—x 3 la feconde , y==

fp=—qx » %
= or, y=y. Donc, on aura P’équation,

¥

DIt — g2t . .
M— = ————, qui ne contient plus que la feule
inconnue x. Multipliant tout par r, on aura mr-—
r¥=pn—qx ; tranfpofant, il vient mr—pn=rx—
g&; ou mr — pn=1x (r—q). Donc, en divifant tout

mr —pn

Pt r—gq, x= . Mettons cette valeur de »

y——if
dans Pune des équations primordiales, par exemple,
dans Téquation y==m—x ; NOUS aurons y=m-—

=y m—m corT.

T-—-q' T ._g
Pour faire une application de ces valeurs générales
de x & de y, fuppofons que le corps mixte foit com-

pofé d’or & d’argent; que fon volume foit de 3 pouces
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cubes ; fon poids de 30 onces; le poids du pouce cube
d’or, de 12 ; onces ; celui du pouce cube d’argent,
de 67 onces. On aura donc m==3 pouces cubes;

p==30 onces ; n==1 pouce cube ; g==T12 3 onces

=% onces; r=062 onces =< onces. Subftituant

s §L 3 Lt
ces valeurs dans les équations générales x = )
ear
pn—m g
Ji= B s ol (8 » elles deviendront r=2, y=2. Par
r—g i

conféquent, le mixte contiendra % pouces cubes d’or, |

& ;% pouces cubes d’argent.
Rezmwareouves.

168, Nous aurions pii dégager nos deux incon-

nues x & y, par le moyen indiqué ( 166); mais cela |

auroit demandé une préparation qu’il eft bon d’ex-
pliquer ici. On imitera le méme procédé dans les
autres cas. Ayant d’abord trouvé les deux équations
gx —+1y

n

fondamentales, x¥~4-y=m ; & =p, ol

bien gx~~ry==np : {i Pon veut commencer par éli
miner y , on multipliera tous les termes de la premicre
par r, afin d’avoir dans les deux équations un rerme
commun ry. Par ce moyen, elle deviendra rx —4-ry=
rm, dont retranchant , membre du membre correl-
pondant, la feconde équation gx—=ry==np , il vient
r¥—gx=rm-——np , ou ¥(r—-q)==rm—np, Od

TN —— 11
enfin ¥ =2 TP .

sl |
Si on veut éliminer # par le méme moyen, on muf-'
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tipliera par g tous les termes de I’équation x—4=y=m,

& on aura gx—-gy==gm, dont retranchant I’équation

gx+ry=np, il vient gy—ry=gqm—rnp, ou
np—qm

y(r—q)=np—qm, ou I g

PRoBLEME X

169. Trozs Joueurs ont fait des gains tels que la

fimme du premier gain & de la moitié des deusx autres

¢ a; la fomme du fecond & du tiers des deus autres

"y oflbs la fomme du troifiéme & du quart des deis autres
- ¢ff ¢ : on demande quel eft le gain de chaque Joueur 2

Soient x , y, 7 les trois gains cherchés. On awra,
* fuivant les conditions du probléme , les trois équa-

-+ -
.J’Z=a’y+ (1

=bo¢.0-?

. tions , x4

;  dmadd

. 4

- Je tire de chacune delles une valeur de 7, & j’ai

b t=24—2x—y, =3b—3)y—x, 7=

40— x —y

) 4

- Egalant 1a premitre valeur de 73 lafeconde & d la
troifieme, je forme les deux équations,,

= (.

L]

2a—2%—y=3b—3y—%,
40— X —

4

2ag—2Xx—)=

]

Qui ne contiennent plus que deux inconnues x &
9+ Tirons de chacune delles, la valeur de . La
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b—za '
- . ; la feconde,

premicre donne y=

§a—7%—4c

y= 3 . Ainfi, on aura I'équation,
3b—z2a-+2% Sa—qx—4¢C 2 g
= ; qui ne contient
% 3
que la feule inconnue x , & de laquelle on tire,
224 —8c—9b Il
x= -
17
Mettons cette valeur de » dans Péquation y=
3b—za+x 21h—6a—4t
, ous trouverons y==
2 17

Enfin, mettons les valeurs de x & de y dams
Péquation 7==2a—24—) , Nous trouverons = |

200 — 30— 4a

1T
Les trois gains x, ¥, 7 font donc exprimés en

quantités toutes connues , & font par conféquent cot- |

nus. C, Q. F. T.

Suppofons, pour faire une premicre application de |
ces formules, a=4, b=3, c=2. On trouverd |-
it =1 Le premier gain fera donc

45 Py
X="7s =772

exprimé par la fraftion 13, le fecond par la fraction

e

31, & le troifieme par la fraction ::. Ces fractions ex* |

priment des parties d’écu, ou de livre, ou de fol,
&c , felon quw’on prend pour unité, I'écu , ou la livre,

ou le fol, &c.
Pour fecond exemple, fuppofons a==1 ,
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te cas, la valeur de x érant négative, cela fignifie
(18) qu'il faur prendre » dans un fens oppofé 3
celui qu'on lui a attribué dans le procédé du calcul.
Ainfi, au lieu de fuppofer que le premier Joueur a
fait un gain , il faut fuppofer qu’il a fait une perte.
Cette perte eft exprimée par 22, tandis que les gains
-~ des deux futres Joueurs font exprimés refpectwement
pat & 2. En effet, une perte de 22, & la moitié
fe la fofnrne des deux gains 2%, %2 ne font que 1

EL 2o g

de gain effe&if, comme cela doit étre en vertn de la

. p 4 “+7
prem:ére €quation x—}-—-‘z——-za > OU 2 =j=
A

+ A .
g8l 1, On prouvera de méme, que les con-=
3

x4z
3

o

| ditions dés deux autres équations 4

—+ :
b=2, g-i-xTJ:c:g » font remplies par les

vileurs x=—=—12, y=11, =12,

Si, en érabliffant les équations fondamentales du
probléme , au lieu de fuppofer que » »J » 3 exXpriment
tois gains ou trois quantités de méme genre que a, b,
¢, on avoit (uppofé que x exprime une perte, tandls
que y & 7 expriment des gains ou des quanntes de
| méme genre que a, b, c; il eft évident qu’on auroit

b s -+
eu les trois equations __x+y_z_ =a, y g
3 2

a1 g-}- Seebuye ) d’ou Fon tire




ArctsrEj

gct-o0b—22a 21h =—— 62— 4C
X —= 3 == _
17 J 17 i
zoc—-;b——4a
g: .
17

Alors , en fuppofant a=1, b=2, ¢c=3, 0
trouveroit x =2, y=11, =1 La valeur de #
{e produit maintenant f{ous une forme pofitive, parct
qu’en établiffant les équations générales, on a fuppofé
que x exprimoit une perte, & qu’on a achevé le calal
conféquemment 3 cette fuppofition. Mais i on vouloit
fe fervir de ces mémes équations pour réfoudre le

ou Yon auroit a==4, b=3,¢=2, 0n trouveroit

=3 y=1t z=2 La valeur de x eft main- |

tenant négative ; & cela fignifie que  doit étre prife
dans un fens contraire 3 celui qu'on lui a attribué dans
Jes nouvelles équations, c’eft-3-dire, que cette quantité
doit étre regardée comme un gain, & non pas comme
une perte.

170. LA remarque que nous venons de faire fir
la manicre dont les inconnues doivent étre envifagées,
felon qu'elles fe préfentent avec le figne — ou avee
le figne —, n’eft pas particuli¢re 3 'exemple qui Ia
fait naitre; elle eft vraie généralement. Voici donc une
maxime univerfelle & trés-importante dans ’Algébres
Lorfque vous avez une queftion a réloudre, & que pat
Pénoncé de fes termes, vous ne voyez pas i la quai-
tité que vous cherchez doit étre pofitive ou négatives

Ceft-i-dire, fi cette quantité doit étre prife ou dansle *
fens de celles qui font regardées comme pofitives, 0 §

dans le fens de celles qui font regardées comme BE
gatives;
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gatives ; ne vous en mettez pas en peine, regardez
Finconnue comme pofitive; & achevez toutes les par-

 ties de votre calcul conféquemment 3 cette fuppos

fition : fi dans 'équation finale, la valeur de Pinconnue
eft pofitive , cela fait voir que votre fuppofition éoit
légitime ; {i au contraire la valeur de Pinconnue eft
négative , cela fignifie que Finconnue doit étre prife
dans un fens contraire a celui que vous lui avez artri-
bué dans le procédé du calcul, Le méme raifonnement
auroit lieu dans un ordre inverfe, {i 'on avoit regardé
finconnue comme négative. Le calcul redrefle dans
tous les cas les faufles fuppofitions qu’on peut avoir
faites , en érabliffant fes éléments.; & ceft-1a un des
plus précieux avantages de ’Algébre.

171. IL en eft, au méme égard, des quantités
tonnues , comme des inconnues. Si dans les appli-
aations particulieres qu'on peut faire d’'une équation
qui exprime généralement les conditions d’un pro-
bléme , on regarde comme négatives des quantités
tonnues a, b, ¢, &c, qui ont été regardées comme
pofitives dans le calcul, cela fignifiera que ces quan-
tigs doivent étre prifes dans des fens contraires &
ceux qu'on leur a d'abord attribués, Reprenons ,
par exemple , le probléme de Particle 162; & voyons

tomment on peut tirei de P'équation générale t==

2 .
qan =-gmh
. ffp-—-qm
bléme fuivant : Deus Couriers qui vont d la rencontre
Yun de Uautre, partent , Uun de Paris, Pautre de Lyon;

I

qu’il nous a fournie, la folution du pro-
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le Courier de Paris fait 3 lieves en 1 heure; celui da |

Lyon 2 lieues en 1 heure = on demande au bout de qud,

zemps ils fe rencontreront , en Juppofant que’le Courier |
de Lyon parte G heures avant celui de Paris, & qu J

Pinteryalle de chemin compris entre Paris & Lyon fiit
de 100 lieues ?

Regardons le Courier de Paris comme le premiet,
& celui de Liyon comme le fecond. D’abord , la lee
a que nous avons prife dans Particle 162, pourse
préfenter la diftance des points de départ des deux |
Couriers, nous repréfentera ici la diftance de Paris

Lyon. Ainfi, nous avons 2==100 lieues. Le temps |

¢t que marche le fecond Courier , étant pris polit-

vement, on doit prendre b négativement, parce qi

dans la folution générale , on a fuppofé que le premit

Courier partoit le premier, au lieu qu'ici Ceft e fe

cond qui part le premier. Nous aurons dong h=—F6

heures. De méme , efpace p que parcourt le fecond
Courier pendant le temps ¢, étant pris pofitivement, |
Pefpace m que parcourt le premier Courier , pendant
le temps n, doit étre pris négativement , parce qué
dans la folution générale, on a {uppof€ que le premiét
Courier s’éloignoit, au lieu qu’ici on fuppofe quil
va au-devant du fecond. Quant aux deux temps ¢&
n . ils doivent étre pris I'un & l'autre pofitivement;

parce qu'ils s'écoulent dans le méme fens, pendant qié

-les Cotriers marchent, ou 'que Pun peut étre 1§

gardé comme faifant partie de I'autre. Nous aurons
donc p==2 lieues ; m==— 3 lieues ; ¢=1 ‘heurt
n==1 heure. Subftituant toutesces valeurs numériqueé
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3 la place des valeurs littérales correfpondantes dans

. an —+qgmh -
< la formule L il e b , elle deviendra 1=

ﬂp S i}‘}'ﬂ

IRI00X k4 IX~—3X—6 Too—18 ol

5

IX2— 1X—3 23
23, Ainfi, le Courier de Lyon, 23 heures &
apres fon départ , rencontrera celui de Paris.
an -+ pmh 4
L’efpace ol oY parcouru par le méme
np — g
Courier depuis Lyon jufqu’au point de rencontre,
y ] 1 i
) IXI0ON [ 2 X—3JX—6 33 A
fera - =21 eft-a dire,
IX2 = X—3 e

47 lieues < ; & par conféquent P'elpace patcouru par
le premier Courier , depuis Paris jufqu’au point de
rencontre , fera 52 lieues & 7.

On peut s'affurer de la juftefie de tous ces réfultats,
en réfolvant direGtement , de la maniére {uivante , le
probléme dont il €ft queftion.
~ Nommons tonjours ¢ le temps que marche, le Cou-

tier de Lyon , avant que de rencontrer celui de Paris.

Le Courier de Lyon, qui fait 2 lieves par heure,

parcourra, pendant le temps ¢, un efpace ==2¢; le
‘Courier de Paris , qui fait 3 lienes par heure, & qui

part 6 heures aprés celui de Lyon, parcourra, pen-
dant le tems 1—6 , un efpace =3 (t—6). Or, la
fomme de ces deux efpaces” n'eft ‘autre chofe que

Pefpace-toral compris entre Paris & Lyon. Ainfi, on

aura Péquation, 2¢~4-3(t-—6)==100 ; d'ou Pon

tire ' ¢ = 23 heures ¥, comme ci-deflus. L'efpace 2,

‘Parcouru par le Courier de Lyon, eft par conféquent
Iy
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47 lieues * 3 & Pefpace parcouru par celui de Paris)|

52 lieues .

Ajoutons encore quelques problémes , pour exer.
cer de plus en plus les Commengants a Pufage g
PAlgébre. \

ProsrLEME XL

172. Drox troupeaux de Baufs, qu’on ldche dam fy
deuzx prés, étant fuppofés manger , en des temps donnés, §

& les herbes qui y €roient au premier inflant , & lg
kerbes qui y croiffent uniformément , pendant que ls

Baufs paiffent : on demande combien Hﬁmd:‘a de Baufs .

pour manger , fuivant les mémes conditions , les herbe
d’un troifiéme pré ?

Nommons le nombre des Beeufs du premier trous |

peau qui mange le premier pré. .. ..o eihindy

Pétendue decepré....................!:,

le temps pendant lequel toutes les herbes cries
P 9

& A croitre en font mangées. « v v v v s oasfy

le. nombre des Beeufs du fecond troupeau qui
mange le fecond pré. .« oo vvvenrin el

Pétendue de Ce Pré. co v e v v e ev e aansnsseslaf

le temps pendant lequel routes les herbes en font

mangées.............-............--fiL'

le nombre inconnu des Beeufs du troifieme trou-
peau qui mange le troifiéme pré.. v i e ®

Pétendue de ce pré.vvv.vvvaisiaaanaend
.le temps pendant lequel toutes les herbes en font
mangées..........................-_ht

e =
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[g!‘v;.' De plus, imaginons que chaque troupeau de Beeufs

| eft partagé en deux bandes , dont I'une mange 'herbe
contenue au premier inftant dans chaque pré , &

de | Jautre mange I’herbe qui croit pendant que les Beeufs
- paiffent. Nommons,

Pour le 1 troupeau, 1a 1™ bande.......y,

uly & Par conféquent la feconde. .. ..o . a—y3;

{ Pour le 2° troupeau, la 1**bande. .. ... .. 7,
& par conféquent la feconde.........d—3;

Pour le 3¢ troupeau, la 1bande... ... .. u,
& par conféquent la feconde. s v vv oo x—1tts

Nous avons quatre inconnues, x, ¥, 7, uadé-
terminer. Toutes les autres quantités a, &, c,d ,e,
" fig, b, font fuppofées connues,

Cela pofé, 1°. il eft clair que les premitres ban-
desy, 7, u de Beeufs , font entr’elles comime les éten-

. duesdes prés, divifées par les temps correfpondants,

il faut d’autant plus de Beeufs pour manger une
~ Quantité conftante. & donnée d’herbe contenue dans
un pré, que ce pré a plus d’étendue, & que le temps
employé i manger la quantité en queftion, eft plus
' coure. On aura donc ces 'deux proportions, y:z::

b e b
i, yiu: -—-:-%-, lefquelles donnent, en éga-
c

Koro -
lant le produit des extrémes & celui des moyens , les
deux equations , tey==>5f , cgy==bhu,
2°, Les fecondes bandes 2—y , d—7, x—u, qui
Mangent les herbes qui croifient pendant que les
Iiij
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1

Beeufs paiffent, font encr’elles fimplement comme leg |
étendues des prés ; les temps n’entrent pour rien dang J
ce rapport. Car, par hypothife, les herbes dont i

s'agit croiffent en quantités égales, en temps 'égaux, ﬁ

—

y

dans les trois prés ; & elles font mangées e quantité §
égales, en temps égaux , puifqu'elles font mangées 3
mefure qu'elles croiffent. D’ou il s'enfuit que les®
quantités totales de ces mémes herbes font propor-
tionnelles anx nombres de Beeufs qui les mangent;
& comme elles font aufli évidemment proportion-
nelles aux étendues des prés, on a ces deux propor-
tions g —y:d—gz:tb:e, a —ytx—uiibig,
lefquelles donnent les deux équations, ae—ey=

bd— bz, ag —gy="bx—1bu, ‘

2y - . l?l?
LES deux pi’emlcrcs Cq[_lﬂtl{)ns d()n!'lent %:—-E‘-jz—-

cgy ; . S
u=—22_, Mettons pour z fa valeur daris la troifiéme; f

bh
of e — bif :
nous trouverons y ZT—E_ » & par conféquent,
cg ( afe—bdf) ce (afe —bif)
—_— ==
bh ( fe—ce) ¢ of (fe —ce)
Mettons les valeurs de y & de u dans la quatrieme

a

;

Birs n

équation ag — gy==>bx—"bu ; nous trouverons x= §

acefz - bdfgh— acegh—bedfg
bh ( fe=—ce ) ;

aceg ( f—h )+ bdfe ( h—c)
Saiiha " C.O R

,oubienxz...--

?& ( f-——c )
i e
Suppofons ; par exemple ;' que le premier pre ak
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g arpents * d’érendue, le fecond g, le troifitme 6
gl faille 8 Beeufs pour manger en 7 femaines les
f herbes du_premier, 9 Beeufs pour manger en 8 fe-
maines les herbes du fecond ; & que les herbes du
§ moificme pré doivent étre mangées en 12 {femaines.
Nous aurons, conféquemment & ces fuppofitions,
Pe=38, 5“'——‘-4, c=", d=9, e=}$ ,f: 8,g:6,
l=12. En fubflituant toutes ces valeurs dans la
valeur générale de x, on trouvera x=8. Ainfi, il
' fudra 8 Beeufs pour manger les herbes du trdifieme
prés -

ProsremE XLl

173. Connoiffant , dans une progreffion arithmétique.
L toois de ces cing chofes, le premier terme, le dernier, la
‘ différence , le nombre des termes, la fomme de tous les
termes = trouver les deux autres ?
?. Je fuppofe, pour abréger, que la progreflion foit
eroiffante, ou que la différence foit additive: On'appli-
quera fans peine les formules que nous allons:trouver,
b a1 cas on la progreflion feroit décroiffante il ne fau-
dra pour cela que prendre négativement la lettre qui
exprimera la différence.

Nommons , le premier terme. 4 « « s s s s+ ov =+ 85
e e e O T G o e R

—

] : i
* L'arpent , fuivant I'Ordonnance de 1669, pour les Eaux &
Fortts, a 100 PEIC'TES de longueur f{ur 1 perche de Targeur, la
perche érant (uppofée de 22 pieds; ce qui compofe une fuperficie
de. 100 perches quarrées , ou de 1344 3 toifes quarrées. On ne
fuic pas par-tout cette mefure, :
liv
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ladiffrenice. .. il v VT e C TS
le nombre des termes. . . .. SRS ST
la fomme de tous les termes. . . « o ot e &

Suivant ce qui a été démontré ( Arith. 194 & 201),

on a ces.€quations,

(A) u==a+d(n—1),
n
(B) s=(a4=u) x—
2
Cela pofé, 1°. {i on connoit a, u, n, On aum
immédiatement la valeur de 'inconnue s par 'équation

(B); & on tirera de Péquation (A), d= e

]
N==1

wvaleur de la feconde inconnue d,
2", Si P'on connoit a, d, n, on aura immédiates |
ment la valeur de U'inconnue u par Iéquation (A}

& fubftituant cette valeur de u dans I’équation (B), |

dn—d
ki it A , valeur de la feconds |

on aura, §==
g Z

inconnue s.

3°. Si Pon connoit u, d, n, on aura, par I'éque |
tion' (A), a=u—dn—d.

Mettant cette valeur de a dans I'équation (B), of
(2u—dn—d)n

aura, S=— ?
3

D’oli 'on voit que les deux inconnues a & s font §
dégagées.

4°. SiPon connoit a,u, d, on connoitra n par I'équé:
. - . 1;--—--.'1-!-d
tion (A ) ; car cette équation donne n =

»
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Mettant cette valeur de n dans 'équation (B), on

(a+u), (u—a-+d)
ura, § = > .

5% Si l'on connoit a, n, s, on aura par Péqua<

l 25—an
gion (B), u=——.
il

Mettant cette valeur de u dans 'équation (A),on
285—an

- aura, — g~d (n—1), & par conféquent,

2 §=—24an

en dégageant I'inconnue d, d=———"-"
n(n—1)

¢°. Si 'on connoit u, n, s, on aura, par Péqua-

25—Un

tion (B), a= .
n

Mettant cette valeur de a dans I'équation (A),on

2 §——Un i Al
an, y—————t-d(n—1) ; d'ol Pon tire,
n

2UN=———1F

= .
a(n—1)
7°. Si Pon connoit 2, u, s, on aura, par I'équa-=
tion(B), n= s 5%
a-+u
Subfltituant cette valeur de n dans I'équation (A),
& dégageant linconnue d, on trouvera d==
(4—a) (u+a)
R —c—u
8° Si 'on connoit ns d; §, on aura, en mettant
dans Péquation (B), pour « fa valeur tirée de I'équa-
(2a-+dn—d)n

tion (A), s= ; d’ott P’on tire Pin-

z
2 s—dn*—dn
connue ga=—= %
an
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Mettant cette valeur de a dans 'équation (A);
on aura l'autre inconnue u par Péquation, u=
28emdn?-dn 2 §4dn* ~—dp

4 dn—d, oubien,u=— )
an xn

Les cas ol les inconnues feroient le nombre des
termes, & 'un ou Pautre extréme , meneroient 2 une
€quation du fecond degré, que nous apprendrons &
réfoudre dans la fuite.

Je laiffe au Le&eur le foin de faire des applications
numériques de ces formules,

ProzreEmMe XIIL

174. Connozssant , dans une progreffion geome-
trique , trois de ces cing chofes , le premier terme, le
dernier , la raifon, le nombre des termes , la fomme
de tous les termes - trouver les deusx autres ?

Yentens, par la raifon de la progreflion, le quo-
tient du premier terme divifé par le fecond. Ainfl,
P P
lorfque la progreflion eft décroiffante , la raifon eff |
plus grande que I'unité; au contraire, la raifon eff
plus petite que 'unité, quand la progreflion eft croif |
fante.

Nommons, le premier terme. ... ...o 0.t}
leodesnters. s a0 2 55 23 Wi iarmias mfbr]« ot o R
la: 2Bl 2375 @ianred u tiioce ¢ 513 sinssimont R
le nombre des termes.'s-v it v cievio oo a s o5 on s
la fomme de tous les termesS. « v o « v e v sioaces

On a dabord (Arithmétique, 228 ) Péquation s
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(A) u== na_l.
q

De plus, en obfervant que le fecond terme ==
a . ¥ a
£ on a (Arith, 235) la. proportion, 4——-= :

piia—uis—u. Dlou Pon tire , par Pégalité du
produit des extrémes avec celui des moyens 3
a -
(a-——-—)x(s-—-u)za(a-—u), ou bien,
q

4

(B) sqg—s=qa—1u.
Cela pofé, 1°. {i l'on connoit a, 4, n, on aura

3. . . a I
par I'équation (A), ¢"~'=—>: donc en tirant
u

a'—y'
a

laracine n— 1 de chaque membre, ¢== 3

T

—

T §

ou bien , g=—7—

n—1
u

Subftituant cette valeur de g dans Péquation (B);

1 I

an-——l an--l
00 aura J(——I—-—l =ax : -, 04

fl—1 Fr—

I 1

Ll §

bien, en multipliant tout par =", s\2 —_—
1 1
— S gt I+n-—-: :
u =a — , ou bien encore,
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n

)__..a"‘*‘ —_y ceqmdonnc

;-;-_.1

o= —
a —_— u”

1 : —, on bien , ==y viis i

?i———l n---l
b e i
=] M T
7ML i
Les deux inconnues q & s font done dégagées.
2°, Si Pon connoit «, g, n, on aura d’abord

immédiatement par Péquation (A ) ;'& en fubfti
tuant cette valeur dans Péquation (B), on aura,

s(g—=1)=ga— > » ou bien, s(¢—1)=

-1
{1y & : algr—1)

pre= 5 & par conféquent, 5= =i
; 3° Si P'on connoit u, ¢, n, on' aura par I'équa-
i tion (A), a=uq"—*, Mettant cette valeur deé

dans I’équation (B), on aura s(g—1)=uq"—u,

ul gt —7
& par conféquent , s et ), .
g—1

4°. Si lon connoit a, u, ¢, on avra immédia-
tement Pinconnue s, par I'équation (B) qui donne
ga—u

£ =

g—r1 '

Mais, 2 l’égard de I'autre inconnue 7, on ne pourra

la trouver qu’en employant les logarithmes, de la
mani¢re fuivante,
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Puifqu’on 2 u = —, ou bien u.¢"'=a,
' gﬂ"‘-

on aura aufli, en prenant les logarithmes de chaque
' membre, log.(u.q"*)==log.a. Or (Arith. 265),
le logarithme d’un produit, tel que u.¢*~*, eft égal
4 la fomme des logarithmes de fes facteurs, Ainfi,
log. (u.¢"*) elt l]a méme chofe que log.u—=
log.¢"~". De plus, (Arith. 267 ), log.¢"" eft la
méme chofe que (n—1)log.q. Nous aurons donc,
log.u~(n— 1)log. g==log.a , ou bien (n—1).
log.g=log.a—log.u ; & par conféquent, n— 1=
]og.a—logi’& i log.a—1log.u
log.q log. q
R log.a——log. u~~log.q
; log. ¢
L’inconnue 7 eft donc dégagée, puifque tout eft

—}~1; ou bien

. connu dans le fecond membre.

5% Si lon connoit a, u, s, on aura par 'équa~

tion (A), q"“:-i. Et. par [Péquation

o e
{8}, q— ; Z 3 & par conféquent, ¢"~* =
(‘r.__u‘.n—l I
f:-——ﬂ.)”_[ &
Egalant entrelles les deux valeurs de ¢"—*, on
a (§—u*—T1
aura, — — e NN
u (s+—a)*!
(s—a) ' =u(s—u)*—".
Donc, en prenant les logarithmes , on aura log,

[a(s—a)y—"] =log. [u(s—u)*—"], ou bien, log.a~}s

, & par. confléquent ,
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(n—1)log. (s—a)=log. u=~ (n—1) log. (s—u);
ou bien, (n— I)(Iog. (J—u)——Iog.(s——-a)):
log.a—log.u. Par conféquent , n—i1=..,,

log, a—1log. u
- . Donc enfin, n=1+}

log. (s =—u) = log. (s—a)
log. a == log, —u

log, (s=—u)—log.(s —a) ;
Les deux inconnues ¢ & n font donc dégagées,
= k] - 3 3
puifqu’elles font exprimées Pune & Pautre en gran-
deurs toutes connues.
6°. Si Pon connoit 7, g, s, on mettra, dans 'équa-

tirée de

tion (B), i la place dé™u fa valeur

=1

Péquation (A ). Par-13, on -aura sq—s=ga—
a

, ou bien, s¢"—sq""'=a(q"—1), & pu

T

Sq-'! —5g He—L

conféquent a=

=t B

Mettant cette valeur de a dans Iéquation (A); |
g =" "
on aura, y=-—————o,
g?x—l (qu —_—1) :
~7°. Si I'on connoita, ¢, s, on-aura u immédi-
tement par I'équation (B) qui donne , u=ga—
gs =S5, Y
Mettant cette -valeur de u'dans I'équation (A),

on aura , ga-—g¢s=f-s= » ou bien, "=

e |
a
‘Donc en prenant les logarithmes de chaque

SCD LYON 1




CuaxrpxTie VIIL 143
£ PR T a . .
i| membre , log.q" _IOD'ﬂ+ﬁs , ou bien;

| (n—1) log. g==log. a—log.(qga—qs—+s), O&

log. a— log. (qa—q5s - 5)

bien, n— 1= . Doncenfin,

g | log. g
log.a—Ilog. (ga — qs—45)
=14 — Br M .
log. ¢
8°. Si I'on connoit u#, g, 5, on aura a immé=

diatement par Péquation (B) qui donne, a=

B35 1 U
q -
Mettant cette valeur de & dans Iéquation (A),
S5 —u S }
on trouvera ¢ = 1 ; d’ont Pon- tire,
qu

en opérant comme dans le cas précédent, n=1 =
log.(s¢g —s—+u)—Ilog.qu
log. ¢ "

Les deux cas ot 'on connoitroit a, n, s, ou bien
u,n, s, menent en général & des équations d’un degré
fupérieur au premier , lefquelles ne peuvent par cons
féquent étre réfolues ici. ‘

Nos Leéteurs pourront faire, dans la vue de
Sexercer , des applications numériques de ces for-
mules,

S ¢ wla-r’s E,

175. IL eft facile d’imaginer & de réfoudre de
nouveaux. Problémes, a I'imitation des précédents,
Je n'entrerai pas dans un plus grand détail 3 ce fujet.
Je finis par quelques obfervations qui font une fuite
de ce qui précéde,
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176. QUELQUEFOIS on a en apparence autanf

d’équations que d’inconnues, & cependant le Probléme
eflt indéterminé. Cela arrive lorfque des conditiors
qui paroiflent diftérentes ne font réellement que kg
méme qui fe reproduit fous une autre forme. Suppo-
fons, par exemple, quon propofe cette queftion;
Trouver deux nombres tels que le quart de leur [omme
faﬁ 48, & que la moitié plus le quart de leur fomm
faffe 1442 En nommant x le premier nombre cherché
9 le fecond , on aura ces deux équations —-i;_;y-mq&
(i) (x=+y)= 144, La premiére donne x=
192 —y, & la feconde donne également x==192~)
Ces deux valeurs de x font les mémes. Par conféquent
la queftion n’a réellement qu’une feule condition, &
ne fournit réellement qu’une feule équation. En effe

avec un peu d’atrention, on s’appergoit qu’en difat

quele quartde ( x—-y) eft 48, Ceft dire en d’aute
termes que la moitié plus le quart ; ou les trais quarts,

de (x~y), font le triple de 4.8, ou bien 144§
Dans ces fortes de cas, le calcul fait connoitre dif
lui-méme {1 les conditions exprimées font réellement §

différentes, ou reviennent au méme. Car {1 elles font
différentes, il donne des équations différentes pour um
méme inconnue ; fi elles font les mémes , il donne d&

€quations identiques pour une méme inconnue:, comme §

.dans Pexemple précédent, ‘ou T'on eft parvenu a c@
.deux équations identiques, ¥ =19 2—y, x =192—)'
177, AU contraire , les conditions d’une queftios

: o ; 9
donnent quelquefois plus d’équations qu’on n'a dit
¢ onnuc

i
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connues a déterminer. Alors, pour que la queftion
foit poflible, & ne renferme aucune abfurdité, il faut
que les quantités connues ayent entr’elles une relation
telle que toutes les équations puiffent avoir lieu i-la-
fois. Par exemple, fuppofons que les conditions d’un
~ probléme , exprimées algébriquement , nous don-
Bent ces trois équations, ax—-by==c, dx-ey=g,
hg=my=n, les quantitésa, b,c,d, e, gsh,m,n,
gtant connues , & & y deux inconnues.

* Les deux premicres équations comparées enfemble ,
ce——Dbg ag—cd

ae— bd e ae—bd

La premi¢re & la troifitme comparées enfemble ;

donnent a =

donnent st me ~bn o hc— an
4 ma == bk 85 ma—+bk

Si donc les conditions du probléme ne renferment
aicune incompatibilité, il faut que les deux valeurs
de x foient égales entrelles , ou que les deux valeurs
dey foient égales entr’elles ; Ceft-i-dire , il faut qu'on
i ce—bg  mc—+bn ag—cd  hc—an

ge—Ubd = ma-+bh > ae—bd  am-t+hb

Ces deux derniéres équations n’expriment réelle-
ment quiune feule & méme condition ; car lorfqu’apres
avoir égalé entr’elles les deux valeurs de &, on égale
enfuite les deux valeurs de y, cette feconde opération
revient 3 la premicre, puifque les valeurs de y dépen-
dent de celles de x , ou réciproquement. En effet les
deux équations dont il agit fe réduifent Pune & I’autre
acelle-ci h6g e bgh wm mag == aen = bdn—cdm , qui

K

SCDLYON1




e

————

RS S

|
i
f'?

e L

146 ArLcEBRE,

exprime par conféquent la relation que les quantitégf
connues doivent avoir enti’elles pour que la queftion
propofée foit poffible. Si cette équation n’avoit pa
lieu, la queftion feroit impoflible. On trouveroit cette
méme équation de condition, fi en cherchant lg
valeurs de x & de y, on comparoit la premicre équa
tion primordiale avec la troifieme, puis la feconds
avec la troifieme , au lieu de comparer fucceflive-
ment, comme on a fait, la premicre avec les deu
autres.

178. IL y a des queftions qui ne donnent pas plis
d’équations que d’inconnues, & qui cependant fonf
impofiibles. Le calcul fait connoitre cette impoflibis
lité ; car alors, Jans le réfultat numérique, on trouve |
que deux nombres difiérents devroient érre égam
entr’eux ; ce qui eft ablurde, Par exemple, fuppo- |
fons qu’un probléme mene A ces deux équations, |
2x-4=3y=20, x4 G6y==30: la premicre donie

JO—gx

o

20— 12X
= , & la feconde y== « On ar
5 .
3 20 =——=2X O == 4 X o
roit donc g 2 ,oubien 120—12¢

= 90 —12a, ou bien 120=90; c® qui eft abfurde. }

Le probléme qui donne lieu a un tel réfultat, renferme §
donc des contradi@ions dans fes termes, & n'eft pit
conféquent fufceptible d’aucune folution.

L
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SECTION.T)
Des Problémes indéterminés du premier degre.

179. St Pénoncé d’une queftion contient plus
dinconnues qu’on n’a de conditions 3 exprimer ;

“glors, apres avoir formé toutes les équations que ces

conditions donnent, & aprés avoir éliminé les incon-
nues autant qu’il eft poffible , on arrive 3 une équation
finale qui contient au moins deux inconnues. Ces deux
inconnues ne peuvent étre déterminées qu'en prenant

. lune arbitrairement , ou fuivant certaines conditions,

& décerminant Pautre en conféquence. Le probléme

et donc indéterminé & fufceprible de plufieurs folu-
* tions, Le nombre de ces {olutions peut étre limité,

brfqu'on impofe quelque loi pour les inconnues,
omme, par exemple, qu'elles foient des: nombres
eitiers. Nous ne pouvons mieux faire entendre les
tégles pour réloudre cette clafle de problémes, quen

" ks mélant avec des exemples qui en montrent Pufage
 &Tefprie,

Proz2rENME I

180, Trovwr z& deux nombres, dont la fomme aug-

- mentée d’un nombre donné m, foit quadruple de leur

difference augmentée d’un nombre auffi donné n @

Soient % & Y les deux nombres chercl:éq » Ol aura
Iéquation %4-y==-m==4( ¥~y =n), qui exprime
. K ij
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toutes les conditions de la queftion, & qui contie
deux inconnues. On ne peut donc parvenir a com |
noitre ces deux quantités qu’en regardant 'une comme |
donnée.

Soient , par exemple, m=4, n==y5; & prenon
x=—2., On aura Péquation déterminée 2~-y+
4==4 ( 2—y~+5 ), laquelle donne y=%=4%

Si m étant toujours 4, & n, 5, on fuppofoit x=3,
on trouveroit y=%==§. ]

Ainfi des autres fuppofitions.

On voit quen confidérant x comme donnée, il
Sagit plus que de réfoudre une équation déterming
pour avoir y. I en feroit de méme, {i Pon commengot
par e donner y, & qu'il falliit trouver .

Tl eft clair quen fuppofant que ¥ & y peuvent &t
indifféremment des nombres entiers ou fompus, po
tifs ou négatifs , le probléme admet une infinité &
folutions. Mais le nombre des folutions eft limifi .
lorfquwon exige que x & y foient des nombres entief | -
pofitifs. Nous donnerons ci-deflous la méthode gétt}
rale pour réfoudre ces fortes de queftions. 5

ProsrLemME IL

i8y. Farre 360 fols en 22 picces, les premitts
de 24 fols, les [econdes, de 12 fols, & les rrog'ﬁému !

ol
ae ¢ g{J'IP

Soient r peftivement x, y, % les nombres de piéc®
de 24 {ols, de <2 {ols & de 6 fols. On aura dabod
y4m7==22. De plus, il eft évidest}

Yeéquation , =t
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ue le nombre x de piéces de 24 fols, donne 24.%
fols 5 celui y des piécesde 12 fols, 12y fols; celui g

des piéces de 6 fols, 67 fols. Or, la fomme de ces

wois nombres de fols doit étre 360, On a donc cette
feconde équation, 24 ¥~ 12y~=067=360.

" Comme toutes les conditions de la queftion font
exprimées, & que nous avons trois inconnues & deux
fquations feulement ; nous ne pouvons pas parvenit
inmédiatement 2 des valeurs déterminées de x, ¥, 7
Mais fi nous nous donnons Pune des trois inconnues,
les autres feront néceflairement déterminées.

En effet , fi nous prenons, par exemple, 7z dans la
premicre équation 3 nous aurons g ==22——x—y; &
fibflituant cette valeur dans la feconde équation , il

‘yiendra 24 x4-12y 4 132—6x— G y=360; ol
fon tire y== 38— 3. Mettant ceite valeur dey dans
[équation == 22 —x—y, on trouvera, 7 ==2x—106.

Dot il fuit qu’en donnant différentes valeurs 3 x,

- onaura les valenrs correfpondantes de y & de z. Or,

* fuivant les conditions de la queftion , les nombres x5

I 1,7, doivent ére entiers, puifqu’il ne peut pas entrex

de demi-piéce ou de quart de piéce, &c, dans Iy fomme
' 360 fols. De plus, pour que ces mémes nombres foient
 policifs , il faut que 38— 3 & 2x—16 ne folent
pas moindres que 1. La premiére condition exige que
#, qui doit étre un nombre entier, ng&%paﬁe pas 123
&la feconde, que x vaille tout au?mr . Les valeurs
qu'on peut donner a x , font donc comprifes entre les
limites 12 & 8, Les valeurs correfpondantes de y & de
1 le trouveront par les équations qui précédent,

K iij
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Soit , par exemple , ¥==12, On aufa y=p
$==3;

Soit x==11, on aura y==§, 7==6.

Soit =10, on aura y=38, =4

Soit x==0, on aura y=11, {==2.

Soit x=28, on aura y==14, {==0.

La dernitre folution doit étre rejettée, puilquelle §

exclut les piéces de 6 fols. Si on I'admettoit, on

n'auroit' que des piéces de 24 fols & de 12 fols

pour former la fomme 360 fols.

Ainfi, 1a fomme 360 {ofs étant compofée de piées
de 24 fols, de 12 fols & de 6 fols , le probléme na
que quatre folutions.

Ces mémes folutions auroient pu étre trouvees, ¢
commengant par déterminer y ou z la premicre, i
lieu de commencer par ¥, comme nous avons fait,

ar {i on veut, par exemple , commencer par deéter
miner 7, on aura, en vertu de la premidre équation
fondamentale , x == 22 —y—7. Mettant cette valew

dans la feconde équation fondamentale , on aud§
§28-—24y —243-412y-=63=360. Doncy=

'141:-—-—3;34. Et (3 caufe de ¥=22—y—7), ¥=

e
2

- L sy » . )
11 eft clair’, paf'ces deux derniéres équations, quet
prenant z pofitivement , x {era tonjours pofitif; &

2
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1 moins I , ou que 28— 3 7 vaille tout au moins 2s
Cette dernicre condition exige que 7 ne {urpafle pas 8.
De plus, pour que y & x {oient des nombres entiers,
il faut que 7 foit 2, ou un multiple de 2.

Suppofons d’abord == 0, on auray==14, x=8,
Cette folution eft la méme que la derniére des pré-
gédentes , que nous avons vl qui doit étre rejettée,
fi Ton veut qu’il entre des pices de 6 fols dans la
fomme 3 6o fols,

Soit =2, onaura y=11I, ¥=0,

Soit 7=4., on aura y==8, x¥==10,

Soit =6, on aura y=75, ¥=1I1I.

Soit z=8, on aura y=2, x=12,

On a donc les mémes folutions que ci-deffus 3 &
“on les tronveroit également en commengant par
déterminer y. ;

Le probléme ‘auroit un plus grand nombre de fo-
lutions, s'il étoit permis de prendre pour Pun ou deux
des nombres x, y, 7, des valeurs négatives.  Alors
ces valeurs défigneroient que les nombres dont elles
feroient les expreflions , devroient étre pris dans un
fens contraire 3 celui qui leur eft attribué par I'énoncé
- dela queftion, Suppofons , par exemple, x==15, on
aura y==— 7 , 7==14. La valeur négative de y {i-
' gnifiequ’il faut recrancher 7 piéces de 12 fols; de forte
que i les quantités 360 fols, x, 7, reprélentent des
gains, la quantité y repréfentera une perte. Ainfi, on
formera le nombre 360 fols en 22 gains effectifs . en
_ employant 1§ gains de 24 fols, 14 gainsde 6 fols,
&7 pertes de 12 fols, La méme remarque s’applique

Kiv
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aux autres combinaifons qui donnent quelques valeurs
négatives. C. Q. F. T,

182, IL eft facile en général de déterminer les
limites entre lefquelles les inconnues doivent étre
renfermées , afin que ces inconnues foient pofitives,
ou fatisfaffent 3 d’autres conditions équivalentes,
Examinons quelques cas généraux de cette nature,

, entre les deux incon-

e : ax—-c
Soit I'équation y=

nues x & y, & les données a, b, c. Il eft évident
qu’en prenant % pofitivement.. y fera auffi pofitive, i,
1% a, b, ¢ font toutes trois pofitives, ou toutes trois
négatives ; {i, 2° g & b étant pofitives, & c négative,

c » . -
onax>—;fi, 3°% ¢ & b étant pofitives, & z nége-
a
- Loy
tive,onax <<—,
a

183. Qu'oN ait équation ax—t=by—f-cz=4d, en
treles troisinconnues x, y, 7,& les données a, b, ¢, d;
& qu'il sagifle de déterminer les limites de x, ¥, 7,
de mani¢re qu'aucune de ces quantités ne puifle étre
d—by—z

a
Donc, puifque y & 7 ne doivent étre ni IPune, ni Fautre

moindres que I, x ne peut pas étre plus grande que
d-—b—c

moindre que 1. En dégageant x, onax=—

» & les données doivent étre telles que
a

d—b—c ., sihy i
—————— {oit une quantité pofitive. On trouvera

parcillement que y ne peut pas étre plus grande qué
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§—a—c d——a—1b

e ni 7 plus grande que ; lesquane

d—a—c¢ d—a—1b
b 254 P

tités étantl'une & Pautre pofi-

tives.

184. SorT encore la méme équation as—=by—4=.
g=d; & qu'on demande les limites entre lefquelles
sfomme x—y—7 des trois inconnues doit étre ren-
frmée . pour qu'aucune de ces quantités ne foie

" moindre que 1. Je fuppofe x=-y-+5="5 Enfuite ,
1° Si Pon met pour x fa valeur s—y-—% dans
féquation propofée, on aura as—ay—az-+by—-cy=d,
d4+(a=—b)y+(a—¢€)%
a

&par conféquent ; s=

Donc, puifque y& 7z ne peuvent étre ni une ni
Pautre moindres que I, la premitre limite de s eft
d4a—Db-4a—-c

donnée par équation , s== , quans
a

tité qui doic étre pofitive.

2°, En mettant pour y fa valeur s—x-—z dans

féquation générale, onaura ax—y-bs—bx——bz-t-cg==d3
d4+(b—a)x+(b—c)3
5 :

Donc, puifque x & 7 pe peuvent étre ni Pune ni

Fautre moindres que 1, la {econde limite de s eft don-

d+b—a—+b—c

b

¥ par conféquent, 5=

, quantité

née par 'équation, s==

qui doic étre pofitive.
39, En mettant pour 7 {a valeur s—x—y dans équa-
tion générale , on aura gx == by =tcs —cx —cy ==d,
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d4(c— +(c—b
& par conféquent, s = S e —L’-i !

¢
D’ou Pon tire, pour troifitme limite de s, s=
dd-t—gep-c —b

» quantité pofitive,
c

Ces limites de s étant trouvées, il eft clair que toutes
les valeurs qu’on pourra donner 2 s dans Pintervalle de
la plus grande limite a la plus petite, fatisferont au
conditions du probléme.

Par exemple, foient a=8,b=9,c=4, d-.-88
en {Grte que 'équation générale ax—-by—=&c devienng
8x~-9y~t47==2E88. On trouvera que la premiére
limite de s eft 11 }; la feconde, 10 %, la troifisme,

2. Ainfi, la plus petite valeur qu'on puifle donner
aseft 1o 2, & la plus grande, 19 2.

185, IL eft plus difficile de déterminer la valedf
qu’il convient de donner, en nombre entier pofitif ;4
une inconnue, pour qu’une autre inconnue foit auffius
nombre entier pofitif, lorfqu’on exige que ces nombres
foient les plus petits qu’il eft poflible.

Je fuppole qu'on ait Péquation générale y=

my 4—‘P

, m, n, p éant des nombres entiers pofitifs;

& qu’il foit queftion de déterminer le plus petit nombre
entier pofitif qu'on puifle prendre pour x , de manicre
«qu’on ait aufli peur y le plus petit nombre entier pofi-
tif. Ce probléme demande pluficurs difcuflions, pour
étre réfolu dans toute fon érendue.

186, D’aBOED , il eft évident que fi m éroit divie
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fible par 7, P_ ¢eant une fra&ion, ou contenant une
n

fration . le probléme feroit impoflible. Car quelque
valeur enti¢re qu’on donnit & &, on auroit toujours

£ ]

une fraction dans la valeur de y, puifque Pentier

joint avec la fraction contenue dans &, formeroitun
n

réfultat qui contiendroit toujours une fraction.

187. Ex fecond lieu, jobferve que le cas ot les
nombres m & p feroient I'un & Pautre divifibles pac 7,
ne doit pas étre cenfé faire partie du probléme en
queftion, Car alors notre équation fe réduit a cette
forme y==qx -, ¢ & r étant des nombres entiers;
équation 3 laquelle il eft fi facile de fatisfaire, en pre=
pant pour x & y les plus petits nombres entiers pofi=
tifs, que cela n’a pas befoin d’explication.

188. UN atitre cas qui n'a aucune difficulté, ceft
celui ot p feulement feroit divifible par n. Car alors

en nommant & le quotient de cette divifion , on auroit
mx

y= -k, équation dans laquelleles deux nembres
m& n peuvent étre toujours cenfés premiers entr'eux s
puifque sils avoient des divifeurs communs, on n’aus

i

. & Ls % m
roit qu’a divifer-les deux termes de la fra&ion — par
n

ces divifeurs. Or 1°. lorfque k eft précédé du figne =+,
m

x .
ou qulon a y ==——-tFk, fi I'on fait =0, on aura
m

ye=£# ; folution qui fatisfait & I'équation propofée, en
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regardant zero comme le plus petit ou la limite de
tous les nombres entiers pofitifs. On fatisfera d’une

.infinité d’autres manieres 3 la méme équation , en

premant pour x le nombre n & tous les multiples de n,
mnx

2% Lorfqu'on a y=——~—k, on ne peut pas faire
n

%==0, autrement y feroit un nombre négatif; mais

on fatisfera & I'équation, en prenant pour x, ou r, ou

un multiple quelconque de n, tel que le nombre

(= —5) fois pofice

189. LE probléme qu'il sagit de réfoudre , fup-
pofe donc que ni m, ni p 'étant divifibles par n, il
faille trouver pour x le plus petit nombre entier pofi
tif qui ait la propriété de rendre Paffemblage mx =4 p
un entier pofitif divifible par n. De plus. je fuppofe

mxt—p

que la fraGion foit réduite & fes moindres

termes. On verra dans la fuite comment, ce cas étant
réfolu, on peut déterminer toutes les autres valeurs
de x & de y. Commengons par établir, en forme de
lemme, une propofition qui va fervir de bafle 2 toute
cétte théorie,

190. Deux nombres premiers entr’eux ont toujours
deux multiples qui ne différent Tun de lautre que
de 1.

En effet, foient en général les deux nombres 4 &
B premiers entr’eux, & fuppofons B >> A. Je décome
pofe ces deux nombres, comme fi je voulois cherchers,
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1a méthode de Particle 103, leur plus grand com-
mun divifeur, Ainfi, je fuppofe, comme daus cet
article , qu’en divifant le plus grand nombre B par le
plus petit 4, on ait a pour quotient, & e pour
refte ; qu'en divifant 4 par «, onait b pour quotient,
& € pour refte ; quen divifant « par €, on ait ¢ pour
quotient, & 9 pour refte 3 ainfi de fuite. Or, puilque
dans toute divifion,-le refte eft évidemment égal au
dividende , moins le produit du divifeur par le quo-
tient, il eft clair qu'on aura,
L a=B—Aa.

On aura femblablement , € =A~—a b, y=a—Cc,
d=C—qd, &c. :

Si Pon élimine fucceflivement «, €, 3, &c, de ces
trois dernicres équations, en mettant pour chacune
de ces lettres fa valeur donnée par I’équation précé-
dente , on trouvera, '

0 c=A(ab+1)=—Bb,
Il o =B (be-+1)—A(abc 4a-c),

V. & — A(abcd=yab-ad-cd-4=1)—B(bed—4-b-+d);
&c.

Cela pofé, comme les deux nombres 4 & B font
premiers entr’eux, il eft évident qu’en pouflant auflx
Join qu'il eft poflible les divifions de B par 4, de
Apar «, de « par €, &c,on arrivera nécellairement
3 un refte qui vaudra 1. Par conféquent, fi Yon
nomme en général f le multiplicateur de A, g celui
de B, dans les équations I, II, III, IV, &c, ces
@émes équations donneront, pour déterminer leg
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deux multiples cherchés , 'équation ( M), lorfque T
nombre des divifions eft impair, & I'équation (N),
lorfque le nombre des divifions eft pair.

(M) 1=Bg—4f,
(NJ I=Af-—Bg.

Jappelle les équations (M) & (N) équations de
condition, :

Suppofons, pour faire une application de ces for-
mules, 4= 3, B=61. On trouvera a=4, 2=y,
b=1,C=4,c=2,9 =1, Il faut donc faire trois
divifions pour arriver 4 '’équation de condition, Ainf,
cette équation fe rapporte 3 la formule (M) ; &Pona,
en vertu de Iéquation 1, g=—=bc -1 =24~ 1 =3,
fe=abc+a-c=8=4~ 2==14. Les deux mul-
tiples cherchés, Bg & 4f, font donc 6 1x3 & 13x14,
C'eft-a-dire, 183 & 182, nombres qui ne différent,.
comme on voit, que de 1,

On doit obferver que. {i deux nombres 4 & B
n’étoient pas premiers entr'eux, ils ne pourroient pas
avoir des multiples qui ne différaflent que de 1. Cat
foient A=#C, B=FD, k étant le plus grand divi-
feur commun de 4 & de B, C & D leurs facteurs non
communs. Si on fuppofoit qu’en multipliant 4 ou
C par le nombre entier E, & B ou kD par le nombre
entier F, on plt avoir EAC—FiD =1 ; on awoit

- 1 BN . ] . » e
EC-—FD == D’ou il s’enfuivroit que la différence

des deux produits EC, FD, qui font des nombres
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. . 1 " .
. entiers, feroit une fraGion =y k étant > 1; ce qui
| et impoflible.

Cela pofé, venons & notre probléme,

ProsrLeEnmEe IIL

191. Eranz donnée Péquation y=—=-———
1 o

: mx 3= p

. B i
dans laquelle la fraction —— eft fuppofée réduite
n

" @ Js moindres termes, €& p non divifible par n :on
propofe de [atisfaire @ cette ¢quation, en prenant pour
x & y les plus petits nombres entiers pofitifs qw'il eff
poffible ?

Je commence par obferver que {i les nombres m &
n ne font pas premiers entr’eux, le probléme fera im-
poflible. Car {i ces nombres ont un divifeur com-
mun £, & quon ait m==kk, n==£kl, h & | étant

des nombres entiers, il faudroit que la frattion
thed=p . : - :
o fit un nombre entier que je nomme &

On auroit donc khx - p==Fkli, & par conféquent
f ﬁxt-%- =i, Or, le premier terme hx eft up
nombre entier 3 le fecond membre Ui eft aufli un
- nombre entier, Donc le terme i{"‘ , feroit un

‘fombre entier ; ce qui ne peut pas étre, puifque
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. mx—p inl s oo .
la fraion —=—— eft cenfée réduite a fes moindrey
i

termes.,

Les deux nombres m & n étant donc fuppofts
premiers entr'eux , je cherche, par la méthode de
Yarticle précédent , deux multiples de m & de n, |
qui ne différent Pun de P'autre que de 1. I! peut amis
ver que 'équation de condition foit impaire ou paire, |
& que la quantité p foit précédée du figne —+ oudu
figne — ; ce qui fait quatre cas qui pourroient fe
réduire 3 deux en changeant x en y & réciproque- i
ment , mais que je crois devoir traiter diretement;
& fous le premier point de vue. :

Avant que d’entrer dans ce détail, on doit obfe
wer en général que 4 éuant fuppofé plus petit queB, |
dans les formules de Particle précédent, il faut, des
deux quantités m, n, prendre la plus petite pour 4, |
Pautre pour B, dans équation de condition , & fup-
pofer toujours. dans cette méme équation, que felt |
fe multiplicateur de la plus petite des deux quantité |
propofées, g celui de la plus grande.

I. Cas. L’équation de condition étant impaire, &
aﬁcé}e du figne ~-.
1° Soit m<<n. L’équation (M) de condmon,
deviendra (en mettant m pour 4 , n pour B)
i.-:::ng—mfl
Cette équation donne (en multipliant tout par p);
p=png— pmf. Subltituons cette valeur de p dans
P’équation
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Péquation y=M; nous aurons y==..,.,
3 .

ms —l-P»:‘I— pmf z},g_l_f_(.’.’_:—ﬁ?_. Ainfi dabord

pour que y foit un entier, il faut que o b 4 %

en foit un, ou (3 caufe que m & 7 font premiers

entr’eux ), il faut que ¥ —fp foit exaGement divifible
- par n. Soit ¢ le quotient de la partie conftante fp
divilée par 7, & r le refte de cette divifion : on aura
fp=nq-r; & par conféquent J=pg—mq=in

W e T
mx

. Maintenant , les nombres a & y feront
n

ls moindres entiers pofitifs , fi Pon fuppofe
Xo—

==0, ou x=r=fp—ngq. Car le nombre
n

LT

ou fon multiple x—r érant zero, ou le
n

moindre entier pofitif poflible, x fera aufli le moindre
entier pofitif poflible. On ne peut pas, dans la vue
§=T

de diminuer y, fuppofer €gal a2 un nombre

négatif —h, parce que cela donneroit X ==re—nh,
Bombre négatif , » étant >>r. Mais la valeur x =1,
quielt le moindre entier pofitif qu'on puiffe prendre
pour x, donne y==pg—mgq , nombre qui eft le
moindre entier poflible ; & qui eft de plus pofirif,

. . I
puilqu’en mettant pour g fa valeur ek sona
n

_;_o;(ng-—mf) ~+-mr

3::

s ou bien (3 caufe de ng —=

L
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-4 mr . .
mf=1), yz-p—-n——- quantité évidemment pofi:

tive. C. Q. F. 1° T.

2% Soit m>n, L’équation (M) de condition
deviendra (en mettant n pour 4, m pour B), 1=
mg —nf. ;

Cette équation donne p==pmg—pnf. Donc y= |
me—+p mx = pmg — pnf’ B 2 (%~ pg) ki .

n n n
Soit ¢ le quotient de la partie conftante pg divifée |
par n, & r le refte de cette divifion 3 en forte que

)

r

pg=ng+r. On aura y=m( x:_

X7

D’ou Pon voit que doit étre le moinde |

entier pofitif poflible. On ne peut pas fuppofe

x ~~'F . 2==7 . 2
=0, ni que — foit un nombre néga-

ir
tif, parce que dans Pune & Pautre fuppofition a feroit ;

2-T

négatif 3 mais en fuppofant =1, quielth|

moindre entier pofitif an'deflus de zero, on aurd
o m=f—spe=n—pg—ng-> qui eft évidemment ut

nombre pofitif (n étant >r), & le moindre qu'on

puiffe. prendre. pour .. -Mettant pour

valeur 1 dans la;dernicre expreflion de y, on aurd §
y=m~tmq— pf, qui eft le moindre entier poflible,
& quiselt'de plus poficif; puifqu'en mettant pour §
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— NG = 1) =171 (11—
favaleur 2" on3z b Ang ) emiln—4) o=
. n
p+m(n—r o .
-L_(n_-_)-’ quantité dont toutes les parties font -

pofitives , n éant >r, C. Q. F, 2°, T.

IL. Cas. L'équation de condition €tant impaire, &
p affecté du figne —,

1°, Soit m << n. L’équation (M) de-condition de-
viendra ( en mettant m pour 4, n pour B), 1==
ng—mf , ou bien p=—png— pmf.

my — Mg mf
On aura donc y= P = 28 o e

m( X ~+pf

n

I/ n
)—-pg. Soit ¢ le quotient de pf divifé
e 2, r le refle ; en forte que pf=ng~+r. On aura
y__m( X.==T X =T

. )-+mg-——pg. Je fais — =1 ;

0 x=n—r=n—pf4-nq , & par conféquent -

i y=m—-mg—pg. Ces valeurs de » & de y fatisfont
ay probléme. C. Q. F, 1°, T.

2° Soit m>n. L’équation (M).de condition
¢ Gevient (en mettant n pour 4, m pour B), 1==
B, oo
mx —p * — pg :

= m( : )+pf. Soit ¢ le

quotient de pg divifé par n, r le refte, & par con-

féquent pg == ng~-r. On aura_y:m( ks ) —

Donc =

N

n
mg—-pf. Je fais :-f— =0, 0u x=r==pg-—nq;
¢¢ qui donne y==pf—mg. C. Q. F. 2° T.
Ljj
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III. Cas. L'éguation de condition étant paire, &
p affelé du figne 4.

1°, Soit m<<n. L’équation (N) de conditiop |
devient (en mettant m pour 4, n pour B), 1=1§
mf—ng , 'ou p==pmf—png. |
mx ~p x~pf . :

- ‘=m(—-———n )—pg. Soitg :
le quotient de pf divifé par n, r le refte, & par con |

féquent pf==nrg-~r. On aura y =m ( x:r )+

Donc y=

4 r
mg—pg. Je fais = 1,00 X==nN=—7r=h—

pf—+nq ; ce qui donne y=m-4mq —pg
AR 9L T g 8

20, Soit m>n. L’équation (N) de condlt:on 1
devient (en mettant n pour 4, m pour B), 1= |
nf —mg, ou p=pnf— pmg.

myx—+
Donc y= AL (
n

*—p i
= ———) -+ pf. Soitq |

le quotient de pg divifé par n, r le refte ; & par conr

féquent pg=rng~+r. On aura_}r=m( e )—- :

-l—r !
=0, ol x=r=pg——ﬂf§ }

mq~+-pf. Je fais
ce qui donne y=pf—mgq. C, Q. F. 2°. T.

IV. Cas. L’équation de condition étant pa:re & ‘

p affeété du figne — .
1% Soit m<nm. chuation (N) de condition §
devient (en metrant m pour 4, n pour B), 1=

nf—Tng, ou p==pmf—png.
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Donc y= ﬂ?— =m (_f:_.ﬁ) —+pg. Soit

n

¢ le quotient de pf divilé par n, r le relte s & pac

conféquent pf==ng--r. On aura )’::m( ";“r )_..

X —

5 £
=0, ¥=r=p/—nq;

| mg—+pg. Je fais

i

~ ¢¢ qui donne y==pg—mgq. C. Q. F. 1°. T,
' 29, Soit m>n. L'équation (N) de condition
devient ( en mettant n pour 4. m pour B), 1=
af—mg , ou p==pnf—pmg.

X —==1})- x

Donc ym——;-—p-ﬂ = m (—-—Eﬁ—) — pf- Soit
¢ le quotient de pg divifé par n. r le refte; & par
i o o

. conféquent pg==ng~-r.On aura y=m ( )—l—*
. X _

. mg—pf. Je fais ==1, OU x==N1—-r==n—pg~}=11q;

; 7

e qui donne y==m=-mg—pfi C. Q. F.2°% T,

Ainfi notre probléme eft réfolu dans toutes fes
parties. Les raifons des opérations pour les trois der-
niers cas fe trouvent comme pour le premier,

ProsreneE IV,

192. Trovr g le moindre nombre entier qui divifé
par 53, donne 47 de refte ; & qui divifé par 15,
donne 2 de refle ?

En nommant u le nombre cherché, x le premier
quotient, y le fecond : on aura les deux équations
Us=53% 447, u=15y-+2, & par ¢onféquent

L iij
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§3x-+47=15y~4=2;dol!’on tire)-:—f:f;__'ﬁ,
H eft clair que fi Fon détermine » & 'y & étre fes
moindres entiers pofitifs qu’il foit poflible , le nom-
bre réfultant pour u fera aufli le thoindre entier po-
fitif peflible.

Comine 45 eft divifible par 15 & donne 3 pour

. 53 % AV )
quotient, on a y==-——-3 , équation. qui fe
15

rapporte @ la formule générale _y=—ni;—~+£ de

Tarticle 188. Si Fon fait x=0, on aura y=3,
& par conféquent u==47. Ce nombre eft le moin-
dre entier iqui fatisfalle aux conditions du probléme.

Si Fon fait x==175, on trouvera u==842, nombre
qui divifé par 53, donne 47 de refte, & qui divifé
par 15, donne 2 de refte ; fi Pon fait x=2x%
I5, on trouvera u=1637, nombre qui fatisfait
aux memies. conditions. Ainfi de fuite. C. Q. F. T.

P RO BLEMRE. V.

193. Trovrzr le moindre nornbre entier qui , divifé
par 15 , donne 7 de reffe, & qui, divif¢ par 23,
donne 11 de reffe ?

Soient u Te nombre cherché, = le premier quo-
tient, y'le fecond. It eft clair qu’on aura les deux
équations u=Igx-7 , u==23y-11 , & par
conféquent , 15'%~7==23y~+ 11, ou bien y=

Tg sy
23
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On voit que cette équation fe rapporte a la for-
TNX

eirged A de larticle 191, les
n

mule générale y=
nombres 15 & 23 étant premiers entr'eux , & 4
nétant pas divifible par 23. Il eft donc queftion de
déterminer x & ¥ A étre les moindres entiers pofitifs
qu'il eft poffible, phifqu’alors la valeur de ¢ fera aufli
le moindre entier pofitif poflible.

Nous avons ici m=1y5,n=23, a=1, a=38,

b=1, €=7, e=1i, 32=1 , p==4- Dol Lon:

voit que P’équation de condition eft donnée par
léquation IfI de larticle 190. Et comme m<n,
& que le nombre p eft précédé du figne — , il sen-
fuit que la fraftion ——— 2~ ’:3_ 2 fe rapporte au II cas,
1% 1 du probléme précédent. Donc, 2 caufe que
* Péguation HI citée donne g=0bc+ 1 =2, f==abc4~
=14 141=3, fp=3X4=12, ¢==0;
on aura, ¥==n—fp—-ng=23—12=11,& y=
1§08 —~—3 .
ey

Mettons la valeur de x dans Iéquation w=
1§x -~7, & nous aurons u==172, qui eftle nom-
bre cherché., EffeGivement, fi Fofi diyifg: 172 pat
15, la divifion ne fe fait qu'avec le refte 75.& fi
Fon divife le méme nombre par 23, la'divifion ne

fe faic quavec l¢ refté r1. C. Q. F, T.

ey,

SCDLYON 1|




ALGgEBRE,;

ProsreEme VL

194+ Trovrer le plus petit nombre qui , divifé par |

28 & 19, laiffe 8 & 10 pour refles? -

Solent u le nombre cherché , x le premier quo-
tient, y le fecond. On aura les deux équations,
u==28x-8, u==19 y-+10; & par conféquent,

28 —2 = . - »
y = , qui fe rapporte & la formule gé-
19
* my ——p = 5
nérale y= -— de larticle 191.
n

Nous avons ici m=28, n=19, & par con-
féquent m>n ; a=1, a==9, b=2,C=1, p=2,
& cette derni¢re quantité eft précédée du figne —.
“Ainfi I'équation de condition-eft donnée par I'équa-
tion II de l'article 190 ;& la fraction :3;::9—;
fe rapporte au IV cas, n°. 2 du probléme III. Done,
a caufe def:.:ab-}- =3, g:b:... % fp=6,
gpﬂ{. » {=0; 0n aura x:n——gp —}-ng: 19—

28x — 2 .
. b A TN

Mettons pour x fa valeur 15 dans 'équation 1=
28 x ~~8, & nous aurons u==428, nombre cher-
ché. En effet, fi Pon divife -ce nombre par 28 ; on
a le refte 83& fi on le divife par 19 on a le refte
yo0. €. Q. F. T,

Ce probléme fert, dans.le Calendrier, & trouver
la période victorienne , lorfque le cycle folaire eft 8,
& le cycle lunaire , 10,
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P rioqs . ¢ e - NV-I-E

195. Trovw & le plus petit nombre qui, divifé par

, 28,19, 13 laiffe 8, 10, 7 pour refles correfpon=

dants ?

Je cherche comme dans le probléme précédent ,
le nombre qui fatisfait aux deux premicres condi-
tions du probléme, c’eft-a-dire, le nombre qui,

. divifé par 28 & 19, laiffe 8 & 10 pour reftes. Ce
« nombre eft 428.

Cela pofé, il Sagit encore de fatisfaire 2 la troi-

. ftme condition du probléme , fans déroger aux deux
- aues. Pour cela, jobferve que fi au nombre 428,

on ajoute un nombre qui foit exactement divifible
par 28 & 19, la fomme érant divifée par 28 &

1 19, donnera toujours également 8 & 10 pour reftes.
O, tout nombre exactement divifible par 28 &

19, peut étre repréfenté par 28x 19x 7, ¢ étant un
mmbre entier. La troifieme condition du probléme
fera donc remplie fi Pon prend pour ¢ le plus petit

- mombre entier .qui foit tel que la fomme 28x 19%
 14-428 érant divifée par 13, donne 77 de refte.

Soit pommé 7 le quotient de cette divifion; nous

© aurons I'équation , 28X 19xt—4-428=137-47,

3 . I 2
ou bien 3= AL E=L G
13

*‘ Refte donc 2 prendre pour ¢ le moindre nombre

entier qui donne pour 7 un nombre entier.
Onaici m=y32,n=13, m>>n, a==40,

=12, b=1, (=1, p=421, D'oi l'on voit
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532+ 421

que la fra&ion

3

n® 2 du probléme III. L’équation de condition étane |

la I de larticle 190 , on a fe=ab- =S4y

§=b=1, gp=y421, g=32, Par conféquent 1=

gp—ng=y; g=ﬁa—mg=237 3 §32t4=428=
3088. :

fe rapporte au IIT cas; 4

L}

Ce dernier nombre 3088 eft celui qu’on cherchoit, *

Il remplit en effet toutes les conditions du probléme,
Car, en le divifant par 28, on a 1¥I0 pour quo-
tient, & 8 de refte; en le divifant par 19 , ona
162 pour quotient, & 10 de refte; en le divifant

Par 13, on a 237 pour quotient, & 7 de- refta
GiiQo Ty

PrRoerEeEmEeE VIIL

196. Connorssant les premiéres valeurs des nome
bres x & y , qui fatisfone & Péquation générale nyF
mX==p : trouver les autres valeurs, qui peuvent|i-
zisfaire a la méme équation ?

1°. Soit my-—mx==p, Je fuppofe que x4-a &
y=+b repréfentent les fecondes valeurs de » & de
- On aura I'équation n(y==b)y—m(x—=2)=p,
ou bien, ny—-nb—mx—ma=p, de laquelle re-

tranchant P'équation ny —mx==p , réfulte nb—
9 Ly 4 y

ma=0, ou nb=ma , & par ‘conféquent a:b:
n:m,

De méme, fi Pon fuppofe que x —~a—~c, y+
b4-d foient Ies troificmes valeurs de x & de'y,
on aura n(y+b+d)—rn(.r+a-i—c}=_p,dom
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I retranchant n (y—-b) —m (x ~+a) ==p, refte nd—

I‘i'mc__—.;o , & par conféquent c:d::n:m. Ainfi de

[uice.
Cela pofé , comme on veut avoir toutes les va-

1 Jeurs poflibles de » & de y, qui peuvent fatisfaire a

Péquation. propofée , les accroiffements a by ¢, d s
&c, doivent étre les moindres qu’il eft poflible. Or,
' puifqu’on a cette fuite de proportions, a:b::n:m,
‘adunim, &c; il eft clair que la condition dont
il $agit , fera remplie , i Pon fait chacun des accroi-
fements, a , ¢, &c, €gal 3 n, & chacun des aceroifle-
cments b, d, &c,égal @ m;les nombres n & m étant
* fuppofés premiers entr’eux. D'ou il fuit que les diffé-
rentes valeurs de x compofent une progreflion arith-

|, métique croifiante dont la différence eft n, coéfficient
q

de y 3 & que les différentes valeurs de y compofent
we progreflion arithmétique aufli croiffante , dont
I difiérence eft m, coéfficient de x. La premicre
. progreflion eft donc; — x.x"-n.x-2n. x4 3n,
¢ &c;la feconde —y.y+m.y2m.y—3m.&c.
L F, 1°.. T,
2°, Soit ny-+mx==p. En fuppofant que. les fe:
condes valeurs de » & de y font x=-a, y=+b;
que les troifiemes valeurs font x—a—+c, y—~b—=+d;
\ ainfi de fuite : on trouvera par la méme méthode
que ci-deflus , nb~ma=0 ; nd—4=mc=03; &c. Ce
qui donne les proportions a:—>b::n:m, ou —a:
bsinim, ci—d:in:m , ou —c:ditnim, &c.
D'od Pon' voit que les nombres n & m étant fup-
Pofés premiers entr’eux , il faut pour avoir toutes les
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valeurs poffibles de x & de y, faire chacune des quan-
titdsa, ¢, &c, égale & n , & chacune des quantités
b, d, &c, égale 3 m. Ainfi, comme parmi les pre-
micres quantités , ¢, &c, I'une eft pofitive,, tandis
que fa correfpondante , parmi les quantités b , d, &c,
eft négative ; ou bien, réciproquement : il s'enfuit
que les valeurs de x compofent une progreflion arith-
métique croiffante dont la différence eft n, tandis
que les valeurs correfpondantes de y compofent une
progreffion arithmétique décroiffante dont la difié-
rence eft m ; ou bien, que les valeurs de & compos |,
fent une progreflion arithmétique décroiffante dontla.
différence eft n , tandis que les valeurs de y com-

pofent une progreffion arithmétique croiffante , dont

1a différence eft m. Les deux premicres progreflions
font donc,

—X.X~n.x~42n.x-43n.&c, o} ¢

Ty .y —m.y—2m.y —3m.&c;
& les deux dernicres,

—%.Xx—n.x—2n.x—3n.8&c,

—y.yF+m.y-2m.y-+3m.&e.
B Qi o2 1

Faifons quelques applications de ces formules.

=

PR ' RTINS

197. Tzovv ez en combien de maniéres on pewt
faire 5o fols, avec des piéces de 2 fols , & des piects
de 18 deniers, ou de 3 de fol ?
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Soient x le nombre de piéces de 2 fols, y celui
des piéces de ; fol, On aura équation, 2x4-3y==
TOO=——1 X

§0; ou bien, 4 x-~3y==100, ou _ymﬁ—_g-._,

ey a3
ou enfin y==33 ( : )

Or, (191, II cas, n°% 2,)le plus petit nombre
entier pofitif qu'on puiffe prendre pour x , afin que

la fraGion -—‘}x;;! en foit aufli un, eft 1 ; & la

valeur de cette fraction eft pareillement 1. Ainfi, 3
420 =1
3
pondante de y fera 32. Ces deux premiéres valeurs
de x & de y érant trouvées, on déterminera toutes
les autres par le fecond cas du probléme précédent.

cufe de y=33-—-(

) , la valeur corref-

Les valeurs de & forment une progreflion arithmé-

tique croiflante dont le premier terme eft 1, & la
difiérence , 3, coéfficient de y dans I’équation 4 =
3y==100; tandis que les valeurs correfpondantes
de y forment une progreflion arithmétique décroif-

. fante, dont le premier terme eft 32, & la différence

' 4, coéfficient de x dans la méme équation 4 x—=

3y==100. Ou bien les valeurs de » forment une
progre(lion arithmérique décroiflante , dont le premier
terme eft 1, la différence 3, tandis que les valeurs

. ®orrefpondantes de y forment une progreflion arith-

métique croiffante dont le premier terme eft 32, &
L difiérence 4, Voici ces deux fyftémes de pro-
greflions ,
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slf 7 4000 10 LAy . 16Ty
{‘__32.28.24.20 « 16 . 12 % &:c}
2,811 — 14 . &
g:—32.36.40.4&.48.52.&c§

Ces deux fyftémes fatisfont au probléme, & pete
vent étre également” employés.

Lorfque de deux valeurs de » & de y, quk
combinent enfemble, I'une eft pofitive , I'autre né-
gative, elles doivent étre prifes en fens contraires
L’une exprimera , {i Pon veut, un gain , & laue
une perte. Par exemple, fi 'on prend dans le fecond
{yftéme le quatricme terme de chaque progreflion,
on formera so fols de gain effetif, avec 44 gains

de : fol, & 8 pertes de 2 fols. En effet, so=44x |

‘;""—8)(24 CaIQ- F. To
ProeLeExuEe X

198. Trour cr tous les nombres qui étane dipifes
par 15, donnent 7 de refle s & qui érant divifés pat
23, donnent 11 de refie?

Soient, comme dans article 193 , u le plus pet
nombre qui fatisfait aux conditions du probléme, &
u==1§x -7, u==23y - 11.

Nous avons trouvé , dans larticle cité, que 1®
deux-plus petits nombres qu’on puifle. prendre pour
x &y, pour fatisfaire A Péquation ‘15x4-=7=
23 ya=r1ydfont 11 & 7, & qualors le nombre ¥
eft 172. Cela pofé, la méme équation L yx~=7=
23y =11, ou 23y —Igx=—4, le rapporté
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tu premier cas du probléme VIIL. Ainfi les valeurs
de  forment une progreffion arithmétique croiffante
dont le premier terme eft 11, la différence, a3 ;&
ks valeurs de y forment une progreflion arithmé-
tique aufli croiffartte, dont le premier terme eft 7,
la différence, 15, Voici ces deux progreflions :

Bour»; = 11 .54 .57 80 . 103 &,
e I U T, PR DR

Les valeurs de x & de y étant trouvées, on aura
wles de v par I'équation u==r1§5x 47, ou u==
3y+11. La premicre valeur de u eft 172 ; la
fonde , 172 15 x23; la troifitme, 17215 X

15 x23 ;5 la quatriéme, 172 —-15x 23 =
fX23 415 x 23 , &c. Ainfi ces différentes valeurs
- mpofent une progreflion arithmétique croiffante,

nt le premier terme eft 172, & la différence 23 %
I, 0u. 345. Voici cette progreflion, 172 .,
17 . 862 . 1207-. 1552 . &c. C, T, T.
On appliquera facilement la méme méthode aux
poblémes des articles 194> 195, & aux autres quef=
tions de pareille nature. :
, Cette théorie des équations indéterminées du pre-
lier degré, a été traitée par plufieurs Auteurs, en
Prticulier par Diophante & Bachet de Meziriac, for

Gmmentateur, par MM. Saunderfon & Maclaurin,

@s leurs Eléments d’Algébre, & par M. Labotricre,
5 un excellent Mémoire imprimé parmi les piéces
Pélentées A PA cadémie Royale des Sciences, tome IV,
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Mﬂ
CHA'PITRE 1'X

Des Equations du fecc;nd degré,

S ECTITLO N" 1
Des Problémes déterminés du Jecond degrt

199. I OUTE équation déterminée du fecond degt

peut étre réduite a cette forme,
x*ax=b,

a & b étant des quantités connues, x Pinconnue.
En effer, qu'on ait, par exemple, P’équation
mx? ~-n*x—=p*=¢* — fzh , dans laquelle tout ef
connu , a Pexception de x. On commencera pit
tranfpofer le terme -+ p?, & enfuite on divifera tout
par m , coéfficient du quarré de P'inconnue. Par-13 o

aura,
xr = nx ey ?3_"&;1_}73 ;

m mn

équation qui fe réduit 3 la forme x> ~degx=0, €0
q q

_ = 3 e fOf )3
IR Ak e oA
i Fil
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St on avoit équation mx’—ﬁx“——f‘x—{-—pgx—{-_
#—frg==0, on DPécriroit d’abord ainfi:

(m—k) x4 (pg—1F) x=frqg—1I3.

Enfuite on diviferoit tout par m—# ; & on auroit;

— 2 —hs3 :
x:._i_.._.(_p‘:’._.___-)_. L — i » €quation
m—k m—rk

qui fe réduit 3 la forme x*—ax=h, en faifant

n—I o frq—n3 3
m—h o m— b.

Ainfi des autres,

La réfolution des équations du fecond degré confifte
donc 3 favoir dégager Pinconnue dans Péquation
#oax==b, qui eft telle que tous les termes od I'in—

" wnnue {e trouve , font dans le premier membre, tan-
s que rous les autres repréfentés par & font dans le

ficond,

200. LEs quantités 2 & b pouvant étre quelcon=

“Qes, {i on fuppofe en premier licu, que z==0, le
| e ax s’évanouira ; & on aura fimplement xr=b,

Donc, en tirant la racine quarrée de chaque membre,
O aura =1/ b, & par conféquent l'inconnue x
lera déterminée. Je mets le double figne 4~ au-devant
&)/ b, parce que, comme nous Pavons vu, une
&lautre quantité+4-1/b, & —1/ b, étant multipliée
par elle-méme, donne également &, ou a2,
Remarquez qu'on pourroit mettre auffi le double
figne au-devant de o 3 mais cela ne produiroit pas de
ultat nouveau, Car fi on prend =i x =+ Vb,
M

1
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_certe équation eft la méme chofe que x==-1/1;
& filon prend—x:i]/ b, on aura, en changeant
tous les fignes, x=F]/b ; ce qui revient encore
-au premier réfuleat.

201. Ex fecond lieu, fi a n’étant plus zero, b étoir!

zero, ou qu'on et ¥*—+ax==0 ; 'équation s'abaifferoir |

au premier degré, Car elle deviendroit »(x—a)=o,

D’on Pon tire, ou =0, ou ¥ —-a==0, ceft-a-dire,

x=-—a.
On voit quil y a deux manitres de farisfaire &
I'équation xx—+ax==0, favoir , ou en fuppofan
x==0, ou en fuppofant x=—a. En eflet, V'équ-
tion xx +ax==0, peut étre regardée comme formée

du faGeur ¥ =0, par la quantité x~a, ou du fadterr §

x--a==0, par la quantité x. Les conditions du pro-
bié¢me qui donneroit une telle équation, détermine-
roient quelle eft la valeur de &, qu'il faut prendre.

202. LEs deux cas précédents ne font que partict:
liérs , & n’ont demandé, pour étre réfolus, aucune
nouvelle régle. Propofons-nous maintenant de réfow
dre léquation générale x*~ax==b , en fuppofant
que a & b font des quantités réelles, politives ou négr
tives. Pour y parvenir , nous nous rappellerons quelé

quarré d’un binome tel que x -k, eft x>~ 2hx-+Fi §

& comparant terme 3 terme ce quarré avec le premiet
membre de Péquation propofée, c'eft-3-dire, failan

" a
x*=x*, 2 ix=ax,ou h==—, nous verrons i
F
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a » . .
. lul ajoute h2 ou o Or, comme Pégalité¢ doit tou-

'jaurs fubfifter , il faudra ajouter également cette
2

e 4 .
quantité — au fecond membre, Par-13, au lieu de
: 4

- [équation x* 4~ax==b, on aura Péquation 42 == g =

- a® .

~—=b-~——, dont le premier membre eft un

e 5

' ] X P ; )

' quareé parfait, celui de » 4-—. Ainfi, tirantla racine
2

b quarrée de ce membre, & indiquant celle du fecond ,
b onaura I'équation , x—i—-—a-::i- ]/ [ b~ —-fz;—j, ot

b finconnue x o’eft plus qu'au premier degré ; en forte

r- foofant | . S
5 gue tran pO ant le terme —z“*, on aura, x-—-—"----;-j:

!'-"l/[ b+

203, IL. eft clair, qu caufe du double figne qui
ifecte le radical , Pinconnue & a deux valeurs 3 cleft~
' &dire, qu’on fatisfera également 3 Péquation propofée
| Si4-ax =0b, ou qu’on en rendra les deux membres

2

a 5 7 I
15 & I'inconnue fera dégagée.
4

| identiques , {oit en fuppofant x:—__-—-_-‘;z_ + 1/ [b4

..'I;__], foit en fuppofant ""="—“-':——-]/[b+_?1_

Cette méme conclufion peut étre préfentée autre-

| Ment. Soient , pour abréger, m la premidre valeur

G 2, n la feconde. Léquation xx==ax=b, on

- #~gx—b =0, eft laméme chofe que (x—m)x
M ij
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180 ALGEBRE,
(x—n)=0, ou x%— (m==n)x-mn=0, &
peut étre regardée comme compofée du facteur
x—m=0, par la quantité ¥ —mn, oOu du fa&eus
% — n==0, par la quantité x—m.

204 TeLLE eft donc la méthode générale pour
réfoudre les équations du fecond degré, 1° Mettez
tous les termes qui contiennent Pinconnue x dans un
membre , en les ordonnant par rapport a x, &l
termes connus dans Pautre membre. 2° Délivrez
quarré x* de fon coéfficient, s'il en a un autre que
Punité 3 ce qui & fait en divifant tous les termes d¢
Péquation par ce coéfficient. 3° Ajoutez de part&
d'autre le quarré de la moitié du coéfficient de x; ¢
qui rend le premier membre un quarré parfait. 4° En
6n tirez la racine quarrée des deux membres; ce qui
abaifle Pinconnue au premier degré. ‘

205. ON remarquera que i dans la formule x==

a a* 3 4
— V[b i ——»] , qui exprime la doublt
B 4
valeur de &, réfultante de équation xx —-ax =b
la partie radicale gévanouit , (ce qui arrive lorfque
N T a?
b eft une quantité négative & quon a b=— ).
4
r - b a
les deux valeurs de x fe réduifent & ¥=—=1

’ot Pon voit que x n’a quune racine ou une feule
valeur, ou que fi elle a deux racines, elles font égales
entr’clles. En effer 'équation xx% —=ax == b , deviett
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; a®
dans le cas préfent, xx+ax=—-—4——, oUu X¥ =

¢x+—a—a=o , ou (x+-¢—)==o S P
4 2
(x-i--;-) X (x—l--%—):.o.
ProsrLeEmME I

206. Trovr £z un nombre tel qu'étant ajouté trois
Jiisa fon quarré, la fomme faffe 108 ?

Soit x le nombre cherché : on aura Iéquation ,
$epe 3 ¥ =108, _

Ajoutons de part & d’autre le quarré de Z, Cleft-

2

 &dire le quarré de la moitié du coéfficient du terme

qui contient x 3 nous aurons x?—3x—-2=108-3,

équation dont le premier membre eft le quarré de

#+1. Tirant donc la racine de chaque membre ,

o0 dura ¥—3=4]/[108+2], ou bien, en

riduifant toute la quantité radicale au méme déno-
minateur , & effectuant I'addition, x—4=1==4]/%,
Or, la frattion %~ a pour racine exadte %, Ainfi,
on aura x—=>===-"". Dol on tire ces deux va-
leurs ¥ =9, x==—12. Ces deux valeurs réfolvent

 également le probléme. Car fi au quarré du nombre

pofirif 9, qui eft 81, on ajoute le triple du méme
fombre , qui eft 27, la fomme fera 108; & fi au

Quarré du nombre négatif — 12, qui eft 144, on

foute le triple du méme nombre, qui et —36, la
fomme fera 144— 36, 0u108. C. Q. F. T.
On voit par cg exemple un avantage de ’Algé-
- M iij
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bre; c’eft qu'une méme équation donne non-feules'

ment la folution du probléme particulier qu'on cher- |
che 3 réfoudre en la formant , mais encore la folution
de tous les problémes qui ont des conditions fembla-
bles. Ainfi, en propofant le probléme précédent, on
a pu navoir en vue que de trouver un nombre
pofitif qui en remplit les conditions ; mais I'équation

x*~3x==108 , fait voir quon peut rempli
K

€galement ces conditions, en employant un nombre
négatif,

ProsremMe IL k|

207. P4rT.4Gzr le nombre 2 4 en deux parties,
telles que leur produit foit 135 ?
Soit x la premitre partie de 24, & par confé:

quent 24 — x la feconde. On aura l’équatinn,li'r:.
¥(24~—~x)==13§5, Ou ¥>*— 24x=-—137, ?
ok

Ajoutons de part & d'autre le quarré de 12, m

tié du coéfficient de x ; nous aurons x*'—24 %+ &

Y44==144—135==9, Tirant la racine quarréede
chaque membre, on aura ¥ —x2==4 1/ 9=1=43;
ce qui donne pour x ces deux valeurs, x=1f,
x==9. Dans le premier cas, les deux parties du

nombre 24, font 1§ & 9, & dans le fecond , elles

font 9 & 15. Lés demx cas fe réduifenc par conlé-
quent a un feul. C, Q. F. T.

PROB.LEMNE: L

208, Uy tonneau plein de liqueur, a trois orifices
A, B, C;il peut fe vuider par les trois orifices e
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X famble 5 en 6 heures 5 par Lorifice B feul, il fe vui-
|\ deroie dans les trois quarts du tems qu’il mettroit @
L Jevuider par A feul 5 & par C, dans un tems qui eft
 plus grand de 5 heures que le tems par B, On demande
en combien de tems le tonneau f[e vuidera par chacune
de ces ouvertures [¢parément ?

La vitefle des écoulements eft fuppofée uniforme,
| & toujours la méme dans tous les cas.

Repréfentons par T la totalité de la liqueur con=
tenue dans le tonneau ; & nommons x le nombre
4 dheures que le tonneau mettra i fe vuider par Pori~
" fice A feul. Le tems par B feul fera x, & le tems
par C feul fera ;x~=5. Or, il eft clair qu'en divi-
. fant T par chacun de ces tems, les quotients expri.
| meront les quantités de liqueur qui fortiroient, pen-
P dant 1 heure , par chacune des trois ouvertures
| Wpropofées. Donc la quantité de liqueur qui fort, pen-
g dant 1 heure, par ces trois ouvertures a-la-fois,

o ¥ e b S,
et — o — - — ; & la quantité quifort,
: 4 3 et :

. pendant 6 heures, par ces trois mémes ouvertures,

' T 1 H s
{:' elt G(T gz ot ory ) Or, par hypo-
I thefe cette dernicre quantité eft T. Ainfi on a 'équa-
o T i & T .
.‘ non,d(«.;—-*.- iy ke ey ):T, ou bien,
(en divifant tout par T), 6 (—-}-—l—-
L, { "

e

3
I

T
zx
3

3

|
)== 1, ou (en obfervant que - = 3

M iv
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I 4 1 4
que ——— == 5 que — == 3
3 L 31X 45 32420 J°©
. 74 4
6 ( o =1I.
ix 3x -0
Faifant difparoitre les fra&ions, & réduifant, on
46 840
frouvera, x2— X = . .
3 9
Ajoutant de part & d’autre le quarré de 3, on
aura x2—2% p- 2= 1162,

Tirant la racine quarrée de part & d’autre, on
aura ¥—>=-43, ceft-a-dire, ¥x==20, 00

e P

3
Si on prend la premidre valeur de x, le tems

par B, qui eft ix, fera 15, & le tems par C, qui

elt x5, fera 20. Ainfi les trois tems cherchés

feront 20 heures, 1§ heures, 20 heures. r

§i on employe la feconde valeur x=—=, e
tems par B fera —Z, & le tems par C, 3. Aloss
les deux premiers tems étant négatifs, ils doivent
ére pris dans un fens contraire 3 celui qui leur eft
attribué par Pénoncé du probléme., Ainfi, au lie
de fuppofer que pendant ces deux tems, le tonneau
perd de Peau , il faut fuppofer qu’il en regoir. La
conféquence qu’on doit tirer de cette folution, eft
que fi le tonneau fe vuide en 6 heures, en recevant

de Teau par les deux ouvertures 4 & B, tandis quil

en perd par Pouverture C; il s'emplira, en 3* d’heure
par louverture 4 feule ; il s'emplira pareillement,
en 2 d’heure par Pouverture B3 & il fe défemplira
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“au eontraire, en 2 d’heure, par Pouverture C feule.
: C. Qc Fl To

ProsrLEeEmMEeE IV,

. 209. Trouv £r., fur la ligne qui joint deux bougies s
le point ot elles éclairent également ?

Il eft démontré en Optique, & nous fuppofons
id cette démonftration, que les clartés répandues
- prun corps lumineux , a différentes diftances de ce
corps, font entr’elles comme les quarrés inverfes de
o5 diftances ; c'eft-3-dire, que le méme corps éclaire
qure fois moins, lorfqu’on sen €loigne deux fois

davantage ; neuf fois moins, lorfquon s'en éloigne
| mis fois davantage ; &c. Ainfi , en général, fi 3
we diftance donnée «, la clarté eft ¢ ; & une autre
| ditance quelconque x , la clarté fera le quatritme
tume d’une proportion dont les trois premiers font
'#,4*, c; & par conféquent cetre feconde clarté

ca®

-~ ara pour expreflion

< Cela pofé, je nomme & la diftance des deux bou-
gies, x la diftance de I'une d’elles au point cherché;
& par conféquent b—x la diftance de l'autre au
méme point. De plus, je repréfente par ¢ la clarté
que la premiere bougie répand fur un plan ou un
- tibleau qui en eft éloigné de la quantité a, & par
4“ d1a clarté que la feconde bougie répand fur le mé-

me tablean qui en eft €loigné de la méme quantité
a1l eft évident , par le principe’ d’Optique, que je
viens de citer, qua la diftance x, la clarté de la
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2

. . ca .
premicre bougie fera 7 & quidla diftance b—;
» 5 a’ 2
la clarté de la feconde bougie fera —— Or,

M e )l
fuivant les conditions dy probléme , ces deux clar
doivent étre €gales entr’elles. On aura donc Péqua-
ca* da*

/g (b—ux)*

le quarré indiqué (b—x):, faifant difparoitre es

fraétions, & ordonnant par rapportax, (c—d)x'—="
2 lbe

2 bex=— b=, ou bien encore y B e e
c—d
cb®

-‘_‘_-'
c—d

tion ,

» ou bien, en effeGtuant

Ajoutons de part & d'autre le quarré de

-
moitié du multiplicateur ou du coéfficient de 3 nous
2 be a0 b2c? bt
aurons 2 - Feop—— = -
c—d (c—d)* (c—d)? i

cb* s - gk
gy bien, en réduifant tout le fecond mem-
c—-
2 b

bre au méme dénominateur, x* - 5
e

b c* tred
(e—d)}* — (c—d)*"
Tirons la racine quarrée de part & d’autre 3 nous

be ad bvicd
urons x — == .
» c—d = c—d

be4=by/cd
c—d

L] Cl Ql F‘ T‘

X+

Donc, &=

b(di=vcd)
Co—d

R P —
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Iy, deft-i-dire,

e

Caxrirre IX 28y

Nous allons développer en détail cette {olution
généralc . dans les Corollaires fuivants.

C o RiDLDESAL ROE!S,

210. I EN premier lieu, foit ¢>>d , & par con-

| féquent c >/ cd , <<}/ cd. La premiére valeur de

b(c+y/cd)

[ m—

, qui eflt évidemment

wne quantité pofitive, fait voir que le point demandé

ombe au-dela de la feconde bougie; car on a c—=
b(cycd)

§ V/ei> c—d, & par conféquent x ou e

Sh. La valeur de & — &, qui repond 2 ce cas, eft
Cb(d =y cd)

——— e

c—d

, quantité négative ; ce qui montre

falement que le point demandé eft placé au-dela de
" b feconde bougie , puilque cette quantité doit étre

ife dans un fens contraire 3 celui qu’on lui a attri-
q

bué en établiffant équation fondamentale du pro-

bléme.,
a b(c—ycd
La feconde valeur de x, c’eft-a dire, £ ‘/; ) 3
. 0 s
0 A ble—/cd
eltencore pofitive ; mais alorson a -—(—c——‘g—)-<b s
c--—-.—

b & par conféquent le point demandé tombe entre

les deux bougies. La valeur de b—ax, qui répond
bived—d)

1 o “
ace cas, eft quantité pofitive , comme

C —
cela doit écre,
On voit, par ce déail, qu'en fuppofant ¢>>d;
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fe probléme a deux folutions, & que le point de.
mandé peut étre placé au-deld de la bougie la plus
foible, ou entre les deux bougies.

Suppofons , pour appliquer ces formules & up
exemple, -%-:4., ou c=4d, b=30 pieds. On
erouvera , pour premiére folution , ¥ =60 pieds,
b— x=— 30 pieds ; & pour feconde folution, x=
20 pieds , b—x==10 pieds.

IL. En fecond lieu, foit c<<d, & par confé-
quent ¢<<]/¢d, d>)/ cd. On trouvera, x=—

b(etvVid) b(d= v cd) :
—_— —=—— , valeurs qui
d—-c d—c¢
donneront deux folutions pareilles @ celle du e
précédent,
III. Enfin foit e==4d. Alors nos formules devien-
b(cto) b(dtd

s h—r—m——
o o

Chacune des defix premicres valeurs eft infinie. Cat
une quantité finie, telle que 2¢ ou 24, étant divifée
par 0, donne un quotient infini ; puifqu’un divifeu
O, ou infiniment petit, eft contenu une infinité de
fois dans un dividende fini. Le point demandé eft
donc alors infiniment €loigné de chaque bougie. Et
comme la diftance des deux bougies eft finie, &
peut par conféquent étre regardée comme nulle |
par rapport i la diftance dont on vient de parler,
il Senfuit que le point également éclairé par les deux
bougies peut étre cenfé placé a la méme diftance
de chacune d’elles, diftance qui eft infinie,

dront, x=—
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Si Pon employe les deux fecondes valeurs , on
aira x==3, b—ax=2.

Ces expreflions font indéterminées ; & elles ne
donnent pas, a priori, la valeur du quotient Z,
Mais on la trouvera en réfolvant direGtement le pro-
bléme. Pour cela reprenons les deux expreflions
générales des clartés répandues par les deux bou-
gies, aux diftances x & b—x. Ces expreflions font

e da* _
ol ) Prerul ou bien, & caufe de c=d,
ca® ca* ca®

—_— ——————— 3 & on a l’é uation ——
s (b—x)* 7 q P a
ca*

— ou bien, (b—x)*=x*, ou bien,

: b s Vi
b~x==x; ce qui donne x =—, & fait voit
2

que le point cherché eft alors placé entre les deux
bougies , a égales diftances de une.& de Iautre. Il efk
éident , en effet, fans aucun calcul , que le milieu de
~ hligne qui joint deux bougies égales eft également
flairé par chacune d’elles.

ProerLeEmME V.

211. Connorssant la fomme de deux nombres;
& celle de leurs quarrés ; trouver ces deux nombres ?

Soient x & y les deux nombres cherchés, a leun
fomme , b5 la fomme de leurs quarrés. On aura les
deux équations, x—-y=a, xx—tyy==>bb.

La premitre donne y=—a—x, & yy—aa—
2a% =-x2, Subftituant cette valeur dg yy daps la
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feconde , on aura xx--aa— 2 ax—xx=bb, oy
bien 2xx%—2ax==bb—aa, oun bien, ¥*—ax=
b — az ; a3/ (2 bb—aa
—;d’ot P'on tire, x== V. ] :

= ; 2

a_:,__‘)/{:.bb-—aa]

(3 caufe de y=a—x),y= v 4

2

C. Q. B T,
Suppofons, par exemple, 2==7, b= 5. On aua
7 S

-
y==3, ou bien x==3, y=4.

. 2 - e
] 7 5 ceﬂ:-a—due s ¥==4,

Pour fecond exemple, fuppofons a=20,b=12, '
ou bb=144. On aura x== 10+})/—28, 9= ¥}

10F]/—28. Or, la partie radicale -+ ]/ —28

eft imaginaire,, puifqu’il eft impoflible (107 & 111)
quun quarré foit affecté du.figne —, & que par

conféquent la racine quarrée d’'une qu-ntité négative
eft un étre de raifon. Cette partie radicale , jointe
avec le nombre 10, rend le tout imaginaire. Ainfl,
les deux valeurs de x ou de y font imaginaires. Ii
eft donc impoffible, ou il eft abfurde de (uppolet

que la fomme de deux nombres fafle 20, & la fomme
de leurs quarrés 144. Cette abfurdité, qui ne fave |
pas aux yeux, eft mife en évidence par le caleul; |

& Ceft-Ia un avantage précieux de PAlgébre. Elle
ne fe borne pas & donner la folution d’une queftions

dans les cas ot cette queftion eft poflible ; elle fait

encore connoitre les cas ol une queftion eft impof:
{ible ; car alors la traduion algébrique du probléme
mene 3 des réfultats abfurdes, '
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On demandera peut-étre comment , dans le pré-
fent exemple, la valeur de x étant imaginaire, le
fecond membre de I'équation XX —20X=-—128,

gron trouve alors , eft néanmoins une quantité
- péelle ?
Cela arrive, parce que les parties imaginaires qui

& entrent dans le premier membre , fe détruifent mu-
T . 2
\ ‘mellement par Poppofition des fignes qui les affec-

1 tent. En effet, puifque x=10 - 1/ —28, on aura
t 1‘:lOO——28i2OV-—-28,—-2Ox2-—-2OO—T'—-_

. 20]/——-28 3 & par cenféquent x* — 20 x=—100—
#8—2004-20]/—28F20]/—28; ce qui fe

" riduic 3 — 128, La méme remarque a lieu pour y,

On voit en méme-tems par-13 que les racines

| imaginaires vont toujours deux & deusx. Car la racine
| quarrée indiquée de —28 eft également +1/—28;

* ledouble figne indique deux racines,

- PrRosrEeEME VI

212. Paraz les cing chofes que Pon peut confidérer
- dans une progreffion arithmétique 3 trouver le nombre

A es sermes €& Pun ou Pautre exctréme , lorfgwon connoie
A les trois autres chofes ?

| Keprenons les dénominations de Particle 173.0On

4ra toujours les deux équations générales , U= q =

L d(n—1)
L]

i . " .
» $==(a—~u) — entre les cing quantités
z

& d.n, u, s quon peut confidérer dans une pro-
_Jgfeﬂion arithmérique. Or fuppofons que tout le reftg

: ;&ant connu, il faille trouver 7 & 4,
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La premitre équation donne a==u—d(n-—=1j

Mettant cette valeur dans la feconde , on aura s=

n ] (d—2u)n
(2u—d(n— 1 )) — , ou bien , n*~— —=ia8
2

=-—-=d—f- dou. Pon tire, n=... .. 088

d42ut y[(d4-2u)*—84ds]
2d

<VI(d42u)*—8ds]

, & par conféquent,

p—

” .

La quantité radicale étant fuppofée réelle , ou
(d 4-2u)>>> 8 ds, les deux valeurs de n feront pofi
tives & inégales ; mais la premicre valeur de  fen

négative, {i lon ad<<]/[(d—42u)*—84ds]; &l

feconde, toujours pofitive. Lorfque la quantité radicale

s’évanouit, n & a n’ont chacun qu’une feule valeu

Suppofons, par exemple, d=2, u=14,5=J4
En prenant les premicres valeurs de n & de a, on
trouvera n=9 , a==—2; en forte que la progrel-
fion eft alors ——2.0.2.4.6.8.10.12.14:
Et {i I'on prend les deux fecondes valeurs de n &
de a, on trouvera n=6, a=4; & la progreffotl
fera—x4.6.8.10,12. 14.

On trouveroit femblablement 7 & u, tout le refte
étant connu. C. Q. F. T.

Prosrnexsg VIL

213, Covnorssant la fomme de trois nombres &
progre[fion géoméirique, & la fomme de leurs quarréss
Zrouver ces trois nombres ?

Soient
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Soient x, y, z les trois nombres cherchés; a leur
fomme ; bb celle de leurs quarrés. On aura, par les
conditions du probléme, les trois équations fuivantes,
dont la troifiéme eft fondée fur la proportion’ con-
tinue <~ : y .7, qui a lieu entre les trois nombres;
styti=a, xxtyy+=>bb, xr=yy.

Tirons de la premiere, z=—=a—x—7y, & mettons
cette valeur dans les deux autres; nous trouverons
ces deux-ci, 2xx == 2yy —+ aa — 2ax — 2ay-4-
axy=bb , ax—xx—xry=yy, qui ne contiennent
plus que les deux inconnues x & y. Je tire de chacune
de ces deux équations une valeur de x. La premiére
bb — aa—a‘y_y-}- m;y

I/'[bﬁ--aa-'_y‘y—i—my

me donne, .rx—(a—y)xnz

% par conféquent x=

+ (8= 7. La feconde me donne , xx—
+

St R : _a—y .

(6—y) x=—yy , & par conféquent x = . e

V[ (a':y) yy] Or, x=ux. Ainfi on aura,

T A qui eft la méme dans

bbaa—<3yy-+
les deux membres, +V[ et S5 e

(a—y)’]_+V (a-—y)’ yy]

Elevant chaque membre au quarré , faifant les

o effacant la quantité

ag—1tb

kdu&;ons, & dégageant y, on trouvera,y== g
N
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Mettons cette valeur de y dans I'équation x=

sro Lo V[ﬁ:*l)__ — ] 3 NOUS trouve- |

b2
aa—+bb * /[ 10a?b* —3at —3b¢]

rons, %= e ;

Enfin, fubftituons les valeurs de x & de y dans
Péquation 7=a—x—)y 3 & nous aurons, g=

aa—+bb = \/['M:’:-— gt 384 ) senf Q.F.T.

On auroit pi parvenir aux mémes valeurs dey, s,
[' » d’une maniere plus fimple. Car, fi apres avoir trouvé
les deux équations,
i 2 x%—4=2 yy +aa—2ax — 2 ay 2 xy=0b,
J: ax — xx—Xy=)) s
on multiplie la feconde par 2, qu’on I'ajoute avech

il premicre, & quon efface les termes qui fe détruifen
aa —1b

par Poppofition des fignes, on trouvera, y= ———
ia

t Le refte du calcul s'achéve comme tout-a-I’heure.

R

214. JE finis cette théorie des équations dérermic
' nées du fecond degré, parune obfervation effentielle
qui S’y rapporte ; Ceft qu'il y a dans les degrés fupé-
rieurs au fecond , une claffe trés-étendue d’équations
qui fe rélolvent par la méthode du fecond degré. Ces
§ équations peuventétre comprifes fous la forme géné-
il rale, ax*™ +bx™==c, a, b, ¢ étant des quantités cor*
{ nues , « Pinconnte, m tun nombre entier pofitif. L'ex- | .
i poflant de x dans le premier terme eft double, comm
i on voit, de 'expofant de la méme lettre dans le fe

Hi terme.

SCDLYON 1




- ; b
en celle-ci, az2 =+ bz==c, ou bien, Py ==

CrariTrE IX 10§

En effet, {i Pon {uppofe x,==7, 7 étant une nou-

velle inconnue ) , ’équation précédente fe transformera

C

 équation du fecond degré, de laquelle on tire, g =—

b c b* y 2 .
B V[——+ z]. L’inconnue z étant ainfi
a 4a

dégagée , on aura aufli x, en tirant la racine m de 7,

. puifque x= o

Suppofons » par exemple, m==2, ou qu’on ait Ié-
quation du quatrieme degré, axt 4 bx*=c ; on fera

¥¥==7, & onaura, 7 ou xx—-—__.___V [__

b g : .
-—;] Tirant la racipe quarrée de chaque membre,
40

onaura x == +V[——-——:L: (—;——--i— 4%;:) ]

. Pour fecond exemple, foit m==3, ou qu’on ait
l’équation du fixieme degré, ax°+ ba’==c; on fera

x’=g, & on aura 7 ou x’————-—-—i V [.._.

: T?] Tirant la racine cube de chaque membre, on
a

S e Aol
BTk
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ALGEEBRE,

SECTTONTE
Des Problémes indeterminés c_iu Jecond degré,

215. LE fujet dont il eft ici queftion, offre up
vafte champ de problémes curieux & uriles. Nousne
le parcourrons pas dans toute fon étendue. Cela nous
meneroit trop loin. Nous nous contenterons de don-

ner les principes de cette branche de I'analyfe, &

nous les éclaircirons par des applications a des exen-
ples. Les Auteurs les plus célebres , qui ont écrit fur

cette matiere , font Diophante , qui a inventé le pre-

mier ces fortes de problémes, Meziriac, fon Commen-
tateur , Fermat, le P. Prefter, Ozanam , Saunderfon,
Maclaurin, M, Euler, & M. de la Grange.

2

Voyez en particulier le fecond tome de PAlgébre '

de M. Euler, & les excellentes additions que M. dela
Grange y a faites.

PrRosLEME L

216. Trovr zr deux nombres dont la fomme foit d
celle de leurs quarrés, en raifon conftante de m an?

Soient x & 1y les deux nombres cherchés. On aua
la proportion x4y : xx—yy:¢m:n, & par confé:
quent I’équation, nx ~-ny==mxx~ myy , qui el
indéterminée du fecond degré. Si 'on fe donne 'une

des inconnues, on n’aura plus befoin, pour trouver '

lautre, que de réloudre une équation déterminée.
C.Q.F.T.
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217. LEs problémes de cette clafle n’ont aucune
difficulté , lorfque les quantités cherchées peuvent étre
pofitives ou négatives, entiéres ou rompues, ration-
nelles ou radicales. Ainfi, par exemple, dans le pro-

»,_ » m 1
bléme précédent, fi Pon fuppofe — =1, y==1, on
it .
aura x% — 4x =3 ; d'olt 'on tire ¥=2+1/7. Si
fon fuppofe — =1, y= =g
onfuppole — =3, y=7, on trouvera x== 44

' I/ 31. Ainfi des autres fuppofitions. Mais fi on de-
mandoit que les nombres x & y fufllent tous les deux
ntionnels , c’eft-a-dire, entiers ou fraGionnaires fans
radicaux , on auroit befoin de nouvelles régles pour
réfoudre la queftion d’une maniére certaine , & non
par le fimple tAtonnement. Ces régles confiftent en

' général exprimer les inconnues du probléme par le

moyen des quantités données qu’il contient, & d’'une

nouvelle inconnue qu’il faur choifir tellement que

Gans les équations qu'on forme ainfi, les inconiues

qwon cherche ne foient élevées qu'a la premicre puil-

fance, & qu’il ne s'agiffe par conféquent, pour les
déterminer , que de réfoudre une €équation du premier
degré. Rendons cela clair par des exemples.

ProsLEnE IL

218, Résovnrz le Probléme précédent en nombres
rationnels ?

Je prens une nouvelle inconnue z, telle que 'on ait
. J=%* ;3 & ce qui me dirige dans ce choix, ceft
‘ N iij
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qu’en mettant cette valeur de y dans I’équation nx

ny=mxx--myy, du probléme, je pourrai divifer

“tous les termes par x ; & par-la je n’aurai plus que des

€quarions du premier degré a réfoudre. En effet, la
fubftitution dont je viens de parler , donne nx-
nxy ==mxx—~mx*3*, ou bien, en divifant tout par

%, n==ng=mx-t-mxz*; d'ot on tire ¥= H-Hz,i
m—=my
N EA i YN e i B
(& caufe de y=x7), y ——

Ces valeurs de x & de y font voir qu’en prenant
pour 7z tel nombre rationnel quon voudra, x &}y
feront aufli des nombres rationnels. C. Q. F. T.

Suppofons , par exemple, m=1, n=2, =1
on trouvera xr=2, y==2,

Soient m=1, B4 15500 on trouvera x ==,
2

> Al
Soient m=1, n=3, 7==4 ; on trouvera ¥=

15 A Ste
7S

PROoOS L g e 1'1L
219. P4rr16ER un quarré donné en deux autres
quarres?

Soient aa le quarré donné, x & y les racines des
deux quarrés cherchés, On aura I'équation, ¥+

5y == aa. Je prens une nouvelle inconnue %, telle -

que Pon ait y=a—3xr, ou y==7x —a, afin qU&
levant chaque membre au quarré , & puis fubfti
tuant pour yy fa valeur dans I'équation fondamentale,
les termes qui contiennent aa dans chaque membre’
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s déeruifent mutuellement , & qu’en conféquence Pé-
quation s’abaifle au premier degré. Effectivement,, par
i fubflitution de aa— 2 azx—+-72x* & la place de y*,
on 3 xx—aa—2ayx+7x*=aa ; & par confé-
quent en effacant aa de part & d’autre , ¥x— 2a3x =
| f#*==0, ou encore, ¥ (x—2a7+3x )==0-
De-13 on jire, 1° =0, & conféquemment y ==4;

; o . 2 a7

ctte folution fatisfait au probléme. 2° =g

‘ donc i I’ i n aura it 13
¢ fil’on a pris y==a — 75, onaura y== -

apris y=a—3%x, y e

y a(z*—1)

& i Pon a pris y=7x~-—a, ON aura y= -—

pr y Z 3 .}I 1 + 23

Cette folution donsme, pour * & y, des nombres
ntionnels, & Ceft véritablement celle quon cherchoit.
C.Q.F.T.

Soit, par exemple, aa==25, 0u d==75» & pre-
4 ons 3==3 : On trouvera d’abord x==3 ; & mettant

a(yde=i).

1-+7°

+ pour 3 & a leurs valeurs dans I'équation y=

onaura y==4.
Soient 2==6, 7==2: On trouvera x===%*,y =t

ProsrLemMEe IV,

220. Trovwer deux quarrés dont la différence foit
égale & un quarré donné?

Soient aa le quarré donné, x & y les racines des
quarrés cherchés. On aura ( en fuppofant y >« ),
P—xx=aa. Je fais y==a-=1x, & par conféquent

N iv
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Jy==aa-2ayx—7*x% Ainfi I'équation précédents
devient, en effagant ce qui fe détruit, 207% 4722 —
%*==0, ou bien, x ( 2 a4 72x—x)=0,

pag

Dlou lon tire, 1°. x==0, y=a. 2°, &= :
12t

a(r-3*) . s
y=-—§——§;-—. On voit qu’il faut prendre pour ¢
des nombres moindres que 1, fi Fon Veut que les
nombres x & y foient pofitifs. C, Q. F. T.

Soit a==4., & prenons 7= : on trouvera x =3,
F==34

ProsrLeEmME V.

221. Trovrzr deux nombres tels qu’en ajoutant le
quarré de Pun avec le produit du quarré de Pautre., par
un nombre donné b , la fomme foit égale & un quaré
donné aa ?

Soient x & y les deux nombres cherchés, On aura
Péquation , xx = by*=aa. Je fais x=a-—7zy, ol
x==7y—a; & par conféquent xx = aa—2azy 3"
Mettant cette valeur dans Péquation précédente, &
effagant ce qui fe détruit, on aura, y( 7y — 243+
by y==o0. D’ott l'on tire, 1° y==0, & conféquem-

2a ®
ment x ==a. 2°.y=b——5—=, & conféquemment x==
+1

be—2? g
et SRR prenant pour 3 tel nombre ration-

o3
nel qu'on voudra, on aura aufli pour x & y des nom-
bres rationnels. C. Q. F, T.

Si 'on prend & négativement, les formules précé-
dentes donneront la folution du probléme o Pon
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demanderoit deux quarrés tels qu'en retranchant de

Pun le produit de Pautre par un nombre donné, le

refte fiit égal 3 un quarré donné.
ProsrLeme VL

222. Trovr ez deux nombres tels qu’en retranchant
du quarré de Pun , le produit du quarré de Lautre par
le quarré d’un nombre donné b, le refle foit égal a un
nombre donné a ?

Soient x & ¢y les deux nombres cherchés. On aura
léquation , xx—b2y*=a. Je fais x=73—by, & par
conféquent xx = 77 — 2 b7y + b*y*. Mettant cette
vlleur dans ’équation précédente, & effagant ce qui
fe détruit, on aura, zz—2bzy=a. Donc y=

g8 1
o—?b-{—, Xr== S0 Q. | e 1

27

ProereEmME VIL

223. Partager la fomme de deux quarres en deux
autres quarres ?

Soient aa & bb les deux quarrés donnés, xx & yy
lesdeux quarrés cherchés. On aura, ax +-yy=—aa—=
bb, Je prens deux nouveaux nombres 7 & u, tels que
Pon ait x=—a—z3, y=zgu—b, & par conféquent
FX==a0— 247 477, yy =7** — 2 bgu~4-bb. Met-
tant ces valeurs de xx & de yy dans I'équation fonda-
mentale , & effacant ce qui fe détruit, on aura,
— 24777 =72 — 2 bgu =0
D'oi Pon tire, 1°. 7==0 ; ce-qui donneroit ¥==ay
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2a-2bu LIRS Sy
y:—-—b.2°.{= .DOI‘IC&':—'_"‘_““—'!' 1t
£ —}- UL I uu J
tau—-bu* —
& y= e sy Donc, en prenant pour u un
uu

nombre rationnel quelconque , on aura aufli pour #
& y des nombres rationnels, C, Q. F. T. :

ProrremMEe VIIL

224. Erant donnée Péquation générale du fecond
degré at> —-brx 4= cx*4-dt 4=ex 4= f=0, dans lz-
quellea, b, c, d, e, £, font des entiers donnés, t & " '
X, des nombres inconnus : on propofe de fatisfaire d cerre *
€quation en prenant pour t & x des nombres rationnels?

Je tire de Péquation propofée la valeur de Punedes |
inconnues , de ¢ par exemple ; & jai t=—
(bx+d) > /[ (bx+d)—sa (cx* 4 ex =4 f)]

2 4a
Il eft évident que x étant fuppofé un nombre ration-
nel, ¢ en fera aufli un, {i Pon parvient i faire en forte
que la quantité affe@ée du figne radical devienne un
quarré parfait, dont on puifle par conféquent tirer la
racine quarrée. Or cette quantité développée eft b2x'
2bdx—-dd— gacx*— 4aex— gaf. Faifons, pour abréger, !
les quantités données b*—gac=g, 2bd — gae=h,
dd — g4af = k. Nous aurons la transformée t=—
(bx+d) v/ [gx* +he + k]
2a
de fatisfaire 3 Péquation yy= goc*~4-hx =k, en pre-
nant pour x & y des nombres rationaels.
Il peut arriver que les quantités g, %, k ayent e

i~

S

5 & la queftion fera
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! prenant pour x un nombre rationnel, y en foit auffi
. un ; mais voici du moins un grand nombre de cas ol
'~ cette condition peut étre remplie.

- J=

CuarrrTre ‘IX. 203

telles des relations telles qu’il foit impoflible qu’en

1 Soit k=0, & par conféquent yy==gx*~hx.
h

En failant gx*~hx=x°7*, on aura g
h

- nombre également

nombre rationnel , & y=

' mtionnel. On pourra toujours prendre le nombre
. abitraire 7, tel que x & y foient des nombres pofitifs.

2° Soit g un quarré parfait que je nomme mm,
hé& k étant tout ce qu’on voudra : on aura yy==mmxx—=

- hx4=k. Je fais ]/[mmxx—l-flx-‘i-'l”:mx"l‘f;

o . —k 5
d'oti 'on tire x = %—:"_——_, nombre rationnel, & y=
—amy
m( 77—k = —mk
(% ) 7= m_’f_ , nombre égale-
h—2m3 h—amy

ment rationnel.

3° Soit & un quarré parfait que je nomme nn, g &
h étant tout ce qu'on voudra. On aura yy=gx* =
he+nn, Je fais |/ [ga* 4 hx~+nn]=x3+4n3

" th—2n :
d'ou 'on tire x=-T~i, nombre rationnel, &
1 ol
—gh—n " %
AT ombre également rationnel.

; Mg

4°. Les valeurs de » & de y font affignables en
nombres rationnels, lorfque h*—4kg eft un quarré
parfait, En effet, cherchons en général les deux facteurs
de la quantité gx 4-hx 4=k, en la regardant comme
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le premier membre d’une équation du fecond degré
qui a zero pour fecond membre. Nous trouverons

13 Bl
4_\/(:‘1 4kg )

b ol Je—

; & par conféquent

¥ i 24
h h*—ak
gx:+fzx+£:(gx ' W V<« z i )x
(x+-h—+ oo L ),commecelaeﬁd’ail- ﬁ
g it 4 '

leurs aifé & vérifier par la multiplication. D’ou l'on
voit que h*— 4kg- érant fuppofé un quarré que je
nomme pp, & faifant pour abréger%-—%:g.
h ’ $
o -+ —%—:r, on aura gx*~-hx = k= (gx—-gq)x
(¥~r), expreflion dans laquelle il n’entre que des nom
bres rationnels, Maintenant, je fais V{gx‘+f1x+£),
ou [/ [(gx4g9). (x+n)]=7 (g% +gq) 5 ce qui
donne (gx —-gq). (x=r)=7"(gx—gg)*, ou

—
¥—-r=7*(ga—gq), & par conféquent x¥— TS

(i |

nombre rationnel. Donc y =3 (gx+g9)=...un
_ER—En
1—gg
5° On peut afligner x & y en nombres rationnels,
lorfque la quantité gx*~thx -k peut étre regardée
comme la fomme d’un quarré & d'un produit com-
pofé de facteurs rationnels ; Ceft-3-dire lorfqu’elle eft

, nombre également rationnel,

réduétible a cette forme (mx-f=1)2 4= (ax ~+C). :

(Jdx—4=¢). Car alors, en faifant V(gx:-i-hx—i-&)
ou I/ [ (mxot=1)2 chm (a5 4=C ). (& & ms) ] = me b

]
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Crariree IX 205
-7(axr=4C€), on a (mx—=1)>~4 (ax ~+=€).
(dx4e)=(mx—4-1)~4=2 (mx 4=1)7 (ax =€)
i e €
I —rm—ayy

- pombre rationnel, On aura €galement pour y un

nombre rationnel , puifque y=mx 4= 4=z (2x—4=€).

B0 F.T.

Nos Lecteurs s’exerceront & appliquer ces formyles
géncrales a des exemples particuliers.

ProsrLene IX.

225, U~ homme achete deux fortes de vins, Pun
duprix a par pinte, Uautre du prix b 3 il paye pour le
tout un prix exprimé par un quarré inconnu , auquel
gjoutant un nombre donné d, la fomme eff un nombre
quarré dont la racine efl le nombre total des pintes = on
demande combien il y a de pintes du prix a, & combien
dupriz b 2

Vo)
| ¥ Nommons ¢ le nombre total des pintes, u le nom-

bre des pintes du prix b, & par conféquent t—u celui
des pintes du prix a. Il eft clair que le prix des pintes

. dont chacune vaut &, eft bu 5 & celui des pintes dont

chacune vaut @, eft az— au. Soit xx le quarré inconnu
qui exprime le prix total. On aura d’abord Péquation,

. W& =bu—-at— au.

Mais d’un autre c6té, on a ]/[ xx=d]=t,ou

4 bien, xo =1t —d,

Donc, en égalant entr’elles les deux valeurs de xx,
Onaura, hu~p=at— au==tt—d, & par conféquent ( en

’
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fuppofant 2 5> 5 ), u.—:.fr;aiit_;:d_?.., e

tt— d —bt
e T i, UARY

Comme tz— d doit étre un nombre quarré, j'ex-
prime fa racine par 3 —tz, ou part—g; ce quime
donne tt — 217477 =1t —d, & par conféquent t=
7+d

2
nel, on aura auffi pour 7 un nombre rationnel. Maisil
faut obferver que ce choix doit étre fait de manicre
que u & ¢ — u foient des nombres pofitifs, La pre-

X " \ . at=—(tt—d)
micre condition exige qu’on ait ——-——5—>0,
a —

. Ainfi, en prenant pour 7 un nombre ration~

ou, en multipliant chaque membre par a—¥b , at—
(st—d)>o0,outt—d—at <0, ou tt—at<d,

aa aan = .
ou 7t — at - — << d -+ —, ouen tirant la racine
4 4 :
L X a aa
quarrée de part & d'autre, £ — — <L V [d+—].
2 4

ou enfin, t<-—:—-+ .’/[d—l——?— %

tt—d—bt \
FEREIE >0,

ou tt—d—bt >0, outr—bt >d, ou rr-——b:-F

Lafeconde conditionexigequ’on ait

&b b ;
-+_> d == i ou, en tirant la racine quarrée de
) b bb .
part & d’autre, I“T>V[d+_;"]‘°u en- -
i b bb
fin » t>T +V[ d"{"""‘;— .
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7 +d

ZR
deux limites qu'on vient d’afligner. Ayant ¢, on fubf~
tituera fa valeur dans les expreflions de u & de t—u;
& on aura les nombres de pinte des deux fortes
de vins. C. Q. F. T.

Suppofons , par exemple , a=8, b=y ,d=
60. On trouvera que 7 eft entre 22, 78 & 18,
90. Si l'on fait =20, on aura r==23, y=22,

59

U=

13"

Ainfi, il faur prendre ¢, ou , entre les

CHRPT TR EYN

Des Equations du troifitme degre,

226.NOUs ne traiterons que des équations dé-
terminées du troifieme degré. On peut propofer, pour
ce degré, des problémes indéterminés., analogues ‘a
ceux que nous venons de réfondre pour le fecond,
Mais cette théorie eft encore peu avancde; & cleft
pour cela que je me difpenfe d’en parler.

227, TouTss les équations déterminées du troi-

fitme degré peuvent étre repréfentées par la formule
générale ,

P4at*=btc=o0,

dans laquelle ¢ eft Pinconnue , @, b, ¢, des quantités
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données , réelles, pofitives ou négatives, qui pes
vent étre ﬁmples, ou compofées d’autres quantités
données.

228, Surposons d’abord que 2 & b foient zero,
L’équation précédente deviendra £#—4-c=0, ou
23 =—=—c. Tirant la racine cube de chaque membre,
on aura =1/ —c. Cette formule contient la ré-
folution des équations du troifitme degré , qui mans
quent de fecond & de troifiéme terme.

229. Ir femble , au premier coup d’ceil , que
Péquation 2*==—c, n’a que la racine qu'on vient de
trouver. Mais elle en a encore deux autres. Car i
Pon fait, pour abréger un peu les expreflions, c=m’,
& par conféquent }/ —c=—m ; quenfuite on d:
vife Péquation *~4m’=0, par t—m: on trou
vera pour quotient ’équation du fecond degré, #t—

m

mt—m* =0 , laquelle donne , z= +

P
BT
Ces deux derniéres valeurs de ¢ font imaginaires.

L’équation #* -4~ ¢==0 , donne donc pour £ trois
valeurs, dont une feule eft réelle.

2

230. Sorr fimplement ¢=o0, La formule géné-
rale deviendra 1 == at? +bt=0, ou bien (2
at=+b)==o0. En forte qu’elle pourra étre regardée
comme le produit de la quaatité r2~az -0 P&
la racine t==0, ou comme le produit de la quan
tité ¢ par Péquation du fecond degré 2 -+ at+

=00
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. a
b=0. Or cette équation domne, r=—— 4=

) !

- Ces racines font toutes les deux réelles, lorfque 4
eft une quantité négative, & lorfque & étant une quan-

e ! aa :
tité pofitive , on a ——>>5; ou toutes les deux ima-
4
ginaires , lor{que b eft une quantité pofitive,, & qu’on a
m fa) b » »
~—<b. Ces deux mémes racines font réelles, égales
4
enir’elles, & repréfentées par —; a, lorfque b eft po-
» aa
fitive, & qu'on a ——==b,
1 q
4

On voit par-1a que I'équation propofée >~ ar> =
bt=o0, a trois racines, dont P'une eft zero, & les
deux autres font réelles ou imaginaires, comme nous
venons de Iexpliquer.

231. IL 0’y a que les deux cas précédents qui
puiflent étre réfolus avec cette facilité. Voici main-
tenant la méthode pour réfoudre Péquation 2 =
@bt 4=c=0 , prife dans toute fa généralité,
celt-3-dire, en fuppofant qu’aucune des quantités
8, b, ¢ n’eft zero. Mais: auparavant , voyons fi on
De peut pas transformer I’équation dont il s'agit en
une autre qui ait un terme de moins, & qui étant
par conféquent plus fimple , doit étre naturellement
Plus facile & traiter.

232. Qu’oN prenne une nouvelle inconnue x , &
Ung quantité indéterminée m , telles que lon ait

0O
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t==x-pm , & par conféquent t?== 2 mx ~f-ms;
= 2’ 4= 3mx* 4= 3mix +—~m’. En fubftituant ces
valeurs de ¢, ¢2, ¢’ , dans notre équation, & ordonnant
tout , par rapport & ¥ 3 nous aurons la transformée,

e 3m‘ x2=f= 3 m* ) ¥—=f-m’
-a { -+ 2am o= am*

w=b \ —-bm

~=C

Or, comme dans cette nouvelle équation la quan-
tité m eft arbitraire , il eft clair que nous pouvons
la prendre de manitre que I'un des trois derniers
termes sévanouiffe. Si nous voulons faire évanouir
le fecond terme , nous aurons (3 m—=a) x*==0,

& comme x neft pas zero, il senfuic que le facteur
a

3m--a==0; ce qui donne m=——,
3

Si nous voulons faire évanouir le troifitme terme,
nous aurons ( 3m*~=2am ==b ) x =0 , ceft-a-dire,
3m* —=2am—~b=0. D’oli I'on voit que pour dé-
terminer m, il faut réfoudre une équation du fecond

= Q.

degré.

Si nious voulions faire évanouir le quatriéme terme
fious aurions m’— am?—=bm~-c=o0. Ainfi, pout
déterminer m, il faudroic réfoudre une équation du
troifieme degré, qui a tous fes termes; probléme qui
eft de méme nature que celui dont nous fommes
occupés.

Nous ne pouvons donc ici- faire évanouir que le |
fecond ou le wroiliéme terme. Faifons évanouir I¢ ‘
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. > a
fecond , Ceft-3-dire, faifons m==—--;— 3 car cette

préparation eft celle qui produit les calculs les plus
fimples : nous aurons la transformée ,

a? 2qa3
.. b i
3 27
+=b ab \N=03
3
=

ou bien (en fuppofant, pour abréger les expreffions,

¥+ q=0, équation qu'on apprendra 3 réfoudre
dzns un moment.

233. Nous prendrons auparavant occafion d’ob<
krver que 1a méme fubftitution de x ~-m 3 la place
de ¢, peut fervir 3 faire difparoftre tel terme qu’on
voudra d’une équation d’un degré quelconque.

En effet, fi on a, par exemple, I’équation géné-
‘nledu quatriéme degré t¥=4=ar’ = bhi2 o= ct m=d == 03
e y fubftituant x<-m au lieu de z, on aura la
tansformée |

«Y*-i-a}m} B Cmt) xrmgm® € x-4-mt

a =+3amy  —3am* ) A-am’
'+_b +2bm +"J.”?’?2 __-"'O_’
+=c =cm
~+d
 dans laquelle faifant 4m-a=0, ou m=“_';'5
0 ij
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on aura One équation du quatrieme degré, qui naurg
point de fecond terme. Le troifieme terme s'éva-
nouira, en faifant 6 m*==3am—4b=0, Ceft-i-dire,
par la réfolution d’une équation du fecond degré, Le
quatriéme s'évanouiroit, en faifant 4m’--3 am*+
2bm-~c=0, celt-a dire, par la reflolution d'une
équation du troifieme degré. Le cinquitme séva-
nouiroit , en faifant mt —-am’4-bm*~4~cm—4-d=0,
Cleft i-dire,, par la réfolution d’une équation du qua
tricme degré.

De méme, dans une équation générale du cin
quieme degré S =it A= bt 4=t = dt 4e =0, fi
Pon fait t==a~-m, on aura la transformée ,

254 gm Y 2t &c
+a =0,
dont le fecond terme s’évanouira par Péquation d
v ; . a
premicr degré §m~=2=0, ou m=-—=" H

troifidme s'évanouira: par une équation du fecond
degré ; &c. :

En général, qulon ait une équation d’un degé
quelconque 7, repréfentée par "—=at" N Tt
&c =0 3 en faifant t=x~~m, on aura une tran-

formée dont le fecond terme s’évanouira par Péquer
a
tion du premier degré nm—-a==0, ou m =“"},';

les termes fuivants sévanouiront par des équatiol |
du fecond, dutroifieme, &c degrés.

234. JE reviens & P'équation g px =g =2
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1l eft évident que lorfque jaurai trouvé la valeur de
#, laquelle conriendra dans fon expreflion, les lettres
p &4, j'aurai auffi la valeur de ¢, exprimée en a,b,
¢ ; puifqu’il ne faudra pour cela que mettre pour p fa
valeur b — -i, pour ¢ fa valeur it
3 27 3
+¢ ; & enfuite retrancher de Uexpreflion de #, la

¥ L4 » a \ s, .
quantité —, 3 caufe de I'équation t=x 4-m=x—.
3

S valeur de x eft réelle, celle de ¢t le fera

aufli : i la valeur de x eft imaginaire , celle de z
lefera également , puifqu’en retranchant d’une quana
tité imaginaire , une quantité réelle, on ne peut avoir
quun refte imaginaire. Le probléme que nous avons
. % .

d téfoudre confifte donc 3 trouver les racines de
Iéquation &’ ~px—-g=o0.

235. AYANT écrit cette équation fous la forme
x‘:———p:r:—q » je prens une nouvelle inconnue 7 ;
Jajoute & chaque membre la quantité 3 x2; e
347~ 7% ; ce qui donne

(M) w343 2743 024" = 3703 2 Qa+-7°

iR =
€quation dont le premier membre eft le cube du bi-
mome x -+-7. Or comme linconnue 7 eft arbitraire,
nous pouvons {uppofer que cette inconnue eft telle
que la partie 3zx2~+ (37*—p)x du fecond mem-
bre févanouifle ; eft-i-dire , forme Iéquation par-
tille 3 332 +(39°—p)# =0, ou 377+ 3¢ —

O iijj
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p=0; d’ot l'on tire x-{—g:-{—{—, & (x47) ==

p3

z?{!

( en négligeant la partie 37a*=(322=—~p)x du fe

cond membre , laquelle eft zero ) , (x~47)’==7>—q,

Egalant entr’elles les deux valeurs de (¥ —+%)*,0n
—-f’—g, ou bien z5-—q7* = f:

équation qui fe réfoud ( 214) par la méthode du

fecond degré , & qui donne g5=--g-i...

2
‘F"I__l_

. Mais d’un autre c6té Péquation (M) donne

aura

—P—-) ; ou bien, en tirant la racine

cube, g_V[— -+ V( i P3 ]

Subftituons pour 7 & 3* leurs valeurs dans Péqua-

tion x437=1/(3?—q), ou x:—H],V(g’_q)_-g;

nous aurons v = /[ —L =+ P (L +
0] ot ol ot 4 o iy

bien (en prenant fimplement les fignes fupérieurs qui
affetent le radical quarré, attendu que les fignes in-
férieurs donneroient le méme réfultat qu’eux pour *f
la valeur de x; & obfervant que — /4 eft la méme
chofe que /' —4),

= [ =L/ (Lt 2]+
fl s SR
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Cette expreflion eft une des racines de 'équation
% = px ~=q==0,

236. Nous obferverons en paffant qu’il peut arri-
ver que les quantités comprifes fous les fignes radicaux
cubes , foient des cubes parfaits ; & que par con-
féquent la valeur de x puifle étre délivrée de ces fi-
gnes. Nous donnerons dans la fuite le moyen
~ dexécuter cette opération, lorfqu’elle eft poflible. Je
feviens.

 237. NoTrE équation x*~4-px --g==0, 2 encore
, deux racines qu’il s’agit de trouver. Pour y parvenir
dune mani¢re commode , repréfentons les deux quan=
tiés radicales cubes, qui entrent dans la valeur de
la racine trouvée, par les deux lettres g & h, Ceft-
a-dire, fuppofons,

=P [~ L+ (Z-+L)].
=) [+ -1 (L +L )]

En multipliant enfemble ces deux équations, &

en conflidérant qu’un produit tel que (A~4-B) x
- {d—B)=AA—BB, on verra tout d’un coup que

! -
g}lE:V—...p_._.:-—-—E.. Alnﬁ Pz“agk.
27 3
En élevant chacune de ces deux mémes équa-
tions au cube, puis les ajoutant enfemble, on aura
g!+h’=—-——q ’ ou ?:—g‘_hi.
Mettons les valeurs que nous venons de trouvet

Qiv
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pour p & ¢, dans Péquation x? ~+pret-g=0 ; ell¢
_deviendra, *— 3ghxr —gd— p3—o,

Cela pofé, puifqu’on 2 r=g4-h, Ou ¥—g—
h=o0, {i 'on divife Iéquation &3 — 3ghx —&c, par
#—g—h, on trouvera pour quotient 'équation dy
fecond degré, X~ (gt=h ) & jmg? == b2 —gh=0,

w—(g-+h)

2

laquelle donne, » —

e el R R |

— et h=+€h b I
vi 2 23 gh] s ou bien x—-.._._ig.__ﬁl
z
[e— ) P
& (g YW—3

— -

2

Ainfi les trois racines de Péquation X3 px—4-g==0;
ou de la transformée x* — 3ghx—g’ —h* =o, font,

— (g +h) (g—h)V —
x=geh,x= gz (Tl ) - 3,
PR, ¢ kol SR S’ & Hieras

2 2

238. IL eft vifible que la premidre racine eft récll,
& que les deux autres font imaginaires, lorfque g &h .
font des quantités réelles. Or , g &  font réelles, lor-

que la quantité radicale V[ﬂ—- +—E;—], eftréelle;
4 27

& cette quantité eft réelle dans deux cas.
1°. Lorfque p eft pofitif, parce qu’alors le cube

3 : = .
L eft aulli pofitif, & qu’en ajoutant ce cube avecle
27

quarré%}- qui eft toujours pofitif, quand méme la

quantité g feroit négative , on a une fomme pofitive
dont la racine quarrée eft par conféquent réelle.
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5°, Lor{que p étant négatif, ou lorfque Péquation
9. P
>""; ]

4 7
parce que la quantité radicale du fecond degré, qui eft
3
maintenant V[_?jl_____?_ , eft encore réelle.
i 27
Ainfi concluons, 1° que toutes les équations du
toifieme degré, qui ont cette forme, &* —=p& o=
g=0, ont une feule racine réelle , & que les deux
' autres font imaginaires.
2° Que les équations de cette forme &% —px -
g=0, font encore dans le méme cas, pourvu que

fon ait -1 -33—,
4 27
239. St dans Phypothefe que le terme px et pré-

¢édé du fizne —, ou que Péquation eft de cette forme,
8 q q

 ayant cette forme »* —px - ¢=0, ona

3 T
x’—px =+ g==0, 0n a--—qi-:—g—; la quantit€ ra-
4 27

dicale V[—ii— — —2«3-—] difparoft, & ona g = k.
f 7

A g e . ’
+ Do il fuit que le terme s'éva~
2

. nouit, {oit qu’on le prenne en —-ou en —. Par con~
féquent les trois racines de Péquation font réelles, &
de plus les deux derniéres font égales entr’elles, Ces
ttois racines, pour le cas ol le dernier terme g eft

affeté du figne ~, font x=2 V/ P .-f:—
2

" 3 q 3
. V—"—, x——'——Vv--i;&pour le cas ot le
2 3
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dernier terme g eft affe@¢ du figne —, les racines fony

A 3 3
x = V-q-.x_-—-..—-- _‘Z_' x=--V.g.,
2 2 y
240. SuPPOSONs. toujours I'équation a” — py o

3
¢==0, mais qu’on ait maintenant —Eq— <-£—. Alors

la quantité radicale | [ % ——--] devient imas

ginaire ; les deux quantités g & h font aufli imaginaires,
féparément, puilque chacune delles renferme dans
fon expreflion une partie imaginaire qui rend le tout
imaginaire. Cependant, on ne doit pas conclure pour
cela qu'aucune des racines de Péquation foit imagi-
naire ; elles font au contraire toutes les trois réelles,
Voici Pun des moyens par lefquels on s’en eft con-
vaincu,

241. REPRESENTONS, pour abréger le caIcuI la

quantité radicale imaginaire g V[___. v

“V[ x—x] par |/ —Ek,ou
&)/ —1, kéant une quantité réelle =V[_§-

JLY repréfentons de plus le dernier terme 4 ¢,

de I’équation , par 2, en nous fouvenant que quand
i T
¢ fera précédé du figne—, tous les termes od f*fe

trouve élevé a des puiffances impaires , devront chan-

ger de fignes. Onaura(237), g=}/ [—f+ 4}/ —1h
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b=)/[—f—kV —1]. Par conféquent les trois
racines de I'équation feront,
| s=V/[—f+iy — 11+ [—f—kv—1],
= —: (1 [—f+iy—11HV [nfriv=21])

- \/:“3 (V[—f“i"kl/_lj_r/ [—-f——-h/——-l])s
¢ =t (V[ =11+ [—f—*v—1])
Y (Y [ forby— 1=V [—f— kv —11).

242. CELA pofé, tirons par la méthode de l'ar-
tide 132, les racines cubes des deux binomes — f-i=
ﬂ/—— 1 —f—-k]/—-l , en fuites infinies; nous
touverons , en regardant — fcomme le premier
* terme de chacun de ces binomes, ou en fuppofant

-f>'&l

‘—.—‘

\ x Sy —
(A) /[ fAhy — 1) =—f i L
-] Yoo L2
RS, UL e SRS, L AR £

9 g1 243
ufﬁ-_‘lb‘\/——-t 114f_1’1£5
—_ &3
729 6561

| ®) Vi——by—1t=—ypi{ ";*‘::'__..
— 5 =Sy i
_f__Ti:" i sf  ‘hIy—1 G (X T ¥

9 81 243
AT e 12
uf Fhsn/ e T RS
i e SRR 3 X s
79, 6561
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Donc, en ajoutant enfemble ces deux équationg
membre & membre , pour avoir la premiére racine,
& obfervant que dans le fecond membre les termeg
qui contiennent |/ — 1, fe détruifent par I'oppofition
des fignes, on aura

L sfi-Eap s0f | The g
X=—me 2 o —
f 9 i 243
308 T k6
3 _—-—__—_6561 -} &c,

expreflion dans laquelle il n’entre point d’imaginaires;
& qui eft par conféquent réelle. Cette expreflion eftla
méme chofe que celle-ci,

2 f

| 2—

k2 Tok4 154k6
y X[MI“ oF T ook T 66 +&c].

qui eft d’un ufage commode dans la pratique.
243. PoUR trouver les deux autres racines, mul-
tiplions chacune des équations (A ) & (B), par
V' —3; & obfervons que pour le produit particu~
lier ()/—1)x(}/—3), on doit prendre —}/33
car fi Pon a un produit tel que (}/—4)x (V/—B)s 1
il eft clair qu'a caufe de |/ —A=)/4.]/—1.,
de |/ —B=]/B.]/—1, de |/ 4x}/B=]/ 4B,
&de (/' —1)x()/—1)=—1,0n2 () —A4)x

()/—B)=—1]/"4B. On trouvera les deux équas

tions ,

(C) (W —3)xVi—f+ky—i]=—f y=3 !
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Fvs  fTe—s | sy

s 3 9 81
PR i 28
10f 3} ktySe—y nf 3 k53
243 729
17
= I Y
154 f V—3 TR i
6561

I @ (V—=3)xV[—f—bty—1l=—fiy—3
vy Tiev—s e

; + 3 9 81
iz O . .
38 10 #’kﬂ/——; Wf TV kS
R + -
243 729
Lz
1 ey
54 f V—3 oL
6561

Retranchant ’équation (D) de Iéquation (C);
on aura,

B) 33V by — 11— [—f—hy~1])
2f kv A Iof—%ki V3

3 I e
— 14
44 i IRV
S 3 4 &,
729

€quation dans le fecond membre de laquelle il n’entre
point d’imaginaires.
Maintenant, ramaflons toutes les parties qui doivent

| . former les valeurs des deux racines cherchées ; nous

aurons pour ces racines ,
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T Y
. = o . Qof ks
e 8 el —
( f 9 + 243
08 f 7 ke TR
BT + b ) 41 (— : +
et —l4
rof ‘k3y3 44 T ks
: A e +&'c)s
L : 7:9
x=__$(_2f~:--_ $f kA o+ 2o f S ops’ g
9 243
= e
' 308 kS 5 b
..?_?_-f__._____;_&c)_;(__ 2f V3 o+
6561 3
o —t
1 k3 S sy
of V3 ___4af V'3 -I-&O);
81 729

expreflions dans lefquelles il n’y a point d’imaginaires,
On peut mettre ces expreflions fous des formes ana-
logues i celles qu’on a données a la premiére racine,

On voit que les trois valeurs de & font exprimées
par des fuites infinies. Mais ces fuites étant conver-
gentes , parce quon a {uppofé f>>%; fi I'on prend
un certain nombre de leurs premiers termes, on
aura les racines de I'équation , d’'une mani¢re appro-
chée.

244. St on avoit £ 3>f, il faudroit, en tirant la
racine cube du binome —f4-£]/—~1, comme il a éé
prefcrit ( 132); regarder le terme +-4]/—1 , com*
me le premier. Alors, en faifant des calculs entiére-
ment femblables 3 ceux des trois derniers articles ; &
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tonlidégant que (k)/—1 )%= E'(I/._ ‘ )'?= b %
(— 1)%-"—‘ b Y/ (—1 )%zﬁil/—- 1; que (R)/ —1 ﬁ =
Fx()/— 1) = x (—1 ) =H x [/ — 1=k x
._1?-.=—~£§;que (k]/_.l)%zk{' % (/—1 )§ i
Fx()/—1) V—‘1=—-£%I/—r 3 que
(k) — Il§=’:?(]/—-1)%= b ox (V' — ,)% %
V—I‘——E’lx (—V—-x)x(l/-—-n:i;;; 8.

on trouvera que les trois racines font exprimées
comme il fuit,

— 2 e s
akiolF ok, 2 43k PfS
-~ 2 —

3 81 729

f; —&c)-!—- (——2&“/3.4.. ’f”‘\/;

zo!:-—-if“/s i ng ’f“‘/g _&c).
6561 ’

¥ 5 (+ ) !ol:_’fs_. 2
81

""“—“'—“—-—-&'c) —4-—(—21-*]/34,




o

]

) TaE | —t At —— 17
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9 243 6561

-—&c);

fuites convergentes , & compofées de parties réelles, |

Si on avoit k==f, les fuites, prifes de Iune ou
de Pautre mani¢re, convergeroient encore, mais pls
lentement.

245, ConcLuoNs des quatre derniers articles, que
3
fi dans Péquation 2°—px -+ ¢g==0. on ats
] T

99, les trois racines font réelles & inégales entrelles.
4

La forme fous laquelle elles fe préfentent d’abord
contient des imaginaires; mais, en développant leus
expreflions, les parties imaginaires s’'anéantiflent réc |
proquement par Poppofition des fignes ; & le réfultt |
de chaque aflemblage forme une quantité réelle. On
n’a pas encore pu exprimer en général ces racifies pX
des formules finies qui ne contiennent point d'imagr
naires ; & c’eft ce qui a fait donner & ce cas le nod
de cas irréduétible du troifiéme degré.

246. JE mets 2 la conclufion de Particle précédent
la condition en général, parce qu'il y a des équations
particulieres de la forme x*—~px + g =0, ou fon?

3 % y 3
-}-’-—>q-q-, & ol cependant les racines peuvent éue
27 7 4

repréfentées par des expreflions finies, débarraflés
d’imaginaires. Cela arrive lorfque les partics de }

raciné
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racine , comprifes fous les radicaux cubes, font des
cubes parfaits. Alors, en tirant les racines, les parties
imaginaires fe détruifent par I'oppofition des fignes.
On trouvera (Chap. XVII ) la méthode pour extraire
ces fortes de racines. Le cas irréducible , proprement
dit, a lieu lorf{que les trois racines de I’équation font
réelles , inégales & incommenfurables.

247. ON voit que la théorie précédente embraffe
larélolution des équations du troifiéme degré dans rous
les cas qui peuvent fe préfenter. Elle s’étend encore
aux équarions de la forme u’™ 4~ i 2" 4~ py» ~“-c=0,
Car, en faifant w”=1, on a la transformée 1% o 412 e
bid-c=—=0, qui eft du troifieme degré. Connoiffant ‘R

on connoitra aulli u, puifque u== =1,
Il ne nous refle plus qu’a faire I'application de cette
théorie 3 quelques exemples,

ProeELEmME I

248. U~ homme place 900 dans un commerce 3

mande &
combien pour 100 fe monte le gain il a fair ?

Soit u le gain cherché, Il eft clair que le gain rap-
POrte par les goot au bout de la premicre année, fera
le quatrieme terme d’une proportion dont 100, u, &
900 font les trois premiers. Ce gain feradonc exprimé

9co Xu

PAr———; & par conféquent la fomme qui revient §
Q0

notre Commergant, 4 la fin de la premiére année , cft
1)
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gooXu Too~-U
900 ~———, 0U 900X ——— Semblablement ;
100 100 i

la fomme qui lui revient au bout de la feconde année,

100U Toc—-U
eft (900 X ) x

100

‘wo+u)

au bout de la troifitme année eft ((goox
100

100-+U 100-t-u
% X
120

1C0o
ni¢re fomme doit étre 1089, Ainfi on a I'équation,
100—+U 100-+u 100U

((900 % 100 ) B 100 ) &
fe réduit 3 (100-4-u)*>=1210000. Donc, fi onfup-
pofe 100--u==t, on aura *==12 10000, €quation qui
fe rapporte & celle de Particle 228, en faifant c=—
1210000, Tirons la racine cube de part & d’autee;
nous aurons ¢t == 106, 56, 3 trés-peu de chofe prés.
Donc, u=6, 56 ., fenfiblement. Si I'on évalue
( Arith. 103) la frattion décimale 0, 56, en fols&

=1089,qi

100

; celle qui lui revient '

. Or, par hypothele, cette der- -

deniers, on trouvera quelle vaur x1f 22 Aifi

le gain que le Commergant a fait, {e monte, pour
100, 3 6# 117252, 3 peu de chofe pres. C. Q.F.T.

ProerLeEmEe IL

249. Un homme place 900# dans un commerit;
au bout de trois ans il retire une quantité dargemt
zelle quen Pajoutant avec celle qui lui reviendroit 4
la fin de la premiére année, on auroit 24001  pour
fomme : trouver & combien pour 100 fe monte le gain

quil a fait ?
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Soit « le gain cherché. En raifonnant comme dans
le probléme précédent, on voit que la quantité d’ar-
gent, due au Commergant, 3 la fin' de Ja premiére
ﬂ(—:s;-ti)—; & que la quantité due i Ia
900X (10041 )3

finde la troifiéme année, eft . Ainfi

100o000

900X (100~1) 3

onaura, par les conditions du probléme,
IcoCco00
900X (100~ 1)

100

Soit 100 4-u=2x. On aura, aprés les rédu@ions,

8o0oc00
3

porte 2 la formule &% - px - g==0, de l'article 234,

8oooo0n

==2400.

¥4 100005 — == 0, €quation qui fe rap-

@ faifant p=10000 , g=— . Et comme

. la quantité p eft ici pofitive, il s'enfuit (238) que

léquation n’a qu'une feule racine réelle , & que les
deux autres font imaginaires. En fubftitvant 2 la place
dep &g, leurs valeurs numériques dans Pexpreffion
genérale de x, trouvée 3 la fin de l'article 235, on
ura pour la racine réelle cherchée,

3 4000000  falololoToTs] 49
= 2 . V__
]

3

3 4000000 To0oooo 4
+V[ — il |
3

3

2'Or; la racine quarrée de la fration Feft4,0414,

A .
‘4 peu de chofe prés. La premiere partie de x fera donc

Pij
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3 8041400 = . .
V , Ceft-3-dire, 138, 915, a pende
3
41400

chofe pres; & la feconde fera V——-—-g—, celt-

3-dire, — 23, 986, peu pres. Donc, x==114,92,
{enfiblement. Ainfi, 3 caufe de 100--u==x, onam

u= 14,929, Evaluant la fraGtion décimale 0,929
en {ols & deniers , on trouvera qu'elle vaur 181 6h,

Par conféquent enfin, le gain que le Commercanta
fait {e monte, pour 100%, 3 14 180 62 22, fenle
blement. C. Q. F. T.

ProsrLeEme IILL

250. TrovrEr un nombre dont le cube ajouté

le produit du méme nombre par 45 , donne 100 pr

Jomme ?
Soit a le nombre cherché. On aura P’équation

x 445 ¥==100, ou bien, #*—4-45 ¥— 100=0"
qui fe rapporte 2 la formule & —px -=q=0,@
faifant p—=45, ¢=—100. Cette équation (238)
a une racine réelle, & les deux autres imaginaireS. Ea

la foumettant A la formule générale de larticle 23§

& mettant A la place des quantités littérales leurs valeus |

pumériques , On trouvera,
s/ [ sosv235]+V [so—5v235}
C.Q. E.T:
ProsLEME IV,
ant mené 4
sagit e

251. Les conditions dun probléme ay
Péquation t® =12t 6ot-+103=0 3 it
la réfoudre, ou de trouver linconnue t ¢
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Je commence par faire difparoitre (232 ) le {econd
werme de cette équation,, en faifant 1 ==x— 4. Par-la,
fai la transformée & - 12 x— 9 =0, qui {e rapporte
i la formule &2 4 px —g==0, p étant=12, ¢ =9.
Cette &quation n’a qu'une racine réelle, qui eft (23 5),

I:V[ 9-1—:/;:7 ]+V‘ 9-—1:’3;7 ]

Retranchant 4 de cette racine, on aura la valeur de

. C.Q.F, T.

PrRoBLEME V.

252, Résovore Péquation ©'~=Gt* —1 8t =
gae=0.7

Commengons par faire évanouir. le fecond terme
de cette équation, en fuppofant t==x—2 ; nous
aurons la transformée ¥* — 30 x4-62 =0, qui e rap-
porte 2 la formule x* — px~+¢=0. Et comme on a

LY .3 . - . ;o
Icl—t <_ﬁ~_, il s’enfuit (240 ), que les trois racines
4 27

de l'équation font réelles. Je. cherche la valeur de
lune d’elles par la formule approchée de article 242.
Cette formulc eft,

( + 1ck+ 154 k§
e . et ity
3 i 2434 6561f°

]/f“
"i-&c).

e AP
Or,nousavonsmfn—;—:_—,IJ':95I>“-"—-39-

Dol Pon voit que la formule converge rapidement.
Ainfi, on peut fe contenter de prendre fes trois pre=-
P 1
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miers termes 3 & alors on aura, apres quelques rédue:

— 486 f4 —54k*fP~-20k4
24321/ f*

dire, en mettant 4 la place des grandeurs littérales leus

valeurs numériques , ¥ =-——6,311.

Les deux autres racines de I'équation peuvent fe
trouver par les formules de Particle 243. Mais il ef
Plus commode dans la pratique de faire fervir 3 cete
recherche la racine déja trouvée ; opération qui con-
fifte 2 divifer Péquation &% — 30 -+ 62=0, pat
x—~€, 311. Par-13, on trouve le quotient xx—
6,311 x-9,828721, &lerefte 0, 029058231,
qui eft affez petit pour pouvoir étre négligé. On au
donc, a peu prés,

tions , & — , Cefti-

xx—6,311x-+9,828721 =0, .

€quation du fecond degré, qui donne fenfiblement
ces deux racines ¥ =2, 7971 ,¥=3, 5139, Ainfi, |
les trois valeurs de' ¢ font, a peu de chofe prés,

t=—8,311,1=0,7971,t=1, 5139. C.Q.K.T,
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Des Equations du quatriéme degré.

2;3.LES équations déterminées du quatrieme degré,
dont il eft fenlement ici queftion, peuvent étre repré-
fentées par la formule générale,

t4mpat} bt 4= ct4=d=0,

téuant 'inconnue, a,b, ¢, d des quantités données , &
wéelles, pofitives ou négatives.

254. Quon ait d’aberd tout-a-la-fois, 2=o0,
k=0, c=0 : cette formule deviendra t*~4~d=0, ou
t*=-— d=d x— 1. Tirant la racine quarrée de part
&d'autre , on aurart=~1/d .}/ — 1; ce qui donne
pour 2z deux valeurs ou racines imaginaires. Chacune
de ces valeurs donne, en tirant encore la racine quar-
rée, deux valeurs imaginaires pour . Ainfi 'équation
t*4=d=0 a quatre racines qui font toutes imaginaires.
Ileft en effer évident que la quatrieme puiflance d’une
quantité réelle, pofitive ou négative , étant toujours
pofitive, il n’eft pas poffible que cette quatritme puif-
fance, ajoutée ayec une quantité pofitive, puifle for-
mer une fomme égale A zero.

Sile terme d éroit précédé du figne—; Ceft-a-dire,
fion avoir équation t* —d==0, ou ¢%==d; on trou-
veroit d’abord , en tirant la racine quarrée , tt==

Piv
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=1/ d; ce qui donne pour z¢ deux valeurs réelles;
La premiere de ces valeurs donne, pour 7, deux valeurs
réelles, Pune pofitive, Pautre négative ; mais la feconde
donne pour ¢ deux valeurs imaginaires. Ainfi, Péqua-
tion z#—d=0, a deux racines réelles, I'une pofitive,
Pautre négative, & deux racines imaginaires. Soit,
par exemple , d==16. Les deux racines réelles de ¢
font 2 &—2 ; & les deux racines imaginaires font

+2) —1,&—2]/—1.

255. Sort fimplement d=o. Notre formule gésé
rale devient, t (£—=at* 4=br~-c)==0. D’oli on fire,
ou t==0, ou *~ar*—4-bt--c==0. Et comme cete
dernicre équation, qui eft du troifieme degré, & quife
réfoud. par les mérhodes expliquées dans le Chapitre
précédent, a néceflairement une racine réelle , tandis
que les deux autres peuvent étre réelles ou imaginaires;
il Senfuit que I'équation 4 —=qr? —=bs® - cr =0,
une racine ==0, une feconde racine qui eft réelle, &
deux autres qui peuvent étre réelles ou imaginaires,

2§6. SOIENT a==0, c=0. La formule générle
deviendra, t*—=bt*—-d==0, équation qui fe réfoud
(214 ) par la méthode du fecond degré, & qui donne

b bb 3
d’abord ¢* = —— V["*'J—' _d]s puisi=z=
. | 4 !
| B ATt
V [ = i -+ l/(—-—-)—- d):l. Ainft Péquation
2 4

t* ==be*-}-d==0, a quatre racines qui font,

sl e MG
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=) [V (0],
il A

2
b &b
Z==——l//r[__:___L/C_:_—-dDJ.
Or, 1° fi b & d font des quantités pofitives, &
. b ; A
qu'on ait o <d; il eft clair que les quatre racines

font imaginaires. Elles le feroient également, fi b & d
) : : e

étant toujours pofitives, on avoit — >> d, parce que
0

b bb
2% Si b & d font toutes deux négatives, Pexpreflion

A s 3 bb
radicale intérieure devient V( - d) ;& ona

b bb 3 oK v

i V(T —= r{'). Les deux premiéres racines
font réelles , & les deux autres font imaginaires.

3% Si b eft pofitive, & d négative, les deux pre-
micres racines font réelles, les deux autres font ima-
ginaires.

4% Si b eft négative , & d pofitive, & qu’on ait

12 h i
-;—->d, les quatre racines font réelles 5 mais i on

avolt — < d, elles feroient toutes quatre imagi-
4
naires,

257. IL n’y a que les trois cas particuliers compris
dans les trois articles précédents qui puiffent ainfi éure
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réfolus, fans le fecours d’aucune nouvelle régle, Je
viens a la réfolution de Péquation générale t4
at? - be*—-ct—~d =0, fans fuppofer qu'aucune des
quantités a, b, ¢, d foit zero.

D’abord, je commence par faire évanouir (233)
le fecond terme de cettg équation ; non que cette
préparation foit abfolument néceflaire , comme nous
le ferons obferver ci-deflous ; mais parce qu’elle fim-

a

plifie les calculs. Ainfi je fuppofe ¢ = *——is

qui change I'équation t*4-ar’~+&c, en celle-d,

(A) x*—px*~gr-t+r=o0,

—3a* a3 ab
en-prenant p = —— b, q:.-:.-.—s_.--—-_l_.i.g,
—3a4 ah ac
- - ‘: e do
256 16 4

La queftion eft donc de trouver les racines

Péquation (A ). Car fi apres les avoir trouvées, on
_ 3 L
retranche de chacune d’elles la quantité conftante .

a
on aura aufli les valeurs de ¢, 3 caule de 1= * ~e
11 eft clair que les valeurs de ¢ feront réelles ou imagi-
naires, felon que celles de x feront réelles ou imagt
naires,

258, MeTTONS I'équation (A ) fous cette forme
& *=——px?*—qx—r. Enfuite ajoutons de part&
d’autre la quantité 2477 -=32* (7 étant une nouvellé

ingonnue ) 3 nous aurons,
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(B) #2514 =(27—p) #*—gxr 41—,
équation dont le premier membre eft le quarré du
binome 2 ~-z. Comme l'inconnue 7 eft arbitraire ;
nous pouvons faire en forte que le fecond membre
de 'équation (B ) devienne aufli un quarré ; il faudra
pour cela quon ait —gx=2x]/ (27 —p)x
J/(32—r); car i 'on regarde le trinome quelconque
A+ B + C, comme un quarré; Pun des termes, par
exemple B doit étre = 2]/ 4 C. L’équation partielle
—gr=2x]/(27—p) .}/ (3> —r ) donne, (en
divifant tout par x , fuppofant 27 — p=75, ou 7=
pts

, faifant difparoitre les radicaux, & ordonnant

par rapport a 5 ),

(C) * 42ps = (pp—4r)s—gqgq=o0,
équation que je nomme auxiliaire , & qui n’étant que
du troifieme degré, donnera la valeur de s, par les

méthodes du Chapitre précédent. Ainfi nous pouvons
regarder s comme connue,

259. MAINTENANT, le trinome (27 —p) x> —
* 4%¥=(z*~—r) qui forme le fecond membre de I'équa-
tion (B ) étant aflujetti a la condition d’étre un quarré,
e vertu de P’équation —gr==2x]/(27—p)x
Vi §*—+); & la racine de ce quarré étant 4=
("’V(2'{—-p)+]/(q=—-r)). oubien i(x]/ (27—p)

' q
2V (x—p)
Rait a racine quarrée de chaque membre ), #'—fg==o

—

) : Péquation (B ) donnera, (en ti
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(x]/(gg—p)—_-—lﬁ-g

X )
tant pour z f{a valeur L'ti—) x4
z

(V-

) , ou bien (en met-

pt=s

=4

—_—

), équation qui renferme ces deux-ci;

s q

R AR AR T
g
x=+x1/s=—-~f_—-._7-+z—qv—,;.

Réfolvint ces deux équations qui font du fecond
degré, & qui donnent chacune deux valeurs de #,
on aura les quatre valeurs de x,

s

i e
x_____,.l/[_“fT___P_ f/
7

it
= [ — L+
+

valeurs qui font les quatre racines de I'équation #*
pX* = qx—~~r=—0.

260. CEs racines contenant deux 3 deux les me-
mes parties radicales du fecond degré ; il"eft évident
que i1 f la premitre racine eft réelle ou imaginaire, la
feconde fera également réelle ou imaginaire 3 & qué
fi pareillement la troifieme racine eft réelle ou ima-
ginaire, la quatriéme fera aufhi IC&,I]u ou imaginairé
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Ainfi, en général, dans toute équation du quatriéme
degré, les quatre racines font réelles ou imaginaires,
ou deux font réelles, tandis que les deux autres font
imaginaires. Il n’y a pas d’autre combinaifon pofiible
i cet égard.

261. LA méme méthode peut fervir a réfoudre les
équations du quatrieme degré , fans faire évanouir le
fecond terme. Car foit ’équation générale t*—4-az’ ~=
bt~ ct -+ d =03 & qu’on la mette fous cette forme,
t-at’ —=— b2 —=ct—d.

a?

: “+2 7+

En ajourant de part & d’autre
p ! at

a4 3* , on aura 'équation ( P — =3 ): —
k3

(zg-i—ﬂT—— b )r’-{—(rz{-——-c) t-~7>—d, dont le
fecond membre devient un quarré parfait , en faifant

=1/ (33— d). Ce qui pro-

a7 —=¢
a2
z\/( 1+ — -—é)
4
duit une équation auxiliaire analogue i I'équation (C).
Mais, poar la fimplicité des réfultats, je continuerai

de fuppofer que I'équation a été d'abord délivrée de
fon fecond terme.

262, REvENONs donc aux formules de Fart. 259,
Il fe préfente a ce fujet une difficulté. Comme I'équa-
tion auxiliaire (C) qui donne la valeur de s, eft du
troifiéme degré , & qu'elle a par conféquent -trois
facines ; on demandera quelle eft celle de ces trois
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238
valeurs , qu'il convient d’employer dans les quatre
valeurs de x ? Je répons qu’on peut employer indiffé-
remment celle qu’on voudra, & qu’on obtiendra dang
tous les cas les mémes valeurs pour x. Mais cela g
befoin d’étre démontré,

263. D’aBoRD, il y a un moyen bien {imple dans
la {péculation, de s’aflurer {i en effet les trois racines
de s donnent les mémes valeurs pour x ; C'eft de cher
cher, par les méthodes du Chapitre précédent, les
trois valeurs de s, de les fubftituer enfuite fucceflive-
ment dans chacune des quatre valeurs de x, & d’exz-
miner fi les douze valeurs qui réfulteront pour &, ne
fe réduiront pas a quatre, Mais ce moyen paroit
comme impraticable , par la longueur des calculs qu'il
exige. En voici un autre plus expéditif qui conduitau
méme but.

264. PRENONs trois nouvelles lettres I, m, n,

. s s

telles que Pon ait, [= v , M= V[__ e
4

2

et il

zf/.r ]

Les quatre valeurs de & feront en conféquence,
x=l4-m ; x=l—m , x=—I14-n, x=—I—1Mn
Ainfi, fi Pon multiplie enfemble les quatre quantités
g—lw—m, x~ldm, xd-l—n, x41-+4n, &
gwon égale le produit i zero, on formera I’équation;
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(D) at—2llar—2im* )x4-I*
— m? - 2In2 § —bm2( o
—p —l2n2 e
+ mﬁﬂz
qui doit étre la méme que Péquation propofée, x*-j«
pi=gx —=r=0,

Donc, en égalant entr’elles ces deux équations ter-
me d terme, on aura, p==-——2PR—m*—n?, g==
—2Im*4-2In*, r=0F#—12m?—[2n*4-m2n2,

Subfticuons ces valeurs de p, ¢, r dans Péquation
auxiliaire (C); elle deviendra,

() s —4l2 gsl—{—-Sf’mz
—2m*{ - 8l2n2
Z ~mt § =4 [*(n*=——m?y==0,
- nt
—2m*n?

_-_.2n-'.'.

Cela pofé , feignons qu’on -ait une équation du
toifieme degré, réfultante du produit (s— M) x
(6—N) x (s—P)=o0, M, N, P étant les trois
ficines de cette équation. En effeGuant les multipli-
cations indiquées , on trouvera

(F) & — (M4~ N—~+-P) s> 4~(MN + MP - NP) s-vn
ﬂﬂVPz=o.

Faifons coincider cette équation avec Péquation
(E), Ceft 3-dire, faifons en forte que ces deux équa=
tions foient identiquement les mémes terme 3 terme,
Il faut pour cela que le dernier terme 4 I* ( n* — m2)=,
de Péquation (E), foit décompofable en trois facs
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teurs qu'on puifle prendre pour M, N, P ; en fome
que fubfituant ces valeurs de M, N, P dans le .
cond & le troifieme terme de I'équation (F), ces
termes deviennent refpectivement le fecond & le troi-
fitme terme de I'équation (E). Or fi 'on décom-
pofe* la quantité 4 [*(n* — m*)* en ces trois facteurs
42, (n—-m)*, (n—m)?*, & qu'on prenne M=4l
N=(n+4+mp,P=(n—m),la condition dontje
viens de parler fera remplie; car en fubftituant ces
valeurs de M, N, P dans Péquation (F), elle de-
vient identiquement terme-3 terme I'équation (E).
Ainfi Péquation (E) a les trois racines s =4l
s=(n—4m)?, s=(n—-m)

Maintenant, qu’on fubftitue celle qu'on voudrade
ces trois valeurs dans les quatre valeurs de &3 0n
trouvera que ces quatre valeurs fe réduifent toujours
A x=Il4-m, y=I—m, x=—I14=n, x=—I—M
Cleft un calcul aifé 3 faire. Il fuic dela que fi en allant
dans un ordre inverfe , on commence par déterminet
les trois valeurs de s, & qu'on fafle fuccefliyement
ufage de chacune d’elles dans les racines de x, on ob-
tiendra dans tous les cas les mémes expreflions pout
€es racines.

265. Nous avons obfervé (260 ) que les racines
d’une équation du quatriéme degré font toutes réelless

ou toutes imaginaires, ou deux réelles & deux imag-
_‘_‘_—-ﬂ.

* La méme ‘quantité pent étre décompofée autrement ; Ma3

nous choififfons les fa@eurs propres d faire coincider les équations
E) & (F) Y

naires:
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maires. Voyons & quels caracteres on peut diftinguer
ces différents cas.

Puifque le dernier terme de ’équation auxiliaire (C)
f4+2p~+{(pp—4.r)s—qgq=o0, eft toujours
négatif (.gg €tant toujours pofitif foit qu'on prenne ¢
e = ou —) ; il s’enfuit que cette équation a, gé-
néralement , au moins une racine réelle pofitive. Car,
ou fes trois racines font réelles, ou Pune feulement
et réelle , tandis que les deux autres font imaginaires 3
iln’y a pas d’autre combinaifon poffible , comme on
levoit par le Chapitre précédent. Or ,

1% Lorfque les trois racines de Péquation (C ) ont
réelles , elle ne peut fe rapporter ni a la forme
(s4=2) x (s=4-€) x (st ) =0, ol les trois racines
font négatives, ni a la forme (s—ea) % (s—E€) x
(i4)==0, ou il y adeux racines pofitives & une né=
gative ; puifque , dans I'un & lautre cas, le dernier
terme « € de Péquation eft pofitif ; mais elle fe rap-
porte foit 3 la forme (s—a)x (s —€) x (s—1p)==0,
qui contient trois racines pofitives, foit & la forme
Ue) x (s+4-€) % (s—9)=0, qui contient deux
ricines négatives & une pofitive ; car dans un &
Tautre cas, le dernier terme eft —eCs. II n’y a pas
dautres combinaifons pour les racines réelles, Ainfi en
fuppofant que les trois racines de Péquation (C) foient
réelles , elles font toutes les trois pofitives, ou il y en
aune pofitive, & deux négatives.

2% Lorfque P’équation (C) a deux racines ima-
ginaires , elle peut étre regardée comme le produit
Pune équation du premicr degré par une équation du

Q
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fecond dont les racines font imaginaires, & qu'on
peut repréfenter par s*4-Cs—=y==0, la quantité

]

$ L . ¢
étant effentieliement pofitive & plus grande que —,
-

Alors elle ne peut pas fe rapporter a la forme
(s2=4=Cs==9) X (s=4=2)==0, qui contient, outre les
deux racines imaginaires , une racine négative, puif-
que le dernier terme y e feroit pofitif ; mais elle fe
rapporte 3 la forme (s2-Cs—3) X (s—a)=0,
qui contient , avec les deux racines imaginaires, une
racine pofitive, & dont le dernier terme —ja el
négatif.

Coacluons de ce détail que l’équation (C) contient
toujours au moins une racine pofitive.

266. CEs principes pefés, puifque les racines e
I'équation &* 4 px* - &c, font toujours les mémes,
quelle que foit la valeur de s, qu’on fubftitue dans
leurs expreflions (264) 5 prenons la valeur pofitive
de s, afin que /s foit une quantité réelle, Il eft clir
que les racines de P'équation x*—4-pa2 4- &c , feront
réelles ou imaginaires, foit cn fotalité, foit en partie,

3 : 5 ?
quand les quantités radicales V[._. 0
: p 3

‘Vs] V[___._._;_ ; z“/S]ﬁ:mut

réelles ou imaginaires. Ainfi ces mémes racines pet=
vent étre rapportées généralement & Pun des fyftémes
{uivants, ol g, h, k font des quantités réelles,
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x=-t-g-+h
¥==mjmg—h
x=-——-g-+-£

X=—g —

; —gth
|

quatre racines réelles.

x=-g—h]/—1 { quatre racines ima-
x=—g 4k} —1 ginaires.
xﬁ—g-——-kV—-I
xz—{-—g--—h,

x—_—-——g-—-}—k]/—-l,

&‘x-—g-—-—kl/-—— "

deux racines réelles,
& ‘deux racines
imagihaires.

p=obgh)/—1,) .
.r:+g-—-hl/__-—1, encore deux racines

AR réelles , & deux
o i § S imaginaires.
x=—g—k,

v,

267. Dans le premier {yftéme ol les quatre racines
font réelles, les quantités que nous avons nommeées
I, m, n dans Particle 264, font g, h, k refpective-
ment ; & on voit que équation (E) a fes trois racines
réelles. Ainfi Péquation (C) ou (E) fe rapporte alors
en général ( 240 ), au cas irréductible. Concluons dans
Fordre inverfe qu'une équation du quatrieme degré,
dont toutes les racines font réelles , ne peut étre réfo-
lue généralement , qu'a Paide d’une équation du troi-
fitme, qui tombe dans le cas irréductible, ou dont les
racines ne font aflignables fous une forme réelle &
finie, que dans certains cas particuliers.

Qjj
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208, DAaNs le fecond fyftéme o les quatre racines
de x font imaginaires, on a l=g, m=h]/—,
n::k]/— 1. Donc > =g, m* = — b, Im*=—
gh* , nn=—=%k, In*=—gk*, mn=—hk. En fubfti-
tuant pour [2, m?, n*, m2n2, Im?, In*, leurs valeurs, dang
Péquation (D). on aura une équation, telle que le
multiplicateur de x*, celui de x, & le dernier terme
de Péquation, font des quantités réelles : condition
qui doit toujours avoir lieu, parce qu'on fuppofe que
dans Péquation x* - px* 4~gw—-r==0, les quantités
P, g, r font réelles. De plus, les trois valeurs qui
réfultent alors pour s, en vertu de équation (E), font
aufii des quantités réelles. Ainfil'équation (C) tombe
encore en général dans le cas irréductible, Par confé-
quent , une équation du quatriéme degré , dont les
racines font imaginaires , demande pour f{a réfolution
générale une équation du troifitme degré, qui ap-
partient au cas irréductible,

269. Dans le troifieme & le quatrime {yftéme,
ou Iéquation x* - px*—~-&c, a deux racines réelles,
& deux racines imaginaires ; on a =g, m=k,
n=*k]/—1, =g, m*==h?, n*=—>kFk*, mm=
hk)/ — 1, m*n* = —hzb2, Im2 =gh*, In* = —ghk’;
ou bien, l=g, m=ah ]/— 1, 1 4 k, b=y
mi=-—4p2, na=—F , mn==%Lh V—- I, mn*=—
ki, Im*=—gh*, In*=gk>, En fubfticuant pour
I, m?, n*, m*n*, Im*, In?, leurs valeurs dans ’équation
(D), on trouvera, pour I'un & lautre cas, que les
valeurs de p , ¢, r font des quantités réclles, Mais des
trois valeurs de s, données par I'équation (E), une
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feule eft réelle; les deux autres font imaginaires, Ainfi
une équation du quatri¢me degré, qui a deux racines
réelles & deux racines imaginaires, eft réfoluble 2
Paide d'une équation du troifitme degré, qui a une
feule racine réelle, exprimable en termes finis (23 5 ).

270. LEEs deux cas o les racines de I'équation font
toutes quatre réelles, ou toutes quatre imaginaires,
produifant également en général une équation auxi-
liaire qui fe rapporte au cas irréductible ; il nous refte
encore a déterminer quelque cataltere particulier qui
apprenne a diftinguer ces deux cas 'un de Iautre.

Reprenons dans cette vue les trois valeurs de s,
données par I'équation (E ), lefqueltes font (264),
s=4l*, s=(n—-m)*, s=(n—m). Or,

1°. Lorfque les quatre racines de 1'équation x* =
pi-&c, font réelles, on a =g, m=h, n==¢.
Donc alors les trois racines de Iéquation (E) ou
(C) font pofitives. _

2° Suppofons que les quatre racines de I'équation
# 4 px* 4 &c, foient imaginaires ; & par confé-
quentl=g, m==h]/ —1, n=~]/—1. Alorson a
I=4g2, s=— h*—2kh — k>=—(h4-k)2,
$=—h* - 2kh — k2 =— (h—})2, Ainfi Péquation
(Edou(C) na qu’une feule racine pofitive , & les
deuxt autres font négatives.

Nous apprendrons dans la fuite % diftinguerspar la
combinaifon ‘des fignes des termes d'une équation
Quelconque qui ne contient que des racines réelles,
combien elle en contient de pofitives ou de néga-
tives,

Q iijj
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271, Les expreflions générales que nous avons
trouvées (259 ) des quatre racines de I'équation
x4 pxr=-gx 4~ r==0, comprennent tous les cas
po{’ﬁbIes eft-3-dire quelles donneront les racinesde
Péquation , quelques valeurs qu’on attribue aux quan-
tités p, ¢, r. Suppofons par exemple g==0; ce quire.
vient au cas de Varticle 2 56, Alors I'équation auxiliaire
¢C) donne s==0; & comme (2§8) on a toujours en

général —-;3-—; m:V[( p—:—: )*-—r]: il gen-

fuit que les quatre valeurs de x feront

g A e
pessl i il s
ol < S TR s
e g e gl

formules qui reviennent a celles de article 2 56.

272, ExaMINONs encore un cas particulier. Sup-
5

pofons que la quantité radicale V _.._..._._P.-—

= O”V[—'"'““'"_"I‘V(( p+s ):

— )] , $évanouiffe. Les deux premicres racines de

Péquation x* - px? 4= g —-r==0 , deviendront €g&-
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: ' ety £ P
fes; & on aura par hypothefe, VI:_* vl -
V((“n—::j—)’—-T)]::o,oubien{cnquarrant,

manfpofant , quarrant & dégageant s ), s==....
—2p & v/ (4pp =+ 4871)

. On trouveroit la méme équa-

3
tion, fi Pon fuppofoit que la quantité radicale

& 3 3
V[__ i o e b -_?-——] qui entre dans les
4 2 2y/'s

deux derniéres racines de & fit zero. Ainl l2s valeurs
de s, indiquées par le double figne, ferviront pour les
deux cas; Mais d’un autre c6té, la valeur de s qu’on
tira de P'équation auxiliaire (C), a toujours lieu.
Il faut donc que cette valeur coincide avec celle qui
wélulte de ’hypothéfe que Fune ou lautre des deux
quantités radicales propofées s’évanouifie ; ce qui pro-
duira entre p, ¢, r une équation de condition qui
contiendra la relation que ces quantités doivent avoir
entr'elles , pour que I’hypothefe dont il s'agit {oit
admiffible,

Nous donnerons dans la fuite une méthode facile
pour trouver les racines égales qui peuvent étre con-
tenues dans une équation d’un degré quelconque.

273. REvENONs 3 la rélolution générale des équa-
tions du quatriéme degré, & réduifons-la briévement
et maximes pour la commodité de la pratique.

Lorfque vous avez 2 réfoudre une équation du
quatrieme degré , telle que a*~4-pa*~-gu—-r=0,
qui n’a point de fecond terme, ou qui provient d’une

Qiv
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équation dont on a commencé i faire évanouir le
fecond terme au moyen de la transformation indi.
quée (233)
f*ornez équation auxiliaire (C) s* =2 ps24a
(."T"--—-z:.i') s—7q==0, laquelle a toujours au moits
une racine pofitive (265 ).
27, Chaflez le fecond terme de cette équation, et

2 a s
fuppofant s==u-———; ce qui vous donnera une
3

transformée de cette efpece u’—=p/u--q'==0, dans

i H
laquelle on a p/=— —E.%_-_ér‘ q’-_=..__ff__+
\ Py
Spr %
g TR

Si cette équation n’a qu’une feule racine réelle, ce
qui arrive (238) lorfque p’ eft une quantité pofitive,
p'3 ¢’
27 ——4—.
Péquation propofee x4 pri4-&ca deux racines
réelles & deux racines imaginaires.

Si la méme équation en u a fes trois racines réelles,
ce qui arrive (239 & 240) lorfque p’ eft une quantité

P’>W

ou lorfque p’ étant négative, on a

négative & qu’on a de plus —— : les racines

de ’équation x* -~ pat--8ic f'ort toutes quatre réelles
ou toutes quatre imaginaires. Le premler cas alien
lorfque les trois racines de I'équation en s font pofi:
tives, & le fecond, lorfque I'une feulement des racines
de la méme équation eft pofitive, & les deux autres
négatives.
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30, Déterminez Pune des trois racines pofitives

de Péquation en s, ou la feule racine pofitive de la

méme équation. En repréfentant cette racine par =5,
prenez

2
Vs V[ s P q
re=— —_— e e ;
2 4 . G zy/s]
Ces formules feront les quatre racines de I'équation
propolée x* - px2~-gx ~~r==0. Faifons-en quel-
ques applications.
ProdrEnm 1

274. REsovpr £ Péquation t*~4-4 t'~4-3 t* == 3=0?

Je commence par délivrer 'équation de fon fecond
trme, en fuppofant ¢ =« — 1 ; ce qui me donne la
tiansformée x* — 3 x>~ 2 x4~ 3=0.

Ona donc p=—3, =2, r=3 ; & Péquation
enseft s — G652 — 3 s —4=0.

L’équation en u eft 1’ — 1 yu—26=0,

Cette équation n’a ( 23 8) qu’une feule racine réelle;
& par conféquent Péquation x* — 32~ &c, a deux
facines réelles & deux racines imaginaires. La valeur
tellede uelt (235),

u=1/[134y 441+ [13—v44 T
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Dpnc, 3 caufe de s =u 42 , nous aurons, |/ s=
VIz4+V(134+v49+1/ 13—V 4]
Subftituant cette valeur de ]/s dans les quatre ex.
preflions générales de x, données a la fin de Particle pré.
cédent , on aura les quatre racines de Péquation x*—
3x* =4 &c. On trouvera par le calcul , ce qu'on fit
; déja, que deux de ces racines font réelles ; & que les
i deux autres {ont imaginaires. Connoiffant les valeurs
de ¥, on aura auffi celles de ¢, puifque z==a—1. On
voit que des quatre valeurs de ¢ , deux font réelles, &
les deux autres imaginaires.
Comme en exécutant littéralement les opérations
.“J que je viens d’indiquer , les expreflions qu’on obtien-
| droit pour x & ¢, feroient fort chargées de radicaux,
{ & que dans la pratique du calcul, les quantités radicales .
; doivent étre évaluées en nombres rationnels qui ea
1 approchent ; mettons d’abord la valeur de u fous une
ﬂ forme rationnelle. La quantité |/ 44, ou 2]/ 11=
6, 6332, 4 peu de chole pres. Donc 13+1/44=
. 119, 6332, dont la racine cube eft & peu prés 2, 697%
¥ & 13—1/44="6, 3668, dont la racine cubeefti
peu pres, 1, 8534. Ainfi on aura u=1/6, s512=
2.5596, fenfiblement. Par conféquent les quat
valeurs de x feront,
x=-41,2798 +]/—o0, 5285,
x=-1,2798 ——«]/—o, 5285
x=—1,27984+1/0,2529,
x=-—1,2798 —)/ 0, 2524

Les deux premires racines font imaginaires, & les
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deux autres font réelles. L’une de ces deux derniéres
dt—o0, 777, Pautre — 1,7826.

En retranchant 1 de chacune des valeurs de x, on
aura les valeurs de ¢, Ainfi les deux valeurs réelles det
font, 2 peu de chofe pres, t=— 1,777,3-.:—2,7826.
e F. T,

Prosreme 1L

275. Risovpre Péquation x*—12%* — 8X -
2=0'¢

Cette équation eft délivrée de fon fecond terme;
fonap—-—12,q=—38, r=2. L’équation en
selt, » — 24 5> 4= 136 s — 64.= 0. L'équation en
velt, > — 56 u=0. D’ou l'on tire ces trois racines
welles , =0, u=—41/ 56, u=—1/56.

Ainfi les racines de Péquation propofée x*—
124* — &c , font toutes quatre réelles, ou toutes
quatre imaginaires. Ceft le premier cas qui a lieu,
parce que les trois valeurs de's font pofitives,
i caufe de s=—u--8. Employons la premicre
valeur de u, cC’eft-a - dire, prenons u==0 ; nous
arons s—u—4+8=8 , & ]/sm[/S:Q]/z.
Subftituant cette valeur de s dans les expreflions géné-
rlesde x, de larticle 273 , on aura, pour les quatre
facines de notre équation,

x=V2+V[4-+%§—].
A s e
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x=—]/2+ V[Q'—-'!:—a ,

V'8
s=— 2=/ [ +—2L]
C.Q.F.T.
| Dans cet exemple, le dernier #erme de I'équation

en u seft évanoui fortuitement. Mais en général
cette équation a fon dernier terme, & qu’elle ait tou-
jours fes trois racines réelles, on trouvera ces racines,
au moins par approximation, a l'aide des articles 242,

243 & 244.
Proareme IIL

o 276. Risovprz Péquation x* — 6 x* =}~ 4 x4
23 =02

Cette équation n’a point de fecond terme ; & on
a p=—=06,9=4, r=23. L’équation en s eft ¥ —
X2 5*— 565 — 16 =0, L’équation en u eft '~
J04u—368=0.

Cette équation a fes trois racines réelles ( 240),
Par conféquent les racines de I’équarion propofée
x* = 6 x*~ &c, {ont toutes quatre réelles , ou toutes
b quatre imaginaires. Ceft le fecond cas qui a lien,
¥ parce que Péquation én s n’a qu’une valeur pofitive
.j, & deux négatives, Le probléme qui auroit conduit
" a Péquation x*— 6 x> —4-&c, renfermeroit donc des
abfurdités dans fes conditions. Je me difpenfe d’écrire
les valeurs de x, parce que ces valeurs , imaginaires.
font fort chargées de radicaux.

S
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Confidérations générales fur la nature
des Equations de tous les degrés.

277 UELQUEs efforts qu’on ait faits pour per-
fectionner I'Algébre, on n’a pu parvenir jufqu'ici &
oudre généralement que les équations des quatre
premiers degrés ; encore méme, la méthode pour les
fuations du troifiéme & du quatriéme degré a-t-elle
finconvénient de ne pas donner les racines fous une
brme finie, lorfque Péquation du troifiéme degré,
@il faut réfoudre , comme objet principal ou fecon-
Gire, appartient proprement au cas irréduible. J'ai
o devoir expliquer d’abord, & fans interruption,
ttte branche de I’Algébre, parce qu'elle peut étre
fegardée, en quelque forte, comme un tout 3 part,
Voici maintenant des recherches générales fur la na-
1 tie des équations de tous les degrés. Ces recherches
" 10us frayeront le chemin pour réfoudre un grand

®ombre d’équations particuliéres d’un ordie quelcon~
Que,

278. Soit, entre inconnue x & les données a,
.16 d, Péquation (¥ —a)x (x—b) X (x—c)x
(#—d) =0 ; C’eft-3-dire , en effe@uant les multi-

CararrTre XII 253
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plications , & ordonnant le produit final par rappor
ax,
st e—al 234-ab™ 22—~ abe (& = abed
—b) Aacf] —abd Z
—c) Had\ , —acd B
—df b — bed

—+bd
= cd

Tt eft clair que le fecond membre de cette équation
peut étre zero de quatre manicres différentes ; fayoir,
en fuppofant, ou ¥ =a, ou ¥= b, ou ¥==¢,0u
x =d. Car dans tous les cas, on aura zero pour
Pun des quatre facteurs ¥ —a, ¥ — b, ¥ —¢, x—d,
Or, zero multipliant une quantité quelconque donne
zero pour produit. Si Fon mettoit pour & toute autre
valeur e ; alors aucun des faGeurse—a, e—b,e—¢
e—d, wétant zero', leur produit ne ferolt pas non
plus zero. 11 yadonc dans Péquation propofée quatre
racines ou valeurs pour x 3 & ce qui caracérife o
racines, cCeft quen fubftituant fucceflivement chacune
delles & la place de &, la totalité des termes de l'équer
i tion s'évanouit par Poppofition des fignes = & —

fraiatien = & et =

=S Ee et

i i e

(T 2

i L’équation précédente n'eft que du quatri¢me degrej
¢ mais on voit bien que la méme remarque s'applique 8
toutes fortes d’équations; ceft-a-dire, quen générl

une équation d’un degré quelconque a autant de racioes
quil y a d’unités dans l'expofant de la plus haute
puiffance de Finconnue, & que chaque racine 3 *
propriété de rendre , par fa fubftitution a la Plﬂceda
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finconnue, l'aflemblage de tous les termes de Péqua-
tion égal a zero.

Je n'ai pas befoin de faire obferver qu’on ne peut
pas fuppofer tout-3-la-fois pour les racines d’une
équation, x — a=—o, ¥—b=0, xr—c=0, &c;
mais que-ces équations particuliéres ont lien f{eule-
ment dans le fens disjon&if. Elles font comprifes,
comme facteurs, dans une méme équation , parce que
I'Algébre , comme nous 'avons déja obfervé (206 ),
donne, par une méme formule, non -feulement la
folution du™ probléme particulier qu'on peut s'étre
propofé, mais encore la folution de tous les pro-
blémes qui ont des conditions femblables. Les diffé-
tentes’ racines de équation farisfont 3 chaque condi-
tion, Ces racines peuvent différer entr’elles, par la
quantité & par la manicre d’érre.

‘Quelquefois on dit que les racines d’une équation
ot x—=g, xr=b, x=—¢ » &c, ce qui donne x—g
=0,x—b=0, x—c=0, & ; mais cette ma-
ticte de parler eft une abréviatior qu’il faut entendre
@ns le fens que je viens d’expliquer.

279. Dans équation qui précéde,, toutes les racines
fone pofitives. L’équation fuivante (% ~4=a) x (x 4-b)
¥(¥4=c ) x (¥—=d)=0, Celt-a-dire,

&b a0 x5 4-ab Yo 2 abe X ==abed
= b tacf —abd

c) —adl —H-acd i
d( b A=bcd

= cd

~+bd
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a toutes fes racines négatives. Ces racines font x=
—_—a, f=—b,x=—c, y=——d ; équations qu’i]
faut toujours entendre dans le fens disjonctif.

280. ILy a des équations qui ont leurs racines en
partie pofitives, en partie négatives. Telle eft I'équa.

it tion ,
A
& —a ( ¥ 4ab ) x~+abc
'I "_l — f) -_ac :O,
|§ +c — b
|!jl ¥
) qui a deux racines pofitives, favoir, ¥=a, x=b,&

i une racine négative , favoir xr=—oc.

{il 281. Les équations précédentes ont été regardées
H comme formées d’équations du premier degré ; &
f alors chacune d’elles contient autant de ces équations
: compofantes quil y a d’unités dans Pexpofant de fon

degré. On peut auffi regarder une équation qui pall

le fecond degré, comme compofée d’une ou de plu-
fieurs équations du fecond degré, ou du troifiéme, &

combinées, s'il eft néceffaire, avec des équations d

premier ; de mani¢re que le produit de toutes ¢&

! équations compofantes forme une équation du méme

ke degré que la propofée, & qui coincide enticremett

i avec elle. En effet, lorfque I'on compofe une €qu

tion par la multiplication fucceflive de plufieurs €

tions du premier degré, on forme des équations du

fecond degré ou du troifiéme, &c, qu’on peut P

conféquent prendre pour des facteurs de la propolée

L 282. Il peutarriver qu'une équation contienne des

racine
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gacines imaginaires, & alors il s’en trouve aufli dans
fes équations compofantes. Ces {ortes de racines vont
toujours deux a deux , parce quon peut les regarder
comme contenant dans leur expreflion au moins un
radical pair placé au-devant d’une quantité négative,
& qu'un tel radical porte eflentiellement le double
figne~. Soit, par exemple, I'équation x*—(2a—2¢)
£ 4= ( aa 4 bb — 4ac =~ cc =+~ dd ) x>~ ( 2aac -+
obbc— 2acc—2add) x 4~ (aa-+=bb) (cc+-dd)=o0,
qie on peut regarder comme compolée des deux
équations du fecond degré, xx—2ax—-aa—+-bl=0,
g8+ 2cx —+4=cc—+dd=0. Chacune de ces équations
compofantes contient deux racines imaginaires. En
effet, la premiére xx— 2ax +aa-+bb=o0, donne
s=a—+ b/ —1;&lafeconde xx 4 2cx 4 cc 4=
di=0, donne x=—c—+d}/—TI.

On voit que daps ’équation réfultante du produit
de ces deux équations les coéfficients des puiffances de
finconnue , & le dernier terme de I’équation, font
des quantités réelles ; les imaginaires difparoiffent par
woie d’addition & de multiplication. Il en fera de méme
dans Péquation (x—a ). (¥ =4=b) . (xx == 2cx -
t=dd )z qui eft formée de deux équations du pre-
mier degré & d’une équation du fecond dont les racines
font imaginaires ; ainfi des autres.

283. QuELLE que foit V'efpece des racines d’une
fquation, on voit en général que 'équation érant

‘ordonnée par rapport 3 Vinconnue, & le premier
terme étant pofitif & fans autre coéfficient que I'unité,
1°, Le premier terme de équation n’elt autre chofe

R
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que Pinconnue élevée & la puiffance exprimée parfe
nombre des racines.

2°, Le f{econd terme contient P'inconnue élevée §
une puiflance moindre d’une unité, avec un coéfficien
égal 3 la fomme des racines prifes avec des fignes
contraires.

3° Le troifiéme terme contient Finconnue ¢levée
3 une puiffance encore moindre d’une unité , avecu
coéfficient égal A la fomme de tous les produits quoa
peut former , en multipliant toutes les racines deuxd
deux.

4°. Le quatriéme terme contient l'inconnue élevés
3 une puiffance encore moindre d’une unité , avecm
coéfficient égal i la fomme des produits qu’on peut
faire en multipliant trois & trois toutes les racines
prifes avec des fignes contraires.

Ainfi de fuite. Le dernier terme eft le produitde
toutes les racines prifes avec des fignes contraires.

Tout cela eft évident 3 l'infpeion des équations
données pour exemples dans les articles 278, 279
280, 282,

284. O voit auffi par-1a que le nombre des terme
d’une équation complette furpafle de I'unité Pexpofant
de la plus haute puiflance de Pinconnue, ou le nombre
des racines. Jappelle équation complette une équation
qui a tous fes termes 3 car il peut arriver qu’une équa
tion foit privée d'un terme, ou de plufieurs termes:
par exemple , Péquation x*~ px* ==gx —-r=0; ﬂ'{
point de fecond terme : Péquation &% ~-r==0, nan
fecond , ni troifieme terme.
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On met quelquefois I'aftérique * pour tenir la place
dun terme qui manque.

Quant aux conditions qui privent une équation d’un
terme ou de plufieurs termes, elles fe préfentent d’elles-
mémes apres ce que nous venons de dire. Une équation
~ 'a point de fecond terme, lorfque toutes fes racines
éant fuppofées réelles, les unes font pofitives, les
autres négatives , & que la fomme des racines pofitives
eft égale a la fomme des racines négatives. Ainfi, par
exemple . ’équation de l'arcicle 280 naura point de
fecond terme, {i 'on a 2~ ==c. Une équation dont
toutes les racines font imaginaires, n’aura point de
fecond terme , fi la fomme des quantités réelles qui
entrent dans Jes exprei'hons des racines; eft‘en partie
politive , en partie négative , & que le réfultar fe
téduife 3 zero : les parties imaginaires fe détruifent
mutvellement par Paddition dans chaque paire de
rcines. Ainfi la premiére équation de Particle 282
n'aura point de fecond terme, fi 'on a —2a-4-2c=0,
oua=c, Lafecondeéquationdu mémearticle, laquelle
a fes racines en partie réelles, en partie imaginaires,
naura point de fecond terme, fi Yon a b—a—-2¢
=0, ou a—b=2c.

Une équation n’aura point de troifitme terme , fi
la fomme des produits des racines prifes A deux eft en
partie pofitive , en partie négative , & que le réfultac
foit égal 3 zero ; &c.

285. On trouve fans peine , au moyen du méme
article 283 , la foame des puiffances quelconques des
facines d'une équation, Car foit Péquation du degré

R ij
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quelconque m, x™== f&™ " = ga "2 o ha T g
&c =0 ; & nommons a, b, ¢, &c, {es racines, Cela
pofé,

1°. La fomme des premiéres puiffances des racines,
Ceft-i-dire, la fomme des racines mémes, ou a-
b ¢4 &c=—f, puifque le coéfficient de Iincon-
nue dans le fecond terme eft égal 2 la fomme des
racines prifes avec des fignes contraires,

20, La fomme des quarrés des racines, c’eft-a-dire,
a2 o= b2 = c2 =& c= f2 — 2g. Car fi 'on fait (11§
& 119) le quarré du polynome a--b ~c-&c, on
trouvera que ce quarré contient la fomme des quarrés
des termes a, b, ¢, &c, plus le double de la {omme
des produits que I’on forme, en multipliant enfemble
deux 3 deux toutes les racines a, b, ¢, &c 3 celtd-
dire qu’on aura (a—=b—=c—&c) *==a* ~=b* -+
&c = 2 (ab ~+ac—=be==&c). Or on a ( a==b+
c-8&c)2==f2, & ab-4=ac 4 bc 4 &c=g. Ainli
on aura f* == a==b*== >4~ &c—-2g , & par confés
quent a* = b2 —-c* 4 &c ==f>—2g.

3°. La fomme des cubes des racines, ceft-a-dire,
@* = b? =3 = &c == — f? == 3 fir — 3 h, CarfiTon
fait le cube de a—4-b —+ ¢~ &c, on trouvera (4=
bc-&c )’ =a* b} 4= 4 &c 4 3 (a+b+
¢ )% (ab~+ac—+be)— 3 abc. Or, ona (a-4b-+
c48&c)?=— f?, (a-b~4=c) x (ab—-acbe)=
— fg , abe=—h. Nous aurons donc — f* — b
= ¢ i 8iC— 3 fg =+ 3 b3 & par conféquent a* -6’1
O o K== e f3 = 3fz—3 b
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Digreffion o U'on montre lufage de la
théorie érablie dans le Chapitre précé-
dent , pour élever un polynome a une
puiffance quelcongue.

286. A_VANT que de poufler plus loin ces recherches
furla nature des équations, je profiterai de Poccafion’
quife préfente de trouver & de démontrer facilement
fa formule pour élever un polynome a une puiffance
quelconque. C’elt cette formule qui a été promife
dans Particle 139.

287. Soir, en premier lieu, le binome x ~}-2
qUil s'agic d’élever & une puiffance exprimée par le
nombre m entier & pofitif.

La queftion fe réduit & former un produit dans
leguel » 4 2 entre, comme fa&eur, autant de fois
quil y a d'unités dans m. Ce produit indiqué eft
(bta)x(x~Fa)x (x=4a)x..... Il peut étre
regardé comme une équation dont tous les termes
font placés d’'un méme coté, & dont toutes les racines,
€ prenant x pour linconnue, font égales & repré-
fentées chacune par — 2. Ainfi (283 ),

1% Le premier terme du produit précédent déve-
lopps fera x,

R iij
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2°. Le fecond terme fera max™". Car une équa-
tion, dont les racines, au nombre de m, font—g,
—b, —c,—d, &c,a pour fecond terme (a—4=b-+
¢ =-d 4 &c,) ™, Donc, puifqu’on a ici a=b=
¢ =—d=—=&c, au lieu de a=p= b==c == d ~+ &c, il fanr
répéter a autant de fois qu'il y a d’unités dansm; cequ
donnera max™* pour le terme dont il sagit.

m.(m=——1) 25

3°. Le troifi¢me terme fera

Car lorfque les racines d’une équation font —a,~b,
—c, —d, &c, le troifieme terme eft (ab=tac+
ad + cd 4 &c ) ™ ; en forte que le coéfficientde
a"—?eft la fomme des produits des racines prifes
deux 2 deux. Donc, fi chacune de ces racines eft—a,
chacun des produits cités fera a2; & il faudra le répéter
autant de fois qu’on peut former de mots de deux let-
tres, en combinant enfemblie deux & deux un nombrem
de lettres, fans faire entrer plus d’une fois la meme lettre
dans un méme mot, & en ne confervant qu’un feul
mot de tous ceux qui contiennent les mémes lettres.Or,
{iPon généralile ce qui a été dita ce fujet (Arith, 296)

m.(m——1) ,.
on verra que ce nombre de mots eft ————, Ainfl,
%

S 1 Mma(me—1 iy
le troifitme terme cherché eft .._-—_la=x"' :
z
G m.(m—1).(m—2)
4°. Le quatricme terme eft )
IX2X3

a*x™ 3, Car les racines d’une équation étant—>5
—b, —c¢,—d, &c, le quatritme terme eft (abe.+"
acd == bed 4=&c ) ™3, Donc ici, chacun des pro-
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duits abc, acd , bed, &c, devenant ¥, il faut, pour
avoir leur fomme, répéter a* autant de fois qu’on peut
former de mots de trois lettres , en combinant enfem-
ble trois & trois un nombre m de lettres, fans faire
entrer plus d’une fois la méme lettre dans un méme
mot, & en ne confervant qu’'un mot de tous ceux
qui contiennent les mémes lettres. Or, par l'article

cité de I’Arithmétique , ce nombre de mots eft

). (n—2) Ainfi, le terme cherché eft

IX2X3

m.(m—1).(m—=z) Sy

IX2X3
On trouvera femblablement que le cinqui¢me terme
o me(m—1).(m—z2).(m—3)

ats® s quele
IX2X3IN4 ;

Beme ot m.(m—1).(m—2).(m—3).(m—4)

IX2X3X4XS
¢ x™—5; ainfi de {uite julqu’au dernier qui eft a™.
Par conféquent, on aura,
m.(m—r1)

(64 a )" =" 4= max™ e e @A™ " 2
1X2
m (m—1).(m—-= e L Tt ) (T
I) (m ) ﬂ;xm_s‘._l_‘ m.(m 4 \.T?l-'— / (m _i
1X2X3 IXEX3X4
‘um_%_k'm.(m——!).(m—-z).Un——;L(maﬁq}

IX2%3X4X§
Axm—S - &,

Cette fuite s’interrompt, lorfque la lettre m eft
tzale a 'un des nombres dont elle eft accompagnée,
parce que dés ce moment tous les termes ont un facteur
qui eft zero.

Soit, par exemple, m==§ ; C'eft-3-dire, qu'il
R iv
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sagifle d’élever le binome x —4-a 3 la cinquitme
puiflance. On aura 2™= af ; max™—'==§5 axt;

m.(m—n %
.l.ah'q:’"_“’: IX2 pwt—0 a*x’s
I1X 2 1%
m.(m—1).(m— X 4%

( BIN¢ 2) ﬂ,xm._s__s 4%X3 ad =
G e 1X2X3
m.(m—1).(mw—2).(m—1) §RAXIKL

1 Oa’xi; ) — . )ﬁ‘tsrm__'*z"—""'_“"“
1X2X3X4 1X2X3X4
m.(m—i1).(m—2).(m—3).(in—4)

dty=ygatx;
IX2X3XeXg

§X4X3INLKI

alx™5— a¥ x° = a’, Les termes

IX2X3X4XS
fuivants font zero. Ainfi on a (x=~a)'=xT4-§ax'-
104°x% == 10 a’x* == § a*x ~= a’,

288. Sr le binome qu’il s'agit d’élever a la puif
fance m, éoit ¥—a, il faudroit mettre dans la for-
mule précédente, le figne — au-devant de tous les
termes ol a eft élevée & des puiflances impaires. Par=
13 , on auroit,

m.(m—1)

(% —a)"=a" —max™ " =f= asx =

IX2
m({m—1).(m—1)

@x™ 3 = &l

i ExIN?

289. Ox élevera, par la méme méthode, un poly-
nome quelconque a une puiflance m. Soit, par
exemple, le trinome a-~b—-c. En faifant d’abord
b-c=p, on aura (a-=-btc)y"=(x~4p)" =

m.(m—1)

P’-xm,‘_z -+- T

A" = mpx ™

1 X2
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p.(m—1). (m—2)

P

p*a™—3 4 &c. Enfuite il ne

1X2 X3

Sagira plus que de fubftituer pour p fa valeur b—4-c,
pour p* fa valeur (b-~c)*, pour p? fa valeur (b--c)?,
&c ;3 toutes ces valeurs fe trouvent par la méme for-
mule.

290. Ex fecond lieu, qu'il s'agiffe d'élever le bi-
nome ¥ -+ 4 2 la puiffance fraGtionnaire flai ,m&n
n

étant des nombres entiers pofitifs.
Pour abréger le calcul , au lieu de ¥ ~-a, jécris

x(1-+-%), & je fais —;——mb; ce qui donne

(x-i—a)?:x”ﬂ(l—i-b)f:_. La queftion eft donc de

développer la quantité (1-4=5)" 3 car enfuite il ne

sagira plus que de multiplier tous fes termes par o
: a

& de mettre, pour b & fes puiffances , — & fes
x

puffances. Or , je dis, quen faifant encore, pour

» mn e -
abréger, —==¢, on aura I'équation ,
n

(A) (x+b)?:x+qb+—?—%_~;—!l-—b‘—h

9{g—1).(¢—2) B g(q=—1).{g—2).(q~—3)
1X2X3 IX2X3X4
b &

Formule qui eft de la méme efpéce que celle de Par-
ticle 2877,
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Il eft clair que cette. propofition fera démontrée;
ou que lequatlon précédente fera vraie, fi 'on fa;t
voir qu'en €levant chaque membre de cette €quation
2 la méme puiffance n, on aura des réfultats iden
tiques. Or,

1° En élevant (14-5)7 3 la puiflance n, on g
(1 +b)"=(1-4b)"; & par larticle 287, ona
Péquation ,

m.(m=—1)

(B) - (1eby=1-pmbp " ey

m. (m=—1) . (m—:z) Bk m.(m—1).(m—:1).(m—3)
1X3AX3 IX2X3X4
bt = &c.

2% Pour élever le fecond membre de Péquation
(A) a la puiffance n, je repréfente par p la fomme
des termes qui fuivent le premier 1 dans ce membre;
& jai,

n.(n=1)

(C) (1+4p)y'=1-4np-+ 'lm P+
a(n=—1).(n—2) P rz.(n—-—'-).(n-—z).(n—_-_-;L
1X2X3 FX K3 K

Pt &c.
Maintenant, puifqu’on a par hypothefe,

pamghis q-(qu—:r) b g+ (g—1). (g=—2) P ot

IX2X3
g (g=—1).(g—12).(g—3)

1X2X3%4

bt =&,

on aura, en ordonnant toujours par rapport & b,
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P:= g*b"—l—g‘(q-——l)b’-{—q—z{?)—- bt == &c,

= P B
1

P +q4b4 + &,

&,

Subftituons dans le fecond membre de Péquation
(C), 2 la place de p, p*, p* » &¢, leurs valeurs ; ce
membre deviendra ,

g(q— (g—1)(qg—
14-ngh+ ng(g—1) 5 (g !’(q 2)
1X2 IX2X3
_=_n.{n-—-‘r)q‘ 75 n.(n—1)g*(qg=—1)
1X2 IX2

n.(n—1)(n—12)q3

I'X2%3

Or, le coéfficient de b, celt-a-dire, ng=m; le
nq (g=—1)=4-n.(n—1)q*

coéfficient de b?, ceft-a-dire,

1%

n*q* —nq m* —m m.(m—1) 1

== = — = > 1€
3% 2 IX2 1X12

coéfficient de 47, Ceft-a-dire, ng.(g—10):(g==3 "

IX X3
n{n—1)g*.(qg—1) n.(n—1).(n—2)q3
1X2 -+ I1X2X3 =

—((g—1).(g—2) 39— 1) (g— D+

(fﬁq“—s n9+2)

1X2X3

g(n—1). (n—z)) o=

:x:.xg,

b3 4= 8&cc.
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——

= _:i?iy_((Hg—-x).(ng__z))==‘;h.q

_E;(m——l).(m-—z)

1X2x3

On trouvera de méme, en pouffant le caley]
pPlus loin, que le coéfficient de b* fera . . L4
m.(m—1).(m—1). (m—13)

LA Y

5 que celui de j
IX2X3X4

M.(m——l).(m-—z).(m-—;).(m-——a}
IX2X3X4XS

de fuite. D’od Pon voit que le fecond membre ds

Péquation (C) eft le méme que le fecond membre

de Péquation (B ). Donc Péquation (A ) eft dée

montrée. Ainfi, nous aurons , en multipliant chs-

{era

3 ainfy

m

cun de fes membres par x* , chaflant % par le

moyen de fa valeur -—j—‘- s> & ¢ par le moyen defa

mn
valeur — ,
n

m ( m.
I n )
1X2

mym é m i3
2 fz(n )(fl ) s FXES
ax" == ax

1X2X3
= &c.

; m BT
(Fa)" =" 4= — " -t
n

Cette formule fert 3 rtirer la racine quelconque
d’un binome, Car, par exemple, fi on demande la
racine cube du binome a~=z, ‘on obfervera que
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wtte racine étant la méme chofe que (x4=a)’ ,
 queftion eft d’élever le binome ¥ —2 1 la puiffance
L Il faur donc fuppofer , dans la formule précé-

T
dente, m==1, n=3 ; & on trouve (x —4~a)’ ==
e o) L
1 ax 3 arx ° sa’x ?
x$+ — + —
3 9 81

10atx
243

On doit obferver que des deux termes du bi-

mome x ~=a , il faut regarder comme le premier

celui qui eft le plus grand, afin d’avoir des fuites

convergentes.

- &c.

291. St le binome qu'on doit élever a la puil-
m

ince — , étoit ¥ —a , il faudroit changer, dans
n

l formule précédente , les fignes de tous les termes

o g eft élevée & des puiffances impaires.

292, LA méme formule fert, en procédant comme
dans Particle 289, 3 élever un polynome quelconque

\ . m
4 la puiffance —.
n

Par exemple , foit le trinome cc ~ 2 cd—dd ,
il faut €lever 3 Ia puiffance ., ou, ce qui revient
W méme, dont il faut extraire la racine quarrée.
Je fais cc=x, 2edrdd=—a, m=1, n—2.

p

On aura d’abord (x—hﬂ)_%=x§ -+ ar& : T
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2 — - —3 G —
a“x aix §atx 7 af & 5t
+ — + ————
8 16 128 256
—&CI

Subftituons , dans le fecond membre , pour x fa
valeur ¢2, pour a fa valeur 2¢cd-+dd, pour a* f3
valeur gc2d*~ 4cd’-d*, pour &’ {a valeur 84 4
12 c2d* == 6 cd’ ~=d°, nous aurons, j

& —
g
ax 2 £ 3
+ - =d—
(s
]
g 4 ds d+
— e —— — ——— ——
8 2C 26 8c3
udails PRI A o L
16 i B gEN 4c3 8c4 16¢%
—
gadx. * sd+ sds 15d6
e —_— — - U
128 8c3 404 16cS
L

En ajoutant enfemble toutes les parties du fecond
membre , on trouvera que ce membre fe réduit &

L dz
¢=-d, parce que la partie reftante — du fecond ter
2C

3

d
me eft détruite par la partic — —— du troifiéme
2

terme 3 que ce qui refte de ce terme eft détruit P&
une partie diy, quatrieme ; que ce qui refte du qui°
wrieme , eft détruit par une partie du cinquiemes
ainfi de fvite. En forte que la puiffance  de e
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9¢d+dd eft fimplement ¢ ~=d. En effet, il eft clair
que la racine quarrée de cc~2cd—dd eft c—4-d.

293. ENFIN, fuppofons quiil faille élever le bi-

pome #~+a a la puillance fraGtionnaire négative
m

——

n
m

La quantité (x4-2) " eft la méme chofe (75)

I

que = O gy » P Prenart, pour
(*+a)"
abréger le calcul, —} =b, Eﬂ—:: g. Cela pofé, je

dis dabord qu’on aura Iéquation ,

t L —— —
(D) W,OU(I+£’) =14 (—q) b=

(—9) (—g==1). (—q—2)

"""" 63+
e 1X2X3
(=0 (—g—1) . (—q—2) . (—1—3) ,
IXEN K4 b + &c,

Cette équation fera démontrée, fi 'on fait voir
qen multipliant chaque membre par (1 “+b)y,le
fecond membre fe réduit 3 1, puifque le premier
et alors 1. Or, on a (1-4=b )= 1 =~ gqb 4=
efg—1) bt e g.(g=—1).(g—~—2)

X2 I X2x3

Multipliant le fecond membre de cette équation
par celui de 'équation (D), & ordonnant, par rap-
porta b, on trouvera que le produit,

b 4 &ec.
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glg=—1) ), g(g—1)(g—2) _
»g)o+—— “'3"4' e b3 &,
i ng( ) | )
Jq4 " 2(g=—1
PR AL A @Y ]
a 1X2
s 9* (g+1)
IX2
_qlgng)
I1X2X3

fe réduit & 1, parce que chacun des coéflicients &
b, de b*, de b, de b*, &c, eft égal & zero, Auf
Péquation (D) eft vraie. Multipliant chaque membre

de cette équation par-;:-, ou par &7, & -challant
g par le moyen de fa valeur -;?— , b par le moyende

a
{a valeur — , on trouvera,
x

e iwl my =Tl
(x=a) "=x +(_-n_ o +
m m
(-3 (=3=1) ,
e s aﬁx_"_hz-{-...
1%
m m m
.o L SR s G
()7 7). S
a’ X
1X2X3

- &c, 1
Formule qu'on employe pour élever un binome &
une puiffance quelconque négative, ou, ce ! res
vient au méme, pour extraire une racine quelcon

que de l'unité divifée par un binome, e
oIty
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Soit , par exemple, m== 1, n==3. Il $agit donc
déif¥er x—=2 3 la puiffance — 3, ou d'extraire

", I
la racine cube de ———. On trouve que cetre

X=a
1
racine cube, ou (& 2o 242 ECE — 3 2R PV TP
4 LA ) e
o 20%¢ t4a3x 3
— ~+= &c.
3 9 81
Soit. m=1r1, n=1, on aura (w—a)—* =2
8 —ax— 23 — x4 - &,

Si on demandoit la racine cube de la fra&ion

f
P
file—ta) 7

qu eft la valeur de (x-4)" 3, on multiplieroit
dhacun de fes termes par la racine cube de f;
¢ ks

Sil falloit extraire la racine cube de —Jf— & __ 5
X 4a

3 cette racine indiquée feroit d’abord

. Ainfi, aprds avoir formé la fuite

ttte racine indiquée feroit d’abord (f4g)’ x

I
(t4=a) *; enfuite, apres avoir élevé f-g 3
& puiflance § par la formule de Particle 290, on
multiplieroit la fuite qui en proviendroit, par la fuite

vilm

QUi exprime la valeur de (x—-a)” 7.
Tout cela s'applique avec la méme facilité aux
Polynomes qui ont plus de deux termes,

S
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CHAPITRE XTIV

Continuation des Recherches [ur la nature
des: Equations 3 méthodes pour trouver
les divifeurs commenfurables qu’elles
peuvent conzentr.

Qgg.TOUTE équation a autant de racines (278)
qu'il y a d’unités dans lexpofant de la plus haute puil-
fance de linconnue. Ces racines font fufceptibles de
différentes formes ; nous avons déja obfervé qu’onna
point encore de méthode pour les trouver générale-
ment , {i ce n’eft pour les quatre premiers degrés. Mas
il y a dans tous les degrés des équations qui peuve
étre décompofées en d’autres équations du premiét
degré , ou du fecond, ou du troifitme, &c. Noue
objet préfenteft de découvrir ceséquations compofantes
qu’on appelle divifeurs rationnels ou commenfurables
parce qu’il n’y entre pointde radicaux. Leurs dimen-
fions seftiment, a4 ordinaire, par celles de I'inconnte
qu'elles renferment. Cela doit s'entendre égalemets
& pour les équations littérales, C’eft-a-dire, pour les
¢quations qui, outre Vinconnue, contiennent encor&
dautres lettres , & pour les équations numériquess
Ceft-a-dire, pour les équations qui ne contiennent P&
dautre letire que Yinconnue,
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On fent Putilité de cetre recherche, Car fi une
équation eft enti¢rement décompofable en divifeurs
dune dimenfion, on aura immédiatement toutes fes
rcines. Si elle eft décompofable en divifeurs de deux
dimenfions , il ne Sagira plus, pour avoir les racines,
que de-réfoudre des équations du fecond degré. Si, en
divifeurs de trois dimenfions, on aura les racines en
wélolvant des équations du troifieme degré, &c.

294. Sort en général une quantité 4 compolée,
hivant une loi quelconque, de tant d’autres quantités
64, c,d, &, quon voudra, Si cette quantité eft
tlle qu’en mettant, par exemple, a pour 4, ou en
fifant =12, on ait A=o0 : je dis que 4 fera divifible
pta— b, Car fuppofons qu’en divifant 4 para—¢,
mait Q pour quotient, & R pour refte, On aura, par
& premiers principes de la divifion , A=Q(a—b)
+&. Or, par hypothefe, lorfque =5, on A=0;
#on a auffi alors Q (¢—4)=—=0. Donc R—o. Ce
pincipe fert 3 trouver trés-aifément, en plufieurs cas,
I divifeurs rationnels d’une quantité. En voici quel-
{ues applications.

Exzxepir L

Reconnoftre fi la quantité ou Péquation 4 p*—
3'3’13--—4. a’~3 ab*=0, a des divifeurs rationnels ?
On voit, avec la plus légere attention, que fi 'on
kit p==12; tous les termes de cette quantité fe dé-
Wifene mucuellement. Ainfi, elle eft divifible par
~a. Donc, en effeGtuant cette divifion, & regardant
# Comme Plinconnue, I'équation 4P —3b2p —
S'ij
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4.0’ 4 3 ab* =0, fe décompofera en ces deux-i,
p—a=0,4p*~4ap-4=4 a*—3 b*==0, dont 'ung
eft du premier degré, Iautre du fecond.

On trouvera femblablement que 4.p*+4-3p—a2=
(2p—1) % (2p*4=p-=2);5que 4 p*~+6p—lo=
(p— 1) x(4p*-4p+10);que 4p’~+3p—9=
(p—1) % (4p>+4P-+7); que 4’ —0p==2=
(P—1) (4P 4P—2)s
' Exemepre IL

Reconnoftre [i la quantité 21°—21*m*n* —l'mi
I'n2 4 m*n* 4 men*, a des divifeurs rationnels ?

Yobferve qu'en fuppofant [2=mn, cette quantité
s’évanouiroit. Dol je conclus qu'elle eft divifible par
I: — mn., ou par— 2~ mn. Je vois pareillement
qu'en faifant (2==—mn, notre quantité s’évanouiroit
D'ot je conclus qu’elle eft encore divifible par -m1,
ou par — [*— mn. Si I'on effectue fucceflivementces
deux divifions, on trouvera le troifieme facteur 28—
m* — n2, En forte que la quantité propofée 20—
a2 l2man? — I*m* — *n2 4= m*n* 4= m? nt== (=l
mn ) x (—2—=—mn)x(2 [r—m2—n=).

Exexprx 111,

Reconnolire fi Péquation x*— 2 cfx? = 2clgax=
g*at==0, a des divifeurs rationnels ?

Yabferve qu'en failant x*==ga>, le premier terme
de cette équation eft détruit par le quatrieme, & le

fecond par le troifiéme. Donc elle eft divifible pe*
x2—ga* ; & par conféquent elle cft décompofable.é |
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ges deux équations du fecond degré, »*—ga*=o0,
#— 2 fr 4 ga*==o0.

On verra lifage de cette décompofition dans
[Hydrodynamique, articles 197. 199, 201.

BN P M P EE IV,

Reconnoitre fi Péquation 2y*~j= 2%t = 2xy? —
2y} — 2 a*xy - a*y>~ax* — 3 by’ ~=3 bxy? ~=
3byx: — 3 bx* =0, dont on fera ufage (Hydrod.
203 ), a des divifeurs rationnels ?

Onvoit, au premier coup d'ceil, qu’en failant y =1,
tous les termes de cette équation fe déeruifent mutuel-
lement. Donc elle eft divifible par y — & 3 & le quo-
tient eft 2> — 3 by* 4-a2y——2 7 —- 3 ba 2 —a*x==0.

- (e quotient eft lui-méme divifible par y — x, puil-

quil 'évanouit en faifant y = x; & le nouveau quo~
tient eft 'équation du fecond degré 2 yy—-2xy =
28° - 0> — 3 by— 3 br=o0, Ainfi I'équation pro=
polée fe décompofe en ces trois fateurs y—x=o0.,
J=—8==0, 2yy=t=2Xy 220> —3by —3b2=0.
Les deux premiers multipliés enfemble , produifent
léquation du fecond degré, yy— 2xy—ax==0.

295. LA méthode précédente , appliquée a la re-
cherche des divifeurs commenfurables d’une dimen-
fion, contenus dans une équation , peut étre envifagée
fous un point de viie qui tient plus immédiatement 3
la natre des équations, & qu'il eft & propos d’expli-
quer. Voici ce que je veux dire,

Puifque le dernier terme d’une équation qui eft
erdonnée par rapport 4 inconnue, & qui a zero pour

S ijj
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fecond membre, n’eft autre chofe (2839 que fe
produit de toutes les racines ; & que le caraétére d'une
racine eft (278 ) qu'en la fubftituant a la place de
Pinconnue,, la totalité des rermes de I'équation s'éva-
nouit : il S’enfuit que {i parmi les divifeurs du dernier
terme, il s’en trouve qui ayent ce caractére, ils feront
des racines de 'équation. Ainfi Péquation fera divifs
ble par I'inconnue plus ou moins chacun des divifeurs
qui aura la propriété dont je viens de parler. Soit,
par exemple, I'équation x*—(a—=b ¢ ) x* 4= (ab+
acet=bc)x — abc==0, dont le dernier terme abca
les trois divifeurs a, b, ¢. Je vois qu'en fubftiwant

~ fucceflivement chacun de ces divifeurs 2 la place de

Pinconnue, la fomme de tous les termes §'évanouit,
D’ol je conclus que chacun d’eux eft une valeur ou
racine de Pinconnue ; & que par conféquent P'équa-
tion peut étre regardée comme compofée des trois
faéteurs ou divifeurs d’'une dimenfion, ¥ — 2=0,
¥—b=0,x—c=0,

Soit, pour fecond exemple, 'équation &% — (a—
b—c)a*~4(bc—ab—ac) x — abc=o0, dont le
dernier terme abc a les trois divifeurs z, &, ¢ En
fubftituant d’abord @ pour x, la fomme de tous lés
termes devient zero ; & par conféquent x —a=0,
eft Pun des divileurs de I'équation. Si P’on fubftitue
enfuite b pour x, la fomme de tous les termes n¢
s’évanouit pas ; mais en fubftituant — & pour #, elle
s'évanouit ; & par conféquent x—4=b==0, eft u
fecond divifeur de I'équation. On trouvera fembla-
blement que x +4~c==0, en eft un troifiéme divifeurs
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Tl eft clair par-ld, qu’on trouvera toujours les divi -
feurs d’une dimenfion contenus dans une équation,, fi
Pon cherche tous les divifeurs du dernier terme, &
i I'on choifit ceux de ces divifeurs, qui étant fubfti-
tués, foit en —, foit en —. & la place de Finconnue,
font difparoitre tous les termes de I'équation.

295. Daxs les équations numériques, le nombre
des divifeurs du dernier terme eft quelquefois tres-
confidérable. Il n’eft jamais difficile de les trouver tous,
Néanmoins cette recherche doit étre faite par ordre,
fifon ne veut pas s'expofer au rifque d’oublier quel-
ques divifeurs qui pourroient ¢tre précifément ceux
qui ont la condition mentionnée. Voici le procédé
quil convient de fuivre, appliqué & un exemple. Soit
lenombre 120, dont on demande tous les divifeurs.
Je divife d’abord fucceflivement 120 par tous les
nombres premiers I, 2, 3. §, &c, quil peut con-
wenit 3 & j'obferve de divifer par un méme nombre,
tnt que la chofe eft poffible. Or, en divifant 120
par 1, le quotient eft 120. Divifant ce premier quo-
tient par 2 , le fecond quorient eft Go. Divifant ce
gombre encore par 2, le troifieme quotient eft 30.
Divifant ce nombre encore par 2, le quatricme quo-
tient elt 15, qui n'eft pas divifible par 2. Divifant
donc 15 par 3, le cinqui¢me quotient eft 5. Divifant
¢¢ nombre par 5, le fixieme quotient eft 1. La divi-
fion par les nombres premiers n'eft plus pofiible. Ainf1
les nombres premiers qui divifent 120, font,

8 hantin 2 8.

Cela pofé, il eft clair, par la manitre dont les quo-
S v
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tiens dérivent les uns des autres; que fi P'on muleiplie
les divifeurs trouvés, deux 3 deux , trois 3 trois,
quatre 4 quatre , cinq a cing, fix  fix, on aura encore
des nombres qui diviferont 120. Ces nombres font,
(en n'écrivant quune feule fois ceux qui font les
mémes),2.4.6.8.10.12.15.20. 24 430,40,
60..12¢C.

Ainfi, tous les divifeurs de 120, font, 1. 2. 3.4
$:.6:8.10.12. I5.20 .24 .30.40.60.120,

297. CELA polé, faifons quelques applications de
la méthode de Particle 29 5 & des équations numériques,

Exd wwvinogil

On demande fi Téquation x> =4 5 x* — 44 x4+
60=0, a des divifeurs commenfurables ?

Tous les divifeurs du dernier terme 6o font, 1,
2.34.5.6.10.7T2.15 .20 .30 . 60,48
trouve d’abord qu’en faifant ¥ = 2, tous les termes
de Péquation fe détruifent. Donc Iéquation eft divie
fible par ¥—2=0, En fecond lieu, je trouve qu'en
faifant x = 3, tous les termes s'évanouiffent encore.
Donc I'équation eft divifible par'» — 3==0. En troi-
fieme lieu, je trouve qu’en faifant ¥=-—10, tous
les termes fe détruifent. Donc Péquation eft divifible
par #—-10==0. Elle peut donc étre regardée comme
le produit des trois équations du premier degré, x—
2==0,4—3=0,x--10—0, ;

ExemrprLEe II

On demande fi Péquation x*— 55 — 242 4

100 % + 48 =0, a des divifeurs commenfurables ?
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Tous les divifeurs du dernier terme 48 font 1. 2,
2.4.6.8.12.16.24.48. Or, je trouve, 1° qu’en
fiifant x = 4., tous les termes fe détruifent, Dong
[équation eft divifible par ¥ —4 = o. En fecond
lieu, je trouve qu’en faifant x==G6, tous les termes
fe déeruifent encore. Donc I'équation eft divifible par
g#—6=o0. Il n'y a point d'autre divifeur de 48,
qui opére la deftruction des termes de 'équation. Elle
wa donc pour divifeurs d’une dimenfion, que x—
4=0, x— 6 =o0, Si on ladivife fucceflivement par
ees deux divifeurs, on trouvera pour quotient I'équa-
tion du fecond degré xx == § & 4~ 2 =0. L’équation
" popofée peut donc étre regardée comme le produit
des trois équations ¥ — 4 =0, ¥ — 6=0, &x ~}=
fim 2 =0,

298. ON voit qu'en pratiquant littéralement la
méthode dont il s’agit, on eft obligé quelquefois de
fiire beaucoup de calculs pour parvenir 3 reconnoitre,
parmi les divifeurs du dernier terme d’une équation
umérique, ceux qui ont la propriété de faire évanouir,
pat leur fubftitution 3 la place de Pinconnue , tous les
termes de I'équation. Voici d’abord un moyen d’abré-
gerconfidérablement ces calculs. Ceft 3 Neuton qu'on
en eft redevableq

Soit , pour nous faire entendre fans peine ,
Fquation 5+ at 4 bt -c=o0. Il eft clair qu’en
fuppofant t==x -+m, le dernier terme de la transfor-
mézen x, fera m’—=am? -bm —~c. Donc fi Pon fait
fucceflivement m — 1 ,m==0, m==— I, valeurs qui
Groiffent en progreflion arithmérique, le dernier

e e
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terme en queftion aura pour valeurs correfpondantes
14+a+b—4c, c,—1-a—b-4c Or, dansle

premier cas, les valeurs de x feront quelques-uns des

divifeurs du dernier terme I ==a -+b-c¢ ; dans g

fecond cas, les valeurs de x ou de ¢ feront quelques-

uns des divifeurs du dernier terme ¢ 3 dans le troifieme
cas, les valeurs de x feront quelques-uns des divifeus

du dernier terme — 1 == & — b~ ¢. Donc, puifque

ces valeurs forment une progreffion arithmétique, il

senfuit que les feuls divifeurs de ¢, qui peuvent, par

leur f{ubftitution 4 la place de 1, faire évanouir tow

les termes de I’équation, doivent étre moyens pro- |
portionnels arithmétiques entre quelques-uns des divi:

feurs de la quantité 1 4 a—=b ¢, & quelquesuns

des divifeurs de la quantité — 1 ~=a—b —~c. ll et

inutile de foumertre les autres divifeurs de ¢ a examen,

Appliquons cela a des exemples.

Exemrre L
Ondemande fi léquation ! — 5 t*—18 t4=72=0,

a des diyifeurs commenfurables ?

Je forme le dernier terme de la transformée il
vient en &, lorfqu'on fuppofe t=x—~ 1. Ce dernier
terme n'eft autre chofe que la propolée, en mettant
1 pour ¢; il eft par conféquent 1— 5—1 8 4=72=5%
Je forme pareillement le dernier terme de la cransfor-
mée qui vient en x, lor{qu’on fuppofe t =x— 1-.Ce
dernier terme n’eft encore autre chofe que I'équatiol
propofée , en mettant — I pour ¢ ; il eft par confé-
quent — I — § 418 472 ==84. Je difpofe, dans

SCD LYON 1



CasrprerrE XIV. 283

e méme colonne verticale , le dernier terme g0 de
lipremicre transformée, le dernier terme 72 de P'équa-
fion propofée , & le dernier terme 84 de la feconde
wansformée. A c6té de ces trois termes, j'écris tous
leurs divifeurs qui forment trois bandes horifontales.
Lopération figurée fe voit ici.

- |

1

'50'1.2.5.10.2;.;0
72‘ 1.2.3.4.6.8.9.12.18.24.36.72

84.[1._2.3.4..6.7.12. 14.21.28.42.84
!

Cela pofé, j’examine parmi les progreffions arithmé-
tiques que les bandes des divifeurs peuvent fournir,
celles dont le terme moyen étant mis , foit en ==, {oit
én—, a la place de ¢, fait évanouir tous les termes
de Péquation. Or, en premier lieu, les trois divifeurs
1,2, 3 , pris dans les trois bandes en queﬁion
forment une progreflion arithmétique 5 mais fost qu’on
mette en —+ ou en —, le terme moyen 2, i la place
de ¢, la fomme des termes de I'équation ne de\rlent
pas zero. Ainfi Péquation n’eft pas divifible par 157
R0,

Les trois divifeurs 2, 3 , 4 forment une progreflion
arithmétique ; & en mettant -4~ 3 pour z, tous les
termes de I'équation fe détruifent. Donc I’équation eft
divifible. par ¢ — 3 == o.

Les trois divifeurs 5, 4, 3 forment une progref-
fion arithmétique ; & en mettant — 4 pour ¢, tous
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les termes de Iéquation fe détruifent, Donc Péquariog
eft divifible par : 4 4.=o.

Les trois divifeurs 5, 6,7 forment une progreffion
arithmétique ; & en mettant -~ 6 pour 1, tous les
termes de I'équation fe détruifent. Donc I'équation e
divifible par t — 6 =o.

Comme I'équation propofée eft du troifieme degré,
& quelle n’a par conféquent que trois racines, les
trois divifeurs trouvés font les feuls qu'elle contien.
Il eft donc inutile d’en chercher d’autres, puilgron
eft affuré d’avance qu’on n’en trouveroit pas,

Exemerse 3L

On demande fi léquation t* — 12 1% == 580~
61124~22¢—120==0, a des diyifeurs commenfurables

Le procédé eft le méme que dans 'exemple précé:
dent. Le dernier terme de la transformée qui vien-
droit en x, en faifant : =« —~ 1, eft ’équation pro-
pofée, eny mettant 1 pour z ; il eft par conféquent
1—~12=§—61~22—120=— 165, Leder-
nier terme de la transformée qui viendroit en , en
fuppofant z==x—1, eft Péquation propofée, en ¥
mettant — I pour ¢ ; il eft par conféquent —1—
12— §—61—22—120=—221, Jécris dans
une méme colonne verricale le dernier terme ¥6§ °
de la premiére transformée , le dernier terme 120 de
la propofée, & le dernier terme 221 de la feconde
transformée. A c6té de ces trois nombres , j’écris toUS
leurs divileurs qui forment trois bandes horifontales
Le tout comme on voit ici,
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pmm————
165 (14305 11.15.33.55. 165

—

120{1.2.3.4.5.6.8.10.72,15.20.24.30.40,.60,120

—

201 11.73.17.221

ﬂ

- |

s as ot TR

Cela pofé, les trois divifeurs 3, 8, 13, pris dans les
mois bandes horifontales , forment une progreflion
arithmétique ; mais foit qu’on mette 4=8 ou — 8, i
laplace de ¢, équation ne s’évanouit pas. Ainfi elle
welt pas divifible par 5= 8=o0.

Les trois divifeurs 3, 10, 17 font en progreflion
arithmétique 3 mais cette combinaifon ne produit rien
gncore.

Les trois divifeurs 11, 12, 13 font en progreflion
aithmétique ; & en mettant =~ 12 a la place de ¢,
Iéquation s’évanouit. Donc elle eft divifible par z—
12=0. Elle n’a pas d’autre divifeur commenfurable,

299. Sr on avoit une équation telle que 65—
St~ 635 =0, ou le premier terme a un coéf-
ficient autre que P'unjté, on en trauveroit ainfi les
divifeurs commenfurables.

Soit I’équation fi* =~ at* == bt~c=0, qui a le
coéfficient quelconque fa fon premier terme. Repré-
fentons par n¢—-p 'un des divifeurs d’une dimenfion
de cette équation, Il eft évident d’'abord que le coéffi-
cient n doit divifer le coéfficient f du premier terme
de 'équation. Il n’eft pas moins clair que fi Fon fait
fucceflivement t=1, 1==0, t=—=—1, les quantités dang
lelquelles I'équation propofée fe changera, devront
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étre divifibles par les quantités dans lefquelles le diyi-
feur nt—+p fe changera. Or, ces trois dernitres quan-
tités fontn—=p, p , — n—4p; &elles forment , comme
on voit, une progreflion arithmétique, dont la difié-
rence eft n. Ainfi, le divifeur nz -+ p doit étre tel que
{1 dans I'équation propofée on fait fucceflivement =,
t==0, t=—1, & qu'on cherche, parmi les divifeuss
des quantités que ces trois fuppofitions donnent, cenx
qui forment une progreflion arithmétique dont la dif-
férence eft Pun des divifeurs du coéfficient f : cetie
méme différence, prife en ~~ ou en —, foit le coéffi-
cient du premier terme du divifeur, & que lautre
terme p du divifeur, foit le moyen de la progrellion,
pris en = ou en —. De toutes les quantités nz=p,
celles qui ont la condition dont il sagit, font les feules
qui puiflent divifer I'équation,
Ex.x Pz
On demande fi I équation 613 —5 t*— 6t —3 §=0s
a des divifeurs commenfurables ¢
En fuppofant fucceflivement t=1,t=0,1=—1

Ia quantité 62— 5 1*—6t—3 7, devient refpecti-
vement — 4.0, ~— 3§, — 40. Je mets les trois nom-
bres 40, 35, 40 dans une méme colonne verticale,
& a coté leurs divifeurs en bandes horifontales.

— et

40/ 1.2.4.5.8.10.20.40

13_{ Le§uPe 35
40| 1.2.4.5.8.10.20.40
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Cela pofé, je vois quen prenant dans les trois
pandes horifontales les trois nombres 10, 7, 4, ces
wmbres forment une progreflion arithmétique dont
| différence eft 3, divifeur de 6. Si donc I'équation
prapo(ée eft dans le cas d’avoir un divifeur commen-
furable d’une dimenlion, ce divifeur fera 347, ou
—3t—7, Ou 3t—7, Ou —3t=7. La troifieme
& la quatriéme -combinaifon font vraies ; je veux
dire que 'équation propofée eft divifible par + (32—
7); le quotient eft 4= (2¢*~+3¢~-5)=0. Elle n'a
ps d'autres divifeurs commenfurables. ;

300. CHERCHONS maintenant les divifeurs de deux
dimenfions. Et, pour fixer les idées, foit 'équation
i at’ 4 bi2 4= ct 4~ d =0, qui elt fuppofée ne
point contenir de divifeur d’'une dimenfion. Si elle a
des divifeurs de deux dimenfions, ils feront de cette
forme ¢~ pt == ¢ 3 & d’abord il faudra que n foit un
divifeur de f coéfficient du premier terme de ’équation,
De plus, fi Pon fait fucceflivement 1=g , 1=g —m,
t=g— 2 m, &c, valeurs qui forment une progreflion
atithmétique ; les quantités dans lefquelles I'équation
propofée fe changera , devront étre divifibles par les
quantités dans lefquelles le divifeur n:* 4 pt g fe
changera, Or, ce divifeur devient dans les fuppofitions
dont il Sagit,

Bgt whr pg g
n(g—m)*+p(g—m) -+,
n(g—2am)*—p(g—2m)+{,
&c.

Ces quantités ne font point en progreflion arith *

i
-i:
|
f'
i
|
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métique , comme pour les divifeurs d'une dimenfion;
mais {i on en retranche les produits du nombre n pa
les quarrés des termes de la progreflion arithmétique
qui contient les valeurs fuppofées de ¢, on aura les
reftes,

ng*—+pg-t-g—ng*, ou pg + ¢,
n(g—m)?~+-p(g-m)—=-g—n(g—m)*, ou p(g—m)4y,
n(g-2m)*~-p(g-m)=-g—n(g—2m)*, oupig—2m)+y,
&c,

qui forment une progreflion arithmétique décroiffante
dont la différence eft pm.

Soient, pour avoir la plus fimple des progreffions
arithmétiques pour les valeurs fuppofées de z, g=1,
m==1: le divifeur nt*~-pt—4q deviendra {uccefi-
vement n—-p--q , ¢ » n—p—+q ; & les reftes dont on
a parlé, feront p=4-¢,q,—p-t+¢. Voici donc  quoi
fe réduit tout le calcul qu’il faut faire pour trouver
les divifeurs de deux dimenfions. Cherchez les divi-

feurs des quantités dans lefquelles fe change I'équation

en faifant fucceflivement 1=1, t=0, t=—1i
prenez parmi ces divifeurs ceux qui font tels que fion
en rerranche les produits du nombre n divifeur de f,
par les nombres 1, 0, 1, les reftes forment des pro*
greflions arichmériques : ces progreflions donneront
les valeursde p & deg, lorfque I'équation propofée fera
dans le cas d'avoir des divifeurs de deux dimenfions.

ExEMPLE

On demande [ Péquation Gt*~11t -4 158 =

gt 14==0, a des divifeurs de deus dimergﬁom;
a
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En faifant fucceflivement t==1, =0, t=—— I,

le premier membre de I’équation devient 42, 14

28, Je mets ces nombres dans une méme colonne
verticale, & 2 c6té écris leurs divifeurs,

i S e
4,2} 1.2.3.6.7.14.21.42

rq.l 1.2.7.14
;g[ 1.2.4.7.14.28

o,

Jobferve que fi je prens dans les trois bandes
horifontales les trois divifeurs 14,7, 4, & que j'en
rtranche refpectivement les trois produits 2 x %
2X0, 2 x I, dans lefquels 2 eft I'un des divifeurs
du coéfficient du premier terme de Péquation ; les
twois reftes 12, 7, 2 formeront une progreflion arith-
métique dont la différence eft 5. Cette difiérence doit
¢tre le nombre p ; & par conféquent le nombre q fera
7- Je forme donc la quantité 22 - 5 1= 7; & el
faye fi cette quantité divile Péquation. Elle la divife
en effet. D'oll je conclus que 242 mf= 57 -3 7 eft un
divifeur de deux dimenfions de I'équation propofée,
Cette équation a pour autre divifeur de deux dimen-

ons, 32— 2¢~=2, divifeur qu’on peut trouver
direétement comme le précédent,

301. La méme méthode s'étend aux divifeurs de
tois dimenfions, de quatre dimenfions , &c. On par-
Viendra toujours 3 former des progreflions arithmé-
“ques dont les termes ferviront 3 trouver les coéffiv

Y
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cients des termes du divifeur de P'équation. Je me

contente d’indiquer ces calculs qui font un peu longs
& qui fe font d’ailleurs & Pimitation des précédents,

302. Nous n'avons confidéré dans les articles pré-
cédents que des équations numériques. Mais on peut
trouver femblablement les divifeurs d’une dimenfion,
de deux dimenfions, &c, pour les équations littérales
qui font homogenes , & qui ne contiennent que deux
lettres. Car foit, par exemple, Péquation 62> — § at*—
6art— 35 a*==0, qui eft homogene, & ot il n'ya
que les deux lettres ¢ & a. Je fais a==13 & par-Ia jii
Péquation numérique 6 £ — 5 1* — 6t— 35 =0;
qui a 32—7 pour divifeur d'une dimenfion, & 214
3t-4-5 pour divifeur de deux dimenfions. Ces divi-
feurs doivent étre homogenes, ainfi que Péquation pro-
pofée ; ils deviendront tels, en {uppléant les dimen=
fions qui manquent , par le moyen de la lettre @ &de
fes puiffances. Par-1a, le premier divifeur eft 3:—74
& le fecond eft 2 1*~4- 3 at—= 5 4%

303. La méme méthode pourroit encore étre ap-
pliquée aux équations liteérales qui contiennent plus
de deux Jettres. Mais alors les calculs deviendroient
pénibles par leur longueur, fans étre difficiles, On me
difpenfera de les expliquer. Dailleurs , dans la pra*
tique de PAlgébre, toutes les équations e réduifent &

s

A . y = . )
la fin & des équations numériques. Car Pobjet d’un
probléme particulier eft de faire trouver une incon®
nue, toutes les autres quantités étant données , & p&

conféquent exprimables par des nombres.
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304. JE pafle 2 une autre méthode pour trouver
les divifeurs rationnels ; & je commence par ceux
dune dimenfion,

Soit I'équation 1# 4= at® 4 br* - ctmj=d =0, qui
eft fuppofée contenir un divifeur d’une dimenfion,
Cette équation étant du quatricme degré, je puis la
fegarder comme le produit de équation du troifiéme
degré 1~ Ar* 4 Bt - C=0, par I'équation du pre-
mier D =03 4, B, C, D étant des indéterminées
qui {e trouveront en identifiant terme 3 terme Péqua~
tion réfultante ( > 4= 41= 4~ Br - C)x(t4-D)=o,
0+ (A+4D) 4 (B4+DA) t*~4=(CH-DB)t ==
(D= o, avec Péquation propofée %4 413 = bt2
ttm=d—= 0. Je fais donc the=y*, (A=+D) P==as’,
(B4-DA Y=, ( C~~DB) t=ct,CD==d3;
o fimplement 44~ D =4, Bj-Dg—}, C =
DB=c, CD=4d. Ces quatre dernitres équations
contiennent tout ce qu’il faur pour déterminer les
Quatre inconnués 4, B, C, D » dans Ia fuppofition
qee D érant une quantité rationnelle , I'équation pro-
pofée foir divifible par I'équation du premier degré
#4+D—o,

En effer, nous voyonsparPépmﬁon(ﬂ)::d,que
les deux quantités C& D doivent étre divifeurs de d,
Puifque leur produit CD eft 4. Ainfi décompofons Ia
fuantité d en tous fes faeurs ; & fuppofant que D foig
in de ces fa@eurs, C le produit de tous les autres ,
®Xaminons fi ce fadteur D a les conditions requifes
Pour qu’on ait les trois autres équations C ~~DB=¢,
8+D4—b, 44-D—., L’équation C+DB=¢,

T jj
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¢ C

donne B= . quantité connue, puifque ¢ eft

donné, & que C, D font des fateurs connus de d,
D
tité pareillement connue ; & enfin I'équation A~
D=4, donne 4=a—D. D’ot I'on voit qu'ona
deux valeurs pour 4. Ces deux valeurs doivent étrie
identiques, pour que I’équation *—=ar® +- &c, foie
divifible en effet par - D = 0. Si cette identité na
pas lieu, on éprouvera un autre divifeur ; & fi par
toutes ces épreuves , on ne trouve pas les deux mémes
valeurs pour 4, on conclura que I'équation *-
at® 4+ &c, n'a pas de divifeur commenfurable d'use

L’équation B DA==b, donne 4= quan-

dimenfion.
On doit éprouver les divifeurs D, en les prenant

. pofitivement ou négativement.

Il eft clair que fi £~ D eft en effet divifeur de *+
as’ 4 &c, on connoitra, par les opérations quona
faites pour éprouver D, les quantités 4, B, C, &
par conféquent les coéfficients des termes de Péque-
tion du troifieme degré i* 4- Az~ Bt~ C =0, qui
eft l'une des compofantes de I'équation du quatrieme,
1t 4 a® -+ &c.

Si I'équation 3 == A2 == Bt ==C==0, eft fuppolée
contenir un divifeur d’'une dimenfion , on le trouver
en regardant cette équation comme le produit d'une
équation du fecond degré par une équation du pre-
mier. Si une équation du cinquicme degré contient
un divifeur d’une dimenfion, on le trouvera en regac
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dant cette équation comme compofée d’une équation
du quatrieme degré & d’une équation du premier, &c,

On voit aflez que la méthode précédente s'applique
non-feulement aux équations numériques, mais encore
aux équations littérales, d’'un nombre quelconque de

lettres. :
ExsmMmpLE

Connoiffant dans une progreffion gdométrique la fomme
de tous les termes, leur nombre, & Lun des extrémes,
par exemple le premier ; trouver la raifon & le dernier
terme ?

Cette queflion eft une efpece de fupplément 3
farticle 174..

En reprenant les dénominations & les deux équations
(4)& (‘B)de larticle cité, on trouvera, par la com-
binaifon de ces deux équations, les deux fuivantes,

a
qn—l+ i R O

fC) gﬂ_.f———-ﬂ. o ]

(D) ':c(u-—_t)“_‘-—-»a(a—-s)”_'=0.
Dans la premicre , ¢ eft Pinconnue , & dans la feconde
ceft u qui eft linconnue. On trouve leurs divifeurs
commenfurables, i elles en ont, 3-peu prés de la

méme maniere. Je vais donc tenter feulement de.

téfoudre 1a premicre , fous ce point de vue, en met-
tant pour a., n, s, des nombres particuliers, On ob-
" fervera qu’ayant déterminé ¢, on auraaufli #, en vertu
de 'équation (A4).

Suppofons une progreflion géométrique, compofée
de quatre termes, dont le premier foit 375, & la
fomme 468. Onauradonc n=4,2= 7375, s==468;
T 1jj
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: Z 4R
& I'équation (C) deviendra q*—-—i—- 'K +—3ii=o;
23 923
- 156 125 2
bu g*t— s ¢ - o =0 , ou bien encorg
L

319*—156 ¢* 4125 =0, Comme le coéfficient
du premier terme de cette équation différe de Punité,
elle n’eft pas traitable immédiatement-par la méthode
précédente ot on a fuppolé que le coéfficient du
premier terme de I'équation formulaire étoit 1. Ilef
Vrai que cette méthode peut s’appliquer facilement
au cas ot le coéfficient en queftion feroit autre que 1
mais on peut toujours transformer I'équation en une
autre ot le coéfficient foit 1 ; & ceft ce que nous
allons faire ici. Pour cela, jobferve que fil'on aen
L hg =2

général I'équation g”~ 7 -+ 7 ST

TR .-{—-?:o,& qu'on fafle g-:_.—--—;- , on’ aurd

la transformée 1"—=gt" ' = fhi" = o= . . 000l
~-f"—* . M=o0, qui a la condition requife, En ap-
pliquant cette équation au cas préfent , nous avons
n=4, f=31, g=—156, h=0, M=12§;
& la queftion eft de trouver I'un des divifeurs d'une
dimenfion de Péquation #* — 1563 ~ 125X
(31)* == 0. Cette équation fe rapporte 2 la formule
' at’ =bi* ct~d=0, en faifant a=—1505
b==0; c==0, d=156%(31).

Tous les divifeurs du dernier terme 125 x (31)°
font 1,5, 31, 5%5, §X31, £ x(31)% 5 X330
FXEX3I, S (310, 52X (31), (310, 31)s
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§%x(31) Effayons par-ordre ces divifeurs. D’abord
le divifeur 1 ne réuflit pas, foit qu’on le prenne en ==
ou en — ; Ceft-a-dire que 'équation n’eft pas divifible
par ¢+ 1. On peut s’en affurer par la méthode du pré-
fent article ; mais il fera plus court d’employer pour
cela la méthode de Varticle 2977, parce que toutes les
puiffances de 1 étant 1, on voit, prefque fans calcul,
{i la totalité des termes de Péquation fe réduit a zero.

d
En fuppofant D=7, nous aurions C= 5 =25

(33)},B= ’ DC = x(31)?, 4= : I)B

1(31)*, & A=a—D=—161. Comme les deux va-
laurs de 4 ne font pas les mémes, on doit conclure que
Péquation n’eft pas divifible par =~ 5. Pareillement le
divifeur s pris en — neréuflit pas, ou 'équation n’eft
pas-divifible par z—7y. Le divifeur 31, pris-en —
réufliroit, mais il ne fatisferoit pas aux conditions de la
queftion, comme nous le verrons tout-a-I'heure. Le
divifeur §x 5, prisen 4= ou—, doit ére rejetcé. Le
divifeur 531, qui ne réuflit pas en -, réuflit en —.

pE—
f=———y

Eneffet, D étant =—§x 31, on a C=—- =—

¢=C LB
@ix(31), B=——=—5x3L =5
=_ 1, & A=—g—D=—1. D’oll on voit que

les deux valeurs de 4 font les mémes. Ainfi I'équa-

tion #* — 156 £ = 125'x (31) =0, eft divifible

par z— § x 31==0; & on a pour quotient P’équation

2 4 A 13+4=B 1~ L£=0, ou (en mettant pour 4, B,
*Tiv
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€, leurs valeurs), ’ —1*—gx 312—2§ % (31)* =0,

Le divifeur d’une dimenfion t—§x31 =0,
t
donne =7y x 31. Donc, a caufe de g=—, on

3 I
aura ¢g=g. Ainfila raifon de la progreflion propofée
eft 5; & le dernier terme #, qui a pour valeur -53;}')—_”-,'
eft 3.

L’équation #— 1 — ¢ x 31t —2§5 X (31)*=0
eft divifible par t—31=0, & le quotient eft 1=
30t 25 x31==0, d'ou l'on tire t=— 1§+
5}/ — 22, vileurs imaginaires & i rejetter, La valeut
réelle 2= 31 doic étre aufli rejettée, parce qulelle
donneroit g=1, chaque terme de la fuite =375,
SE=4x 375, & non pas s= 468,

305+ LiEs divifeurs commenfurables de -deux. di-
menfions, de trois dimenfions , &c, contenus dans
une équation , peuvent fe trouver d’une maniere fem-
blable, en feignant que cette équation eft le -produit
d’une équation du fecond degré, du troifieme degté,
&c, par une autre équation d’un degré convenable
pour que le produit en queftion foit du méme degré
que la propofée. Cherchons ainfi, par exemple, les
divifeurs de deux dimenfions.

Soit Péquation t*=4-a13 b 12— ct=p=-d==0, dont
il faut trouver les divifeurs commenfurables de deux
dimenfions, fi elle en a de tels, Je feins que cette
€quation eft le produit desdeux équations du fecond
degré, 2 ~4-mt—4n=o, 2 ~=pt—=g=0, Ces deux
€quations multipliées enfemble me donnent,
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:*+m{z’+n 1> —=np {H—ng }___O
G+pl +mp y —mg ;
-+

dont les termes doivent étre les mémes que ceux
de la propofée. Ainfi, n & ¢ doivent étre des di-
vileurs du dernier terme d de la propofée. Nous
pouvons regarder I'une de ces deux lettres n, ¢,
comme donnée. Donnons - nous n, par exemple.
Nous avons m~p=a, n-mp—4q=1b, np4
mg=c. La premicre & la troifitme de ces équations

¢—1np

donnent m =g—p, m= ( en mettant

d e
pour ¢ fa valeur — ), —— 2, Egalant les deux

n d

cn—n*
vilears de m, on aura a—p..-—:—-?-—p—. Donc
ad— nc e == an * :
. & m= . Mais, d’un autre
— —_n

oté, en vertu de la feconde équation 7 =~ mp =
g=b, on doit avoir, en mettant pour m & ¢ leurs
Valeurs trouvées,

(nc—an*)Yx{ ad—nc) d
A_ — e Ve
(A) n+ B ey ==

Cette équation exprime la relation qui doit exifter
etre les quantités 2, b, ¢, d, n, pour que I’équa-
tion propofée ait les dnul"eutg qu'on lui a atmbues.

ExeEmpPpLE

On demande fi Péquation t*4 5t ~+14t2 419t
15=0, a des divifeurs de deux dimenfions ?
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Cette équation peut étre regardée comme un e
particulier de P'équation générale ¢* ~ ar® b
ct-+d==0, en faifant a=5, b=14, c=1y,
d=15. Les divifeurs du dernier terme 15 font
1,3, 5, 15. SiTon fuppofe n =1, équation de
condition (A ) ne fera pas vraie. Mais {i I'on fuppofe
n=3,l'équation (A ) fera vraie; & on aura m=32,
p=3, ¢= 5. Donc Péquation propofée contient
les deux divifeurs de deux dimenfions, i -2t
3=0, t*+43t~=§==0.

S A A A A S PG 5 L T e TRAL T L ST

CHAPITRE X\

Des Eguarions qui contiennent des
racines e'gales.

306-IL y a des équations qui contiennent plufieurs
racines égales & de méme figne. Par exemple, [¢
quation (t—a) X (t—a) x (t—0b) X (t+¢)=0, 2
fes deux premicres racines égales & pofitives. [2
méthode pour trouver dire€tement & {éparément (&
fortes de racines eft fondée fur quelques nouveal¥
principes que nous allons érablir,

307. St on développe la puiffance n d’un binomé
bkt ceft-a-dire (h—4-1t)", & quon la multiphe
terme 3 terme par la progreflion arithmétique 0y s
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9,3, 4, &c : le produit fera ==nt(h—4=1)""";
comme il eft clair par le calcul fuivant,
n{n—1i) i—2* n(n—ri) (n——2 k"3t 3

(-0 =h"4-nh—1 14 t =&y
T !

o ¢ 2 3 &c g

nin—1)h*—2* p{n—1)n—2)h*—3t3

poduit= nh" Tt ‘ -+ T - &c ,
(——1)(n—2)h"—31 2
= nt{h— — 2 -
rc\fv I (n—1)k - wr -+-&c).

=nt(h—4-1)=—".

308. Dr-rA il fuit que fi on multiplie la puiffance
(h4-¢)" développée, par la progreflon ok, ks 2k,
3k, 4k, &c; le produit fera —knt (b4t}
(ar multiplier par ok, IE 2k, 3k. &c, ceft mul-
tiplier d’abord par 0, 1, 2, 3, &c, ce qui donne
u(he)y—"; & multlpher enﬁute le tout par &, ce
qui donne knt (h—-1)"—".

Si on avoit M(h—1)",(M étant un fa&cur quel-
conque ), & quapres avoir développé la puiffance
(h4=1)*, on multiplidt par la progreflion arithmé-
tiue ok, 1k, 2k, 3k, &c : le produit feroit
Mint(h—=1y—", comme il eft évident.

309. Ir. fuit du méme article 307;'que {1 'on 2
M=t y, & qu'aprés avoir développé la puiffance
(i4=2)*, on multiplie par la progreflion arithmétique
Qelconque m , m—-k, m—=-2k, m—-3%, &c : le
produit fera = (Mmbh = Mmt == Mknt) .(h=2)"""

En effer » multiplier par la progreflion m, m - 13 WD
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m—- 2k, m4-3k, &c, Ceft multiplier dabord pes
m, ce qui donne Mm (h=4=t ) = ( Mmh = Mmr),
(h4=1)""" ; & enfuite par la progreflion of, 1k,
2k, 3k, &c, ce qui donne Mknt( b=t )*—", Donc
le produit total =(Mmh—=Mmt~4-Mknt) .(h=-1y—",

310. CELA pofé, fi Pon multiplie les termes dune
quation qui contient des racines égales, par cenx
d’utie progreflion arithmétique quelconque ; le produit
fera une équation qui contiendra les mémes racines
€gales, moins une. .

En effer, foit I'équation O ==a ~~ bt = ct*
de* 4~ &c, (¢ étant linconnue, a, b, c, &c, des
quantités données ), laquelle eft cenfée contenir un
nombre n de racines égales que je repréfente chacune
par — I, & par conféquent étre divifible par (h=
t . Cette équation peut contenir de plus un nombre
quelconque d’autres racines. 1l eft clair que nous pou-
vons Pécrireainfi: o==(h==2)" X (p =gt =+ri+
st* == &c), en fuppofant que le fackeur p—gt-
rt*—- &c, dans lequel p, ¢, r, &c, font des quantités
données, repréfente le quotient que I'on trouveroit f
Pon divifoit I'équation propofée par (h=-1z) Donc,
en effeGtuant la multiplication indiquée , nous aurons:
O=p (h=4=t) =~ qt (h=4=t) ==ri> (b4t )+
st3 (h ==t )"+ &c, ou bien en développant la puif-
fance (h—=1)", & ordonnant par rapport a t,
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CHAPITRE 301

8¢

C o ey, o PRA=DR =12 pn(a-1)(n-2)h"=213
\Pk +Pnh t+ il : 1.2.3
" A—1 24 1 qﬂ(ﬂ——l)h"—"=r3
{e=x + Qh t+ gﬂfl L : kX =
S-rh’r Amornl T3
= s k713

Maintenant, écrivons fous ces fuites la progreflion
aithmétique
me-k, ma=2k, m-3k, &c;

& multiplions chaque bande horifontale par la pro-
greflion arithmétique correfpondante ; Ceft-3-dire la
premiére bande, par la progreffion arithmétique enticre
mym—-Fk, m=- 2k, m—4-3k, &c; la feconde, par la
pogreflion m =k, m~-2k, m=4- 3k, &c ; la troi-
féme, par la progreflion m—~=2%, m—=3k, &c; ainli
& fuite. I1 eft évident que par-ld on aura multiplié
léquation propofée par la progreffion arithmétique m,
M4k, m— 2k, m~~3k, &c ; puifque la premiére co-
lonne verticale eft multipliée par m; lafeconde colonne
Verticale , par m~+ & 5 la troffiéme colonne verticale
par m~-2k 5 &c, Or avant la multiplication de chaque
bande horifontale par la progreffion arithmétique cor-
refpondante, cette bande étoit divifible par (h—4-z)"
Donc ( 309) aprés la multiplication , chaque bande
kra divifible par (h—4t)"""; & par conféquent
Iéquation réfulcante de cette multiplication fera aufli
di‘fiﬁb[e par (h=-z)"—". Ainfi on aura une
€quation qui contiendra les mémes racines égales moins
une, que I’équation propofée,

nm,

&c¢

~-&c
&,
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311, IL peut fe faire qu’une équation contierng
plufieurs racines égales de différentes efpeces. Telle
eft, par exemple, équation (z—a)*x (t—b)x
(t—c)==0, qui, outre la racine ¢, a deux racines
dont chacune vaut @, & deux racines dont chacune
vaut b, Suppofons en général qu’une équation dont¢
eft 'inconnue contienne tout-a-la-fois un nombren
de racines égales repréfentées chacune par —h ; un
nombre e de racines égales repréfentées chacune par
— f; un nombre g de racines égales reprélentées che-
cune par — [ ; &c. Si I'on multiplie les termes de cette
€quation par ceux d’une progreflion arithmétique quel
conque, Je produit fera une équation qui contiendra
les mémes racines égales, moins une de chaque efpece,
ou qui fera divifible par (b= )"~ *x (f 4=t )"
x (l==12 )8~ x &c, Car i 'on fuppofe que Iéqua-
tion générale de article précédent contienne les puif-
fances (h==12)", (f41)% (I~4-1)¥, &c; &quon
regarde fuccdﬁvement le produit de toutes ces puils
fances , moins une , comme fondu dans le facteur p4=
gt~ ri* =-s5t> 4-&c ; on verra qu'en multipliant par
les termes d’une progreflion arithmétique , on aura
une équation qui fera divifible, ou par (h—-1)* " 0t
par (f=4=t)*— ", oupar ([+41 )¢, &c. D’ot il fuit
que cette méme équation fera divifible par le produit
(=t)" % (fH4e) —"x(l4t)t— ' x&c

312. Nous fommes maintenant en état de ‘ugcfr
une équation propofée contient des racines égales, &
de déterminer ces racinés. Pour cela, aprés avoit
ordonné I'équation par rapport & linconnue, nousla
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multiplierons terme a terme par une progreffion arith-
métique. Si ’équation n’étoit pas complette, il fau-
droit commencer par la completter, en imaginant que
ks puiffances de 'inconnue, qui manquent, font mul-
tpliées par zero. Ainfi, pour 'équation 0 = ¢ as=
%, qui n’a ni fecond, ni quatri¢me, ni cinqui¢me
rme, on écriroit O== ¢ = Ot=f=at* =4 01> 4-0t%4=1',
Le choix de la progreflion arithmétique eft arbitraire
mais, pour plus de {implicité dans les réfultats, il faut
prendre la plus fimple des progreflions arithmétiques,
pietto, 1, 2, 3, 4, &c. En effetuant la multiplica-
tion que nous venons d’indiquer, on aura une nou-
¥elle équation que j'appelle fecondaire , & qui contient
ksracines égales, moins une, de I'équation principale,
fippolé qu’effectivement I’équation principale con-
tenne de telles racines. On cherchera, par la méthode
telarticle 95, le plus grand commun divifeur de ces
teax équations ordonnées par rapport i Pinconnue, Si
tles'n’ont point d’équation pour divifeur commun,
M conclura que I'équation principale ne contient pas
plficurs racines égales. Si elles ont un tel divifeur,
léquation principale aura quelques racines égales ; &
Woici les différents cas qui pourront arriver.

1% Si le plus grand divifeur commun eft une équa-
1 du premier degré, 'équation principale a deux
ficines égales dont chacune eft ce méme divifeur.

2% Si le plus grand commun divifeur eft une équa-
tion du fecond degré, on décompofera ce divifeur en
f6s racines ; & fi elles font égales, Péquation princi-
Ble a trois racines égales dont chacune eft T'une des
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racines du divifeur : {i les racines du divifeur font jné.
gales , Péquation principale a deux racines égales dupe
efpece & deux racines égales d’une autre efpece : Pune
des racines égales de la premicre efpece eft 'une dg
racines du divifeur , & I'une des racines égales de lz
feconde efpece eft autre racine du divifeur, '

3° 8i le plus grand divifeur commun eft une équz
tion du troifieme degré, on cherchera fes trois racines;
13 ces trois racines font égales, équation principae
contient quatre racines, égales chacune a I'une des
trois racines du divifeur : {i deux racines feulementda
divifeur font égales, Péquation principale contient
trois racines égales d’'une efpece , lefquelles font chi-
cune 'une des deux racines égales du divifeur, & deux
racines égales d’'une feconde efpece, lefquelles font
chacune la troifiéme racine du divifeur : fi les tos
racines du divifeur {ont inégales, 'équation principile
contient deux racines égales d’une premicre efpece,
lefquelles font chacune la premicre racine du divifess;
deux racines égales d’une feconde efpece, lefquelles
font chacune la feconde racine du divifeur ; & deux |
racines égales d’une troifieme efpece, lefquelles font
chacune la troifitme racine du divifeur.

Ainfi de fuite., Venons a des exemples.

ExemprLe L
On demande [i Péquation t’ — t* — St 4=12=0,
@ des racines égales ?
Je multiplie cette équation terme 3 terme pat 8
progreflion arithmétique 3, 2, 1, 0; ce qui pron:lult
’équarion
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[équation fecondaire 3t — 21* — 8¢ == 0, ou bien,
(en divifant tout par la racine t=0), 31> — 27 —
§= 0. Je cherche le plus grand divifeur commun 3
[équation principale & a I'équation fecondaire, Ce
divifeur eft £ — 2. D’ou il fuit que "équation propo-
[éea denx racines égales exprimées par t==2, r==2,
De ces deux racines réfulte Péquation (:-—2) x
(t—2)=0, ou t*—4t—4 4 =0, par laquelle
divifant 'équation donnée £’ — 12— 8z 12=0,
ona pour quotient =3 ==0, Ainfi les trois racines
de I'équation ## — 12— 8t —4-12=0, font t =12,
I=2,1=—3.

Exenornr IL

‘On demande fi Péquation t*—— 3t* — 6t <= 28t wemr
24=0. a des racines égales?

Je multiplie cette équation par la progreflion arith-
métique 4. 3, 2, I, 0, ce qui donne I'équation fecon~
leire 41> — 92— 121~ 28==0. Enfuite je cherche
ke plus grand divifeur commun 3 Péquation princi-
pale & 3 I’équation fecondaire, Ce divifeur eft 'équa-
tion du fecond degré 1> — 4t 4= 0, qui contient
les deux racines égales t==2, : == 2. D’oll je conclus
que I'équation propofée a trois racines égales, dont
cbacune vaut 2. De ces trois racines réfulte 'équation
(t—2)x(t—2)x(2—2)=0, Ou ¥ — 61> =
12t — 8 = o, par laquelle divifant I'équation 1*—
3 — 61* 4~ 28t — 24 =0, on a pour quotient
1= 3. Ainfi les quatre racines de ’équation propofée
font =2, t==2,1=2, 15— 3.

Vv
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Exemrpre IIL

On demande fi Péquation t* —10t* == 37t~ 60t
36 =0, a des racines égales ? .

Ayant multiplié cetre équation par la progreflion
arithmétique 4, 3,2, 1, O, ce qui dorine Péquation
fecondaire 41% — 301* =74t — 60==0 je cherche
le plus grand divifeur commun 2 cette équation &3
Péquation principale. Ce divifeur eft I'équation d
fecond degré 1> — st =+ 6==0, laquelle donne s
deux racines inégales t==2, t==3. D’ol je concls
que Péquation propofée 1*— 102 4= 371 — 60t +
36 =0, a deux racines égales, dont chacune vaut
2, & deux racines égales dont chacune vaut 3. Ea
effet, cette équation n’eft autre chofe que (z—2)°

X{t—3)‘=0.
ExemerrLe IV,

On demande fi Uéquation t* — 13t* = 67t =
171t*4-216t—108=0, @ des racines egales?

Formons 3 Pordinaire Péquation fecondaire st*=
§28> == 20112 — 342t + 216 =0, en multipliant
Péquation propofée par la progreflion arithmétique
§'s 4s 325 1, 0. Cherchons le plus grand divifeur
commun & Péquation principale & a I'équation fecon-
daire. Ce divifeur eft P'équation du troifieme degré
P — 812 4 211 — 18 =0. Or on trouve, toujours
par les mémes moyens, que cette équation contient
les deux racines égales t=3 , t==3, & la troifiéme
racine t==2. Ainfi I'équation propofée ¢ — 13'+*
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678 — 1711 4= 216t— 108 =0, a trois racined
égales dont chacune vaur 3, & deux racines égales
dont chacune vaut 2. En effet, cette équation n’eft
autre chofe que (t—3 )’ x (z—2)=o.

et AP LLRE: XVL

Duwverfes opérations & remarques fur les
racines d'une éguation quelconque,

313 L A claffe des équations qui contiennent des
divifeurs commenfurables ou des racines égales eft
fort étendue. Ainfi nos LeGeuts ne fauroient fe rendre
trop familieres les méthodes que nous avons données
pour trouver les racines dans ces fortes de rencontres,
Mais il y a un grand nombre d’équations qui ne sy
fpportent pas. Alors, paflé les quatre premiers de-
giés, on ne peut réfoudre exaGement les €guations
Qe dans certains cas particuliers ; on eft obligé le plus
fouvent de fe contenter de folutions approchées ;
comme nous I'expliquerons ci-deflous. Ici je me pro-
pofe de faire quelques opérations & quelques remar-
Qués fur les racines d’une équation, fans qu’il foit
iéceflaire de les connoitre. Toutes ces préparations
90t une utilité prochaine ou éloignée pour parvenir 3
trouver en effer les racines, finon exactement, du
moins par approximation,

Vij
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314. LEs racines d’une équation peuvent étre
diminuées ou augmentées d’une quantité quelconque,
en fubftituant 3 la place de linconnue une autre incon-
nue plus ou moins cette quantité. Soit, par exemple,
Péquation * == at’ be2 - cz 4~ d =03 {1 'on fup-
pofe t==x 4= m, on aura la transformée '

~+a —+3amp ~3am* - am’
~+b 4 2bm ) —-bm*=0,

-+=c C —+=cm

~+d

dont les racines feront plus petites ou plus grands
que celles de I'équation propofée, de la quantité m

315. CeTTE méme transformation fert 3 délivrer
une équation de 'un de fes termes, comme nous 'avons
déjavu (232 & 233 ).

316. ON peut transformer une équation en ulé
autre dont les racines foient égales aux racines dela
premiére , multipliées par une quantité donnée. Soif
par exemple, I'équation #* == at* == bt =4 ¢==0: fi

3 X . -
Pon fait fi=x, 0ut= -+ on aura la transformee

x3 ax® bx
G s L
f2bx +f?c=0, dont les racines font les produits des
racines de la propofée , multiplices par la quantitéfs
ation
autrd

4= c==0, ou bien x5 4 fax*F

~ 317.D&-LA {uit le moyen de changer une €qu
qui contient des quantités frattionnaires en une
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»

in’en contienne pas. Qu’on ait par exemple ’équa-
qui q

at® be d wir
o +_k- ==0 : multipliez tout par

tion 23 ~}-

le produit des dénominateurs ; vous aurez ghkt® 4=
hkat? 4= gkbt 4= ghd = 0 ; enfuite faites ghkt==x,ou
r=-g;:;k—, vous aurez la transformée &° —=lkax* 4=
bbbz + g hk:d=0, ol il n’y a point de fraGions,

318. LA méme transformation peut fervir 3 faire
difparoitre en certains cas les quantits radicales qui
letent quelques termes d’une équation. Soit , par
aemple , ¢* 4= a2} k- bt 4 c]/ k=0 : faites
)/ k= x ; vous aurez la transformée x* — aks= ~t=
bkyt- ck> — 0, ouil n’y a point de quantité radicale.,

319. SEMBLABLEMENT, on peut transformer une
fuation en une autre dont les racines foient égales
i quotients des racines de la premicre, divifées par
we quantité donnée. Soit, par exemple , I'équation

3 T
P a12 bt 4=c=o0 : faites b e ; vousaurez la

ax® c

bx d
7 -{-—-}—z——-{— }-3—:0, ont les
facines fone égales 2 celles de la propofée, divifées par
la quantité f,

Il eft clair qu'on peut transformer, par les mémes
Moyens , une équation en une autre dont les racines
bient 3 celles de la propofée, dans tel rapport qu'on
Voudra,

tansformée % 4

320, UnE équation qui a des racines pofitives peut

V ijj
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étre transformée en une autre qui ait des racines
négatives de méme valeur: & réciproquement. Il ne
faut pour cela que changer les fignes des termes alter-
natifs  compter du fecond inclufivement, Parexemple,
fi au lieu de Péquation #* — 8x* == 17x — 10=0,
qui a les trois racines pofitives ¥ =1, ¥ =2, ¥=§,
on écrit &% - 8a2~4=17x 4= 10=0; cette dernicrs
équation aura les trois racines négatives ¥ ==—1,
o == 2 , = —¢. De méme, fi au lieu de I'éque
tion &? - 2x*— 134 —10==0, qui alesdeux racings
pofitives x =1, x=2,&la racine négative ¥ =1,
on écrit &% — 2x*— I3¥— I0==0; Cette derniére
équation aura les deux racines négatives x ==—1,
x == — 2, & la racine pofitive ¥ =7

En général qu’on ait les deux équations (x—a)X
(x—b)x(x—c) % (x—d)x& =0, (x410)
x (_x+b)x(x+c)x(x+d)x&-c=o,dom
Jes racines font les mémes aux fignes prés. Si fon
développe ces équations, on verra (283 ) quells
doivent avoir différens fignes au fecond terme ; k
méme figneau troifieme ; différents fignesau quatricme;
Ie méme {igne au cinquieme 3 &c.

Si une équation n’avoit pas tous fes termes, il fa-
droit commencer par fuppléer les termes abfents, P&
zero, pour pouvoir y appliquer la régle en queftion.

321, ToutE équation d’un degré impair a, @
moins, une racine réelle. En effet, ces fortes d’éque
tions peuvent étre repréfentées en général par L
by T - &e= Q, x étant 'inconntés
b, Q, &c, des quantités réelles & donnces O

¢,
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gette équation doit étre vraie, quelques variations qui
puiffent arriver 3 x & 3 Q, tout le refte demeurant le
méme. Soit d’abord x = 0, on aura auffi Q==0. Sup-
pofons enfuite que x augmente continuellement depuis
0 jufqu’a Pinfinie; il eft clair que Q augmentera aufli
continuellement depuis o jufqu’a Iinfini. De plus,
lorlque x devient infinie , le premier terme x2™ + *de
Péquation eft infini par rapport a tous ceux qui le
fuivent dans le premier membre ; & par conféquent
ceux-ci peuvent étre négligés. Donc, en nous fervant
ducaraiére QO ,pour reprélenter les quantités infinies,
quantités qui peuvent d’ailleurs différer les unes des
autres en grandeurs , de toutes les manicres poilibles;
nous aurons alors ¥ **+ ' = QQ.D'ou 'on tire x=

imil

‘/ ~ OO0, quantité infinie, P&e & pofitive ; car
toute racine impaire d’une quantité réelle & pofitive
elt également réelle & pofitive, Faifons x négative , &
imaginons qu’elle finifle par devenir infinie négative; la
quantité Q deviendra aufli infinie négative; & pour lors,
onaura — & ** +'= QO, ou ¥ ** " '=— Q0.

am41

Dod Pon tire & = — CO, quantité infinie,
réelle & négative ; car une racine impaire d’'une quan-
tité réelle & négarive eft aufli réelle & négative. Main-
tenant , puifqu’aux équations Q = o0, Q== 00,
Q=— oo, répondent refpedtivement les équations
¥=0, x = 00, ¥ ==— OO0 ; il s’enfuit que toutes
lesvaleurs poflibles d’une méme » font comprifes entre
Gesdeux limites réelles, Uinfini pafitif & Iinfini néga«

Viv
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tif; & qu’en allant d’une limite a l'autre, & pafle paf
le zero. Or, fuivant une loi quis’obferve conftamment
dans la nature, une quantité qui augmente ou qui
diminue continuellement, paffe par tous les degrés
poffibles ¢augmentation ou de diminution. Donc ks
quantité x, en augmentant continuellement depui
Pinfini négatif , jufqu’a Vinfini pofitif, ou en diminuant
continuellement depuis Vinfini pofitif jufqu’a linfini
négarif , aura néceflairement toutes les valeurs réelles
poflibles , comprifes entre ces deux limites réelles,
puilqueile pafle par le zero qui peut étre regardé
tout-a-la-fois comme la plus petite des valeurs poli
tives & des valeurs négatives. Donc, {i Pon attribue
3 Q une valeur réelle & finie ; ce qui remet I'équation
propofée fous {a pg aiere forme , ¥ 2™+ ' ax g
by *m=~1 |- &c 2= Q ; la valeur correfpondante &
x fera aufli réelle & finie. Donc, dans toute équation
d’un degré impair, il y a, au moins, une racine réelle,
qui peut d’ailleurs étre pofitive ou négative,, fuivant
la relation des quantités données a, b, Q, &c

322. LorsQUE toutes les racines d’une équation
font réelles & pofitives, les termes de cette €quation
ont alternativement le figne + & le figne —. Cel
ce quon voit par Yéquation de Particle 278, & ¢
quon trouvera dans toutes les équations de meme
elpice, :

323. UNE équation dont toutes les racines font
réelles & négatives, a le figne ~ 3 tous fes termes:
L’équation de Particle 279 en eft un exemple.
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324. St une équation a toujours fes racines réelles,
mais que les unes {oient poﬁcives , les autres négatives,
il y aura aatant de racines pofitives que de variations
de fignes , & autant de racines négatives, que de per-
manences de fignes, en prenant ces variations & ces
permanences, d’un terme au terme fuivant, dans toute
Péendue de Péquation. Car (oit, par exemple, Péqua-
tion de I'article 280, laquelle a deux racines pofitives,
& une négative. Ii peut arriver que Pon ait ¢ > a—+b,
ou ¢ < a -+ b. Dans le premier cas, le fecond terme
et pofitif : le troifieme eft négatif , parce qu’ayant
¢>a-+b, on aura ac+bc>(a+b)=>ab. Et
comme le dernier terme eft pofitif, on voit que du
premier au fecond, il y a une permanence de figness
que du fecond au troifieme , il y a une variation de
fignes ; & que du troifieme au quatriéme , il y a encore
une ‘variation de fignes. Ainfiil y a, en tout, deux
variations de fignes, & une permanence de figness
Celt 3-dire, autant de variations que de racines poli-
fives, & autant de permanences que de racines
négatives.

Dans le fecond cas, le fecond terme de I'équation
elt négarif ; & le troifiéme pourra étre pofitif ou néga-
tif. Si ce terme eft pofinif, il y aura du premier au
fecond une variation de fignes 3 du fecond au troi-
fitme , encore une variation; & du troifieme au qua-
trigme, une permanence de {ignes; ce qui fait en tout
deux variations & une permanence. Sile troifitme
terme eft négarif, il y aura une variation de fignes
du premier au fecond ; une permanence du fecond au

]
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troifiéme; & une variation du troifitme au quatridme;
ce qui fait encore deux variations & une permanence,
Le nombre des variations de fignes eft donc, dans ce
cas comme dans le premier, le méme que celui des
racines pofitives ; & le nombre des permanences, le
méme que celui des racines négatives.

325, DE-ra, il fuit que {i Pon fait, d’une manitre
quelconque , qu'une équation ne contient que des
racines réelles ; on connoitra combien il y en a de
pofitives, & combien de négatives. Par exemple, f
j’ai Péquation,
| #' 4 3a%t—232% — 2744166 xr—120=0,
& que je fois fuppofé favoir que toutes fes racines
font réelles ; je conclurai qu’elle a trois racines pofr
tives, & deux négatives, parce qu’il y a trois varia
tions & deux permanences de fignes. En effet, cette
€quation contient les trois racines pofitives, x=1,
x==2,x== 3, & lesdeuxracines négatives, x =—4,
X ==,

Si une équation manquoit d’un terme ou de pli=
fieurs termes, il faudroit, pour pouvoir employer I3
régle précédente, fuppléer ces termes par zero, quon
peut imaginer précédé du figne 4= ou du figne —
Soit, par exemple, I'équation &% —20x? 4= 302
19x —30=0, dont je fais que toutes les racines
font réelles, & qui n’a point de fecond terme. Je
Vécris ainfi, #% 4~ 0x*— 20 4% 4~ 3022 4= 194 —
30==0; & jobferve que foit qu'on prenne le fecond
terme 0x* en~=oqu en =, il y a dans toute I’érendue
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de Péquation, trois variations & deux permanences de
fignes. D'ou je conclus que P’équation a trois racines
pofitives , & deux négatives. En effet, cette équation
contient les trois racines pofitives, ¥ =1, ¥=2,
y=13, & les deux racines négatives ¥ ==—1,
e

326. Ox doit bien obferver que la régle en quef-
tion, dont Defcartes eft Pinventeur, n’a lieu que
pour les équations dont toutes les racines font réelles.
Car, par exemple, i on concluoit que P'équation
gr4-2x 4 =0, a fes deux racines négatives,
parce que tous fes termes {ont pofitifs, on fe trom-
peroit, les deux racines de I'équation €tant imagi-
aires.
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CHAPITRE XVIT

Des changemems de forme qu’on peut

faire [fubir aux racines de certaines
équations , ou en général @ quelques
quantizés radicales,

327. O N a vu ( chap. X & XI) que les formules
générales pour la réfolution des équations du troifitme
& du quatriéme degré, contiennent différents fignes
radicaux. Les uns affe@ent des quantités purement
rationnelles ou commenfurables * ; les autres, des
quantités en partie rationnelles, en partie radicales
ou incommenfurables. Les premiers difparoiflent,
lorfque les quantités qu'ils précédent;, font des puil

fances parfaites de méme expofanz que lindice de l

* Les expreflions quantité rationnelle, quantizé commenfurable,
fout fynonymes, de méme que les expreffions quantité radicale,
quantité incommenfurable, Les quantités rationnelles ont toujouss
avee l'unité un rapport affignable ou mefurable ; par exemple, l2
fraction % eft 3 Lunité, comme 3 eft 3 4. Mais les vraies quan-
titds radicales n'ont, avec I'unité, aucun rapport qu'on puiffe
afligner rigoureufement en nombres finis ; par exemple, on nt
peut pas déterminer exactement en nombre fini la racine quarrée
de 2.

SCD LYON 1




CrasyTins 2 XVEE - 319

meine 3 car alors la racine fe tire par les méthodes du
Chapitre VII. Les feconds peuvent difparoitre aufli
en certains cas. Il y a de méme dans les degrés fupé-
rieurs au quatrieme des claffes d’équations dont les
ncines affectées de radicaux peuvent étre ramenées a
| des formes plus fimples. Je me propofe ici d’expli-
 quer la méthode pour faire ces transformations, lorf{-

quelles font poffibles. Commencons par les expref-

fions ou il n’entre que des radicaux du fecond degré.

328. JE fuppofe, pour indiquer d’abord claire-
ment Pobjet de cette recherche par un exemple,
quon ait & réfoudre Péquation du quatritme degré,
st—(1002—20*) 22 9 a* 4~ 6 a*b*+ bt =0,
qui fe traite par la méthode du fecond degré. En

opérant comme il a été prefcrit ( 214 ), on trouvera
les quatre racines,

x=-41/[saa—bb=4 4ay (aa—0bb)].

- La quantité aa— bb n’eft pas un quarré parfait ; &

par conféquent |/ (aa—1bb ) el une vraie quantité

incommenfurable. Mais la quantité § gz — bb =

q-d]/(aa—bﬁ)., en partie commenfurable, en partie in-

commenfurable , eft un quarré parfait, celui de 2a-4-
 V/(aa—bb). Ainfi les quatre valeurs de x fe {impli-

fient & deviennent ,

r=o (2a+ |/ aa—bb)).
329. IL n’a été befoin que d’un peu d’habitude

dans le calcul, pour réduire la premiére expreflion de
¥ celle qu’on vient de trouver, Mais il y a beaucoup
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de cas qui n’offrent pas la méme facilité que Pexempls
précédent, pour reconnoitre {i une quantité en partie
commenfurable , en partie incommenfurable, eft oy
non un quarré parfait, Il eft donc effentiel d’avoir ug
méthode fire pour extraire, lorfque la chofe eft poﬂ
fible, les racines de ces fortes de quantités. La voic,

330. ReprésENToNs par 4 - |/ B les quantits
en partie commenfurables, en partie incommenfur
bles.dont il eft ici queftion, A étant la partie ration-
nelle, J/ B la partie radicale du fecond degré. Quele
que foit la racine quarrée de 4 =41/ B, il eft évident
quelle ne peut contenir que des radicaux du fecont
degré ; autrement elle produiroit des radicaux due
autre efpéce dans 4 + ]/ B. Ainfi, en fuppofantqe
p & g font des quantités rationnelles, la racine ne pa
avoir que la forme p + /¢, qui ne contient qum
feul radical du fecond degré; ou la forme 1/ p 4 /4
qui contient deux radicaux du fecond degré. At
buons-lui la forme J/p+ 1/ ¢, quieft la plus gésé:
rale, & qui comprend dailleurs la premicre , lorlqe
p eft un quarré parfait. En élevant Vp+Via
quarré , nous aurons p =~ ¢ 2 ]/pg , quantité qu
doit étre égale 3 A 4 |/ B. Et comme les quantit
p> ¢ font arbitraires, nous pouvons égaer la parti
rationnelle p 4~ ¢ & la partie rationnelle 4, & la par
tie radicale =2 ]/pq i la partie radicale + J/ B
ce qui nous donnera les deux équations p 4-g =4

2}/ pg=v B, ou4pg=B3. :
Tirant de la feconde, g=—-—; 3 & mettant celté
4
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yaleur dans la premicre, on trouvera p?— Ap =—

2 Doi Fon tire (202), en regardant p comme
4

A+ y(A*—B)
[inconnue, p= V(l » Donc g=4 —
CE
= Py =2 o aura par conféquent,

VP’=:‘V[ A *y(A*—B) ]’
Vims ARV =D

La racine quarrée de 4-+1/B, Ceft-3-dire;
Vp—!—v/g, fera donc exprimée ainfi,

Virve==() [ L2X2L=D %
| it D

eprefiion dans laquelle il fuffic de prendre les fignes
lupérieurs de la quantité radicale |/ (42 —B), atten-
du que les inférieurs produiroient le méme réfultat,
On aura par conféquent, _

Vo+ve== ([ A”"‘/(f’_m 1+
g —o-v)

De méme], la racine quarrée de 4—]/B, Ceft-
ddire, 1/p—v/q, fera exprimée ainfi,

Vp?—vq=:t€ ¥ A""/(fz'"m]--_
V[ A-—;/(;A —B) ])
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e g5 MAINTENANT, toutes les fois que la quantité
propofée A4 I/B fera un quarré parfait ,la partie
]/( A?*—B) deviendra rationnelle. Car 4*~B—=
(p4-q) —4pg=p*—+q —2P]=(P—q); &
par conféquent (A> — B)=p—¢q , quantité ra-
tionnelle. Tel eft donc le cataltere auquel on recon
noitra fi A4=]/B eft un quarré parfait. Cette quan-
tité eft un quarré parfait, lorfque 4*—B en eft un;
& la racine de ce dernier quarré fe trouve par
méthode de Particle 121 ; enfuite les formules de
Particle précédent donnent la racine de A=)/ B. Au
contraire , on conclura que 4 =1/ B n’eft pasun
quarré parfait , i 'on trouve que A>—B n'eneftps
un. Eclairciffons cela par des exemples.

ExexerrEe L

Extraire , $il ¢ff poffible , la racine quarrée deld
quantité §a*—b*4-4a V/ (aa—bb)?

On voit que tet exemple eft celui de Partick
328.
Nous avons ici d==gsa>—1b2, |/ B=4a]/ (a1~
bb), A2—B=25a*—10 b == bt — 164+
16a2b* = 9a* = 6a’b* 4-b*. Et comme cette dernitre
quantité eft un quarré parfait, celui de 3a* = b nows

- WS P 3 .',':

aurons p= Ay ¢4 R) Rk § +__-‘_‘f..t-—
- 2

=403 & '|/p=ﬁza. Enfuite , on aura §=

il (A* =By g — 4 — (3PP

X > g
aa—bb 3 & V/ q===1/(aa—bb). Ainfi la®®
ciné
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cine quarrée de la quantité propofée ¢ a* — b= 4

4.a]/(aa——bf)j, eft i(zail/(aa——bb)),

comme on I'a trouvée ci-deflus,
Exemers g LL

Exiraire;, sil eff poffible , la racine quarrée de Iz
quantité numérique 28 4101/ 3?

Nous avons ici 4=28, ]/ B= 10y3, A>—
B=784--300=484 dont la racine quarrée eft

B Rinfi p— T o e
‘ z

q=_'3.i_a__=f_. =3, & /9= /3. La racine
quarrée de Ta quantité p}opoﬁ_fe eft donc’j‘-}—']/g_;
w—5—1/3. .

-E-X.EMPLE IL:.LL

- Exwgaire , s'il eff poffible’; la racine quarrée de la
guantisé ab <~ gc*— d=4-21/( gabcisghd= ) ?

Nous avons ici 4= ab 4 402 —4d> , V' B=

2V (4 abcz —abd>) 3 A* — B=q2b>— 8§ gb= 4

166 4= 2 abd* — 8 c*d> 4= d*, dont 1a racine quarrée
ab 2 —1q=

et ab— 4.c2 4-d2, Donc p= N e

%

g2 g
l"‘.l—-_._q_'__

. =uab ; & Vp=i]/a5;&q=
B ed  d% — (ah — 4% 4 4 |

— C* e (2

- 2’ - ;
Vq=¢]/(~4:= —d*). Alnfila racine de la quan-

tité Propofée eff 4 (]/ab_-—i—l/{z{ﬁ-—.i'—)) ; fomme
X
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de deux quantités radicales , prife pofitivement oy

négativement, :
ExemrrLE IV

Extraire , s'il ¢ poffible, la racine quarrée dels
quantité 382 —b*-+4b]/(s5a*—c*)?

Nous avons ici A=3a2—b*, |/ B==4b}/ (sa~
¢2) 3 A2—B=9a*— 86 a2b* -+ b* A4~ 16b**, qui

neft pas un quarré- parfait. Dol il {uit que la quan-

tité propofée n’en eft pas un non plus, & que pa
conféquent Pextraction de la racine ne peut fe faire
que par approximatiom

332. La méme méthode sapplique a Pextraion
des racines quarrées des quantités qui contiennent,
avec la partie rationnelle, plufieurs radicaux du fecond
degré. Mais il fauc obferver, par rapport a ces quan-
tités , que fi Pon fait le quarré d’un trinome p+
1/ ¢=+1/r, qui contient. deux radicaux, oudun
trinome /P -+-]/q-+-]/r', qui contient trois radi
caux ; ce quarré contiendra, dans 'un & Pautre cas,
une partie rationnelle , & trois parties radicales. D'ol
il fuit que la quantité dont il s'agit d’extraire la racine
quarrée., doit contenir trois radicaux , fi la raciné,
{uppofée trinome ., en doir contenir deux ou troi
On verra de méme que le quarré doit contenir fix
radicaux , lorfque la racine, fuppofée quadrinome, &8
contient trois ou quatre ; &c. '

333. Cera obfervé., qulil s'agifle, par exemples
dextraire la racine de la quantité A-{-]/B-H/ﬂ‘l"
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VD,'qui contient une-partie rationnelle, & trois
parties radicales du fecond degré. Je fuppofe pour la
plus grande généralité, que la racine foit le trinome
VP41 q+1/r, dont les trois parties font radi-
cales, En faifant le quarré de cette racine, on aura
pHg+r—4-2]/pgt2 Vpr+2 1/ g7« Donc, en
€galant la partie rationnelle p—4-g—-r & 4, & cha-
cune des parties radicales, 2]/pq, 2V pr, 2l gr,
8 chacune’ dés parties radicales VB, VC, VD,
o0 aurd y—pt-qg=-r=4, 21/ pg=1/B; ou

q-.-——--—%.—,szr:]/C, 01.1 = :; , 2]/grm
VD,bu re= B

: 49
Subftituons, dans la premigre équation , § Ia place

Ge g & r Jeurs valeurs donndes par la feconde & Ja

) B G
toifime ; nous aurons , PH— A ——=A;

S lap T
doi I'on tire , p=— salecr g i :ﬁB_C}

Si 4+1/B+1/C+- /D eft un quarré parfait ,
la quanticé V[ 4*—B —C] deviendra rationnelle,
Cor 4+—B—C=(p-4g +r)y—4pg —4pr=
B qq=-rr—2pg—2pr 4= 2gr=(p—g—r)*;
& par conféquent /¢ A2—B—C)=p—g—r,

i i ¢ B
Connoiffant p , on aura g, par I'équation g=~—
4p

" C 3
&r par Péquation r==-——, Mais comme 7 2 0.
4p :

i : o 2
core une valeur , favoir r= » il fandra qu’aprds
i : .

X 3§

it
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avoir déterminé p, ¢, r, ainfi qu'on vient de le dire;
"D

= — our
o |

on ait I'équation de condition
que Pextraction de la racine foit poflible.
ExemeLE L

Extraire ST ¢ft poffible, la racine de la quantit
1041244 V 40 -+1/ 6o.

En fuppofant A==10, ]/B:l/z.&., I/C:]/{,o,
VD =]/ 60, on trouveroiv 4*— B—C=36,

dont la racine quarrée eft 6 ; & par conféquent,

A/ (4*—B—C) 10+ 6
o " —ri —— 8 s q:
2 b
B € : L
—_—i, r= = £, Mais comme I'équation
4p 4P
C D . }
— , ou y==80, n’eft pas vraie ; ondot
4p 44

conclure que les nombres trouvés pour p, ¢, T &
peuvent pas étre les véritables. Suppofons A4=10;

VB:‘_—]/'%O » V' C:]/tfo ’ V D:f]/zé; nous

aurons A*— B— C==0, & par conféquent p=

2 —¢, g==2, r==3. Et comme I'équation -;;-f—'

, ou 3==3, ft vraie »il s'enfuit que les troi
pombres 5, 2, 3 fatisfont 3 toutes les condition
qui doivent avoir lieuw pour p, ¢, r." Donc la re
cine quartée, 1/ p=+1/ g1/, de la quantité pr*
pofée 10-1—]/2.',-1-—]/46—{-]/:60, eft :;-__([/5-{'

V2V 3) ;
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Exenmepre IL

Extraire, 5°il eff poffible, la racine quarrée de la
quantité 28 41/ 3204144841140 ?

Soient A=28, |/ B=]/320, |/ C=)/448,
I/D.—:]/ 140 ; nous aurons 4>—B—C==16, dont
A+ (A*—B—C)

la racine quarrée eft 4. Donc p=

,ou 28=28,eft

Et comme I’équation
Y

viaie ; il S'enfuit que les trois nombres 16, §, 7 , trou-
vés pour p , ¢, r, font les véritables. Par conféquent,
laracine quarrée, ]/p-i—]/q—}-—]/r, de la quantité
propofée 28 —+1/320+ 1 448 +1 140 , eft
(41 s+V7)- - '

On opérera femblablement pour les quantités de
pareille nature , lorfque les racines quarrées doivent
éire quadrinomes, quintinomes, &c.

334. S1L €roit queftion d’extraire la racine quarrée
due quantité qui ne contint que' des quantitds ra-
dicales du fecond degré, & point de partie ration-
nelle ; cette extradtion s'exécuteroit , lorfqu'elle eft
poflible, par les mémes principes.

En effet, {oit le binome ]/A +1/B, ol il nen-
Ue que des parties radicales , dont il faut extraire la
racing quarrée. On voit aifément que cette racine doit

avoir 13 forme V (P'V’r)'i—]/ (9vT1)s ot les deux,
x5
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quantités p & ¢ fone affe@ées du méme fa&eur ra-
dical /7 5 afic qu’en la quarrant, on ait {implement
deux parties radicales correfpondantes & /4 & 3
1/B. Si on lui attribuoit-la forme l/(er)-[.
V/(qvs), ou les fadteurs radicaux de p & de g font
différents, on auroit au quarré plus de deux parties
radicales. Il n’exifte, pour la racine, point d'autre
forme que la premiére , pour produire un quarré fem-
blable 4]/ 4+]/B. Je fuppofe donc que 1/ (pVr)+
]/(erJ foit la racine quarrée cherchée; jen fais
le quarré, & je le compare avec |/ A+ ]/B; cequi
me donne les deux équations,

(P V=4, ou (p+q)r=4,
2}/ pgr=)/ B, ou 4pqr=3B.
Retranchant la feconde égalité de la premigre, on
trouvera ,

(p—q)r=A—B.
D’oli 'on voit que i)/ A4/ B eft dans le s

d’avoir une racine quarrée, A— B eft multiple dun
quarré, La derniére équation donne (p——g)]/r=
1/ (A—B). Ajoutant celle - ci avec la premitre,
puis la retranchant de la premiére, on aura,

. VA+y(4—B)
P‘/ “Hr 7 ]

VA=V (A—B)

2

Donc la racine cherchée |/ (pvr) 41/ (qvr)=

P A

g‘,’l’=
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ExeEMPLE

Extraire , s'il ¢t poffible , la racine quarrée de la
quantité 8]/ 2-+2]/30?
Nous avons VAa=8) 2, VB=21"30,
A=128, B=120, 4—B=28, quieft le produit dua
V A+ (A—B)

quarré 4 par le nombre 2. Donc =
2

| BPER Y ER  isud A el B8

2

4)/2—1/2=3]/"2. Laracine cherchée eft donc
Visv2)+V (3v2)

335. La méme méthode a également lieu pour
lextraQion des racines quarrdes des quantités en par-
tie réelles , en partie imaginaires. Car foit le binome
F41/— G, dans lequel F eft une quantité réelle,
pofitive ou négative, ou méme zero, G une quantité
téelle pofitive, afin que |/ — G foit imaginaire. En
mettant dans Pexpreflion générale de la racine quarrée
de 44-]/B, trouvée (330), F pour 4, & —G

pour B, on trouvera,

V[F-I- V—G]=:l:( V'[ F+ V(=F=+G) ]+
V[ F—vV(F*4G) :D

Pour que F--]/—G foit un quarré, il faut que
£ 4G en foit un,

X iv
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Exeumrrsx L

Extraire , il ¢ff poffible, la racine quarrée.d
V' —64,0u de 8]§i€‘9 L :
Nous avons ici F=o0, ]/—— G=8)—1;
. donc G=064, F:4~-G==64 dont la racine quarrée
elt 8. La racine quarrée cherchée eft donc 4 (24
2)/—1)=s 2014/ —1).
Exzametx Il

Extraire , $il eft poffible, la racine guarree de
16 —30)/ —17?

Nous avoss ici F=16, |/ —G=30)/—1
Donc F:=256", G=900, F*4~G=1156 dont
1a racine quarrée eft 34. Donc 1/ [16—30y/—1]=
HHLPeEin.

336. ON voit par les deux exemples précédents,
& il en fera de méme dans tous les cas pareils, que
lorique F4-1/— G eft un quarré, fa racine eft
toujours de cette forme a—4=b]/—1,a & b éunt
des quantités réelles. On peut femblablement, lorfque
F+4-]/—G v’eft pas un quarré parfait , indiquer fa
racine par a-4-b)/ — 14

Car, que F4]/—G foit ou non un quarré; que
méme F & G foient des quantités radicales quels
congues , réelles, avec cette reftriGtion feulement
que “G foit pofitive ; la racine quarrée de F-
V/ —G peut sexprimer généralement par =+

(V ['F “+V (j *+-G) ] 3 V F—/(F -+GJ])
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ﬁﬁiﬁu’en levant cette derniére quantité au quarré,
on trouve F - ]/—- GrDr 1/( F> 4~ G) étant
toujours une quantité réelle plus grande que F, il eft
évident que foit qu’on fuppofe F pofitive ou néga-

t : ; F: F*+4-G ~
tive, la premiére partie V[j_.‘%___}] de

la racine propofée eft toujours une quantité réelle
qu'on peut reprélenter par a3 & que la feconde partie

Fev/(F4+G . . g
V[ £ S b ] , qui eft imaginaire , &
2

i 3 « ' F2a. . .

qui peut s’écrire ainfi, V[ V( G) ] 2
2

/=1, peut Sexprimer par b]/— 1, en faifant

V[\/(E‘-f—(?)

337. IL fuit de-1d que fi Pon tire la racine quarrée
de F4-1/—G ; puis la racine quarrée de la racine
quarrée précédente 3 ainfi de fuite: on aura toujours
pour chaque racine une quantité qu'on pourra repré-
feater par a1/ — 1. Car d’abord nous venons de
vir que |/ [F~+y—G] fe rapporte  la forme
a+b}/—1, ou a1/~ b*. Par la méme raifon,
la racine quarrée de cette racine quarrée eft toujours
une quantité de pareille efpece ; ainfi de {uite.

On doit obferver que fi a-4-b]/—1 eft laracine
Quarrée de F+]/—-G, on aura a—b ]/-——1 pour
celle de F—]/—G. Ainfi des autres.

338. TouTe racine paire d’une quantité négative
=C, eft réductible a la forme a4 )/ —1.

Car,1°, |/ —C=)/C. |/ —1, qui fe rapporte

F . »
]:?; , quantité réelle.




e e — e = =

T

e e

e
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a la forme a=-b]/—1, en faifant a=0, b=/ ¢,
De plus, fi dans larticle 336, on fait F=o,
G=C, on trouvera que }/ [y—C]. ou, ce qui

c
4

eft la méme chofe (110 & 112), |/ —C=
(14y—1) qui fe rapporte 3 a=+b]/ —1, e
fuppofant a—_—b:]y% Faifant enfuite dans le méme

article 336, F=]V%, ]/--—G=]*/% V=1,

on trouvera que 1/[1/ —C], ou, ce qui eftla
méme chofe , ]‘/—-—C eft encore réductible alh
forme a=-b]/— 1. Ainfi de fuite pour toutes ls
racines paires dont les indices font P'un des termes
de la progreflion géométrique — 2: 4:8: 16:32:&a

29, La racine fixi¢éme de — C étant la méme chole
(1710 & 112 ) que la racine quarrée de la racine cube
de —C; & |/ —C étant =—)/ C, {i Pon fuppole,
pour abréger un peu, VC: D, on aura |/ —C=
V/— ty=vD.)/ —1. Ce qui rappelle ce cas 2
précédent, & fait voir qu'on peut comprendre, fous
la forme a-i—b]/—— 1, toutes les racines paires de
—C, dont les indices font 'un des termes de la pro-
greflion géomérrique =~ 6:12:24:48: &c.

3°. De méme, '/ —C étant la méme chofe que
VIV/=C]; & V/ —C érant =—1/C; fi T
fait |/ C=F, on avra /' —C=/—E. D'oii ['o0
voit encore que ce cas fe rappeile au premiers &
quon pourra toujours mertre fous la forme &+
b/ —1 toutes les racines paires de ——C, dontls
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sndices font Pun des termes de la progreffion géo-
métrique =~ 10:20:40:80: &¢.

Ainfi de fuite. I eft évident' que les progreffions
indiquées comprennent , par leur réunion , tous les
nombres pairs.

Je paffe aux extractions des racines cubes.

339. SUPPOSONS , pour commencer encore par un
exemple , qu'en réfolvant une équation du troifieme
degré par la méthode de Tarticle 235 , on foit par-
venu 2 cette valeur pour & ,

=1/ 48 — 3ab>+ (40> —b) |/ (aa—0b) ]
+ 1] 4a* —3 ab* — (ga> —b) |/ (aa—bb)]

fhabitude du calcul pourra faire connoitre que la
quantité 4 a® — 3ab* 4 (44> —b*) V/ (aa—bb) eft
w cube parfait, celui de a =+ )/ (aa —bb), & que
par conféquent la valeur de x fe réduit fimplement a
=24, Mais voici une méthode fiire pour extraire
laracine cube dans ces fortes de cas.

340. RepREsENTONS par 4-+]/B, la quantité
dont il faut extraire la racine cube, 4 étant la partie
rationnelle , ]/ B une quantité radicale du fecond
degré. Jobferve,

1°. Que la racine cube cherchée ne peut pas con-
tenir plus d’un radical du fecond degré ; car le cube
dune quantité telle que |/ p—+}/ ¢, contiendroit des
radicaux 3 tous fes termes, & par conféquent le
cube fuppofé 4 -4~ ]/B , contiendroit plus d’un radi-
cal du fecond degré; ce qui eft centraire 4 Phypothefe.
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2°. Que la racine peut contenir, avec un radicaf
du fecond degré, un radical du troifieme degré,
pourvu que ce dernier radical foit commun 2 tos
fes termes. En effet, le cube d’une quantité telle que
i]}/m—l—l/h. V meft é’m—|—-3£=:nl/h+3ihm+
mh /' h 5 & ce cube a, comme on voit , de méme que
A--1/B, une partic rationnelle, favoir km— 3 khm,
& une partie radicale du fecond degré, favoir ( 3km-+
mh ) 1/h. La racine cherchée ne peut pas avoir d'au-
tres efpéces de formes.

341. JE fuppofe que la racine cube de A4 +1/B
foit p+1/¢., p étant une quantité rationnelle, J/
une quantité radicale du fecond degré. Les conditions
qui doivent avoir lieu pour que cette fuppofition fit
vraie, nous feront connoitre en méme-tems les cas
ou les deux parties de la racine doivent étre affe@és
d’un radical cube.

On obfervera que fi la quantité dont on demande
la racine cubg, éwoit 4— /B, il faudroit prendre
pour racine, p—1/q. Mais, pour abréger, je me
contente de confidérer 41/ B.

342. Ex élevant p+ /¢ au cube, & en égalant
la partie rationnelle de ce cube 3 4, & 1a partie radi-
cale 3]/B, onaura ces deux équations, 4 = p’=43p{s
Vill=¢ 3pP*+q) ]/q, qui étant €levées au quarré,
donneront deux nouvelles équations dont la différence
elt,

AT Ireh3re ¢ =Rl
Donc, en tirant la racine cube de chaque membre
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on aura P/ [A“— B ] == p3 —— q. Ainfi Iorfque A =
J/B eft un eube, & que fa racine eft de la forme
p+1/ ¢, la quantité 4*— B eft un.cube parfuit,
celui de p* — g.

Nommons , pour abréger, n la quantité donnée
J[4*—B] que je fuppole rationnelle. On aura
g==p*— n. Subftituant cette valeur de ¢ dans Péqua-
tion 4 == p =}~ 3pq, on trouvera I'équation de con-
dition ,

(M) 4p—3nmp—A4=o0,

qui donnera pour p une valeur rationnelle; dans Phy-
pothefe propofée. La feule difficulté eft donc de fayoir
décompofer cette équation en fes facteurs rationnels,
fielle en a effetivement. Cleft 3 quoi on parviendra,
ow-par, I'ufage du calcul, ou par les méthodes que
. fous avons expliquées. ( Chap. XIV ). .Quand on
ra p, on aura g, par Péquation ¢ ==p? —n.

343. LorsQUE 42— B n’eft pas un cube; & que
cependant Ta quantité propofée A1/ B 'en eft un,
la racine cube de cetre quantité contient dans fes
deux termes un radical du troifieme degré. Pour
trouver alors icette racine, je multiplie. & je divife
A4-1/B, par un facteur indéterminé1 ;-ce qui me

TN lA+1ly B .
donne 4 < V' B= B & ]V[-A-{»-;/B]::
-——_____VII'A+IVB] . Maintenant,

i -
de Particle précédent, on met 14 pour: 4. I}/ B
pour /B, il eft clair que le numérateur [V [ 1.4 =+

{i dans les formules
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1B ]fera de la forme p 41/ ¢, pourvu que 4=
I:B foit un cube parfait. Or, il eft toujours pofiible
de déterminer | de manitre que 2 ( 4*—B) {oit u
cube parfait, puifque le pis aller eft de prende
1= A>— B. Ainfi, dans ce cas, la racine cube de

A-+yBeft P;:/? ,Oup'[/b-i-;/q.]/iz

fion qui fe réduit a la forme kY m-l-l/h.f’/m,

propofée (340, n° 2), en faifant -f-:-— =k, ¢ =

, expref

I» = m. Quand on aura donc trouvé, par la méthode
de l'article précédent., la racine cube de 14 +I|/B,
il faudra divifer cette racine par |/ I, pour avoir le
de A+ V B. R

11 eft clair que tous ces calculs s"appliqueront égi-
lement auk quantités en partie rationnelles, en par
imagimaires, ‘'en regardant- B* comme une quantié
négative.
* Eclairciffons tout cela par quelques exemples.

g xeMPrLE L

Extraire , s'il ¢ft poffible, la-racine cube de la quar

tité 4.8° = 3ab* 4= (42— b2) |/ [a*—b2]2
Nous avons'ici 4 ==4a’—3 ab*, I/ B=(44~
b))V (a2 —b*); A*—B=1bs, dont la racine cube
eft b =n. Aibfi' Péquation ("M ) devient 4p’=
3bip—4a +3 ab*=o0; & on voit, an premief
coup d’&il, quelle eft divifible par p —a =0 Doac
bh, A

p==a; &icaule deg==pt=—n, g==aa——"20
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laracine cube de la quantité propofée eft de la forme
F-{—]/g ; & certe racine eft a 4= ]/( aa—0bb ).

On trouvera femblablement que la racine cube
lo'ga— 3abs — (gqar—b ) 1/ [aa—bb], eft
¢—)/[aa—1bb ). :

Les deux cas réunis comprennent I'exemple de
larticle 339.

ExeEmepire IL

Extraire, s'il eff poffitle, la racine cube de la
quantizé numérique 2 ==/ 5 2 '

Nous avons ici 4 =2, ]/B:]/; 3 A2——B =
4— § =~ 1., dont la racine cube eft— 1 =n, Par
conféquent ’équation (M) devient 4p? == 3 p— 2=—=0;
&elle eft divifible 'par 2p—1==0. Donc p=1, &
{=p*— n==3:~1 =1, Ainfi la racine cube de la
quantité propofée eft de la forme p~y/ ¢ ; & cette

racine eft — s A -

i

-

EX,EM‘PLE IIL

" Extraire, 5'il eft poffible, la racine cube de la quan-
it 54=31/32 |

Nous avons ici A=5, V' B=3 V.35 4>
B=—2, qui n'eft pas un cube parfait. Ainfi cet
exemple fe rapporte a l'article 343. En fuppofant le
fadteur 1="2, on aura V(4 —B)E]=1/—8
=-—2==n, Mettons dans I'équation (M) pout
% cette valeur , & pour 4, le produit [4, ou 2 x ¥3
f0US aurans 4.p* 4~ 6 p == 10==0, équation divifible
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par p—1==0. Donc p=1, & g=p*—n=y;
La racine cube de [4~~1]/ B, oude 10 4 6]/3

eft donc de la forme p-—}—l/q ; & cette racing eft
1]/ 3. Par conféquent la racine cube de la quani

propofée A4-1/B,ou 54313, eft I;"/g :
Ve

Bxpm pLE IV

Reconnoftre fi dans Téquation x* == 3 X — 14=0,
qui n’a (238" 'quune feule racine réelle, la valeur &
x ne peut pas étre débarraffée des fignes radicaux?

En réfolvant cette équation par la. methode &
Particle 23§, on trouve,

a—V[7+V501+1/[7-—v’50~]

La queftion eft donc de tirer, §'il eft poﬂib]e,
racine cube de T 1/ 50, & celle de.7—V/ 50
Or, pour la premitre quantité,nous avons A=7,
V/ B=)/ 50 3 42—B=—1, dont la racine cube et
= 1 ==n. Donc l'équation (M) devient 4p* 43—
7=0 & elle eft divifible par Pt = Do
p=1, &q=p*—n==2. La racine cube de;7-
1/ 50 eft donc de la forme p - ]/q 3 & cette racine
elt 1~ ]/ 2,

On trouvera femblablement. que la racine cubedﬂ
7—-]/ 5o eft 1—]/ 2. Ainfi la valeur dex fe rédut
fimplement 3 x = 2.

Cet exemple.peut fervic duclmrc:ffemen{ a lae

sicle 231 6
ExenrLE
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Exemrprs V.

’

Reconnoltre fi Péquation % — 6x 4=0, qui
[emble (245 ) appartenir au cas irréduétible, nauroit
pas des racines exprimables fous une forme finie ?

En rélolvant cette équation par la méthode de
farticle 235, on trouve,

t=][—2d2y—1]+ ]} [—2—2y—1 ;o

Il Sagit donc de tirer , sil eft poffible, la racine
abe de —2—2]/—1, & celle de —2—2]/ 1,
Ot, pour la premicre quantité, nous avons d=—=—2,
VB=21/——-I 3 AA=—B=4 4 4=28, dont la
ncine cube eft 2 = n. Donc I'équation (M) devient
§§'—6 p~+2=0; &elle eft divifible par p —1—0,
Donc p=1, & g=p*—n=—-—1. La racine cube
de—2 2]/ — 1 eft donc de la forme r+V ¢
. &cette racine eft 1 4]/ — 1.

On trouvera de méme que la racine cube de — 2
=2)/—1 eft 1—}/—1. Ainfi la valeur de » fe
téduit fimplement 3 2. valeur réelle ; les quantités.
iaginaires qu’elle renfermoit fous fa premicre forme,
e détruifant mutuellement par Poppofition des fignes.
8i Pon divife I’équation propofée »* — 6 x 4-4==0,
P ¥—2, on trouvera I'équation du fecond degré
¥2x — 2 =0, laquelle donne pour x ces deux
dutres valeurs réelles, ¥ ——1 — 1/ 3, x=—1
TR _

. Cet exemple peut fervir déclairciffement 3 Pare
ticle 246,

X
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344. St on propofoit d'extraire la racine cubg
dune quantité compofée de deux parties radicales
du fecond degré, telle quelt V' C+V/'D; onmi
tiplieroit & on diviferoit tout par le cube de lune
des parties, par exemple , par celui de 1/C 5 ce qui

donneroit /' C+1/D= sl i Or, dans

v e

cette fra@ion , le numérateur fe rapporte ¥ la forme
A+1/B.enfaifant =4, |/ CcD=)/B;&
ce méme numérateur fera un cube, fi |/ C=4=}/D
en eft un, puifque C: =~ |/ C’ D eft le produit de
1/ C—+V/ D, par une quantité élevée au cube. Aol
on aura la racine cube de |/ C—+1/D, en tirant, sik
eft poflible , celle de C* - 1/ CD, & en la divifant
par la racine cube de V€, Celt-i-dire, par Ve

345. QU'oN ait la quantité F4-]/—G , en part
réelle , en partie imaginaire. Lorfque cette quan
tité eft un cube parfait, on trouve par la méthode
des articles 342 & 343 ,'que fa racine cube eft tote
jours de cette forme, a=b ]/— 1, a & b érantdes
quantités réelles, Maintenant, je dis en général g
Jors méme que F4=]/—G n’eft pas un cube , on pett
néanmoins indiquer fa racise cube par la formtlé
a—+ b]/—— J

Car repréfentons la racine cube dont il s'agit P&
743, la partie s contenant un radical du fecond
degré , tandis que r wen contient point, & les deu
parties r & s pouvant contenir d’ailleurs chacune uf
méme radical du troifiéme degré. Ces formes font
les feules qui foient compatibles avec Pefpéce dels
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quantité F— 1/ —G. En faifant le cube de r s, &
en égalant & F la partie de ce cube, qui contient la
letre r & le quarré de s, & 2 |/ —G, la partie ol s
eft élevée 3 une puiffance impaire, on aura ces deux
équations ; F==r® —4= 3rs2, ]/--—-G == (3r2 425,
0uG==—(3r* 4 s2)*5?, qui étant combinées en-
femble , donneront néceflairement pour r & s des
valeurs telles qu’ent élevant r~s au cube, on aura
F+ 1/ — G, puilquelles font fondées fur I'hypo-
théfe que r -5 eft la racine cube de F V —G
Or, en opérant fur ces deux €quations , comme dang
faicle 342 , on trouvera d’abord r*— g =
VIE+G1, quantité réelle que je nomme n, pout
abréger. Enfuite on aura, en r, une équation ana-
logue & I’équation (M), favoir, 4r’—3nr—F=o0;
22 —-—F;=o. Dans cette dernitre

< B
fquation , qui eft du troifiéme degré, les trois valeuts
der font réelles ( 245 ). Ainfi,

1% L'on peut repréfenter Pune d’elles par a.

2%, L’équation G==—(3r* - s*)2s* donne =

e y
—————+ Mettant dans le dénominateur, 3 Ia
(377 -5 )2

—_—

(472 —m2?
quantité qui eft néceflairement négative ., puifque G

eft pofitive , & que le quarré ( 4r:—n) eft aufli
Hne quantité pofitive, Donc s eft une quantité imas

ou bien 73 ~—

Place de s* fa valeur r>~—n, on aura s* ==

-, s G
ginaire , qui a pour expreflion ?‘é—-—.‘;— X ]/—— 1
: Y j
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& qui fe rapporte a la forme b I/ — 1, en failant
AL
b= —

T quantité réelle.

346. I fuir de-li que fi Fon tire de la quantité
F - [/-G une racine paire , dont l'indice {oit
compris dans la progrefion géométrique = 6: 12
24.: 48 : &c; cette racine fera toujours réductible
1a forme a + b}/ — 1. Car tirant d'abord la racine
cube de F4-]/ —G, on aura une quantité de la
forme a0 ]/-— 1. Tirant enfuite la racine quarrée
de cette quantité, puis la racine quarrée de la racing
quarrée précédente 3 ainfi de fuite : on aura conti-
nuellement des expreflions de la méme forme s
b/ —1.

347. EN imitant les méthodes que nous avons
données pour les racines feconde & troifieme, on
parviendra 3 tirer, lorfque la chofe eft poflible, les,
racines quatriéme, cinquieme , fixiéme, fepticme, &
du binome 41/ B. Car fuppofons en général qie
p—l—]/q {oit la racine n de 4+1/ B, Ceft-i-dire

qu’on ait p -~ Vir= (A-{-VB‘:'_. ou (p+
Ve) =4 ~+1/B. Silon développe la puiffance
(p+V q)"s onaura (p—i-]/g)":p”—%np""‘

n(n=—1) ___ . n(n—ru)(n=—2)
| ey e g
L n(n=—1)(n—z)(n—3) ,—
P2V g+ e !
n(n=——1)(@==2)(n=—3)(n—4)
e P
i/ +& Te2eo3ogef P q
g Co
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Donc, en égalant 4 4 la fomme des termes qui ne
contiennent pas /¢, & 1/ B 2 la fomme des termes
qui contiennent /g, on formera ces deux équations,

. A(n—1) n(n—1)(n—2)(n—3) .
A—p+~——m A 7 s . 4
-+ &c,
. n(pe—t)(n==2)
o= v+ P pav
n(p—r1)(n—=1)(n—3)(n—4)
a1 g2 -+ &ec.
-+ e eV

Quarrons chacune de ces deux équations, & re-
tranchons la feconde de la premicre; nous trouverons,
toutes réduions faites,

Az_B:Pzn_npzu—sq+ "(]:_;‘) Pz.n_“49=ﬂ-
Int‘n——!){n—-—:) el i
¥2i3 P i

celt-a-dire, 4*—B=(p*—gq)", ou p*—q==

(—B)". D’ol Pon voit qu’afin de pouvoir tirer
laracine n de A4/ B, il faut qu’on puiffe tirer la
racine n de A*— B, Soit k cette racine, en forte
quon ait p-——q=£k, ou g==p>*— k. En fubftituant
cette valeur de ¢ dans I'expreflion que nous avons
trouvée pour 4, on aura une équation du degré =z,
ol il ny aura plus que p d’inconnue, & dont on fera
le méme ufage qu'on a fait ci-deflus de I’équation (M)
dans les articles 342 & 34.3.

Nous obferverons en paffant qu'on auroit pd trou-
ver d’'une maniere plus fimple Péquation 42— B==

Y iij
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(p*—q)" Car puifqu'on a (p-+y/q)"=A~+yB, oy
aura femblablement (p~—/¢)'=A—\/B. Muli.
pliant enfemble ces deux équations, il vient (p*—g)i=
A: e Bv

348, LA racine cinquitme, la racine feptiéme,
&c, de la quantité F4-1/—G, en partie réell,
en partie imaginaire , eft toujours réducible 4 &
forme a--b ]/—--I. Car, en repréfentant cette o
cine par r —s, ou s feulement contient un radical du
fecond degré , tandis que r & s peuvent conten
Pune & I'autre un radical du cinqui¢me ou du feptieme
i &c ; puis opérant précifément conme dans
larricle 345, on trouvera, en r, une équation du
cinqui¢cme ou du feptitme degré, laquelle donnera
toujours pour r une valeur réelle , parce que toute
équation d’un degré impair a,au moins,une valeur réelle
(321). Cette valeur réelle de r peut étre repréfente
par a. Enfuite on trouvera que s* eft une quantit
négative , & que par conféquent s eft une quantité
imaginaire qui peut s’exprimer par b}/ — I.

349, De-LA & de Particle 337, il {uic qu'onaurd
toujours des quantités de la forme a5/ —1, €
tirant de F+4 ]/ — G, une racine dont Pindice eft
compris dans les progreflions géométriques {uivantes,

= 52103201401 8o &e,
+7:14:28:56:112:&c,
= 9:18:36372: 144: &c,
&ec.
350. IL feroit facile d’étendre les mémes méthodes

L
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s Pextraction des racines des quantités de la forme
A+ B, lexpofant m du radical étant d’un degré
quelconque. Mais je ne pouflerai pas plus loin ces re-
cherches.

351. REVENONS & terminons ce Chapitre par une
remarque importante fur la forme générale des ra-
cines imaginaires.

Nous avons démontré, 1°. que toute racine paire
d’une quantité négative quelconque peut étre rep réfen-
tée par a b I/ —1, a &b érant des quantités réelles.

2° Que la racine quelconque d’une expreflion en
partie réelle , en partie imaginaire en vertu d’un ra-
dical pair placé au-devant d’une quantité négative ,
et également rédutible 3 la forme a ==bv—1.

Ainfi, en fuppofant que les quantités imaginaires
qui proviennent de la réfolution d’une équation , font
des racines paires de quantités négatives, ou des ra-
cines quelconques de quantités en partie réelles , en
partie imaginaires a caufe d’un radical pair placé au-
devant d’une quantité négative; les expreflions des
quantités dont il s'agit, font toujours réductibles & la
forme a4-bpy —1.

Soit, par exemple, 'équation x®—2gx*~+-3gg=0.
On trouvera d’abord (214) x*— g=x+]/—2gg=
% g]/— 2. Enfuite on aura &= V g+
g/ —21], expreflions qu’on réduira i la forme a -=
b]/— 1 , par la méthode de Particle 337.

Soit Péquation x®— 2gx* - 3g* = O. On trou-
vera d’abord (214) , &’ —g=ogl}/ —2; en-

fuite & =1V[g +gl/~—2], valeurs qu’on réduira
z Y iv
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a la forme a~4-b]/ —1, par la méthode de 4.
ticle 345,

Il eft clair que Pexpreflion @ ~-b V —1 pe
toujours étre regardée comme provenant d’une équa-
tion du fecond degré. Car, foit Iinconnue y=
@bl —1, ou plutbt y==a+-b]/—1, atten.
du que tout radical du fecond degré porte tou-
jours devant lui le double figne = ; nous aurons
y—a=+5t}/—1. Donc, en quarrant chaque
membre , & mettant tout d’un méme coté, on aun
Jy—2ay~+aa-bb=o,

M. d’Alembert eft le premier qui ait démonu
¢ Mém, de ’Acad. de Berlin, an. 1746) , que toue
uantité imaginaire peut s'exprimer par a—-b1/—r.
ga démonﬂrrijtion, f’bidée fur IIJf: ca!'cuijintégral ,lé:',tend
®rux imaginaires exponentielles, Mais on n’avoit pas
encore obfervé que pour les équations algébriques, les
deux théorémes précédents pouvoient fe démontrer
par des principes tirés de la chofe méme,
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NHAPITRE - XVIIL

Méthodes pour r{fouc'ire, par approxi-
mation » les Equations numériques de
tous les degres.

;;2.NOU5 avons fait connoitre les principanx
moyens qu’on a imaginés jufqu’ici pour réfoudre
exattement les équations. Il ne refte aucune difficulté
pour celles qui ont des divifeurs commenfurables, ou
des racines égales. La méthode que nous avons don-
ne (258 & 259 ) pour les équations du quatrieme
degré , peut étre appliquée & cerraines équations des
degrés fupérieurs. L’art de cetre méthode, confifte a
difpofer ’équation, de maniere qu'en ajoutant a cha-
que membre une méme quantité indéterminée, on ait
depart & d’autre des quarrés parfaits. Cela eft poflible
en plufieurs cas; & on parvient 3 des équations de
condition qu’il eft toujours facile de vérifier par les
méthodes précédentes. Nos Lecteurs pourront s'exer-
cer fur ce fujet qu’il fuffic de leur indiquer.

Lorfqu'on a épuifé tous les moyens de réfou-
~ dre exaGement une équation ; {i aucun d’eux n’a
téufli, il refte au moins la reffource de pouvoir la ré-
foudre d’une mani¢re auffi approchée qu’on voudra,
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pourvu qu’on ait la patience de poufler le calcul auff
loin qu’il eft néceflaire. Cleft ce qu’on verra dansun

moment. Commengons par établir quelques principes,

353+ St une équation d’un degré quelconque eft
telle qu’en fubftituant fucceflivement a la place de
Pinconnue deux nombres différents, on ait des ré-
fultats de {ignes contraires : cette équation aura tou
jours , ay moins , une racine réelle, laquelle fera
comprife entre les deux nombres dont il s"agit. Car
foient x I'inconnue, a, b, ¢, &c, fes racines, g &k
les deux nombres qui étant fubftitués pour x, pro-
duifent des réfultats de fignes contraires, L’équation
fera réductible a cette forme,

(2—a) (2 —b) (X —0C)evveuee =0

Cela pofé, qu'on mette fucceflivement g & hé
la place de x, on aura les deux quantités,

(g=a) . (g==b).(g=C)evcuriauannn
(h—a).(h==b) .(h=—c)ecocoouueuns

qui, par hypothefe , font de fignes contraires. Donc
il faut néceflairement que deux facteurs correfpon-
dants, par exemple , g—a & h—a foient de figns
contraires. Ainfi Pune des valeurs de x eft compril
entre les deux nombres g & & ; elle eft plus petite qu
1 le plus grand de ces deux nombres, & plus grande
| que le plus petit. Cette méme valeur eft donc réelle,
' puifquelle eft comprife entre des nombres réels.

354. IL fuit de-1a que fi les deux nombres g &
k ne différent entr’eux que de Punité, la valeur quoa
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obtiendra pour x , en mettant g ou h a la place de
cette inconnue , ne différera pas d’une unité de la
yraie valeur de x.

355+ Toutk équation dont le dernier terme eft
négatif, le premier étant pofitif, a néceflairement, au
moins , une racine réelle pofitive. Car foit 'équation
générale x"—=pa"—' —4=gx" ™. o4 . — M=0. Si
Pon fait x==0, on aura le réfultat négatif — M; &
filon fait x = QO , on aura le réfultat pofitif 4~ 0O -
Ainfi; on a ici g==0, h= 0. Donc la valeur de
% eft comprife entre 0 & QO j-elle eft par conféquent
Fun des nombres réels pofitifs compris entre ces deux
limites,

356. L’ExPosANT n étant {uppofé impair, fi le
dernier terme de 'équation étoit pofitif, cette équa-
tion auroit , au moins, une racine réelle négative., Car
alors (284) le nombre des termes de Péquation eft
pair 3 & fi Pon change les fignes de fes termes pris de
deux en deux 3 compter depuis le fecond inclufive-
ment jufqu’au dernier, les racines poficives devien-
dront négatives, & les négatives, pofitives(3202.Or,
par ce changement de fignes , le dernier terme de
Péquation devient négatif. Donc la nouvelle équation
a,au moins, une racine pofitive , & par conféquent
Péquation primitive a, au moins, une racine négative
correfpondante.

357. UNE équation d’un degré pair, dont le der-
nier terme eft négatif , a, au moins, deux racines
réelles, Pune pofitive, Pautre négative, Car d’abord
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elle a une racine réelle pofitive (355 ). Enfuite, fi
T'on change les fignes de fes termes pris de deuxen
deux , 3 compter depuis le fecond, jufqu’au dernier,
pour changer les racines pofitives en négatives, & les
négatives en pofitives ; on aura une équation dontJe
dernier terme demeurera le méme en tout que celu
de la propofée. Donc cette nouvelle équation aura,a
moins, une racine réelle pofitive ; & par conféquent
la racine correfpondante de I'équation propofée fer
réelle & négative.

258. IL peut fe faire qu'une équation ne donne
jamais de réfultats de fignes contraires, quelques nom:
bres qu’on fubftitue a la place de I'inconnue. Cela
arrive,

1°. Lorfque Péquation contient feulement des re-
cine égales deux A deux, quatre 3 quatre , &c. Ainl
par exemple, 'équation (¥ —a)*x(x—0b)*. ..o
=— 0, confervera évidemment toujours le méme figne,
quelques valeurs qu’on attribue a x.

2°. Lorfque I'équation contient feulement des fa:
cines imaginaires. Telle eft Iéquation (x e+
b]/—-—-1).(x+a—6]/_——1).(x—c+d]/—-l}~
(x—c—d [/—- I).selse =0, quiaura toujours
le méme figne , quelque valeur qu’on donne 3 . Su
quoi il faut fe rappeller que les imaginaires vont tou-
jours deux & deux , & que les deux racines qui com*
pofent une méme paire , ne différent jamais que pi
le figne de la partie imaginaire.

3° Lorfque Péquation contient tout--la-fois des
racines égales deux 3 deux, quatre a quatre, 8¢, &
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des racines imaginaires. Telle eft 'équation (x—a)*.
=)t (x4=c4-d)/ —1) (x +c—d]/ —1)==0.

Concluons de-1d que toute équatian qui donne
des réfultats de fignes contraires , en mettant a la place
de Vinconnue des nombres réels, différents, ne tombe
dans aucun des trois cas précédents.

359. CEs principes pofés, qu’il s’agifle de réfoudre
une équation quelconque, On commencera par exa-
miner {i cette équation ne contient pas des racines
égales ; ces racines, lorfqu’il y en a, fe trouvent di-
rettement par Particle 312 ; & on parvient 3 une
équation d’un degré inférieur qui ne contient plus de
racines égales. On examinera encore fi équation ré-
duite n’a pas de divifeurs commenfurables d’une di-
menfion; ces divifeurs fe trouvent par les méthodes du
Chap. XIV. Aumoyen de cesrecherches préliminaires,
on n'aura plus a réfoudre que des équations qui con-~
tiennent des racines réelles inégales & incommenfu-
nables, ou des racines imaginaires, ou des racines en
partie réelles inégales & incommenfurables, en partie
imaginaires. Je fuppofe donc que les équations qu’il
faut ici réloudre par approximation , font de cette
nature,

360. ConsIDERONS , par exemple, Péquation x—4=
§&=~7=0, qui n’a ni racines égales, ni divifeurs
commenfurables. Cette équation étant d'un degré
impair, je fuis affuré d’avance ( 321 ) qu’elle a, au
moins , une racine réelle, & que par conféquent je

De puis pas manquer d’obtenir des réfultats de fignes'
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contraires , en mettant fucceflivement pour & dss
nombres différents. Je fais donc fucceflivement x=o,
¥=1, ¥=2, =3, & ; puis r=-—qp,
x=—2, x=—3 , &c; ce qui me donne diffic
rents réfultats pour la totalité des termes de I’équation:
Yécris les fuppofitions & les réfultars comme on
voit icl.

= - m—

Suppofitions.| Réfultats. |Suppofitions.| Réfultats,

xX=0 == X=—0 e 7
x=1 13 re=—1I| =1
X =9 -+ 2§ X===—2 — 11
&C. &C'
L — s s e _'__-'——-J-J
Toutes les fuppofitions qu'on peut faire , en meté
tant pour x des nombres pofitifs, donnent des ré-
fultats pofitifs. La valeur de » ne peut donc pas éte
comprife parmi les nombres pofitifs; & il fau la chet-
cher parmi les nombres négatifs. On voit par I
tableau précédent, qu’elle eft comprife entre les deux

nombres — 1 & »— 2, Refte 3 la trouver d’une ma*
ni¢re plus précife.

361. LA transformation de Particle 316 nous
fournit un moyen bien fimple de parvenir 4 ce but
Changeons Iéquation propofée en une autre qui ait
des racines un certain nombre de fois plus grandes3
par exemple , 100 fois plus grandes, Il ne faut, pout
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¢ela, (en nommant y Pinconnue de la transformée <
& mettant la propofée fous la forme x% 4-0x* 4=
f¥~+7==0, ol le fecond terme qui manquoit eft
fuppléé par 0 ), que fubflituer y* pour ¥*, 100y2x0.,
pour Ox*, 10000y X § pour §a, IOO0Q0OXT 4
pour 7. Par-1a, on aura la transformée y*~= yo0000y

+7000000=0. Cela pofé, puifque y=1002,"

& que la valeur de x eft comprife entre —1 & —2,
il eft clair d’abord que la valeur de y fera comprife
gntre — 100 & —200. Mais il faut refferrer cet
inteyvalle, La fuppofition de y==— 100, donne ,
pour la totalité des termes de la transformée, un ré-
fultat pofitif, & la fuppofition de y==-— 200, donne
w réfultat négatif, Faifons, en prenant la moyenne
aithmétique entre —100 & —200 , y==—150;
nous aurons un réfultat négatif. Ainfi la valeur de y
et comprife entre — 100 & — 150. Faifons y=
=120 ; nous aurons encore un réfultat négatif, Soit
J=-——110; on trouve un réfultat pofitif. Donc la
vileur de y eft comprife entre — 110 & — 120.

it y=—=-—115 ; il vient un réfulrat négatif.
Soit y=— — 112 ; le réfultat eft encore négatif,
Soit y==—111, le réfultar eft pofitif. Par conféquent

kivaleur de y eft comprife entre — 111 & —112.

Donc, 3 caufe de x= , la valeur de x eft com-

100
prife entre — 1,1 1 & —1,12. Soit donc qu’on prenne
=I,I1, ou —1,12 pour ¥, on eft sir d’avoir x,
3 0
4 moins de = pres.

362, Sz 'on prend pour # la moyenne arithmé=
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tique entre=—1,11 & —1, 12, Ceft-a-dire —1, 11§
& qu’on divife I'équation propolée x* 4~ 5 ¥ <~7=0;
par x—-1,115 ==0, on trouvera le quotient x*—
1, 115 x=+6, 243225 , & lerefte 0, 038804125,
Donc, en négligeant ce refte, on aura I'équation du
fecond degré, x*—1, 115 ¥+ 6, 243225 =0
Cette équation a fes deux racines imaginaires. Mas
{i elles étoient réelles, elles fe trouveroient d’une ma-
niére approchée, par la méme méthode.

363. Nous obferverons, au fujet de ces fortes
d’équations , dont les coéfficients contiennent des par=
ties décimales, qu'elles peuvent étre transformeées en
d'autres, dont les coéfficients ne contiennent que des
entiers. Car foit, par exemple, I'équation x* 5,74
x4+ 6,7847 x+9, 7428=0. Le coéfficient du
fecond terme contenant trois figures décimales,
change I'équation en une autre dont les racines foient
1000 fois plus grandes. Pour cela, j’écris y* pour#'s
1000 y* pour x*, 1000000y pour ¥, I 000000000
x 9,7428 pour 9, 7428 3 ce qui me donne la tran
formée y* 4 5745 y*~4 6784700y -+ 9742800000
=0, ol il n’y a point de parties décimales.

Les équations dont les coéfficients contiennent des
parties décimales , fe préfentent fouvent dans la p&
tique de I’Algébre. Elles peuvent réfulter d'équations
qu’on a délivrées d’abord d’une racine, comme dans
Pexemple de l'article précédent. On en trouve aufl
lorfque les coéfficients des termes de Péquation font
des radicaux ; par exemple, {i on propofoit de réfoudflﬂ'

Péquation &% 4=x2 /13 - x V77 4 49=09" i
. faudroi
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faudroit commencer par évaluer d’une manicre appro-
chée les quantités 3/ 13, /77, en y employant les
parties décimales ; & par conféquent les coéfficients
de I'équation contiendroient de telles parties.

364. ON voit que par la méthode de l'article 361
on parviendra toujours a trouver, d’une maniere ap-
prochée , toutes les racines réelles d’une équation quel-
conque. Cette méthode exige d’aflez longs calculs,
Jorfqu'on veut pouffer approximation un peu loin.
Mais elle peut du moins fervir a trouver tres-com-
modément, 3 moins de X prés, lavaleur de I'inconnue.
Enfuite il y a d’autres méthodes pour approcher plus
promptement & plus exactement de la vraie valeur
qion cherche. Cela a befoin d’'une explication cé-
taillée.

365. SorT toujours notre méme équation x*-4=
§&~4-7=0. Je la change en une autre dont les
tacines foient 10 fois plus grandes ; la transformée eft
¥ = 500 y ~+7000 = 0. Je détermine deux nom=
bres qui ne different que de 1, & entre lefquels foic
comprife la valeur de y. Pour parvenir i les trouver
facilement , & fans faire beaucoup de tentatives inu=
tiles, je me fers d’abord de Iéquation propofée qui
elt plus fimple que la transformée ; je trouve, comme
dans I'article 360, que la valeur de x eft entre — 1 &
—2. D’ol je conclus que celle de y eft entre — 10 &
—20. Reflerrons cet intervalle. La {uppofition de
J==— 1o donne, pour la totalité des termes de la
transformée , un réfulcat pofitif ; & la fuppofition de

z
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y==— 20 donne un réfultat négatif. Faifons y==—1y;
nous aurons un réfultat négatif. Donc la valeur dey
elt entre — 10 & — 1§, Soit y===—12 ; on au
encore un réfuleat négatif. Donc la valeur de y eft
entre —10 & — 12. Soit y==-—11; On aura up
réfultat pofitif. Donc la valeur de y eft entre —13
& — 12 3 & cellede x entre —1,1 & —1,2.

366. CONNOISSANT ainfi, & moins de % prés, l
valeur de x 3 la méthode fuivante, due a Neuton, va
nous donner, par un calcul trés-expéditif, la valeur
de x, d’une manidre aufli approchée qu’on voudra,

Qu’on prenne & ==— I,1~7,7 étant ce qu'il fas-
droit joindre & — 1,1, pour avoir exactement &
Qu’au moyen de cette valeur, on élimine x de équz
tion propofée &* -5 ¥ —4-7==0; on aura la trans-
formée 2 —3,33* 48, 637+0,169=0. O
comme la quantité 7 eft au-deffous de %, & que par
conféquent fon quarré eft au-deffous de -, fon cube
au-defous de —=: il eft clair que les deux termes qui
contiennent 7* & 3%, font beaucoup plus petits que les
autres 3 & qu'ils peuvent étre négligés. Nous aurons
en conféquence 8,637-0, 169==0; ce qui donne

0, 169 169

8,63 8630

Donc ¥ =— 1, 1 4=z=—1,119, i peu pres,
367. L’APPROXIMATION peut étre pouflée beau-

coup plus loin par divers moyens qui dépendent tous

de la méme méthode. D’abord nous pouvons éctire

Péquation générale en 7, fous cette farme §=

=—0,019, i peu pres

=
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— 0,169
P — 337863
ala place de 2, fa premiere valeur approchée —o,0 19,
& 3 la place de 3* fa valeur pareillement approchée

« Subftituant dans le dénominateur,

—0, r69
0,000361, onaura, ==

=—0,0I¢C
8, 693051 B 9%

a peu prés. Donc a=—1,1194, 3 peu de chofe
prés.

368. La méme équation générale en 7 peut étre
réfolue, fans négliger d’autre terme que 7°. Par-13, on
aéquation du fecond degré, — 3, 32248, 63 7
0,169 = 0, laquelle donne 3=—o0, 0195, 2 peu
pres. Donc ¥=—1,1195, & peu pres,

369. EnFin, de la méme manicre qu’on Seft fervi
(366 ) de la premi¢re valeur —1,1, approchée de
*, pour trouver la feconde valeur — 1, 119 qui eft
plus exacte ; nous pouvons nous fervir de celle-ci pour
en trouver une troifiéme encore plus exalte. Suppo-
fonsdonc x=— 1,119 ~u; & mettons cette valeur
dansPéquation propofée x3 =4 5 ¥+ 7=0.Et comme
les termres qui contiendront «* & u* peuvent étre rejet-
tés fans fcrupule, difpenfons-nous d’écrire ces termes,
pour nous épargner des calculs inutiles. La transfor-
mée en u fera donc fimplement , 8,756483 u~jn
0,003831842=0. D’oui I'on tire 2 peu prés y=—=—
0,00044. Donc x==—1,11944, i peu prés.

Il eft clair que par le moyen de cette troifiéme
Valeur approchée de x, on peut en trouver une qua-
tritme encore plus approchée ; ainfi de fuite.
Z ij
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370. Prorosons-nous, pour fecond exemple,
Péquation du quatricme degré x*—-4 2%~ 5r—
47=0. Comme dans cette équation le dernier terme
eft négatif, nous fommes aflurés d’avance ( 357)
qu’elle a, au moins, deux racines réelles, 'une pofi-
tive, lautre négative. Suppofons fucceflivement
X=0,8¥=—1, ¥=2, ¥=3, puis x=¥—1,

¥=-—2, ¥=-— 3 ; nous aurons la table qu'on

voit ici.

! -

Suppofitions.| Réfultats, iSuppqﬁr:'am. Réfultats,
o o 1 @y Frarde

=1 i i = ——
-+ 2 ’ —_ 9 —_2 — 2
o I ol P s

Ainfi la valeur pofitive de x eft entre =2 &
=} 3 ; & la négative eft entre — 2 & — 3, Con-
tentons- nous de chercher la valeur pofitive 5 lava-
leur négative {e trouvera de la méme manicre,

Je transforme I'équation propofée x*—-4a*
§ ¥ —47==0, enune autre dont les racines foient
10 fois plus grandes ; cette transformée eft y*+
400>~ 5000y — 470000 == O, La‘table précé-
dente me fait voir qu'a caufe de y= 10, la valeur
pofitive de yeft comprife entre 20 & 30. Soit y=2§ 5
la totalité des termes de la transformée donnera un
réfuleat pofitif, Ainfi la valeur de y eft comprile entré
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20 & 25. Soit y==22 ; on aura encore un réfultac
pofitif. Donc la valeur de y eft entre 20 & 22, Soit

=21 ; on aura encore un réfultat pofitif. Ainfi la
valeur de y eft entre 20 & 21 ; & par conféquent la
valeur de x eft entre 2 & 2, 1. Comme je vois par les
calculs qu’il m’a fallu faire pour arriver a cetre con-
clafion, que x eft plus pres de 2, 1 que de 2, je fup-
pole, pour trouver plus promptement la valeur appro-
chée de ', x=2, 1 47, 7 étant une quantité qu’on
voit d’avance qui fera négative. En fubflituant dans
[équation propofée x*~4-4 x>+ s ¥—47=0, dla
place de x fa valeur , & négligeant les termes qui con-
tiendrontz*, 2%, 72, onauralatransformée 58,8447
0,881 =0. D’ou I'on tire, a peu de chofe pres,
§=—0,0099. Donc x¥=2,0901,2 peu pres.

Il eft facile de pouffer plus loin I'approximation par
. les moyens indiqués dans les articles 367, 368, 369.

371. Qu’oN ait en général 'équation x™ 4 ga™" "=
b*=*—4~ . . . .=0. Soit, & moins de = pres, g 'une
des valeurs de #» On fuppofera ¥ =g-7; & on
aura, en rejettant les termes qui contiendroient des
puifances de 7, fupérieures 3 la premicre, la transfor-
mée,

Fag' ' +a(n—iy)gi—?
+bgn-—.: +6(n__2)gn-—3.
& &,

B~ pgt! Z;-{— ..... =0,

P g » : - L
Dol Fon tirera la valeur approchée de 7. Soit
Z iij
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k cette valeur ; on fuppofera x=g—-Fejuz, & on aurs
une transformée pareille 4 la précédente, laquelle dogs,
nera la yaleur de u. Ainfi de fuite. Par-13, on appz:
chera continuellement & de plus en plus de la vrai
valeur de x. '

Les valeurs approchées de toutes les autres racines
réelles & inégales , contenues dans I'équation , fe

trouveront fucceflivement par des procédés fem-
blables.

372. LA méme méthode peut fervir & trouveri
peu pres les expreflions des racines imaginaires.

En effet, foit 'équation &2 4= 3 x—=7=0, dont
les racines font imaginaires. Je feins qu’elle provient
de I'équation (x4 p--g ]/--— 1)x(x~4p=
q l/-—! )=0, ou ¥2 -2 px = pp —=qgq=0,)
& g érant des quantités réelles qu’il faut décerminer,
du moins a peu pres, Or, I'équation propofée & I'éque-
tion feinte devant étre identiques, on aura 2p=3
PP —+—99=="7. Nous connoiffons d’abord p, puilgee
fa valeur eft } ou 1, §. Mettons, dans I'équation pp+
gg=="7, 4 la place de p fa valeur ; nous aurons 4=
7—2="12, ou bien ¢>—= =0, Cette équations
(357 ) deux racines réelles, I'une pofitive, Fautt
négative, Cherchons feulement la racine pofitive;
car le procédé eft le méme pour la racine négative
La valeur de ¢ eft entre 2 & 3. Je change I'équati®®
en une autre dont les racines foient 10 fois plus gram
des ; la transformée eft y* — 2 =o0; & la valeut
de yeft entre 20 & 30. Soit y==2§ ; on aura un rélik
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tat pofitif ; & par conféquent la valeur de y eft com-
prife entre 20 & 2. Soit y==22 , on aura encore un
réfultat pofitif, Donc la valeur de y eft entre 20 & 22.
Soit y==21, on aura un réfultat négatif. Ainfi la valeur
deyeft entre 21 & 22, Cellede g eft donc comprife
entre 2, 1 & 2, 2. Je fais g==2, 1~~7; ce qui
change Péquation ¢ —F =0, en 3*+4,27—
0,34 = o. Donc, en négligeant 3>, on aura 4, 27—
0,34==0 3 ce qui donne, a peu pres, =0, 0809.
Donc =2, 1809, 4 peu prés, On pouflera plus loin,
fi Pon veut, Papproximation, L’équation propofée
¥+ 3 x -+ 7=0, peut donc étre regardée comme
ayant fenfiblement les deux racines, x==—1, § =
2,1809]/—1, x=—1, §—2,1809])/ —TI.
On procédera femblablement dans les cas plus
compofés, Quel que foit le degré d’une équation qui
contient des racines imaginaires, ces racines vont
toujours deux a deux, & peuvent étre regardées
comme produites par des équations du fecond degré.
Elles font donc toujours réduibles 2 la forme qu'on
a attribuée aux racines de Péquation précédente.
Ainfi, en feignant qu’une équation dont les racines
font imaginaires , eft le produit de plufieurs paires de
racines imaginaires , femblables 2 celles de I'exemple
précédent, & comparant terme 3 terme I'équation
propofée avec Iéquation feinte, on aura plufieurs
€quations qui ferviront 2 éliminer tous les coéfficients
inconnus des racines feintes, 2 Pexception d’un feul
quife trouvera dans une équation finale , laquelie aura
23U moins une racine réelle. On prendra cette racine

Z iy
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pour la valeur du coéfficient dont on vient de patlery
enfuite, en remontant aux autres équations des coéffi-
cients, on parviendraa les déterminer tous. Ileft clait
que leurs valeurs feront des quantités réelles , & que
les racines de I'équation ne font imaginaires que parce
que les coéfficients des équations feintes fort mult
pliés , en partie , par V-1

w
CHAPITRE XI1IX

Réfolution approchée des équarions linté
rales : divers ufages des fuites direts
& inverfes.

373.To UT ce que nous avons dit dans le Chapitre

précédent ne regarde que les équations numériques:

Comme on a quelquefois befoin d’avoir, fous une

forme générale, les racines d’une équation littérales
g q

voyons la mani¢re d’approcher de ces racines, lorf-

qu'on ne peut pas les trouver exaCtement.

374 D’ABoRD, fi on a une équation littérale, telle
que x* = § a*x* 47 Ax =11 a*==0, qui eft homo
géne, & qui ne contient que inconnue x & la lettre
a : on fuppofera a==1, & par-la on aura I’équation
numérique x*~ § ¥* 4=7x - 11 ==0. Ayant trouvé
les racines de cette équation, on les multipliera par 4,
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& onaura celles de la propofée. On opérera de méme
pour toutes les équations liteérales de pareille efpéce.

On doit obferver que fi une équation ot il ne
paroit que deux lettres n’étoit pas homogene , elle
feroit cenfée contenir trois lettres, parce que les
rermes o les dimenfions font les moindres doivent
ére cenfés multipliés par une lettre que Yon a regar-
dée comme Punité, & qui eft {ous-entendue.

375 SoiT Péquation homogene & & trois lettres,

i A gty - abx — 2 a? — b =0.

Les deux quantités a & b doivent érre regardées
gomme inégales ; car fi on avoit 2= b, l'une ou 'autre
de ces lettres pourroit étre chaffée de Péquation , qui
ne contiendroit plus alors que deux lettres.

Suppofons d’abord a>b. Si la quantité b éroit
infiniment petite, ou zero, tous les termes de I'équa-
tion, qui coutiennent b, §’évanouiroient par rapport
aux autres . & on auroit &3 —-a*x— 2a*=0. Or:;
dans ces fortes d’équations qui ne contiennent que
deux lettres, on peut toujours trouver, par les moyens
que nous avons donnés, la valeur exacte ou approchée
de x, 8 on fera, en général, de cetre valeur Pufage
que nous allons expliquer pour le préfent exemple.
Léquation x*+ a*x — 22> =0, ¢ft divifible par
$—a=0; ce qui donne x = a. Cette valeur feroit
vraie en rigueur fi 1'équation a® = a*x — 2a*=—0,
étoit vraie en rigueuy ; mais cette équation n’eft qu’ap-
prochée, parce que b n'eft pas zero, mais feulement
une quantité fort petite. Une feconde opération va
nous donner une yaleur plus approchée de
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Soit #==a~~y, y étant une quantité fort petie
qu’il faur ajouter a 2, pour avoir la valeur exaQede
. Si au moyen de cette valeur de x, nous éliminong
x de I'équation propofée #* ~-arx +-abx — 24—
$*==0; nous aurons, toutes réduions faites, la trans.
formée,

y’+3ay’+4a’}y+ﬂ’f’}=o.
—~+ab — b3

Or, puifque y & b font des quantités fort petites
par raport a a, ous pouvons négliger tous les termes
qui contiennent y*, y*, b*, & le produit by. Ainf
nous aurons Iéquation approchée , 4 a2y —azb=o,

b b

laquelle donne Iy donc ¥=g——, f&-
4

conde valeur approchée de x, Soit rigoureufement

b o H
-——-»—--;—-—i-g » 7 étant une quantité fort petite pat

b 2 .
rapport a R I'équation en y fe changera en celle-ci,

. 3b 4 3% 6503
winin 4 {+ 16 Rih 64
+3¢) 8% . & ¢ TN
2 16
- 4a*

Et comme 7 eft fort petite par rapport & b, &
que b eft fort petite par rapport & 4, nous pouvons
négliger tous les termes qui contiennent A o

ce qui nous donnera d’abord B, L 8 + 4a'f =
2
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b3 ab* s
.f‘.-— —_— 5 = 0. Dans cette €quation, le pre=
64 3

mier terme eft fort petit, par rapport au fecond ;
& le troificme eft fort petit, par rapport au qua-
gieme. Nous pouvons donc prendre fimplement,

p . ab? 3
pour déterminer 7, 4 a*f———==03cequi donne

= . n —— _ —_—
b b'

e ——, troifieme valeur approchée de . En
4 4a

continuant a opérer toujours de méme, on trouvera
que la valeur de x eft exprimée par la fuite infinie,

b b 131h3 oob4
e B e i e,
4 64a 512 @* 1638443

Cette fuite eft convergente, parce quon a fuppofé
a>>b; & elle convergera d’autant plus rapidement,
que a fera plus grand par rapport a b.

Suppofons , en fecond lieu , 4> a. L’équation pro-
pofée x% —-a*x ~-abx—24*—b'=0 , deviendra
(en négiigeant tous les termes ol a fe trouve ), x3
P=o0 ; d’ot l'on tire x==>b, premiére valeur appro=
chée de x. Soit ¥==b-~1, ¢ étant une quantité fort
petite par rapport 3 b, & qu'il faut ajouter a b, pour
avoir la valeur exacte de x; I'équation propofée fe
changera en celle-ci,

B3 b2 4=3b ) t =02
gt ab» $ =0,
wp=ab y — 24}
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Donc, en négligeant les termes qui contiennent
2, 1, @, ar, e, &, on aura 3bst—+ab=0, oy

. a a
bien t=——, Donc x¥=b——, feconde valey
3
approchée de x.

y a e §
Soit == — 3| €quation en ¢ deviendra,
3

wW=35b)ur—ab U ——Et g3
- 4a* —+=a2bp =o.
4=
3
-+302
Donc, en négligeant d’abord les termes qui con-
. 4a*u
tiennent u* & u?, on aura — gbu—i= ~+ 3b4u—
64a3 @ i
—+a*b=o0. Dans cette équation , les deux
27

premiers termes font trés-petits par rapport au troi-
fitme, & le quatri¢me eft trés-petit par rapport au cin-
quieme. Donc, pour déterminer u, nous pouvons
nous contenter de fuppofer 3 b*u~~a*h==0 ; ce qui

a“ [ a
donne = -T. DOUC, Iz—-i-—{— U————
3 3

az

30

» @ peu pres. Ainfi, 3 caufe de 2 ==b—j~z, on

a:

a
aura b —
3 3b

chée de x. En continuant 3 opérer toujours de méme,
on trouvera que la valeur de » eft exprimée par la
fuite infinie ,

» pour troifiéme valeur appro-

g a [ e a3’ & '
= —— —_—— &,
3 3b g1b*

laquelle eft convergente,
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376. Les deux fuites précédentes peuvent étre
calculées d’'une manicre un peu plus abrégée. Pour
eela, on obfervera que le premier terme de la pre-
micre eft a, & que les autres contiennent 5, b2, b3,
&c, quantités qui vont toujours en diminuant, parce
que b peut ctre regardée comme une fraction par rap3
port 4 a, & que les puiflances enticres & pofitives
dune fraction , vont toujours en diminuant 3 mefure
que Uexpofant augmente. Semblablement, le premier
wrme de la feconde fuite eft 4, & les autres con-
tiennent a, a*, a*, &c, quantités qui vont en dimi-
muant , parce qu’ici on fuppofe 6> a.

377. CELA pofé., je feins qu’on ait. pour la pre-
miere fuite ,

& ==A ~=Bb ~-Ch*> 4= Db>4-&¢,

4,B, C, D, &c, étant des coéfficients inconnus;
&qu'il S'agit de déterminer, Aumoyen de cette valeur
de x, Péquation propofée x'4-a*x —+4-abx— 24 —
P=0, donne, en ordonnant le fecond membre pat
tapport a b,

V== P -3 A*B.h4-3 4B b2 4=  B.b3 =&
3 A*C.b*~4-34*D.b’4-&c.
~+6ABC.b+&c.
tarx=—t-a: A=4=a’B.b 4 a2C.b* 4 aD b} - &cs
Haby— ~=ad.b~4=aB ., b* 4aC .b® +&c.
~20°=——1n g’
L el SRR P &%

Et comme on a &% 4= a5 4mabx — 28— =0

|
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il Senfuit que la fomme de toutes les fuites qui com
pofent le fecond membre de Pexpreflion précédente,
doit aufli étre égale a zero. Or, cela demande que
chaque terme particulier de cette fomme devienne
zero. Car, puifquen fuppofant 5 infiniment petite,
un terme, pris a volonté, eft infiniment petit par rap.
port & ceux qui le précédent , & infiniment grand par
rapport a ceux qui le fuivent : aucun terme ne peut
étre détruit ni par ceux qui le précédent , ni par ceux
‘qui le fuivent ; & par conféquent la totalité des termes
ne feroit pas zero, fi chacun d’eux en particuliet
wéroit pas zero. On aura donc , pour déterminer 4,
B, C, D, &c, les équations particulieres,
Atard—2a=0,
(34*.B4a*B+ad)b=0,
(3 AB* 43 4:C+a*C+-aB)b*=0,
(B’4=34* . D4-6 ABC +4=a*D +-aC—1) b’ =
&c.

‘La premiére donne 4==a ; la feconde donne (en

divifant tout par b, & mettant pour A fa valeur),

3a B+aﬁB+a’= 0. & par conféquent B=—4
La troifitme donne (en chaffant b2, 4, B) , sa+

a
QaaC-—--——;—=o & par conféquent C‘-—-——éi-;—. La

LY t I
quatri¢eme donne femblablement D =~ 2 — , &
s12a

Subftituons ces valeurs de 4, B, C, D, &c, dans
la fuite feinte ; & nous aurons
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b b* 3r b3
.'r=d'——'-;-+ =~ - —&ec,

63a 512a%

qui eft Ia premicre fuite cherchée.
De méme, pour la feconde , je feins qu’on ait

x=A ~+ Ba—4 Ca* - Da* + &c.

Et par conféquent , en ordonnant le fecogd mem-
bre par rapport 3 a,

x’=+A‘+3A’B.a+3AB=.a3+ B’ | a3 4 &c.

+34:C.a*4-34°D.a’+ &c.

~+6ABC.a°+ &c.

= - Aaz ~B.a* -4 &¢,

Fetbx=— —~+ Aba - Bba* C.ha’4-&c,
(=0 == —2.a}

o s,

Donc, 2 caufe de X34’ = abx—24a —p3=—0 ;
k fecond membre de Iexpreffion précédente fera
ailli zero, De plus, chacun des termes en particu=-
lier de cette expreflion fera zero, Ainfi on aura les
équations ,

A} —}p3=—0,

(34:B+ Ab)a=o0,

(348> 3 4*C~4=A—+Bb)a*=o0,

(843 4°D+4-6ABCH-B—4-Chb—2)a'==0,
&c.

klquelles donnent 4=14 , B = — s O e
1

1
"';3-, D-._—_-m—-, &c. Donc, en mettant pour
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A,B,C, D, &c, leurs valeurs, la fuite feinte de-

viendra,
a a* al

yr=b———

3 35 B 81b*

comme ci-deflus.

378. Les équations qui contiennent plus de trois
lettres , peuvent fe traiter, a peu pres, de la méme
mani¢re. Toute la difficulté qu'on éprouve a formet
les fuites qui doivent exprimer les valeurs de Iincone
nue, confifte & choifir, parmi les termes de P’équation,
ceux qui font plus grands que les autres, & qui dé-
terminent en conféquence la loi fuivant laquelle la
{érie doit defcendre. Neuton a donné, pour cela, une

régle fort commode, qu'on appelle ordinairement lé ,
parall¢logramme de Neuton. Elle eft expliquée dela

maniére la plus claire & la plus détaillée dans un ex-
¢ellent Ouvrage de M. Cramer, qui a pour titre :
Introduttion a P Analyfe des lignes courbes Algébrigues,
Gen. 1750. Nos Lecteurs pourront y étudier plus &

fond cette théorie, lorfqu’ils auront acquis les auties s

connoiffances néceffaires pour entendre la Géométie
des Courbes.
379. La méthode des coéfficients indéterminés, Qi

nous avons employée dans Particle 377, fert en ué
infinité d’occafions, 3 transformer des quantités €1

{éries. Ceft ce qu'il eft & propos d’expliquer par quek
ques exemples. '

. s T 1 -
Soit la quantité —— A transformer en une &
x

ries
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tie qui marche {uivant les puiffances de x qu'on fup~
pofe moindre que 4. Je feins qu’on ait,
: §
a—=x

== A+ Bx == Cx*~~Dx? 4 &c.

¢, en multipliant tout par a ¢ , ordofinant
Donc, en multipliant tout par a 4 x donnan
par rapport a a, & mettant tous les termes dans le
fecond membre, on aura ,

—}—aA~+-£B\-x+r.C\jx2+aDz a} e &
o— Sk R e
—1
i
Egalons & zero chacune des parties du fecond
membre ; nous aurons a4 —i1=0, (aB+ A)x=o0,
{aC~+ B)x> =0, (aD+C) x? = 0, &c : équatiors

1

1 I A

qui donnent 4==— , B==— == —, C=x
a a a

B T " 1 ;
_—— e —, D=———-—_'——-—', &c. Alﬂﬁ

a a3 a a4
on aura,

1 1 x 2t X3
—_—— —_—— —-&c,
a—x a e a3 EEAS

comme on le trouve par la divifion (68).

T

380. Sort la quantité (a—+x)* & développer en
férie , x étant <<a. Cette opération peut fe faire par
h méthode de Particle 122, ou par la formule du
bifome (290); mais on peut parvenir au méme bug
W moyen des coéfficients indéterminés. Je feins, poug
cela, qu’on ait,

Aa
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(a-+x)' = A+4Bx -4 Cx*+Dx’ 4 &,
Donc, en quarrant chaque membre, ordonnant
par rapportd x , & mettant tout dans lé fecond mem.
bre, on aura
A-A24+2ABYx~-24C xi-—}-—zAD%x‘ -+ &
o —1 - B2 } ~-2BC

=1

D’ou Pon tire A2—a=0, (24B—1)x=0,
(24C+B*) »*==0, (24D ~+2BC)*’ =0, &;

. . ¢
équations qul donnent A—_—]/a e

1y &
Cx=— l, D:-—-#—L—_—,&:c. Dore,
gaya 16a*y a
L x b g x3
Can4) ﬁl/a_l‘ 2y a —-Sa\/a—!— 16a*y a %
V(a4 %)

81. Qu'on ait la quantité
3 2 ] - 4 V (b =cx —=dx*)

transformer en {érie, & étant plus petite que chacune
des autres quantités a, b, ¢, d. Cette opération pour
roit fe faire en développant fucceflivement le numé
rateur & le dénominateur en féries, & divifant enfuite
la premicre férie par la feconde. Mais on parviendra
beaucoup plus facilement ‘& plus promptement &
méme but, par la méthode des coéfficients indéter-
minés. Je feins donc qu'on ait,

Viia+x) "2
] - P2t o5 'l
vV (b~ cx -+ dx?) A—i—Bx +-Cx2 —+Da o

Quatrant chaque membre, puis multipliant tout pit
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le dénominateur réfuleant b ~-cx—-da , mettant tout
dans le fecond membre ordonné par rapport &,

on trouvera,
Ab~+-2 AEb Yae4=2 ACh Jx*~+-2BCh N’ +-&c
—- Az -+ B} ~=2A4Db

0= ~-2A4Bc> -+ Bz
~=Axd ~+24Cc
e s ~+-24Bd

D'ou lon.tire "‘A2b—s2=—0 s (24Bb+4~ 42¢—
1)4==0 , (2 ACb ~~ B*b 2 ABc - 4= *d)xr=o0,
(2BCb~2 ADb—+B- C—r-2ACC-+-'2zAu-.fJ XV=0,

Va

& ; équations qui donnent A:H_'T ;s B==
W
b—ac (b—ac)? c(b—ac)
R VT abiy/ah
ar? RS o (?;—-—ar_)_ K (b—ac)?
2by/ ab 4 ab? 4 aby/ ab
e(b—ac) b—ac be—-3ac2
264/ ab Vau) ( 4b%a ) ( u,‘, ab
cd
é: » &c. Subflituant ces valeurs de A8,
2

€, D, &c, dans la férie feinte, on aura Pex-

V(a-x)
preflion de e IS

en grandeurs - toutes
+ donnécs.

On. imitera les mémes procédés dans les autres
cas.

382, CeTTE méme méthode eft trés- commode
pour réfoudre les problémes qui dépendént du rerouy
Aa ij
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des fuites, Voici, dans un exemple, ce qu’on entend
par cette expreflion. Suppofons que la valeur dest
foit donnée par la fuite x==a -4~y —-cy*~dy* 4 &c;
Fopération par laquelle on forme une fuite inverfe,
qui donne la valeur de y en x , eft ce qu'on appelle un
retour de fuite. Le calcul s'exécute ainfi.

383. LA fuite propofée x==a = by == cy* +
dy? - &c , érant fuppolée convergente, il eft clir
que la quantité y doit étre fort petire. Donc, fil'on
fuppofe ¥ —a=17, & par conféquent 7 == by+
cy* 4-dy* 4+ &c, la quantité 7 fera aufli trés-petite,
La premicre valeur approchée de 7 eft donnée par
Péquation 7==by; d’ol Pon tire _7=—§-. Ainfi
premier terme de la férie, qui doit donner y eny,
eft —-E—-, & les autres termes contiendront 32, 7,
7%, &c; ce qui produira une férie convergente Je
feins qu’on ait,

y==A7 -4 B7* + Cy? 4= D7* - &c.
Et par conféquent, en ordonnant par rapportag
by ==-4-bAz-+ bBp* 4= bC7? = &c,
e — = cA*;* +-2c¢A4B73 4= &c,
pedy == +dA’73 = &c,
&C=0....|..I..'I....l&c'

_g=—"?.

Or on a by—4=cy*~4=dy’ 4= &c— 7=0, Doncle
fecond membre de expreflion précédente fera aulfl
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=0, Donc, en égalant {éparément 3 zero, chaque

erme de ce membre , on aura (b4—1)7=0, ou
c

A::% I B b cAf) the , on B s

b3
*—1d

(lC~4-2cAB +4-dA3)3? =0, ou C= ”M a1
& Ainfi la férie feinte devient,

58 ez (20*—0bd)73

90 b bs bs e Ce
ou bien , en chaffant 7,
| Xm—q c(e——a)® (20*—bd){x=—n0a)3
| Y= —
! b b3 bs

e convergente,

| 384. Qu'oN ait en général x - ax? 4 hx? =
|t &c == gy - hy* 4= iy? = ky* 4-&c , équation
dont les deux membre " font fuppofés des féries con-
vergentes ; & qu’il s'agifle , par exemple, de trouver
lvaleur de y en x. Les deux f&ries érant fuppofées
convergentes , il eft clair que x & y doivent étre
des quantités fort petites. Donc pour former le pre-
mier terme de la férie cherchée , on aura ’équation

¥*=gy, & par conféquent y= —;— Cela pofé, je
feins qu’on ait,
y=Ax - Bx*+4= Cx’> 4~ Dx* - &c.
Et par conféquent, en fubftituant pour y, y2,

¥, &c, leurs valeurs, mettant toute Péquation x—=
- Aa ii
o
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ax® 4= bx3 == dxt<= &c =gy hy*~=iy? 4~ &c dans
le fecond membre , & ordonnant, par rapport i ,
on aura,
gy == gdx ~+~gBx* ~4-gCx*® - &c,

= hy? = = hA2x2 4=2h ABx3 4~ &c,

mteiy? = HiAdix? = &c,

= &c == &c

At

—aXE==. e s o= ax?

—bXd==. .0 sesese=—bx?

——&C_—-.ol.--.-— ooooo 5-0-"’"&C-

Or, dans cette expreflion, la fomme de touts
les parties de la gauche eft égale a zero; & par con
féquent Ja fomme de toutes les parties de la droite,
doit aufli étre égale 3 zero. Donc , en égalant {6
parément a zero, les facteurs de x,de x>, de x? , 8¢,

1 .
on aura g4d—1=0, ou A=—; gB 4 hd*—
g
G a—hA> ag®*—h
a=0,0u B= e ;gC—-I—zhAB
g g

w=iA? —b=—0", ou C==

b— iA3 — 2 h4B
g

; &c. Ainfi on aura

[\

hgt —ig—2h (ag*—h)
g!
> (ag*—h)x* (bg $—ig—1hlag 2 hy)r}

=
7 g g} (4
{C

+ &c,

férie convergente.
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285. TouTes les féries que nous avons confidérées
dans les articles précédents, ont été regardées comme
convergentes , parce que I'objet quon a da fe pro-
pofer , en les formant , ayant été de faire trouver
par approximation une quantité qu’on ne peut avoir
exaltement, ou d’une manie¢re commode, fous fa
forme naturelle; il faut, pour cela, que les termes
de la férie aillent en décroiffant, afin quiil fuffife
den prendre un certain nombre du commencement,
pour avoir , a peu de chofe pres, la quantité quon

cherche,

Lol AR T RoEd X

| De U'Elimination dans les Ef]rzarions
de tous les degrés ;5 De I'évanouiffe-

~ment des Radicausc.

386. L ORSQU’UN probléme a plufieurs condi-
tions, & que ces conditions-font expri.né;s par au-
tant dequatlons particulieres, les inconnues peuvent
ére éliminées fuccellivement, & on parvient & une
&quation o il n’y a plus qu’une feule inconnue. Nous
en avons vu Plurburb e‘("m“T I‘-u IS comme cCes
exemples ne regardoient que les premiers degrés, &
Que les équations ol les inconnues fe trouvent, font
Aa iv
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quelquefois fort élevées, je crois devoir expliquer ic
briévement la maniére de faire ’élimination pour
toutes {ortes d’équations. Jai remis i traiter cette
théorie & part, pour ne pas interrompre d’autres re.
cherches par des calculs généraux qui v’y auroient
pas eu un rapport immédiat. Les mémes principes
nous ferviront a faire difparoitre les radicaux. Allons
par ordre, en commengant par les cas les plus
fimples.

387. St on a plufieurs équations , & autant dlin-
connues qui n’y montent qu’au premier degré : ['équa-
tion fiale, ceft-a-dire, 'équation o il n'y aua
plus qu’une feule inconnue mélée avec des quantités
données, fera toujours du premier degré. Cette éqa-
tion peut fe trouver, en tirant des équations propo-
fées , différentes valeurs d'une méme inconnue, &
comparant fucceflivement ces valeurs , comme nous
Yavons pratiqué dans larticle 169 & ailleurs, Mais
on parviendra beaucoup plus promptement au méme
but, {i Pon employe la méthode indiquée ( 168):
Voici le procédé du calcul,

388. SoIENT, premiérement, entre les deux in-
connues x & y, & les donnéesa, b, ¢, &c, les deux
équations générales du premier degré ,

ax == by—4=c =0,
dx — ey f=o0.

Pour éliminer 'une des deux inconnues, par exem=
ple ». je multiplie tous les termes de la premiere
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gguation par e, coéfficient de y dans la feconde , &
wous les termes de la feconde par 4, coéfficient de
ydans la premi¢re, ce qui me donne,

eax = eby 4= ec=0,
bdx == bey =~ bf = o.

Retranchant la feconde de ces équations, de la
premicre , on aura eax—bdr—4-ec—>bf=0, équation
aiil 0’y a plus que & d'inconnue & d’ou lon tire,

bf — ce

B —

La valeur de y fe trouve, on en fubftituant cette
valeur de x dans 'uine des deux équations primi=
tives , ou en multipliant la premiére de ces équations
pityd , la feconde par a, & retranchant Pune des
fquations réfultantes, de Pautre. On a de une ou de

cd—af

ae —bd °

Ces formules donneront la folution de tous les
problémes du premier degré, qui contiennent deux
inconnues , en mettant pour 4, b, ¢, &c, les valeuts
individuelles qui réfultent des conditions de chaque

probléme particulier.

l!. Lo
autre manicre , y ==

389, En fecond lieu, foient entre les trois incon-
muesx , y, 7, & les quantités données a. b, ¢, &c,
les trois équations générales ,

ax—=by-+t+c34+d=o0,
ex =+ fy +-gy-+-h=0,
ix = ky == iz 4~m==0,

i
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Pour éliminer d’abord 7, je multiplie fucceffive.
ment la premicre par g, la feconde par ¢ ; puis la
premicre par [, & la troifieme par ¢ ; ce qui produit
les quatre équations,

gax =+ ghy ~+geztgd=o0,
cex = cofy +cgz 4= ch =0;
lax - lby +leg 4 ld= o,
Cix ~= cky = clz 4= ecm= o.

Retranchant la feconde de ces équations , de la
premicre ; & la quatrieme , de la troifieme, on aura
les deux équations,

(ga—ce)x = (gb—cf)y 4 gd — ch=o,
(fa—.-:i)x—i—(r.’b—ck)_}'—l—fd-_——cm:o,

qui ne contiennent que les deux inconnues » & &
qui fe rapportent par conféquent 3 Particle précédent,
On aura donc ici les valeurs de » & y, en mettant
dans celles de larticle précédent , ga — ce pour 4,
go—cf pour b, la—ci pour d, Ib— ck pour ¢,
gd—ch pour ¢, ld—cm pour f. Ainfi,

za (c}z——gd}(?b-—ck)—(gb——-rf)(cm-——!d)
= (ga—ce) (b —ck ;-—w(gb—«rf)_m_:—_c_i) :
(grz-—ce\(cm-—:’d)-—(rh—wgd){hz-—-cij

(ga—-ce)( fb-—cb}——{gb-—rf}(ia—-ri) 5

y:

Ces expreflions deviennent, en effeGtuant les mul-
tiplications indiquées , & réduifant,
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bhl— chk — dghk — ghm =~ cfm — dfl

T ctk—gak + ::ﬂ_ﬁ—:f;.ff ~+ big —cfi

»

gam — cem = chi — ahl 4 del — gid

cek — gak + afl — bel+ bgi — ;;r._

Subftituant ces valeurs de x & de y dans l'une
des trois équations primitives, on aura une équation
ol il n’y aura plus que z d’inconnue, & d’ou l'on
tirera , ,

' akk — dek + dfi — afm ~+ bem — bih

E .

cek — agh + afl — bel — big — cfi

A Paide de ces formules générales, on aura, par

de ﬁmp!es {fubftitutions, la folution de tous les pro-
blémes du premier degré, qui contiennent trois in-
tonnues.
390. IL eft clair quen opérant toujours de la méme
mani¢re , on parviendra & déterminer toutes les incon-
nues, quel que foit leur nombre & celui des équations,
toujours du premier degré, qui les contiennent. Si Pon
aquatre inconnues & quatre équations , on commen-
cera par ¢liminer P'une des inconnues ; ce qui réduira
ce cas au précédent.

Si'on a cing inconnues & cing équations, on éli-
minera 'une des inconnues, & on réduira le probléme
aucas précédent. Ainfi de fuite. Ces formules dérivent
lesunes des autres fuivant une loi facile 3 reconnoitre.

391. Soient maintenant entre les deux inconnues
¥&y, & les données a, b, ¢, &c, les deux équations
fuivantes, dont Pune eft la plus générale du premier
degré, Pautre la plus générale du fecond,
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ax—4=by 4+ c=o, :
dx*—=ex == fy* +-gy == hxy 4= i=o0.

On parviendra tout d'un coup a une équation oy
il n’y aura que x d’inconnue, en tirant de la premicre
la valeur de y, & la fubftituant dans la feconde, Ce
calcul donne,

—_——x g2 e el
dr* ez 4= f (———) +(g+hs) ( - )
—i=o,
€quation déterminée du fecond degré, d’oi I'on tirera
la valeur de x. Subftituant enfuite cette valeur dans
la premicre équation primitive, on aura aufli la valeur
de 7.

392. L’EquaTroN finale, foit en x, foit en y, pat
étre trouvée par une autre méthode qui nous fervira
dans les cas fuivants. Je fuppofe, pour abréger le
calcul, ax ¢ =4, g4-hx =B, dx* = ex 4-i=C:
nos deux équations primitives deviennent donc,

éy-ku4==0,
fy*+By+C=c.

Je multiplie la premiere par C, la feconde par 43
je retranche le premier produir du fecond, & je
trouve , en divifant le refte par y a caule de I'éga-
lité 3 zero,

' Afy + AB — Cb=o.

Je mulciplie cette équation par b ; & je multiplie
Péquation by 4~ A== 0, par Af ; je retranche les
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deux équations rélultantes une de lautre ; ce qui
produic Péquation ,

Af—b(AB—Ch) =o,

dans laquelle il n’y a pointde y. Mettant pour 4, B, C,
leurs valeurs , on aura,

flax—t=c)* —b(ax—-c) (g4=hx)4=b*(dx*~-ex—=i)=o0.
On trouveroit de méme P'équation finale en y.

393. QU’oN ait les deux équations générales du
fecond degré ,

ax* b = cy? = dy A= exy <= f=0,
gx® = ha == iy* 4 ky —lxy 4~m=0.

Pour éliminer y, je fuppofe d+-ex=4, ax*~<
| b f—=B, k4lxr=D, ga*+hx+m=E; &
jai les deux équations,

cy*+ Ay +B=o0,
iy*~+Dy-E=o0.
| Cela pofé, 1°. je multiplie la premicre par i, la
| feconde par ¢, & je retranche le fecond produit du
premier , ce qui me donne,
(Ai—Dc)y+ Bi—Ec=0,

premicre équation ou y n’eft plus qu’au premier degré,

2°% Je multiplie la premiére des deux mémes équa-
tions par E , la feconde par B ; je retranche le fecond
produit du premier ; ce qui me donne, en divifant
tout par y,

(Ec—Bi)y=~AE—~BD==0,

'

|
i

1
SCDLYON1 |



382 ArcEBREy,
feconde équation ol y n’eft qu'au premier degré. Noys
avons donc deux équations ou y n’eft qu'au premier
degré. Ainfi, éliminant cette inconnue, par leur
moyen , on aura,

( Bi—Ec¢)*~+(A4i—Dc) (AE—BD )=o.

Mettant pour 4, B, D, E, leurs valeurs, on aun,
(iax? == xbi - if =~ cgx? —chx —cm )*+= (id—l—-iex—-
cl'——clx) ((d-—t——ex)('gx’—i— ha=t-m ) —(ax® =i
f) (k=-1x) )=o0,
équation déterminée du quatri¢me degré.

On wouveroit de méme I’équation finale en y.

394. SuPPOSONs qu’on ait les deux équations,

my?—=ny* ~=py =+ 9=0,

My'+Ny4Py4-Q=o,
dans lefquelles m, n, p, ¢, M, N, P, Q font ds
quantités compofées, comme on voudra, de l'incon-
nue x & de’données, ou, pour nous exprimer fuivant
Pufage, des fonéions quelconques de x. Il s'agit d'élr
miner y. Pour cela, je traite y*, comme une inconnte
d’une feule dimenfion. Ainfi je multiplie la premiér
équation par M, la feconde parm ; & je retranchelé
fecond produit du premier ; ce qui me donng,

( Mn—mN) 32 ( Mp—mP) y 4+ Mg —mQ =9
premidre équation ol la plus haute puiffance de 1

monte quau fecond degré,
Je multiplie encore la premitre des deux équatios
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propofées par Q, la feconde par q 5 je retranche le
fecond produit du premier ; ce qui me donne, en
divifant le refte par y,

(Qn—g M)y +(Qn—gN)y +Qp—gP =0,
feconde équation oui Ia plus haute puiflance de y ne
monte qu'au fecond degré, :

Au moyen des deux dernitres €quations, on par-
viendra, comme dans Particle précédent , a faire dif-
paroitre entiérement Y- Soient, pour abréger le cal-
cul, Mn—mN =, Mp—mP—¢, M.?“;HQ:},

| Qr—gN=2, Qp —¢P=2. On trouvera,

(—CA+7J)(7C+aa“)-}-(«,2—[_&;,)::0’

fquation o il n’y a point de Y+ Cette équation eft [a
meme chofe que

| 2920 o (@ — €' ) —C2n = €yt

ﬁf’y:()i

Et comme ar—Cd = (Mn—mN) . (Qp—gP) —
(Mp—mP).(Qn —gN)=(mQ— Mg).(Pn—
W)= — 3 (Pn—pN), elle deviendra encore,

P2 2an — any ( Pn— pN') — €29 = Cdyr e
¢J“y= 0.

Alors elle eft divifible par o qui affecte tous fes
termes ; & ce facteur lui eft inutile , ceft-a-dire qu'on
Be peut pas fuppofer pour équation finale y =0 ; car
¢¢la donneroit Mg=—mQ, fuppofition particuliere qui
dliéreroit la généralité des deux équations primitives,




‘384 ALGEBRE,
La vraie équation réfultante de Pélimination de y ef
donc,

o’ 42 gun—an (Pn—pN) — €3 A= C -t adi=0,

Pour faire une application de ces formules, foient
les deux équations,

xyS4=by 42> 4-a=0,
9> =y +4bx* +h=0. .

Nous avons, dans ce cas, m==x, n="0, p=l,
¢g=—x’~+a, M=1, N=o, P=c, Q=bx*+l,
a=—0,C=b—cx, o =x’+4a—x (bx*-+h), =0,
a=b (bx*4h)—c ( x*~a). Donc I'équation finde
eft o> — €a=0, clelt-a-dire,

(x’-}-a-—-x (bx> +h))’ — b—cx}*.(b(bx‘-k
h )—c(x‘—I—-a)) =0,
ol il n’y a point de y.
395. SO1ENT les deux équations générales,
my* = ny? ~-py* 4+ gy +r==0,
ﬁb*%—ﬁ@i—FPyzﬂ—Qyﬁ—R==Ch
dans lefquelles Ia plus haute puiffance de yeft de quatre
dimenfions. On commencera par éliminer y* en muk
tipliant la premiere par M, la feconde par m, & retrate
chant le fecond produit du premier ; ce qui donné:
(Mn —mN) y*~ (Mp —mP) y* -+ (Mg—mQ) )Tt
Mr—mR==0,
premigre équation o la plus haute puiffance de el
que de trois dimenfions, ,

Enfuite
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Enfuite on multipliera la premiére équation primi-
tive par R, lafeconde par r, & on retranchera le fecond
produit du premier ; ce qui donne,

(Rm—rM)y? ~+=( Rn——rN)y‘—]—(Rp-—-rP‘)y—i-'
Rg—rQ==o0,

feconde équation ou la plus haute puiffance de y n’eft
que de trois dimenfions. On a donc deux équations
qui ne contiennent plus que y3 , & les puiflances infé=
rieures de y , & qui fe traitent par conféquent comme
celles de Varticle précédent.

On procédera femblablement, Jor{que dans les deux
€quasions primitives, la plus haute puiflance de y fera
de plus de quatre dimenfions.

396. Sr, dans Iéquation finale; il fe trouve des
fateurs inutiles, comme cela arrive quelquefois ; ces
fortes de facteurs peuvent fouvent fe reconnoitre fans
peine, en employant des abréviations de calcul pareilles
a celles qui nous ont fervi a trouver ( 394 ) I'équation
finale réfultante de I'élimination de y. Du moins ils
peuvent toujours étre déterminés , en décompofant,
par les méthodes du Chapitre X1V, I'équation finale
en fes divifeurs commenfurables, Enfuite examen
des conditions du probléme qu’on cherche & réfoudre
apprendra a difcerner , parmi les divifeurs, ceux qui
doivent étre utiles d’avec ceux qui doivent étre rejettés.

397. LA méme méthode s'applique 2 I’élimination
des inconnues lorfqu'il y en a plus de deux, quels que
foient les degrés des équations qui les contiennent.

Bb
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Car fi on a les trois inconnues ¥, y, 7, & trois équa-
tions, il eft clair qu'avec la premitre & la feconde
équation on peut former une équation qui ne con-
tienne plus que deux des trois inconnues, par exemple
x & y. De méme, en combinant la premiére équation
avec la troilieme, on pourra former encore une équa-
tion qui ne contiendra que x & y. Ainfi on aura deux
équations qui ne contiendront plus que les deux incon-
nues x & y : ce qui rappelle le probléme aux cas précé-
dents.

Si on avoit quatre inconnues & quatre équations,
en combinant fucceffivement la premiere équation
avec les trois autres, on formeroit trois équationsol
il n’y auroit que trois inconnues ; ce qui rappelle e
cas au précédent.

Ainfi de fuite,
Je pafle a 'évanouiflement des radicaux.

398. SurposoNs que la valeur d’une inconnue foit
donnée par une expreflion radicale; que, par exem-
ple, on ait ¥ == ]Valﬁ —I—-]/( S -d), & quon
veuille favoir quelle feroit ’équation qui auroit pro-
duit Pexpreflion propofée; la queftion eft de trouver
une équation en x , laquelle ne contienne point de
radicaux, Voici la mani¢re de réfoudre ces fortes de
problémes.

399. D’ABORD, {i une expreflion ne contient qu'un
radical ; par exemple , fi on a x =1/ ab*, on fera
¢vanouir le radical, en élevant chaque membre 2t
cube ; ce qui donnera x* == ab*, qui eft une équation
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du troifieme degré, de laquelle réfulte Pexpreflion
propofée.

Si on avoit ¥=a 4/ [*462]/¢cd ], on com=
menceroit par tranfpofer 2 ; & on auroit x —g —
]/[ ¢ = b* v/ cd]. Elevant chaque membre au cube,
on auroit (x—a)*==c’4=b*y/cd. Tranfpofant ¢,
on auroit (¥ — a )’ —c*==54>V cd. Elevant chaque
membre au quarré , on auroit enfin,

((.r-—a)’-—-c‘)*:b‘*cd,

équation du fixitme degré, de laquelle réfulte Pex-

preflion propofée.
Si on avoit a dégager l'inconnue x d’une équation

de cette efpece, ’
x==m—= |/ [ab* ¢ V{de—+yghkx )],
1% On commenceroit par tranfpofer m , & élevant
tout au cube, on auroit,
(¥—m) =ab* 4=c* /(dx ~+ y/ghkx ).
2% On tranfpoferoit ab?, & élevant tout au quarré,
on auroit ,
( (¥ —m)’— ab=)1=c*dx+ ctvghkx,
3% On tranfpoferoit c*dx, & élevant tout au quarré,
n auroit ,

((fx — ) — ah?}? e c‘d'x)’ = c3ghkx,

fuation du douzieme degré qu'il faudroit réfoudre
Pour avoir x,

Bb ij
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On opérera de méme dans les autres cas pareils;

400, LorsQuE dans une expreflion il fe trouve
plufieurs radicaux qui fe fuivent par voie d’addition
ou de fouftraGion, comme cela arrive dans 'exemple
de Particle 398 ; il eft un peu plus difficile de faire
évanouir tous les radicaux. Cette opération peut s'exé:
cuter ainfi en général. »

Mettez 3 la place de chaque radical , une nouvelle
inconnue , & vous aurez une équation ou il n’y aura
point de radical : vous aurez de plus autant d'équa-
tions 3 deux termes, qu’il y avoit de radicaux ; &en
¢levant chacune de ces équations 3 la puilfance de
méme indice que le radical qui s’y trouve, vous aurez
encore des équatiof ol il n’y aura point de radicaux,
Fliminez {ucceflivement toutes les inconnues miles
la place des radicaux , & vous aurez une équation
finale qui fera celle qu'on demandoit.

Ainfi, par exemple , ayant I'expreffion ¥=
Vab 41/ &1, je fais y=1/ab*, 1=
V/[¢* 4-d*]; & par conféquent, :

X—y—3=0,
y}—ab* =o0,
P = —d=o0

Au moyen de ces équations, jélimine fuccedlive:
ment y & 7. La premiére donne z=x—y, & per
conféquent 3= —3 a2y~ 327> —7>. Subftituant
cette valeur dans la troifitme , on aura , entre & &34
les deux équations, '
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¥ —ab*=e,

—y? = Jay— 3ary e x il —di=0,
ou bien ( en faifant , pour abréger le calcul ; ab*= A4,
=8B, 3a02=0C, §3—ci—di=D), -

y‘-—44=:0,
..__y3 —i-B)l'"—-CJ"*"D:O.

La queftion n’eft donc plus que d’¢éliminer y de ces
: deux équations; cela s’exécute par les moyens expofés
ci-deffus , & on trouve,

(D— Ay3 3 ACB(D —A)—AC3 —A:B} =0,

deft-3-dire , en remettant pour 4, B, C, D, leurs
valeurs, .

(2} — 0 — P —ab?)’ - 27ab2a? (#3 ~icd —d’ —
ab*) — 27 ab*x*— 27a’b*x*=o0,

équation du neuviéme degré, de laquelle réfulte-la
valeyr propofée de x.”

Bb ijj
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Sommation de différentes Suites de
nombres.

401. LA fommation des fuites, c’eft-d-dire, Pare
de trouver, d’aprés Ja loi fuivant laquelle fe forme
une {uite compofée d'un nombre fini ou infini de
termes , une expreflion finie qui revienne au réfultat
qu’on obriendroit, fi I'on ajoutoit aGtuellement enfem
ble tous les termes de la {uite, eft un objet trés im-
portant dans I'analyfe. Car les fuites fe préfentent, ou
peuvent érre introduites dans une infinité de recher-
ches ; & fi on les favoit fommer en général, il n’ya
prefque point de problémes qu’on ne réfoliit en ri-
gueur. Malheureufement, le nombre des fuites qu’on
fait fommer, eft affez petit; & on eft réduic , pour
Yordinaire, a ticher de les rendre convergentes, afin
que I'affemblage de leurs premiers termes fuffife pout
en repréfenter fenfiblement la totalité, Les fuites que
je vais confidérer ici ont avantage de pouvoir étre
fommées, & de s'appliquer utilement & quelques re-
cherches, comme on le vérra dans les Traités qui
fuivront celui-ci.

402. Parmr les fuites fommables, on rencontre
d’aberd les progreffions arithmétique & géométrique,
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Nous avons vii ( 173) qu’en nommant a le premier
terme d’une progreflion arithmétique , d la différence
additive ou fouftra&ive, n le nombre des termes ,
S leur fomme, on a,

s e
e e et

(za=-dn—d)n
S= . i
% 1
Par ot Pon voit qu'on a, fous une forme trés- !
fimple , la fomme de toute la progreffion, quels que il
foient fon premier terme, la différencs , & le nombre
des termes ; quantités qui réglent la loi ou la marche

fuivant laquelle la progreflion fe développe.

403. SEMBLABLEMENT , nous avons vi (174)
quen nommant z le premier terme d’une progrefiion
géométrique , ¢ la raifon ou le quotient du premicr
terme divifé par le fecond, n le nombre des termes .
S leur fomme, ona, it

B Sk < TR 2 l

=g g—t (=gt 1

Dans cette formule, la raifon ¢ eft plus ou moins
grande que Punité, felon que la progreflion eft dé-
eoiffante ou croiffante.

Lorfque la progreffion décroit & l'infini, la feconde g
partie de la valeur de S s'évanouit par rapport i la
premicre , parce qu’alors ¢ étant >1, & le nombre #
devenant infini, le produit (¢—1)¢" ™" devient il

e

infini ; ce qui rend la fra&tion - s -1 B i
U bt U 1 i | |
o i

mgnt petite. Ainfi on a fimplement alors, §=—-—.
Bb iv
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404. LA progreflion géométrique décroiffante §
Vinfini a une propriété qui mérite d’étre remarquée;
c’eft que fi Pon retranche fucceflivement'de’1a fomme
totale, le premier terme, les deux premiers termes,
les trois premiers termes, &c : la fomme torale & les
reftes de ces fouftra@ions, formeront une progreflion
géométrique décroiflante 3 Iinfini, qui aura méme
raifon que la progreflion propofée, & qui fe fommera
par conféquent de la méme maniére. Car le premier
terme de la progreflion propofée étant fuppolé repré-
fenté par a, & la raifon par ¢ ; le fecond terme eft

a - a ' a .
—, le troifitme, —, le quatriéme, — , ainfi de
g g 3 g2’

fuite ; & fuivant la derpitre formule de larticle pré-
ay

cédent, 1a fomme eft . Donc, lafomme moins

le premier terme eft —a, ceflt-2a-dire,
==X

a

; la fomme moins les deux premiers termes,
gk

Qu, ee qui revient au méme , 'expreflion précédente,

. a a \
moins le fecond terme, eft ——, Clelta
gt q
; a : ’ :
dire, e o fa fomme moins les trois premiers
gigreit P
termes, ou Pexpreflion précédente moins le troifiéme

a a Tl a
- — —; Celb-a-dire, —
glg—1) q 7*(¢—n)

la fomme moins les quatre premiers termes , ou l’ex_-
preflion précédente moins' le quatricme terme elt

.
]

terme , eft
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a a a .
_————, ou————; &c. Or, il eft
glg—1) 93 g3(g—1)

; ! a2 a a
dlair que les différentes quantités :
g—1 g—1
a . a
£ , &c, com-~

glo—). . g9—1) 1 g— 1)
pofent une progreflion décroiffante & I'infini, dont
(:l?

, & la raifon ¢. Donc

le premier terme eft

g—1
'l fomme de tous les termes de cette progreflion eft

a g ar*
! X , OU =
] g—1 (g=—1)

; & on voit qu’elle

L ehd celle —"de 14 progreffion propofée , dans
. gk

ke rapport de qag—I.

405. Ox peut fommer également les fuites des
pilfances des nombres naturels, celles des nombres
fiaurés , des nombres polygones , & d’autres fuites qui
dérivent de celles-13, Cleft ce que nous allons faire
Yoir avec quelque détail , lorfque nous aurons donné

| ks définitions néceflaires.

La fuite des nombres naturels’eft 1,2, 3, 4.5,
| 6, &c; les puiffances de ces nombres en font les
quarrés , les cubes , &c.

Les nombres figurés, qu'on appelle encore nom-
bres de diffévents ordres, fe forment comme on le
voit. ici,
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Conftants ou du 1*"ordrecc.x, 1, 1,5 1, 1, 1; &

Naturels ou du 2° ordre. ks 253y 45 §, 65 &0

Triangulaires ou du ;"ordre.i 2 31 6,30,88,21, &8

Pyramidaux ou du 4° ordre.1, 4, 10, 20, 35, §6, &
&a.

$21quo N

Tous les termes de la premiéte bande horifon-
tale font égaux. Chaque terme d’une autre bande
horifontale quelconque eft la fomme de tous les termes
correfpondants de la bande précédente. Ainfi, pa
exemple, le troifieme terme 3 de la feconde bande
eft égal a la fomme 1+~ 1 <4~ 1 des trois premiers
termes de la bande des nombres conftants ; le cin-
quieme terme 1§ de la bande des nombres trian-
gulaires eft égal & la fomme I ~+-2+3 4445 des
cinq premiers termes de la bande des nombres ne-
turels ; &c.

Les nombres polygones fe forment en ajoutant fuc-
ceflivement enfemble les termes confécutifs d’unepro-
greflion arithmétique qui commence par 1; & i
s'appellent triangulaires, quarrés , pentagones, &
fuivant que la difiérence de la progreffion arithmétique
eft 1,0u2,0u3,o0u4,&c:

=
Progreffions arith. _Diff. Polygones.
21.303.4v5 6.&cY 1 (1,3, 6510, 1§, &c. triang
{-4.;.;.7.9.11.&:2 2 (1,4, 9, i6, &t quané.
—1.4.7.10.13.16.&c( 3 Ls S5 XEs8 &c.p:ntzg&mﬁl
&c. &c. e,

Je viens aux fommations annoncées.

406. I’aBORD, la fuite 1, 2, 3, 4, §, & d“
nombres naturels, ou de leurs premieres pulifancesr

I

T T T
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#ant une progreflion arithmétique dont la différence
¢k 1, on aura (402), en nommant toujours n le
n(n—1)

wombre des termes, S la fomme , Se=———"—,
F

407. Pour trouver la fomme des quarrés, des
abes , &c, de la manicre la plus générale, prenons
me fuite de quantitésf, g, h, i, &, &c, qui forment
e progreflion arithmérique dont la différence foit 4.
A caufe des équations g—f~-d, h=g~4-d , i=h=~d,
t=i-4d, &c, que donne la propriété de la pro-
\geflion arithmérique,, on aura les Tables fuivantes

{€quations,
| L 11
=P rrfitd | pap=afita
WP =g*—+ 2gd +d* h*—g?e= 2gd + d*
1*=—h> 2 hd + 4% 12 e h? = 2hd + d*
P=1i* 4 2id 4 d* B ——i?* = 2id 4 d?
&c. &ec.
EIL. IV,

i!"f’+zf‘d+ fd+d3 | g3 —f' =3 2l 3 fd*+d3
M3 sgdbsgdids | b —gim=ygid+3gdd3
B=hi 3 h*d—m3hd*4-d3 | i3 —h3=3h*d~t3hd*+4d?
=3y 3i2d jid- 3 k3 (3= 3i%d - 3 id*~-d3
| &e. &c.

V. VL

ISfibaf3dt 6 fd*+afds +-d+ | g4 —fim=g f3 d4-6f20 44 fd 1 4-d4
B4 dd+-6g7d agd3 4-d* | hd g 4==4g 3 d-6g*d*4-4gd I -d+
"Stdohgh3 d-6h2d% -4-4hd 3 -d+ | i4——h == 4h 3 d6h?d> -4 hd 3 ~-d +
”=:"+4isd+6i=d“+4:‘da+d4 bt ii==q i3 dwpeg i%d%pgq id -d+
& &ec,
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408, Cela pofé , premicrement , en ajoutant e
femble les équations de la Table II, on aura k*—
fr=2d(f4-g=+h=i) =4 d> Par la mani¢re dont
cette équation fe forme, on voit que fi on nomme
S la fomme de tous les termes de la progreflion
arithmétique propofée, n leur nombre, p le dernier
terme ; on aura pi— fr==2d (§—p)+=d*(n—1),
D’ou on tire,
p"—f‘———d‘(n—-——-t)—!—-z;‘d [

2 d %

Cette formule devient celle de Particle 406, €1
fuppofant f==1, d=1, & obfervant que p=n.

S=

409. EN fecond lieu, fi Pon sjoute enfembleles
_équations de la Table IV, on aura B —f=
3d( fr g 2 =it )= 3 2 (frg - h=i) 4
Donc ; en. nommant p -le dernier.terme de la pro-
greffion propofée , n le nombre total des termss,
S leur fomme., S’ celle de leurs quarrés 3, on aur
pP—f=3d(8'—p*)+3d*(S—p)+d@—1)
ou bien, en mettant pour S fa valeur trouvee ¢,
deflus , pPP— fp=3d(§ —p*)—3 ds.p_l__f.f—-

(r—f —d* (n— 1) 2pd ) 4 (n—1). D0k

Pon tire;

1p3— 2 fi4-3dp* 4-3 df24d3(n—1)

gpn. K
S 6d

Lorfqu’on ‘voudra appliquer cette formule 5!‘
fommation des quarrés 1, 4, 9,16, 25, &C3 !
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faudra fuppofer f==1,d=1, p=n; & alors la
formule précédente deviendra
213 4= 3n*=-n

§= :
B

410. DE méme, en ajoutant enfemble les équa-~
tions de la Table VI, on aura k*—fr==4d (f* 4=
et b7k )4 6 (fo g 2o *) b 43 (b
ge=h i) ~~4 d*. Donc, {1 'on nomme p le dernier
terme de la progreflion propofée, n le nombre total
de fes termes, S leur fomme, S’ celle de leurs quarrés,
§' celle de leurs cubes ; on aura p*—ft=44(§'—p* )+«
6d*(S'—p?) 444> (S—p)+d* (n—1 ). Met-

tnt pour S & §' leurs valeurs générales trouvées ci-

| deflus , & dégageant-S", on aura,

pA—fi~4-2dp3—+ d*p*+ 2 df 3 —d’f*

iy
B = i

Pour appliquer cette formule a la fuite des cubes

| 1,8, 27, 64, 125, &c, il fauc fuppofer f=1,
| é=1, p=n, & alors on a,

s n4 4 2n? +n*
== »

4

On trouvera femblablement les fommes des qua-

| temes puiflances, des cinqui¢mes puiffances, &c,

des termes de la progreflion arithmétique propofée.
On voit que les fommes fupérieures dépendent des
nférieures, Il eft facile, en employant la formule
que nous avons donnée ( 287 ) pour élever un bi«
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nome 2 une puiffance quelconque , de comprendre
toutes ces fommes dans des formules générales,

411. LEs fuites des nombres figurés & des nom-
bres polygones fe formment par les mémes moyens,
L’art de ces fommations confifte 2 décompofer les fui-
tes dent il s’agit, en d’autres qui fe fomment chacune
en particulier , au moyen de celles qui précédent, Ii
fuffira d’expliquer cela pour les nombres triangulaires
& les nombres pyramidaux ; nos Leéteurs opéreront
d’une maniére femblable pour les autres cas.

412. EN nommant S la fomme des nombres trian-
gulaires, n le nombre des termes, on a,

S=14=3~464104154. .. .4 i

Nous pouvons regarder cette fuite comme com:
pofée des fuites fuivantes, ajoutées enfemble terme

a terme, lefquelles font toutes la fuite des nombres

naturels avancée {ucceflivemen: d’un rang vers l2
droite :

A=1~424+34445+64+..cc.n
B—=¢ 142434445+ iee.4n—1

C—=—e e+1+2+4+3+4+..... ~=n——2,
D=¢g o &t+I1442-+3%4..... =3
&c.
nn —-n

La fomme de la fuite 4 eft ; & on aurd

également , par la méme formule , les fommes des
fuitess B, C, D, &c, en mettant {ucceflivement
B=1,n—2 &~3,&c, ila place de n. Ainl
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B (n=—1)*~+(n~—1) s (n—2)*4(n—2)

De (n—3)*+(n—3)
A

3 &c. Donc, en ajoutane

enfemble toutes ces fommes particuliéres, & faifant
(deux clafles de termes correfpondants, on aura
=i (n*—=(n— 1P e(n—2)y—4=-(n—3)2 4. . .
! +1)+;(n—+-(n—;)+(n-—2;+-(n——g)—|-. 1),

‘ Or, des deux fuites qui entrent dans cette expref- -
iﬁon, la premiére (=1 )2 (n—2)2 . . .,

' 213 4-3n - n

1= . (409 ) ; & la feconde n—4=
_(n-1)+(n—-2)+(n~—;)+(rz——-4-) ----- !

nn-~n 23 ~3nt~n
ot 0 (406). Donc S= :
2 12

g —-n 3 4-3n*~4-2n
Qe st 1X2X3
413. Pour les nombres pyramidaux, on a

y S==I+4+Io+20+35‘+. (g n3 +36n 2

Cette fuite peut étre regardée comme compofée

des fuites fuivantes, lefquelles font toutes la {uite des

| Mombres triangulaires avancée fucceflivement d’un
| 1ng vers la droite :

: A=1+3+6'+10+15+. ke T

i B=y 1434 64104, Sl Uik ) s ol

2

]

| C=e 6oprop 3o 6o, g AV H—

e SR it SIS
.
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Or, en vertu de larticle précédent , A=
nd43n*4+1n (i—1)3 43 (n—1)*42(n—1)

5 ’B=|= P o
. —a)d 3 (n—=—2)*42(n—2
P ot 3(6 o S o M
¢ 20y 3 S1¥sg - ——
(n—3)3+3(n . 3); 2 (e ) , &¢. Done, en

ajoutant enfemble toutes ces fommes particulieres, &
faifant trois clafles de termes correfpondants, on aun
S=: (n’—}-(n—- 1)Y= (n—=—2) A= (n—3) ==/
+x)+§(n=+(n—13=+(n——2)=+(n—3}i
~+. .. -+I)+;—(n+(n-—1 )+ (n—2)+
(n—3)4.....~+1 ) Or , des trois fuites qu
entrent dans cette expreflion’, la premicre 2+
(n—1)4=(n—2)Y4(n=—=3) =4... . .o I=

extui Al L (410);la feconde n’—}—{n—-i}’-%

r'e
203~ 3n41
et——————————

(n—2)y—4(n—3 )P4 . 1= y
(409); la troilieme n == (n—1 )= (n-=2)*

nhn-+n

(n—3)4: . .4 1=—— (406 ). DoncS= |

z
714 4 2 n3 =-n? 213 ~4=3n*~-n nnA=n
-+ - —=

24 12 4
nt =-6n3 S-r1n*-4+6n" '

IX2XIX4

414. PrOPOSONS - NoUS maintenant de fommét |
. . F - rd "
quelques fuites qui dérivent des-précédentes. Quil |

s'agifle, par exemple, de trouver la fomme d’une fui?

de fra&ions, dont les numératenrs foient comme e
nombre
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pombres des différents ordres, & les dénominateurs en
progreflion géométrique. Ce probléme comprend
plufieurs cas; j’en vais parcourir deux.

401

415, Soxmer la [uite S=_;H.~+._;_+ _qT_..

» compofee de frallions dont

T
q‘f

les numérateurs font comme la fuite des nombres natu~
rels 1, 2, 3,4, &, & les dénominateurs cro:ffent
en progreffion géometrique, q étant >>1 ?

Je regarde cette fuite comme compofée des fuites
fuivantes qui forment des progreflions géométriques
qui ont toutes la méme raifon g, & le méme dernicr

m
terme — :
qﬂ
el LR AT AR < o
£ ¢ ¢ g3 A e
B m in m
= - T ~+ tee e p——,
9 93 g+
i m n
C= . B i L O A, CTEMINI, 1 T ey
9] q'i ,{:
m mn
D=, 7 R Ay e it THIERN Ny
g4, q"

'ov-.--.-a--nc.-..-----n-;---.uo.o

m
RN R R A e Ve
q.’l

Or, ( 174.), en nommantz le premier terme d’une
Progreflion géométrique , « le dernier , q la raifon ,
(I I}

tlafomme, onas= . Pour appliquer cette

Cs

4] ——y
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formule 3 la fommation des progreflions géométri-
ques 4, B,C, D, &c, il faut prendre conftamment

um—:—-—, & faire fucceflivement a= -%, a:f;'
. q
az—m—,_&c. Par-13 , on aura 4= Tig
e g—1
._.._.._.ﬂ.:_.-—-, B= = r— 5 F
(g—1)F ¢ {g—=1) (g—1)¢"
C"'—= = s — x ,D=—-—-T-—-
*(g—1) (g—1)¢" 73(g—1)

iy ml T &ec. Donc 4 -B4=C~+ D&,

ou S=-—f—(x+-!— —|-—T~;--+--—‘—-—}—
, g q q g3

) — B X (1T 1T

(g—1)¢"
.« +=+1). Or, des deux fuites qui entrent dans cette

qﬂ—-—l

z 3 1 b
expreffion , la premiére I —=— = — —+ &c, et
q g

une progreflion géométrique, dont la fomme et |

: (‘E—- : ); la feconde I-t=I-f-1-I+
g—1 gt
+«=+1==n. Donc enfin

. e e

S=—-‘-—-——ﬂ'—'—‘ 58 1 mn____'
(q___!)a (q qn—-‘x ) {g__l)gl

Lorfque la fuite S eft pouffée & 'infini, il faue , das

ag—1u ?
la formule s== z 4 , faire u ou L —o;dlos
g g"
m m
003A=-—-—-,B==-——-——-——-, — A
. =3 g(g—1)
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m m
-—-—-——-,D:—_——-——
¢ (g—1) g3 (g==1)
mg
(g—1)?

416, Sommzr la fuite S—H—-—l—

g3
Iom m (nn —-n)
R -1--—-(—*——-—- . Ie: numera-
2

» &c; & par confé-

quent S==

o

- teurs de:fmé?wns croiffant comme la fuite des nombres

triangulaires , & les dénominateurs croiffant en pro-
greffion géomérique ?

Je regarde cette fuite comme compofée des pro-
greflions géométriques fuivantes :

-—"’+ R T TS DY S DL
q= 93 94 “ s s w0 qﬂ 3
B= . -F 4— = g zm'*"""-khifi’
g* g3 g 'y
(= . --+—3'Hl'
o
D-—- - - . + 4m +' o - +_€'E'!
g+ .
M. nm
i
Or, il fuit de Particle précédent, quon a 4=
m m 2m
—— — s B—-——'.-"‘—'-"——"-——--—- ——
gl (e— ¢ 9(9—~1)
1 S 3m 3 3m
(g=1)g 9*(g==1) (g—1)ge °
Cc ijj
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4m 4m
= _— , &. D .
s T c. Donc A=

B~4~C+D—+ &c, ou s:-qfil— —;——+-.—;,—+
3 4 n i
—— — .-.co+ o

93 s g+ ” 9") ({—%I0
(1424344 ceeee: —~+n). Or, des deux

fuites qui entrent dans cette expreflion , la premicre
1 2 3 4 n

—— + = + + + PR + _rx_., eﬂ
q q q3 g* : q

celle de larticle précédent, en faifant m=1 ; elle

a par conféquent pour fomme ( E v ( e
g—1)
_’_*)_ o ; la feconde 1 —+2-+3+
glJ';-—-l ({I——I) qr >
nn-+4n

R ST, o . Donc énﬁn.

z
mq q 1 n
o qg—1 ( (g—1)* (=1 (q——¥)9')
: m(nn —4=n)
2 (g— D¢ |

Lotfque la fuite Seft pouflée A Pinfini , on afim*

plement S L, 5
(g—3)3

S
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Des Suites Récurrentes.

417. E'__- Es {uites récurrentes font ainfi nommées en
général, parce que fi 'on prend i volonté les premiers
termes, les termes fuivants fe forment, femblable-
ment, chacun par Paddition ou la fouftraction d’un
méme nombre de termes précédents affeétés de coéf-
ficients donnés 3 & qu'il faut ‘par conféquent, pour
continuer la fuite, recourir fans cefle aux termes déja
trouvés. Par exemple, la fuite ¢, 20, So, 320,
1280, &c, eft récurrente, parce qulayant pris & vo-
lonté le premier terme 7, le fecond eft égal au pre-
mier multiplié par le nombre donné 4 ; le troifieme
elt égal an fecond multiplié par le méme nombre 43
ainfi de fuice. De méme, la fuite 1, 4,23, 127,704
3901, &c, eft récurrente, parce qu’ayant pris a vo-
lonté les deux premiers termes 1, 4, le troifieme eft
€gal 3 1a fornme faite du premier multiplié par le coéf-
ficiene donné 3, & du fecond multiplié par le coéffi-
cient donné 5, Ceft-d-dire que 23==1 X 344X § ;
le quatriéme fe forme femblablement du fecond & du
toifieme , C'eft-3-dire que 127=4x 3423 %§;
de méme, le cinquiéme 704 == 23 X 3+127%7§;
ainfi de fuite, La fuite 1, 3, 520,106,566, &c,
Ce iij
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eft aufli récurrente, parce qu'ayant pris 3 volonté leg
trois premiers termes 1, 3, §, le quatrieme eft égald
la fomme faite du premier multiplié par le coéfficient
donné 2, du fecond multiplié par le coéfficient donné
—4, & du troifieme multiplié par le coéfficient
donné 6, Ceft 3-dire que 20=1 X 2 -} 3 X — 4~
5% 6 ; le cinquitme fe forme de méme du fecond,
du troifieme & du quatriéme , c’eft-d-dire que 106=
3 x 24 § x— 4206 ; ainfi de fuite.

On appelle échelle de relation , Pallemblage des
coéficients donnés qui fervent a former la fuite. Cette
échelle peut avoir un nombre quelconque de termes
Dans la premiere fuite propofée, I'échelle de rels-
tion eft {implement 4, elle n’a qu'un feul terme
Dans la feconde fuite, Péchelle de relation eft 3453
elle a deux termes. Dans la troifieme fuite, Péchell
de relation eft 2—4-+6 ; elle a trois termes, &G

Le dernier terme de la fuite fe nomme zerme géné-
ral ; il eft une certaine fonction des premiers termes
générateurs de la fuite, de Péchelle de relation, &
du nombre des termes. Cette fon&ion doit érre telle
qu'en nommant n le nombre des termes , & faifant
fucceflivement n=1, n==2, n==3, n =4, &G
le terme général devienne fucceflivement chacun.des
termes de la fuice.

418. LA clafle des fuites récurrentes comprend
plufieurs autres fuites, comme autant de cas part
culiers. Par exemple, une progreflion géométrique
quelconque peut étre regardée comme une fuite récur*

rente dont l'échelle de relation aura tant de termes
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| qw'on voudra, En effet, fuppofons que la fuite a, b,
¢, d, e, f, reprélente une progreflion géométrique
dont chaque terme foit au terme fuivant comme 1
eft 3 m. Il elt clair,

1°, Que cette progreflion peut éfre regardée comme
une fuite récurrente dont 'échelle de relation eft m.

2°, Puifque b=ma, c=mb, d=mc, &, on
aura b—ma == 0 ; ou en multipliant tout par le nom-
bre arbitraire k, bk — mak = o, Donc ¢==mb =
bk—mak , ou c=(m -k ) b—mka. On trouvera
de méme d=(m~k) c—mkb, e==(m-k)d—

‘mke, &c, Donc la progreflion propofée peut écre
regardée comme une fuite récurrente dont Uéchelle
de relacion, compofée de deux termes, eft (m = &) ~—
mk, Cette échelle eft fufceptible de plufieurs varia-

tions, puifque le nombre £ a écé pris arbitrairement,

" 3% A caufede c==(m—+*) b — mak, nous aurons,

en multipliant tout par le nombre arbitraire £, &

mettant tout d’'un méme c6té, ch— (mh kh) b ==
makh==0, Et comme d ==(m=~k) ¢ — mbk, nous
aurons, en joignant au fecond membre de cette équa-
ton Péquation précédente , d = (m -~k 4=h)c—

(mk ~=mh == hk ) b 4= mkha. On trouvera de méme

e=(m==k—4h) d~—(mk~=mh==kk ) c ~4=mkhb;
ainfi de fuite. Donc la progreflion propofée peut étre
tegardée comme une fuite récurrente done I'échelle
de relation, compofée de trois termes, eft (11 m=k -}
h)—-(mk—i—mk-i-ﬂ;) = mkh,

&c.

Cciy

SCD LYON 1




Krcetser e,

go8

M g
a-t-bx—cz* "’
dont le dénominateur eft complexe, le numérateur
étant tout ce qu’on voudra; & qu'on la développe,
par la méthode de Farticle 379, en une fuite infinie
qui marche fuivant les puiffances de x ; les coéfficients
des termes de cette fuite compoleront une fuite récur-

¥ : c b
rente dont I'échelle de relation et —— — —, En

419. QU’ON ait une fracion telle que

a a
effet, feignons qu'on ait,
|
FEEES S . St 2 5 . ] .
= ST A = Bx e Cx? == Dx? e Ex® 4= &c;
& par conféquent,

r

+a A== aBx 4= aCx* 4 aDa? =g Ex* - &¢, *
3 = bAx =4 b Bx* 4-bCx* == bDx* 4~ &¢,
s =A% = B3 4= Cxt mp &
&C,

w1

- Nous aurons d’abord, pour- déterminer les deux
premiers coéfficients 4 & B, les deux équations a4 —
1=0, aB “4=-bA=0; enluite, pour déterminer Jes
autres coéfficients C, D, E, &c, nous aurons aC-

. g Al Bb
£=B+cA'__—_.o , ou C=— —;:— —_ —a—}— s aD = bC
Bc Ch
cB=0, ou D::-—-——?—-——f-,aE—{——bD-—}-cC:O.
Ce b ;
ol e o — -—f—', &c. D’ol 'on voit que €
a

dérive de 4 & de B, comme D dérive de B & de C»

SCD LYON 1




Cuparrrre XXIL 409

romme E dérive de C & de D, &c. Ainfi les coéffi-
gents 4, B, C, D, E, &c, compofent une {uite
¢ b

récurrente dont Péchelle de relation eft————.
a a

1l en eft de méme de toutes les fra&ions de pareille
elpece.

420. LEs fuites récurrentes fe fomment en général.
D'abord, lorfque Péchelle de relation n’a qu'un feul
terme , la {uite eft une progrefiion géométrique ; elle
peut, par conféquent, étre fommée par le moyen de
Farticle 403.

421. SorT a, b, ¢, d, e, f, g,une fuite récur-
rente, dont Péchelle de relation, compofée de deux
' termes , foit p—-¢« Nous aurons c=ap =+ bq, d==
bp—4 ¢cq, e =cp+dg, f= dp -+ ¢q, g:ep+fq.
Donc ¢4t e+ ftg=p (a=-b4c4-d+e)+
g (b4 c+d==e=f). Or, en nommant S la fomme
de rous les termes de la fuite, ona c—4~d =€~ f—~
; g::S-—a——-f},a—i-b-i-c—kd-i—e:S-—f—g,
| bt-c+d+4e¢—+f=S—a—g. Onauradonc S—

¢—b=p(S—f—g)+q(S—a—zg) Dou

Pon tire ,

__:pf-f-Pg-!-_qa—i—qg"—a-—b

S o
p+g—i

Diod Pon voit quion aura la fomme de la fuite,
en connoiflant les deux premiers termes, les deux
derniers , & I'échelle de relation.

On trouveroit de méme la fomme , {i Péchelle de
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relation avoit trois termes ;

trois premiers termes de |a fuite, les trois dernie

15
& Péchelle de relation, Ainfi de fuite, '

422. LEs derniers termes de Ia fuite peuvent étre
€liminés de la valeur de S, 11 faut, pour cela, con-
noitre le nombre n des termes, & former le terme
général. Je me contenterai de réfoudre ce probléme
pour les fuites récurrentes dont Péchelle de relation
n’a que deux termes. Il fera facile d’étendre la folu-
tion aux fuites récurrentes plus compofées,

423: JE fuppofe donc, comme tout-3-Iheure, que
a, b,c, d, &c, {oit une fuite récurrente dont Péchelle
de relation eft p + ¢, & le nombre des termes , 7,
Toute progreflion géométrique pouvant étre confi-
dérée (418 ) comme une fuite récurrente particu-
liere, cette propriété va nous faire découvrir, d’une
manicre fort fimple, le terme général de la fuite
récurrente propofée qui embrafle toutes les fuites ré-
currentes dont I'échelle de relation a deux termes.
En effer, feignons d’abord quon ait les deux pro=
greflions ,

A T A N T T A
~Bx:Br:B»’: Bat. ...... s oe o 6n b aoiliNe

qui ont chacune le nombre n de termes , & dont
la premiere a pour terme général 4x”, & la feconde
a auffi pour terme général B#", Enfuite fuppofons que
le terme général de notre fuite récurrente foit la fomme
des deux termes généraux des deux progreflions, ceft
a-dire Ar"-4-Bz", Cette fuppofition fera permife &
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yraie , {1 nous trouvons pour les quatre inconnues 4,
B, A, 7, des valeurs telles qu’en faifant fucceflivement
p=1,n=2,n=3, n=4,&c: le terme général
(4x"=+= B") fe change fucceflivement en chacun des
termes de la fuite récurrente propofée. Or 1° la fup-
pofition de n==1 donne pour terme général (Ar-+B7);
& en égalant cette quantité a 4, on aura Ax~Br==4a,
premicre équation. A

2°. La fuppofition de n==2, donne pour terme
général ( 4»* -4 Bn*; & en égalant cette quantité a b,
on aura An*~Bn*==b, feconde équation.

3% & 4°. On voit diretement , ou par Particle
418, n°. 2, qu'on peut faire An® == (2 wpm 1) AN —
)", & Brn"=(w=1r)Ba""! —mBz"""%
Ainfi A"+ Br"= (A5 )(AN""4=Bx""")—
2z (A ==Bz"*). Dol il {uit que le terme géné-
ral ( A"+ B7") forme une fuite récurrente dont I'é~
chelle de relation eft — Az~ (A== ). Nous aurons
donc les deux autres équations ——x==p, troifieme
équation 3 A~ 7==¢, quatri¢me équation.

Par conféquent on a tout ce qu’il faut pour déter-
miner les quatre inconnues A,B,»,7 La troiﬁéme
& la quatricme équation combinées enfemble , donnent
- g4V (4p+7°) g—V (4p+4*) :

2 4 “f 2
Les deux premieres équations combinées enfemble
b—ar b —— an
donnent d’abord , 4= , B= 4
2R —A7 T2 ep

Subftituant pour &  leurs valeurs, & repréfen-
tant , pour abréger, la quantité radicale ]/( 4p+9%)s
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2b—ag+al _
par M, on aura, A== el B =
2b—ag—alM
THOLIiE
Le terme général fera' donc exprimé en grandeurs
toutes connues. A l'aide de ce terme, on aura les
expreflions des derniers termes de la fuite ; & par
conféquent on pourra reprélenter la fomme S, par
le moyen des deux premiers-termes de la fuite, de
'échelle de relation , & du nombre des termes.

424. ON voit que les quatre quantités 4, B, »,7
feront réelles, inégales, tant que la quantité radicale
M fera réelle & au-deflus de zero. Si M étoit imagi-
naire, ce qui arrive lorfque p eft négative, & quona
de plus 4p>¢*; alors les valeurs de 4, B, a, =, font
imaginaires. En effet, fuppofons en ce cas M=m
]/—-1 , & pour abréger un peu , 2b—ag==l:

g+my/ —1’ q—mV—1
on aura, A= S —— _—
2 y 2
l4-amy/ —1 l—amy/ —1
e s B==

—m* = gmy —1 rE —m*—gmy/ —1 3
Néanmoins Pexpreflion ( 42" 4= B#*) du terme
général eflt encore récllc ; car cette expreflion devient,

[(Got) x (P15

—m* —giny —1

) ——min IR o
( ——mli—lg:z‘/-iz ) ( == : )]

ou bien, en réduifant les valeurs de 4 & de Bz
méme dénominateur,
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(!—}-am\/-——:)(—m‘—-—qm\/-—-—r) q—4my/ —1\"
[ m“-}-q‘m’ ( 3 _->
(le—amy/ —1) (== m*=4=gmy/—1) g—my/ —1\"
on m4 —+q*m* ( 2 J:I'
Or, fi Pon fait fucceflivement n==1, 1==2,
n= 3. &c, & qu'aprés avoir formé les puiffances

de q_‘-m:/*-l-, & de ﬂ;\i_—:_:_' on effeCtue
les multiplications indiquées ; on trouvera que tous
les termes qui contiennent des imaginaires, fe détrui-
fent mutuellement par Poppofition des fignes, & que
par conféquent 'expreflion dont il 'agit eft réelle. On
peut donc encore, en cé cas, déterminer le terme
général par les formules de Particle précédent.

425. St la quantité M étoit =0, Cefk-3-dire, fi
p étant fuppofée négative, on avoit 4 p==¢*; on auroit
2a= ¢, 271=q, A= Q0> B = 00. L’expreflion
fuppofée pour le terme général feroit /donc infinie.
Or, le terme général doit étre une quantité finie &
variable , pour pouvoir repréfenter fucceflivement
tous les termes de la fuite. Ainfi on ne peut pas,
dans ce cas particulier, lui attribuer la forme ( An" ==
B" ). Mais il faudra fuppofer alors que le terme géné-
ral eft ( A2 —4=nBA"), fomme des deux termes géné-
raux des deux progreflions,
S A A A e ene R
2 nBa:nBazinBA inBAt. o et e e nBA"

Car dabord, en faifant n=1, puis n==2, on
aura les deux équations AA - Br=a, AN =




414 Arcects=xre,
2Bax:=05b. De plus, on aura Ar"~}=nBr" =
2A (AN (n—1) BA" ™) — 22 (AN o= (n—2)
Bx*—*). Ainfi, fi Pon fait fucceflivement n=1,
n==2,n==3,n==4, &c, le terme (A-Bn ) »*for.
mera une fuite récurrente dont 'échelle de relation eft
—a*==22. On aura donc, en obfervant qu'ici dans
Péchelle de relation p-t~¢, le terme p doit étre pré-
cédé du figne — , ces deux autres équations — =
— P> 22==4¢, lefquelles donnent 'une & autre, A==

2, dcaufe de 4p=¢* Mettant la valeur de » dans
2

les deux premiéres équations, on trouvera A= .

— 4b—2aqa
i ik AL IO : q

-3

. Le terme général fera

donc exprimable en grandeurs réelles, finies & entié-
rement connues.

Ceux qui voudront approfondir davantage Ia théo-
rie des fuites récurrentes, pourront confulter ce qu'en
ont écrit MM, Moivre, Euler, le Pere Ricatti, &c,
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G Ho A PSR i
Des Quantirés Logarithmiques & Expo;

nentielles,

'

426.0N a vu dans PArithmétique que la théorie
des logarithmes eft fondée fur la correfpondance des
deux progreflions arithmétique & géométrique, Cette
correfpondance eft telle qu’on pourroit choifir arbitrai-
tement Pune & lautre progreflion, & dreffer en cone
féqtrence une infinité de Tables qui auroient routes les
mémes ufages, 3 peu-prés, que les Tables ordinaires
de logarithmes. Mais, pour la fimplicité & la facilit
des calculs, on a imaginé que tous les nombres fo
formoient des puiflances entitres ou rompues d’un
méme nombre fondamental ; & on a regardé les
expofants de ce nombre comme les logarithmes des
nombres qu'il produit par fes puiffances fucceffives,
Par exemple, on a pris le nombre fondamental 10,
& d’abord ayant formé la progreflion géométrique
 10°:(10):: (10)*:(10)*:(10)*: &c, on a
regardé les expofants o, 1, 2, 3, 4 &c, comme les
logarithmes des nombres correfpondants 1, 10, 100,
1000, 10000, &c, quife forment en €levant fuccel-
fivement 10 aux puiffances o, 1, 2, 3, 4, &c. De
méme, un nombre quelconque, non compris dans la
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progreflion propofée, par exemple, le nombre 3 g
été confidéré comme une puiffance fraGionnaire de
10, c’eft-a-dire qu'on a pofé P’équation 3=10%,«
érant I'expofant ou Pindice d’une certaine racine de
10, qui rend cette équation vraie en effet ; & cet
expofant = eft le logarithme de 3.

On appelle bafe des logarithmes, ou bafe logarithmi-
gue, le nombre fondamental qui, par fes puiffances
fucteflives, produit tous les nombres que 'on conf:-
dere. Dans les tables ordinaires de logarithmes, la
bafe eft le nombre 10.

427. So1T en général le nombre a, plus grand que
Punité, la bafe d’un fyftéme de logarithmes , & don-
nons-lui Pexpofant variable 7 ; de maniére que lex-
preflion a* repréfente tous les nombres poffibles, en
attribuant fucceflivement différentes valeurs a Pexpo-
fant 2. 11 eft clair,

1°. Que le logarithme de I'unité {era toujours zero,
quelle que foit la bafe a. Car en général (60 ), a°=1.

2°. Que le logarithme de la bafe afera 1, puifque
(34), a eft la méme chofe que a.

3° Que tous les nombres au-deflus de 1 auront
pour logarithmes des nombres pofitifs. Ainft, pat
exemple, en fuppofant 2 =10, le nombre 1000,
ou (10)*, a pour logarithme le nombre pofiif 3.

4°. Que tous les nombres au-deflous de 1 auront
pour logarithmes des nombres négatifs, Car, par
exemple, en fuppofant 2=10, le nombre =, ot
(10)73, a pour logarithme le nombre négatif—3.
428,
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~ 428. La méme hypothefe - fubfift:nt toujours,
foient deux nombres N & N, auxquels répondent

- refpectivement les deux logarithmes p & p'. On aura

donc N=4?, N'=0a""; & par conféquent Nx N'==
@?x a¥’=z2*+ ¥, D’'oli I'on voit que dans tout fyftéme de
logarithmes, le logarithme p —-p' d’un produic Nx N,
compolé de deux fatteurs, eft égal a la fomme des
logarithmes de ces facteurs.

429. IL fuit de-1i que fi 'on a tant de nombres
4, B, C, D, qu’on voudra, on aura ( en fe {ervant
de la lettre initiale ! pour défigner un logarithme ),

109L(AxBxCxD)=0LA41l.B4I.C+L.D.
Car fuppofons 4 x B= N ; nous aurons L. (4xBx
CxD)=L(NxCxD). Soit encore NxC=N';
onaural,(AxBxCx D)=L (N'xD)=L N 4=
I.D, Or,l.N'=L.(NxC)=LN~+4LC, &l N=
l.(AxB)=I1.A41.B. Donc enfin L. (AxBx
CxD)=0LA~41.B~4~1L.C~+1 D. Ainfi le loga-
rithme d’un produit compofé d’un nombre quelconque
de facteurs eft égal  la fomme des logarithmes de ces

fatteurs.

Donc 2°. Si A=B=C=D, on aura l.( A%
AxAxA)oul. A*=41. 4. En général . 4" ==
nl, 4. Par ou 'on voit que connoiflant le logarithme
d’un nombre 4, on connoitra le logarithme d’une
puiffance quelconque n entiére ou rompue de ce
nombre , ou bien réciproquement que connoiflant
le logarithme de la puiffance 4%, on connofira le
logarithme du nombre 4,

Dd

LI
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430. Du méme principe, il fuit que L —;—: LA—

L. B. Car foit %;—:Q, & par conféquent A=BxQ: |

onaurall A=L(BxQ)=LB-41.Q.DonclQ,

A " 3
ou f__f? — 1. A—1.B. Ainfi le logarithme dune |

fra&ion eft égal au logarithme du numérateur , moins |
le logarithme du dénominateur.

Ces propriéés générales renferment tour le fond
des ufages qu’on fait des Tables des logarithmes.

43 1. SurposoNs maintenant deux {yftémes de loga-
rithmes dont les bafes foient refpectivement a & b: |
{oit un méme nombre N qui ait p pour logarithme
dans le premier fyftéme, & ¢ pour le logarithme
dans le fecond. Nous aurons donc les équations N=

i :
o, N=1F"% Ainfi @=1?, & b==a7 D’od 'on voit
que les nombres a & b étant conftants & donnés, la

: : P .
fraQion exponentielle — aura toujours la méme va-

leur, quel que foit le nombre N.

432. De-ra il fuic que {i on connoit les loga-
rithmes de tous les nombres, pour la bafe a, on
trouvera, par une {imple proportion, les logarithmes
de tous les nombres pour la bafe &, Car fuppofons,
par exemple, a=10, b="7:lavaleur de la fration

P étant toujours la méme, quel que foit le nombre

dont on confidére les logarithmes pour les deux fyf-
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| témes, il eft clair que fi pour un nombre particulier

{ on trouve la valeur de cette fraGion, on connoirra
en général fes deux termes p & ¢ lorfque Pun d’eux
fera donné. Or, le nombre 7 nous préfente tout de

fuite la valeur dé'la fra&ion —%-: car, pour la bafe 4,
ou 10, le logarithme de 7 eft 0,845008, & pour la
bafe &, ou 7, le logarithme de 7 eft 1, expofant de

4 8 v8
', Ainfi L = 20450 P
; 7

it Donc g==

PR —

0,045098 g
Px1,18329, Telle eft la valeur générale de g dans
Phypothefe propofée. Sidoncon cherche le logarithme
d’un nombre quelconque dans les Tables ordinaires,
qui ont 10 pour bafe logarithmique ; qu’enfuite on
multiplie ce logarithme par le nombre conflant
1,18329 : le produit fera le logarithme du nombre
propofé, pour un fyfiéme de logarithmes , dont la
bafe feroit 7,

433. Nous avons indiqué ( Arithm, 259 ) une
méthode pour calculer les logarithmes des nombres
qui ne font pas compris dans la progreffion géomé-
trique fondamentale <= 1 : 10:160: 1000 : &c. Certe
méthode exige de trés-longs calculs. En voici une
autre incomparablement plus fimple , fondée fur les
propriétés des fuites. Elle eft tirde, 3 rres- peu de
chofe pres, d’un excellent Ouvrage de M. Euler, qui
a pour titre : Introduétio in analyfin infinitorum , im-
Primé 3 Laufane en 1748.

434 So1T a la bafe logarithmique , N un nombre
‘_ Ddij
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quelconque dont le logarithme eft @ : on aura N==q,
& w=1N. Si lexpofant = étoit zero, on auroit
N=1. Donc {i = eft peu au-deflus de 0, N fera
peu au-deflus de 1. Suppofons donc que = étant une
quantité trés- petite, on ait N==1 k=, expreflion
dans laquelle £ eft un coéfficient indéterminé que jap-
pelle nombre régulateur , parce qu’il régle ou déter-
mine Pefpéce des logarithmes que l'on confidére,
comme on le verra ci- deflous. Nous aurons ==
L(1-4kw), & me==L (14 ke )", quel que foit 'ex-
pofant m. Et comme,  mefure que 'expofant m fur-
paflera P'unité, la quantité ( 1 —-k= )™ augmentera
continuellement, & qu’elle aura par conféquent pour
logarithmes des nombres finis qui augmenteront aufl
continuellement : il faut que m foit un nombre infini;
fans quoi le produit ma ne pourroit pas devenir fini,
3 caufe du faGeur infiniment petit 7 qu'il renferme,

43 5. CELA pofé, imaginons qu’on ait (1~-fa)"=
1+ x ; & par conféquent I = kw =(1 +.x);l.,
iwﬁ(l—i‘x):_"—-l sme=L(14x), -E—-:::

1
(142)"—1

£ ¢ 25 b
Y y {1 -—x )= k(z-{-x) k.Or

1 1y 1(m—1)%

(290); (14=x)" =1~ et

mxzm

1(m—1)(2m—1)23 1(m=—1)(2m—r1) (3m—1)*

mxa:mxjizimn MAX2MXIMK 4

= &c. Donc,
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L(1- x)=-;——(x—- o e 8 b B

rm

1(m—1)(2m—1)a 3 1(m~—1) (2m——1) (3m —1)x %
2mx3m o LM KIMK 4

= &c )

Donc en fuppofant m infini , & obfervant qu’alors
Mm—1=m, 2m—1i=2m, 3m—1=3m,&c,
attendu que L'unitédoit étre confidérée comme une
quantité nulle par rapport au nombre infini m: onaura,

r+,c)_.~—(x———|-fi———+&c)

Faifant « négative, on aura femblablement,

2

l.(l—-——x):—;—(—-x-—--i-—-x—s-—i:—&c).

2 3 4

Donc, en retranchant cette équation de la précé-
dente, on aura ,

s 7

L(14x)—L(1—x)= (x—l- x3+
— —.x —_— —
3 s 7;

_-i—&c).

)res I.(J—l-x)-——l.(l—x):::l.( ‘h*_x); onr

1 —
aura donc ,
5 I =2 %3 x5
(4) ( 1—x ) (x+_5_+T+
Dd ij
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Cette équation vanous donner toutes les chofes dont
on a bzfoin pour calculer les Tables de logarithmes,

436.PuisQuE dans cette équation, il y adeux quan-
tités indétermindes, favoir , le nombre régulateur &,
& I'inconnue x; fi nous prenons 'une d’elles 3 volonté,

nous connoitrons aufli Pautre. Suppofons d’abord.
T2 é a—1

=a , & par conféquent y=——, A caufe
-+ 1

I—x a
de . a=1, I'équation (A ) deyiendra,

bk Va1 3(a+4=1)?% s(a+1)5

2 (a—: (a—1)3 (a—1)s

~+ &c )
D’ot l'on tire,

DR 1 b g st R il s )
&) 2(a+: Ny eyt h o

“Ainfi la bafe a étant donnée, on connoitra le nom-
bre régulateur &, par une férie qui eft toujours con-
vergente,

437.RECIPROQUEMENT, le nombre k étant donné,
on peut calculer la bafe a. Cette opération s’exécute

par le retour des {uites. Suppofons %E:L =) ok
feignons qu'on ait,
y=Ak~+ Bk*~4- C¥ -~ Dk* -+ EX' 4 &c.

En mettant dans équation (B), pour y, 5, 5, &c,
leurs valeurs réfultantes de celle-ci, & tranfpofant
tout d’'un méme coté, on trouvera (382), 4==;,
B=o0, C=w—, D=0, E=_-, &c. Donc,

147 14e?
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2 24 240

—-&c),

férie qui fera convergente, pourvu que & foit un petit
nombre. Connoiffant y, on aura aufli a, puifque a=
1 -1—_)!
1—y
Si on vouloit avoir immédiatement a par une fuite

infinie , on convertiroit ( 381) la fraction en

o
une fuite infinie qui marchit fuivant les puiffances de
. Ty - .
¥, & on trouverolt ——— =1 = 2y-2y>+=2) =
S
2y* 4 &c. Donc, en fubftituant dans le fecond mem-
bre, pour y,y*,5%, y*, &c, leurs valeurs réfuitantes
dela fuite (C), on trouveroit,
1 —{—_y

e

k,:.
, 00 a=I1~k -+ ——- —+=&ec,
2

%3

Mais cette férie a P'inconvénient de ne converger
qu'en prenant pour & un nombre << 1, ou qui du
moins avoifine extrémement 'unité,

438. LEs deux quantités a & 4 étant ainfi liées par
une dépendance réciproque, aufli-tot que Pune fera
donnée, nous connoitrons I'autre. Si vous prenez, par
exemple, a== 10, vous trouverez k=2,302585; &
fi vous prenez k== 1, vous trouverez a==2,7I 8282,
La premicre fuppofition eft celle des Tables ordi-
naives , ol la bafe logarithmique eft 10, La feconde
fuppofition donne des logarithmes qu'on appelle Jry=

Dd iv
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perboliques, parce qu'ils fervent i determiner la fupet-
ficie d’une courbe qu’on nomme hyperbole.

439- En fuppofant le nombre régulateur k=1
Péquation (A) qui fe rapporte alors au fyftéme des
logarithmes hyperboliques , devient,

P 1x3 2x¥ 27 -
I- ( '_:_——' =2x+ ‘ - : + 7 +&C-

D’5u Pon voit qu'en prenant  convenablement,
on pourra trouver le logarithme hyperbolique de la

o B Shge
quantité — par une {érie trés-convergente. Pre-
1 -

x E
1~+2 , 14w
nez, par exemple, fucceflivement, =Lnnl
I — 1=
T2 o 1hEx "
===, =7, & en général = s
| m—X% I—X N1
4 n L
vous aurez x=—-——.&1.( )= %
2N—1 o | 21—
(14 ST il
3 (2n—1)? §(2n—1)4 7(2n—1)8

= &c), férie trés-convergente, dont il fuffira par

conféquent de prendre un certain nombre de termes
du commencement , pour avoir , 3 trés-peu de chofe

prés, le logarithme hyperbolique de la fra&ion ——.

f—1I

440. RieN n’eft plus facile maintenant que de cal-
culer les logarithmes hyperboliques de tous les nom-
bres pofiibles. Car d'abord (4.27) le logarithme de 1
eft 0. Le logarithme du nombre 2 f¢ trouve par la
formule précédente , en fuppofant n==2, Les loga~
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| vithmes des fraGions 2, %, ,fe trouvent par la méme
formule, en faifant fucceflivement n=3 , n=4¢4, n=y,
- &c. Cela pofé, il faut (430), pour avoir le logarithme
du nombre 3, ajouter au logarithme de la fraction ;,
le logarithme du dénominateur 2 ; pour avoir le lo- .
| garithme du nombre 4, ajouter au logarithme de la e

fraction ¥, celui du dénominateur 3 ; ainfi de fuite.

441. LEs logarithmes hyperboliques étant ainfi
trouvés , les logarithmes des Tables ordinaires s'en

' tireront par un calcul trés-expéditif. Car prenons un
nombre quelconque dont le logarithme hyperbolique
foit ¢, & le logarithme des Tables foit p. La valeur

de la fraction —s- fera toujours la méme (431), quel

que foit le nombre en queftion. En fuppofant que ce
nombre foit 10, fon logarithme hyperbolique, cal-
culé parla formule del'article précédent, eft 2,302585;
& fon logarithme , pour la bafe logarithmique des

Tables ordinaires, eft 1. Nous aurons donc R
9

——— , fraQion conftante. Doncp=—q-
2,30L58% 2,302585%

= 0%0,434294%. Ainfi, pour avoir les logarithmes .
“des Tables ordinaires , il faut multiplier ‘chacun des "t
logarithmes hyperboliques, par la quantité conftante
0,434294. Cette quantité s'appelle le module des
Tables.
Réciproquement pour réduire les logarithmes hy- il
perboliques aux logarithmes des Tables ordinaires, il it
faudra multiplier ceux-ci par 2,302585. ’

3
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On fait un fréquent ufage des logarithmes hyper-
boliques dans le calcul intégral : ils fe réduiront en
logarithmes ordinaires par le moyen que nous venons
d’indiquer.

#

442. ArrEs avoir enfeigné la maniére de trouver |
le logarithme d’un nombre donné, il nous refte en- | .
core a réfoudre le probléme inverfle, ceft-a dire,d |
trouver le nombre lorfque le logarithme eft donné.

2 |

On atrouvé (435), L(1 —{-x}:—;( r —

2
x3 x

e g .._5._|.. &'c). Suppofons L (1 -+ x )=k,
& feignons qu’on ait,
pr— A_h —~ Bh* 4 Ch’ - Dh* 4 &c.

En mettant dans Péquation “précédente, pour x,
x*,x%, &c, leurs valeurs qui réfultent de celle-ci, &
tranfpofant tout d’un méme cété, on trouvera (384),

k? k3
A:k’ B = ’ Cee o 3 D=
I1X2 1X2X3
k4
s &c. Donc,

IX2X3X4

k*h* k3h3 kaht
K==kl =} 9 -+ -} -+ &c.

6 24

Ainfi, en faifant le nombre 1 4~x=n, on aura,
k2 (L.n)? o' B (ln)t
2

n=1-4k(n)4 *

k4 (l.n)4

~+ &,
24
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Si, pour rapporter cette formule aux logarithmes
&
hyperbohques , on fait k=1, on aura,

=11, n -} (L.n)* b (f-ﬂ)3+(I.n)4

-+ &c.
6 14

. Sion veut déterminer, au moyen de cette derniére
' fuite, la bafe des logarithmes hyperboliques, Ceft-a-

dire , le nombre dont le logarithme hyperbolique eft
1, il faudra faire l.n =1 ; & alors on aura,

1

-} &c.

 § 1
n=— I—}-I—-!————i—-—-—-{—'
T 6 24

D'ol Pon tire n=2,718282 , peu pres.

F I N,

EXTRAIT des Regiftres de P Academie
Royale des Scierzces.

Du 30 Aofic 1773.

MESSIEUR‘S pPPALEMBERT, & VANDERMONDE,
311 avoient éé nommés par I'Académie pour examiner un

uvrage intitulé : Traité élémentaire d’Algébre, par M. PAbbé
Bossur, en ayant fait leur rapport, "Académie a jugé cet
Ouvrage digne d’étre imprimé fous fon Privilége. En foi de quoi
jai figné le préfent Certificat. A Paris, ce 30 Aot 1773,

GRANDJEAN DE FOUCHY,

Sccréraire perpéruel de I'Académie Royalé des Sciences.
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THEORIE ABREGEE

DES NOMBRES PREMIERS;

Par M. pE L4 PracE, de T Académie
Royale des Sciences.

L A théorie des nombres mérite toute Iattention
des Géometres, par la finefle & par la profondeur dcs
combinaifons qu'elle exige. Fermat, I'un des plus
grands Mathématiciens que la France ait produits, I'a
cultivée avec le plus heureux fucces*dans le derniet
fiecle. 1l nous a laiffé plufieurs beaux Théoremes fur
les nombres, dont il avoit les démonftrations, & il
promettoit de les donner dans un grand ouvrage qu'l
avoit annoncé fur cette matiére ; mais foit que la mort
Yait furpris avant qu'il ait pti le mettre au jour, foit
que d'autres occupations Ien ayent empéché, cet
ouvrage n’a jamais paru, & dans tout ce qui nous refte
des écrits de cet illuftre Aureur, on ne voit aucune
trace de ces démonflrations. Elles ont été reflituées
en grande partie par MM. Euler & de la Grange: leuss
{avantes recherches fur cet objet & fur analyfe indé-
terminée, répandues dans les Mémoires de Berlin &
de Pétersbourg, font une partie précieufe de ces
Mémoires. Si la démonftration de quelques-uns des
Théorémes énoncés par Fermat s’eft jufqu’ici refuféed
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leuts efforts, ils nous ont mis fur la voie d’y parvenir,
’ ¥

| &il eft trés-vraifemblable qu’en fuivant la route qu’ils
' ont tracée, les Géometres de ce fiecle n’auront rien

a envier fur cette maticre aux Géometres du fiecle
paflé.

Comme cette théorie eft encore peu connue, &
que d’ailleurs elle eft éparfe dans un grand nombre
de volumes, je me propofe ici d’en raffembler les
principaux réfultats. Lesbornes de cet écrit m’obligent
d’en fupprimer un grand nombre de trés-curieux , &
de me reftreindre & la théorie des nombres premiers.
Je vais faire en forte de la préfenter de la manicre la
plus fimple & la plus générale qu’il me fera poflible.

I. On appelle nombre premier tout nombre qui n'a
d'autres divifeurs que lui-méme & I'unité 5 tels font les
nombres 1, 2, 3, 5, 7, &c. Ainfi tous les nombres
premiers font impairs, excepté 2 3 car tout nombre
pair eft divifible par 2.

Un nombre qui n’eft pas premier eft compofé du
produit des nombres premiers multipliés les uns par
lesautres, ou par eux-mémes; en forteque fi p, p', p" &,
repréfentent des nombres premiers quelconques, &
Py s ' &c, des nombres entiers pofitifs : tout nombre
compofé eft compris dans la formule générale, pe. p=.
P &c. |

L’exiftence des nombres premiers eft indépendante
de fout fyltéme de numération ; les Géometres fe font
beaucoup exercés a chercher la loi qu’ils obfervent
dans lafuite des nombres naturels 1, 2, 3,4, 5, 6, &c;
mais on n'a pu y parvenir encore.
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Les nombres premiers font en nombre infini, Pour
le démontrer, fuppofons que cela ne foit pas, qu'il
n’y ait par conféquent qu’un nombre fini de nombres
premiers, & que p foit le plus grand de ces nombres;
foient p', p”, p", &c, tous les nombres premiers infé
rieurs; {i 'on ajoute Punité au produit 1. 2. 3.5. ...
?". P p, de tous les nombres premiiers, on aura I. 2,
3.5+ «.pip=1, ce nombre étant plus grand que
P> fera par 'hypothéfe un nombre compofé ; il fera
donc divifible par un nombre premier plus grand que -
Yunité, Or cela ne peut étre, car le produit 1. 2. 3. , .
P’ p, étant divifible par ce nombre premier, il eft clair
que I. 2. 3. ..p\ p— 1,divifé par ce méme nombre,
doit laiffer I'unité pour refte de la divifion ; on voit
donc que I'hypothéfe d’un nombre fini de nombres
premiers implique contradiction. \ e
Mais s'il exifte un nombre infini de nombres pre-
miers, il en exifte infiniment moins que de nombres
compofés ; car les nombres premiers & leurs diffé-
rentes puiflances pouvant étre combinées par la voie
de la multiplication d’une infinité de manidres diffé-
rentes, il eft vifible que le rapport ‘des nombres com-
pofés aux nombres premiers eft infiniment grand.
Voici maintenant une petite table qui embrafle rous
les nombres premiers au-deffous de 500 ; fi I'on en
defire une plus étendue , on pourra confulter le tome
treizieme de 'Encyclopédie, i la fin,
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Table des nombres premiers au-deffous de 500.

=i LS

B D Bl
2 3 {4 7 11
13 17 .39 23 29 31
37 . 4T . 43 47 = 53 59
o AREN SO, DAt - SR U R
8 - 97 101 103 107 109
113 127 131 137 139 ' 149
R 1 R el 4 el b gtk G
181 191 193  {nly (e o< R B

223 227 229 233 239 241 :
asy A5y 463 . 269 - 371 3277
BBy 283 203 2079 3T 333
§17.:338.; 387 11347 . <349.2:7353
859 367 23734379383 .38
397 49T 499 419 421 431
433 439 443 449 457 - 461
463 467 479 487 49t 499

Si 'on n’a pas réuffi 3 déterminer la loi des nom-
bres premiers , on a du moins trouvé plufieurs beaux
Théorémes fur ces nombres ; nous allons démontrer
ici Jes plus remarquables, mais pour cela il eft nécef-
faire d’établir quelques propofitions préliminaires fur
les divifeurs des nombres, & fur les différences finies.
Nous obferverons ici que dans les calculs fuivants , les
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lettres défigneront des nombres entiers pofitifs on
négatifs,

II. Deux ou pIu{' teurs nombres font premiers en-
weux , lorfqu’ils n’ont d’autre commun divifeur que
Punité ; tels font entr’eux 8 & 15, ou 9, 18 & 20,

7t o : ’ ;
T etant un nombre entier, ou ce qui révient au

méme , a étant divifible par 45 fi p eft un nombre
premier quidivife 4, fans divifer &, p divifera le quo-
tient de a par & ; car {oit m ce quotient, on aura,
a=mb, donc p divifant a, divifera m b, & puifqu'il
ne divife point 4, il divifera m.

m €étant premier a n, ap, a ¢, &c, n éant
pareillement premier 4p, a ¢, &c, p P'étant encore
ag, &c, & ainfi de fuite ; fi chacun des nombresm,
n,p,q,&c,divile le nombre 2, leur produit mnpq &,
divifera pareillement ce nombre ; car a étant divifible
par m, {i 'on nomme &' le quotient de la divifion,
on aura a=ma' ; donc n divifant a , divifera md,
& puifqu’il eft premier & m, il divifera 4’ ; foit 2" le
quotient de la divifion, on aura a'==n4" ; donc a=
ma'=mna" ; donc p, divifant a, divifera mna", &
puilqu’il eft premier @ m & & n, il divifera 2, Soit
a", le quotient de la divifion, on aura &"==pa™; donc
a=mna"=mnp.a", & ainft de fuite, d’oti 'on voit
que a eft divifible par le produit mnp &c, des nombres
m,n,p,&ec.

p & g étant deux nombres premiers entr’eux, I'é-
quation g==pu-f~q7. eft toujours réfoluble en pre-
nant
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nant pout les indéterminées u & 7, des nombres entiers
pofitifs ou négatifs, ( Traité précéd, n°, 191 ).

IIl. x & y érant premiers entr’eux, fuppofons
que p foit un divifeur de x*~4=ay%, 2 étant un nombre
quelconque entier pofitif ou négatif ; fi l*ﬁi‘mgmme
g le quotient de la divifion, on aura pg:xZ—Fa_}-ﬁ;
or y & g font premiers entt’eux, car s’ils avoient un
commun divifeur €, il eft clair que le premier membre
de Péquation pg—ay*==x* étant divifible par €, le
fecond membre x* ke feroir pareillement, x> & y*
feroient donc divifibles par €, ce qui ne peut étre, x
& y étant premiers entr’eux ; il fuic deld (art. précéd. )
que P’équation x==gy’ny eft poflible en nombres
entiers, en regardant ici y’ & n comme indétermindes ;
fubftituant donc au lieu de x cette valeur dans ’équa-
tion pg==x*-+ay*, on aura PI==¢>""~ 2 qnyy j=
(mi-a).y* 5 done p=g) 4 2nmyy (= = )%

; . n* ~-a :
ou p—=gy's— 2 nyy m( : ) «»*; le premier

membre de cette équation étant un nombre entier ;
le fecond doit pareillement I’étre : ainfi (n*—-2). y*
eft divifible par ¢ ; or y &g étant premiersentr'eux, il
eft clair que cette divifion n’eft pas poflible & moins
que ¢ ne divile n* 4 a ; foit donc [ le quotient de cette
divifion, on aura p==¢y'z 4~ 2 nyy' 4~ =,

On peut obferver dans cette équation, 1° quey &
9 font premiers entr’eux ; car s'ils avoient un commun
divifeur ¢, le fecond membre de équation x =gy’ 4~

ny étant divifible par €, le premier mem%re x feroit
€
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pareillement divifible par ce nombre ; donc y & =
feroient divifibles 'un & 'autre par € , ce qui ne peut
étre , ces deux nombres étant premiers entr'eux;
n*—4a
: q

Si dans 'équation p==qy"*~2nyy' 41y, le coéff-
cient 2ndu terme du milieudu fecond membre eft plus
grand que I'un ou P'autre des coéfficients extrémes ¢ ou
1, par exemple, que [, en faifant abfiractiondes fignes,
Ceft-3-dire, en prenant n & [ pofitivement ; foit y=
y my, & Pon aura p==1ly":4-(2ml-=2n).yy" 4
(m2l=4=2nm=t=¢)y" Or il eft toujours poflible de
prendre m de mani¢re, qu’abftraction faite des fignes,
le coéfficient 2ml—+-2n du terme du milieu foit
moindre ou non plus grand que I; car en divifant 2n
par {, autant que cela eft poflible, {i 'on.nomme k
le quotient de la divifion, & r le refte, r étant moin-
dre que [, on aura 2n==hl~r, donc 2n—hl=r;fik

2°, que lg—n2==a, puifqu’on a [=
q q puilq

i h
eft un nombre pair, on fera m=-——, & I'on aura
2

2ml=i- 2n==— hl 4~2n==r, quantité qui, abftradtion
faite du figne, eft moindre quel; {1 & eft impair, on
: h
fera m=—=— —=, & Pon aura 2ml-j-2n ==— hl—I
2
-2n==r—1I, quantité non plus grande quel, fir
& 1font de méme figne, maiss'ils font de fignes con-

e .
, & Pon aura 2ml-

traires, on fera m ==~

z
on =— hl—4=l=4=2n=r~4=13 orr—1, abftration
faite du figne , eft moindre ou-non plus grand quel,
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lorfque r & I font de fignes contraires ; on peut dong
toujours réduire 2ml 4= 2n 3 étre moindre ou non plus
grand que /, abftra&ion faite des fignes. Soit donc 2mi—4<
2n=2n, & m=f—+-2nm+g=g'., on aura p:{y”z-k-
2n'.)r_ry"‘—]- g% On peut obferver dans cette équation ;
I%. que 2n' étant moindre ou non plus grand que !,
abftraction faite des fignes, eft moindre que 27, & par:
conféquent que n' eft moindre que # ;-2 que lg'—
n's =l (m#—i—znm—i—g)——(mi—}—n?:lg——-m =a;
3% que y' & »" font premiers entreux , car sils
avoient un commun divifeur ¢, il eft clair qu’3 caule
de y=)"4my', y & y' feroient divifibles par €, ce
qui ne peur étre, ces deux nombres érant premiers
entr’eux. \

Si dans Iéquation p=Uy": + 2n')’y"4- q.y", 2n'
eft plus grand que ¢', abftra&ion faite des fignes, on,
prouvera par un raifonnement femblable qu’on peut’
changer cette expreflion p dans celle ci p=1y""4=; "y
y"~4~¢'.y", dans laquelle 1° n" fera moindre que n', abf=
tration faite du figne; 2° on aura I'¢'— n™ — 4; 3% 5"
& y" feront premiers entr’eux. On pourra continuer
ce raifonnement tant que le coéfficient du terme du’
milieu de Pexpreflion de p furpaffera Pun ou Iautre
des deux coéfficients extrémes. Mais Ia  fuite des-
nombres entiers n, n', n", &c, moindres les uns que
lesautres, abftraction faite des fignes, ne pouvant aller
a linfini, il eft vifible qu’on arrivera i une valeur de
P de cette forme p==hs* 4 2nsu~lu*, dans laquelle’
1° 2n ne fera pas, abftraction faite des fignes, plus
grand que/z ni plusgrand que /5 2° 0n aura hl—pi—y; -

Ee i
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3°. s & u feront premiers entr'eux, i, I & n étant
d’ailleurs des nombres quelconques entiers pofitifs, ou
négatifs , ou zero.

IV. S dans la formule x24=ay*, aeft pofitif, I'équa-
tion hl—n2==a ne peut fubfifter & moins que h & I ne
foient de méme figne ; de plus, h & | n’érant pas
moindres 'un & I'autre que 2n, hl ne fera pas moindre
que 4n’ ; donc hl—n=fera égal ou plus grand que 3n%;
or hl—n*>==a, donc a fera égal ou plus grand que
3n*, ou ce qui revient au méme, 3n* fera égal ou
moindre que a; partant n fera, abftraction faite du

{igne, égal ou moindre que V% Cela pofé,

Si a==1, on aura, abftra&ion faite du figne, n

! 1 -
égal ou moindre que V—s- Donc n exprimant un

nombre entier ou zero, on a n==0, & I’équation
p=lis* == 2nsu = lu* devient p==hs*—4=lu* ; mais
Péquation hl—n*==a donne hl==1, donc h==-1
& l== 41, partant p==hs>—4=lu> = (s*~-u*), ou
p==s*-u?, en ne prenant pour p que des nombres
poficifs. Il {uit de-1d que tous les divifeurs de la fomme
x*—-y* de deux quarrés premiers entr’eux font pareil-
lement la fomme de deux quarrés premiers entreux.

Si a=2, on aura, abftra&ion faite du figne, n

. 1
égal ou moindre que V——; donc n==0, & par con-
3

{équent p==hs*~-Iu2; mais Péquation hl—n*==adonne
hl=2:donc h=-4-1;& l=+4-2,0u h=—-2, & [===-1,
partant p== (s*~=242), ou p=_ (25*=u*): OF
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ces deux formes de divifeurs font vifiblement iden- *

tiques. Ainfi en n’admettant pour p que des nombres
pofitifs, on aura p==s*—f-2u* 5 d'ott il fuic que les
divifeurs des nombres de la forme x*~-2y* font de
la méme forme.

Si a=3, on aura, abftra&tion faite du figne, =

égal ou moindre que V—-—, ou que 'unité; donc

n eft zero ou égal 3 +-1. Dans le premier cas, on a
p=hs*~=lu*, & I’équation hl—n>=—a donne hi==3,
donch=wp-1,&l=o3,00h=43, & l==1;
partant p=o-(s2=3u*), ou p=— (3> +u*):
or ces deux formes {ont vifiblement identiques, d’oti
il fuit qu’en ne prenant pour p que des nombres pofi~
tifs, on aura p==s* - 3u%.

Dans le fecond cas, ceft-3-dire, fin=-<-1,0n2a
p=="hs* = 2su~lu*, & Péquation hl—n’==a donne
hl=4, donch=o1,& =44, 0uh==44, &
l=+1, cuenfinh=+4- 2, & === 2; mais les équa-
tionsh=—41,& l=+44,0ul==+1,& =44,
donnent k ou I moindres que 2n, abftraction faite du
figne ; elles doivent donc étre rejettées par I'art. précéd.
De forte qu'on aura h = 4- 2, & l ==+ 2, mais alors
p fera un nombre pair, d’ot il fuir que tous les divi-
feurs impairs de x*~ 3y font de la forme s2~4-3u2,
Ceft-i-dire de la méme forme. En faifant {ucceflive-
ment a=4¢, a=§, a==6, &c. on trouvera de cette
manigre toutes les formes dont les divifeursde x2—-ay*
font fufcepribles dans ces différentes fuppofitions.

V.51 a eft négatif & égal & — b , Véquation bt —
Ee iy
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. p*==adonnera — hl4~n*==b 3 or h & | nérant pas
moindres I'un & Pautre que 2n , abftration faite des
fignes, i ne fera pas moindre que 4n* 3 donc fuivant
que ! fera négatif ou pofitif, — hi—+n* fera pofitif ou
négatif; or — hl—4-n2 eft égal a la quantité pofitive b;
partant k! eft négatif , d’'ot il fuit que k. & I font de
fignes contraires : donc— hl4-n?, & par conféquent b,
eft égal ou plus grand que gn*, partant, abftraition

£ e L b
faire des fignes, n eft égal ou moindre que V-s_

On peut obferver ici que les divifeurs de x* — by
font précifément les mémes que ceux de by*—a2,
parce que toute quantité qui divife x*—by* divile
pareillement by>—ux, & que d’ailleurs les raifonne-
ments précédents ont éga'ement lieu, x*—by* étant
pofitif ou négatif. Cela pofé, fi b==1, en aura, abf-

traftion faite du figre , n égal ou moindre que V——

donc n=0, & p==hs=4-1u*; mais 'équation -—hl-l-
n*=0b donne — hl=1, donch=+41, & |=F1,
partant p==s*—u*, ou p==u>—s*: or ces deux formes
font vifiblement identiques ; ainfi les divifeurs des
nombres de la forme x*—y* font de la méme forme,

Si b=12, on aura, abftra&tion faite du figne, n

- . 2
égal ou moindre que V"’"; donc n==0, & p=
5

hs>—-lu? 3 mais 'équation —hl—+n*=>bdonne—hl=2:
donch=o41,&l=F2,0uh=dH2, &I=F1;
partant p=— (s*—2u?), 0ou p=o ( 25> —u*), C€8
deux formes font vifiblement identiques  ainfi toutes
Yes formes dont p eft fufceptible font comprifes dans
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Péquation p==-4- (s*— 2u*), dot l'on tire p==s*—2u%
& p==2u*—s*; mais il eft aifé de faire rentrer 'une
dans Pautre ces deux formes de p, car fi 'on fait /==
s—u, & §'=2u—s, on aura s=2u-}s, & ue==s—4=u's
52— 2u* deviendra donc 2u>—s'2, Ainfi la forme
s2—2u= eft réducible A celle-ci 2u*~—s*; donc tous
les divifeurs des nombres de la forme »*—2y*, ou
2y*—x* font de la forme 2u*—s.

Nous ne pouflerons pas plus loin la recherche des
divifeurs des nombres de la forme x*~-ay* ; ceux
qui defireront un plus grand détail, pourront confulter
un trés-beau Mémoire que M. de la Grange vient de
faire imprimer dans le volume de '’ Académie de Ber-
lin pour I'année 1773 . & dont nous avons extrait
I'ingénieufe méthode que nous venons d’expofer.

V1. Si 'on repréfente par yune fonction quelconque
de x, par y' ce que devient cette fonction lorfque &
croit d’une unité, par y", »", &c, ce qu'elle devient
lorfque x croit de deux , de trois, &c, unités ; y'—y
fera la différence premiére finie, ou {implement la dif-
férence finie de y, en forte que fi Pon défigne par la
caralériftique A la différence finie d’une quantité, on
aura A. y =y —y.

Si I'on fuppofe dans les deux membres de cette
équation, w croitre d’une unité, elle fe changera dans
la fuivante, a.y'=="—y', & {i on la fouftrait de
celle-ci, on aura A.y'—A.y=)"—2y/+y 3 Ay—
a.y eft, par cequivient d’étre dit, la difiérence finie
de a.y: or la différence de la différence de y eft ce qu’on
nomme différence feconde ; défignant ﬁonc par a®.y

fetv

SCD LYON 1




440 THEORTIE

cette feconde différence, on aura Az y=y"—2y 4y,

Si Pon fuppofe dans les deux membres de cerce
derniére équation, x croitre d’une unité , on aura
N-)"z‘y"’——zy"-—i-_y', & {1 on la fouftrait de celle-ci,
OD aura A,y —A2y=—y"— 3y 3y—y; Atyl—
A .y eft la différence finie de At.y: or ladifférence
de la différence feconde de y eft ce qu'on nomme dif-
férence troifiéme 5 défignant donc par Ay, cette troi-
fieme différence, on aura aly=y"—3y""43y'—y.

Si Pon défigne pareillement par A*.y la différence
de la différence troifieme, ou »Ce qui revient au méme,
la difference quatriéme de y, on aura A, =al,y'—
ALy s al.gs=at Y—aty, &c; &il fera par ce qui
précéde, facile d’avoir les valeurs fucceflives de A%y,
&%y, &c; car I'équation a3, y =y"— 3y 4= 3)'—y
donne &’y':}"ﬂ—-—gy'”-—i— 3y"—y'; donc Ay —
Lly=aty=y"'—gy"4=6y"~ 45'+y; on aura
femblablement les valeurs de aly, A%y, &c.

Si Pon obferve la loi de ces différentes valeurs , on
voit que les coéfficients des y font ceux des termes du
binome 1—ux élevé fucceflivement 3 la premiére,
feconde , troifieme , &c puiffances ; on s’en affurera
d'une maniere directe & rigoureufe, en confidérant
d’un c6té la maniere dont fe forment les termes du
binome élevé  fes diffiérentes puiflances , & de Pautre
c6té, celle dont fe forment les termes des différences
fucceflives de y ; en effet on a
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(1=2)=1=2

fi-z)=(1=2)(1=2)=1=2 =1—15+x"
- x4 a3
G-2P=(1=28+22) , (1=x)=1—200+ x> =1=3x+jxt=al
-2 t—gl
(1=2)t=(1=3a+ 300 =3 ). (1=0)=1— 3043 2223 S1=gx+6xt=—4m -t
el e T T
&c.
On a pareillement
aA.y=y -y
B oy=sgy-ay=y - syl =ayry
8 a4
al ._y:d’.y'—:ﬂ.y:y"’-—;y"q‘ y’ ﬂy’" - 3.7"1- ;y'-’
el e
at y=ad,y'=ad, y=yM—3 ,l"-i-;y"-y' =" =4y 6y =4y -y
~ " 3 ¥ 5y
&c;

ce qui montre évidemment que les coéfficients des y

Aont formés de la méme maniére que ceux des termes

du binome 1— x, élevé i la puiflance indiquée par le
degré de la différence de 5 on aura donc, en vertu
de la loi connue des termes du binome,
ne(n—zx)
Any=yu__n.yu—-t+ (l.z .yn-—l
A.(n=—1).(n=—12)

=i & (A);

3.203
ou 'on doit obferver que les quantités y* ,5*~* , &c,
ne défignent point des puiflances de y, mais ce que
devient y, lorfqu'on y fuppofe x devenir x-f~n,
¥-fn—1, &c 3
Soit y==ax"—=bx " = cx" " < 8C .10t
fx==h, n étant un nombre entier pofitif 3 la diffé-
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rence finie de ax"+bx"—" 4 &c, eft dudegré n—1,
par rapport a x , car cette différence eft a (x4 1)"—
ax" 4= b( x4 1) = bx" 4=&c; 0r on a (¥~ 1)'=

n.(n—1)"

W 1 T e e 2" T 2 e B, (A1)
.2

=" == (n — 1 ) 2" —* 4= &c; {ubftituant donc,
au lieu des puiffances de x4 1 leurs valeurs, la dif-
férence précédente deviendra,

nax"! +m——l).ax“‘"‘+&c ;

1.2
+(n—1).bx""* 4 &c;

quantité dans laquelle la plus haute puiffance de #}
elt n—1.

11 fuit de-1a 'que la différence de cette premicre dif-
férence, ou la feconde différence dey, eft du degré
n<—2 par rapport a x; & {i 'on prend la différence
de cette feconde différence, on aura pour la troifieme
différence une quantité du degré n—3, & ainfi de
fuite ; en forte que dans la différence r™ de ax"4-
ba"=" = &c, la plus haute puiffance de x elt n—r; fi
r==n, on aura n—r==0, ce qui montre que dans la diffé-
rence n“™ de ax" - bx"—* ~ &c , x ne {e rencontre
plus, & qu’ainfi cette différence eft conftante ; les diffé-
rences fuivantes font par conféquent égales & zero, &
Yoo a A%, (ax"—=bx"—* 4=&c) =0, lorfque ¢ eft
plus grand que n.

De-la il réfulte que A™( ax™ == ba™" =™ >+
&c)=A".(ax"),car ona A", (ba"~'4-cx"*~4-&c)

—0.
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Maintenant , A(ax")=a(x=4=1)"—ax"=nax" "' ~=

aseer) +ax™—* = &c ; or, fi 'on prend la dif-

I.2
férence (n— 1 )™ de cette équation , on a A™(ax")=
A“"‘T.{nax”'—‘-l- .a.r""’—l—&c};mais

n.(n=—r1)

I.2

on aA™, {i.ff:_l_)- QX" &:c}=o;donc

1.2
&% ax*)=4""",(nax™"").

Si dans cette équation on change a dans na, & n
dans n—1, elle donnera &™’,(nax"')==Aa""2%,
[n.(n—1).ax"—*]; on aura femblablement. en
changeant dans cette équation « dans na, & n dans
n—1, A" *[n.(n—1).ax"*]=4""}[n.(n—1).
(n—2).ax"3]; en changeant encore dans cette
€quation a dans na, & n dans n— 1, on aura
A", [n.(n—1).(n—2).a. 5" 3]=4""*%,
[n.(n—1) (n—2).(n—3).a.2" %], &
ainfi de fuite ; on aura donc. en continuant ainfi,
A" (ax")=A.[n,(n—1)(Nn=—=2) .. «. 2.4% ==
I-2.3:cecsna(X==1)—1.2.3....00%5=
1.2.3. v .najdone

A [ax 4 ba = xR e e o A fr b ] =
1.2.34440.0a;

mais fi on fuppofe y==ax®~=ba""" = &c , I'équa-
tion (A) donne
n.(ne—1).

—
Iz

& [ax"pebs™ ' - & ==fen Y Ko Vo
.}é"' 3k &c. Donc
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no(fe—=1)

y'-—n.y"-‘ - ——TT————.y"“"—&c:-—_l.z.g
o s s esnat (B)s

& cette équation a lieu quel que foit x.

Ces recherches fur les divifeurs des nombres & fur
les différences finies, étant pofées, nous allons entrer
en ma:iére.

VIL p érant un nombre premier quelconque, fia n’eft
pas divifible par p, la quantité a?—* —1 eft divifible
par p quel que foir a.

Il eft facile de s’afurer de la vérité de ce théoréme
fur des exemples particuliers, Soit. par exemple,
a=3,& p==y5,on aura &~ '—1=3*—1=80;
or, ce nombre eft divifible par 5. Soit encore 2=8,
& p==3, on aurga ¢?~'=8%—1=063; or,cE
nombre peut fe divifer par 3 ; fi on applique a tel
autre exemple que I'on voudra ce théoréme, on le
trouvera toujours vrai, mais en voici une démonftra-
tion rigoureufe.

Suppofons d’abord 2 moindre que p, on a &~ "=

aP |

= (a— 11 P = [(a— 1 Y P

d a
p(p

; i 1)
(4=—1)p—* -l-——-—;————-.(a-—l )P - &

be o uiieiien ante z.(a—l)-—i—-]]. Les coéffi-
1.2.3....p— 1
. Ap— Ap=—=1)i(p—2
cients p, et i s - ; s
1.2 T2 3
font, comme P'on fait, des nombres entiers, & puifque

leurs numérateurs font divifibles par p, leurs déno-
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minateurs ne I'étant pas, chacun de ces coéfficients
eft (art, IT ) divifible par p; donc tous les termes de

B il (a—1)F—?
1.2

la quantité p.(a—1)P"* =4~

= &Cu o am L s

Te2e3aeso(p=—it)
fibles par p ; & comme ces mémes termes font divie
fibles par a— 1, on peut repréfenter cette quantité
par hy(a—1).p, h étant un nombre entier : on aura

+(a—1),font divi-

ainfi =" = — . [ (a—1 P 41 4hp(a—1)];

donc aP“-z=-:'-.[(a-—l}’+l—-a+

bp(a—1)]= a:“ J(a=—1p—t—1-+hkp];
le dénominateur a n’étant pas divifible par p, cette
valeur de «»—'— fera divifible par p (art. IT), f1
(a—1 P~ "— 1 - hp, eft divifible par p, & par
conféquent fi (a—1)p—* — 1, eft zero, ou divi-
fible par p. Cela pofé,

Sia=—2,0na(@@—1P" ' —I1=—1" " eI==0,
donc 22— *—1 eft divifible par p.

Sia=3,0n a(a— 1P '—1==2F""—Ij0ron
vient de voir que cette quantité eft divifible par p,
donc aufli 37~ *—1 eft divifible par p.

Sia=4,0na(a—1)f~"'—y=3!~'—1; or
cette quantité eft divifible par p, donc auffi 4#—*
eft divifible par p ; en fuivant ce raifonnement on
prouvera que la formule @?—*~-1 eft divifible pac

—
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p depuis la fuppofition de a==1 , julqu’a celle de
a=—p—1I,

Suppofons maintenant @ plus grand que p, &
non divifible par ce nombre ; que I'on divife a par
p autant que cela eft poflible; {oit n le quotient de
la divifion & g le refte, on aura a==np--7, ¢ étant
moindre que pj on aura donc @? " —1=(np=+-¢;*~"
— I =g +(p—1).¢7 7 np ..
(p—1)p—2)

¢?—3.n’p" =+ &c. Or nous venons de voir
I.2

que ¢#—*—1 , eft toujours divifible par p; de plus
les termes (p—1).¢P7*. HP,(iT'_:)(f__"z_

).gpﬂi'nzpl
&c, font tous divifibles par p; donc (np=4-¢)*—*—1
eft divifible par p ; ainfi la quantité 22—*—1 eft di=
vifible par p, quel que foit 4, pourvu que ce nombre
ne {oit pas un multiple de p. Ce théoréme cefle d’avoir
lieu lorfque 2 eft divifible par p, parce qu'alors a*—"
étant divifible par p, il eft clair que p ne peut divifer:
& '—1.

Il fuic de-1d que a & b n’étant pas divifibles par p,
la quantité a*—'—0bP—* , eft divifible par p; car
a?—'—1 étant divifible par p, ainfi que ¥~ —1;
la différence a#—* —b*—" de ces deux quantités eft:
pareillement divifible par ce nombre.

VIII. On peut généralifer encore le théoréme pré-
cédent, & Pérendre aux nombres compofés. Car , foit
n'un nombre quelconque dont p, p', p", &c, foient
les fatteurs premiers; foit, de plus, a un nombre
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quelconque premiern, I it T e
quepremieran,la quantitéa " 7 ' » —ay

3
¢ft toujours divifible par n.

Pour démontrer ce théoréme, foient 1, 1/, n", &c,
les expofants des puiffances auxquelles les facteurs

- [ » -
P, P, p',&c, font élevés dansn, on aura n=pe«,
P—1 _p’._.l

P pv &, & E T D e
T

“WmeEe_y 5 cette quantité eft
et |

divifible par o ®"—71; car , fi Pon fait

oy, " s
@ 7" =—=x, & que on défigne par r ,le nom-

4 A L S

bre p"'=*.(p'—1 ).p"*"—.(p” —1) .&c,0n aura
® s P s T s

e =) (=& g —2"—1; or cette

quanticé eft divifible par ¥~ 1, comme il eft facile

de s’en affurer, le quotient de la divifion étant &™— '
& eex ™34 &¢ 5 donc PEE T
a pour faGeur @ P _ 1 sor, ce faQeur eft
divifible par p*; en effer, @—'—1, étant divifible
par p (art. précéd.), {i 'on nomme k le quotient de
la-divifion, on aura/ @~ '—1=hp, donc ¥~ =
Id=hp , & PP N=(1-hpP= 1 p. hp 4=
p(p—1)
1.3

I.2
de cette équation eft divifible par p* ; donc
a*?=1__q eft divifible par p2. Soit i’ le quotient
de la divifion, on aura aP?-" — 1 ==Hhp* ; donc
WPV 1 e Bp? , & @ PN == (1= P =1

r
“(p 1).&::___1'

h2p? 4&c, partant @?P~D— gy =p*

«h2p* 4= &c; or le fecond membre

¥
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. {P 75 p*~- &c , partant aP"@=V—

3 ==p.kp? +—(—‘:::—)- hrpteq-&c;or le fecond

b p* = =

membre de cette équation eft divifible par p; donc
a*P~— 1 , eft divifible par p?. Soit A" le quotient
de la divifion, on aura aP*«(~0)==1—=h"p?; donc
ap'p-1) =(1-4= hn 3P =1-p. ﬁ‘P —=&cC; Pal"tﬂl'lt
aP* =1 — 1 ==p , h"p? 4~ &c ; or le fecond membre
de cette équation eft diviﬁble par p*; donc a?*@-—1
eft divifible par p*, En fuivant ce raifonnement , on

. e T Py
voit que a?  ?""—1 , eft divifible par p+; or nous
(p=1) (p=1)

avons vu que a?* " (=—1 divifea™ 5 Ty ¥C=1;
donc cette dernicre quantité eft divifible par p#. On
prouvera de méme qu’elle eft divifible par p*', pn’,
&c; donc (art. I1.) elle eft divifible par le produit
p*. p*. p"", &c, ou ce qui revient au méme par le
nombre n,

i p-1 P-I
Donc fi @ & b font premiersan, a» 5 " &

b"P‘;T"P,TI" ¢ eft divifible par n.
IX. p étant un nombre premier, le produit 1.2.3
o« «(p=— 1) augmenté de Lunité , ¢ft toujours divi-
Sible par p.

Pour le démontrer , nous obferverons que fi dans
I'équation (B) de l'art. VI, on change n en p—1,
& que 'ony fuppofe y==sPt—1, & a==1, elle
donnera,
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[r4p—1)p-1—1]— (p— D[ (x=4-p—2)p-T—1]4=
(p_‘:'ip—h) f(x=p—3 )T —1]— &c4o
EBE )t 2 igcansulp =N

Cette équasion ayant lieu quel que foit &, fi Pon fait
xX==1, on aura

: ( 1) (p—3
(o7~ 1 1—(p—1).{(p— i ] E22E),
[(p—2)p1—1]. . o —(p—1)[ 2P —1 ][ 1P-1—1]
=I¢2.3c00. (p—1)

Donc pr-i—(p—1)[( p—1)r-*—1 ] 4-&c=1.2. 3

+ +« «(p—1)=1; or le premier membre de cette
équation eft divifible par p, puifque les quantités
(p—1)P~'—1, (p—2)P~1—1, &c, font divifibles par
ps donclefecond membrer.2.3. .. .(p—1)41 »
eft pareillement divifible par p.

Les théorémes précédents conviennent 3 tous les
nombres premiers : nous allons prélentement en donner
quelques -uns qui dépendent de la forme de ces

_nombres.

I.2

X. Tour nombre premier de la forme 4nef-1, eff
la fomme de deux quarrés.

Avant que de démontrer ce théoréme , nous obfer.
verons que la forme gn -1 eft trés-générale, parce
que tout nombre premier eft impair excepté 2 ; or,
tout nombre impair eft de la forme 4n—-1 , oy
4n—1, comme il eft facile de s’en aflurer. Cela polé,

Repréfentons par 4.n 1 le nombre premier com-

Pris dans cette forme ; pour démontrer qu'il et la
Ff
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fomme de deux quarrés, il fuffic de faire voir qu’il di-
vife la fomme de deux quarrés premiers entreux : car
nous avons. vu (art. IV.) qu'un pareil divifeur étoit
lui-méme la fomme de deux quarrés ; or, en vertu du
théoréme de larticle VII, z4*— 1 eft divifible par
4n—1, lorfque a n’eft pas un multiple de 4n—4-1;
dailleurs 24" —1=(a*"41). (a*"— 1), donc
gn~1 éant un nombre premier, doit divifer Pun
ou Pautre des deux faGeurs a*"4-1 & a*"—1 ; mais
il exifte une valeur de 2 moindre que 4n—4-1 , & telle
que a*"— 1 n’eft pas divifible par 4n-1; car, fi

cela n'éroit pas, la quantité [(2n—-1)*"—1]—2n,
an.(n—

[(2n)*"—1]4 ——— ot —.[(2n—1)*"—1]

1.2
= &Cu e o v v i—2n.[2*—1]4[ 1*"—1] feroit
divifible par 4n-1, puifque ce nombre diviferoit
toutes les quantités (2n—4-1)*"—1, (22)*"—I,
(2n=—1)*"~1, &c; maintenant équation (B) de
Vart. VI donne eny changeantnen 2n,y en x 2" —1,
& fuppofant a =1,

(#2n)*"—1—2n[(x~4=2n—1)*"—1 ] 4&c!
- (M) =1.2. 3% Tov2an

cette équation ayant lieu quel que foit » , {i Pon fait
=1 on aura,

an. (zn-—-l)

[(an—=1)*"—1]—2n[(2n)* a1 ] fm ———

I.2
[(2n—1)*—i] —&c=1.2:3.....2n

Si le premier membre de cette équation étoit divi-
fible par gn~=1, le fecond le feroit pareillements.
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& comme cela n’eft pas, il doit néceflairement exifter
une valeur de 2 moindre que 4n—1, & telle que pour
cette valeur, a**—1 n’eft poine divifible par 4n—-1;
ce nombre doit donc alors divifer a*"=4-13; & comme
cette quantité eft la fomme de deux quarrés premiers
entreux, il en réfulte que 4n -1 elt lui-méme la
fomme de deux quarrés,

XL Tour nombre premier de la forme Sm—= 1 eft la
Jomme dun quarré & du double Fun quarré,

Pour le démontrer, il fuffic de faire voir qu’il divife
une quantité de la forme x> 4= 292, x & y érant pre-
miers entr'eux ; car nous avons vu (art. IV.) qu’un
pareil divifeur étoit compris dans la méme forme.
Suppofons maintenant que 8m —~1 foic un nombre
premier , fi Ton fait n=2m, il fe changera en

4n=-1; or nous venons de voir quil exifte un

nombre a tel que 2*"4~1 eft divifible par 4n—=1;
donc alors 2™ 1 eft divifible par 8 m =~ 1; ‘mais
2*"41 eft égal & (a*™—x)P4-2(a")>, Ceft 3-
dire , @ un quarré & au double d’un quarré; il ne
sagit donc plus que de faire voir que les racines
a*"—1 & a™ de ces quarrés font premicres entr’elles;
Pour cela, foit ¢ un divifeur quelconque dé 4* autre.
que Punité, il eft clair que 2™ fera divifible par ¢;
donc a*™—1 ne peut étre’ divifé par ce nombre
ainfi les deux quantités a?®<= | & o™ n'ont aucun
divifeur commun autre que Punité ; done 8m—j~t
eft égal 3 un quarré plus au double d’un quarré,

XIL Tour nombre premier de la forme 6=t eft

€gal @ un quarré , plus au triple d'un quarré.
Ff i
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I1 fuffit, pour démontrer ce théoréme, de faire
voir que le nombre premier 6n—-1 divife un nombre
de cette forme, a?~4=3y?, » & y érant premiers en-
tr'eux, car nous avons vu ( art. IV.) qu'un pareil divi-
feur, lorfqu’il étoit impair, ( & 6n~-1 Velt néceflai-
rement ) étoit compris dans la méme forme ; or a
érant un nombre quelconque moindre que 6n-=1,
le théoréme de lart. VII , donne a%—1, divifible
par 6n—=1I ; mais a% —1==(a*"—1) [a¥+4-a "+1],
donc 6n -1 étant un nombre premier , doit divifer
P’un ou autre des deux faeurs, a **—1, ou &%~
a*"~4~1 : or il eft aifé de prouver, comme dans
Part X, qu’il exifte un nombre a moindre que 6n—1,
& tel que ¢ **— 1 n'elt point divifible par 6n—+1:
donc alors 6n 41 divife a¥"—4-a "4 1=(a *"—1)
=3 (a")*; de plus, a **— 1 & a’” font premiers
entr’eux ; donc 6n—=1 divife un nombre de la forme
x*+=3y*, x & y étant premiers entr’eux, par confé-
quent il eft de la méme forme.

XIII. LEs trois théorémes précédents font dis 2
Fermat, & M. Euler les a démontrés dans les Mémoires
de Pétersbourg. Fermat aflure encore que zout nombre
premier de la forme 8n-4-3 eft la fomme d'un quarré &
du double d’un quarré, M. Euler paroit avoir inutilement
cherché la démonftration de ce théoréme, ( voyez les
Mémoires de Pétersbourg, années 1757 & 1760);
& jufqu'ici perfonne que je fache ne I'a donnée : en
voici une fort fimple.

8n—-3 étant un nombre premier, 28+2__q eft,
(art. VIL ) divifible par ce nombre ; or 2+ *—1=
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(24+'4=1). [2#*+* —1]; donc 8n—4- 3 divife 'un
ou Pautre des deux facteurs 242+ 141, ou 2 " +'—1:
8'il divifoit le facteur 24** *—y,0u 2. (2**)2—12,1l
feroit par I'art. V, de la forme 2u>—s* ; {uppofons
conféquemment que 'on ait 8n—4-3=24*—s*, s fera
néceflairement impair : foit donc s==2h=1, on aura
s?*=4h*4-4h==1=4h (k=41 )=1; Or h(h—1)
eft un nombre pair, pdrce que fi & eft impair , k=1 eft
pair, & réciproquement. Soit donc h.(h-1)=21,
on aura s*==8l—-1. Maintenant u eft pair ou impair;
dans le premier cas, foitu==21, on aura u*=4ii &
2u*==8 ii, Péquation 8n—4-3=2u*—3* donnera
donc 8n+4=3 =8 (ii—I[)—1, d’ol Pon tire 8n—=
4=8(ii—1D), &an—=1=2(ii—1), équation im~
poflible, le premier membre étant pair & le fecond
impair.

Dans le fecond cas, c’eft-3-dire fi u eft impair, foit
u==2i4~1, doncuu==qi*4=4i- 1 & 20> =8>+
8i~-2 ; I'équation 8n--3=2u’—s* donnera confé-
quemment 8n =3 =8(i*~=i—1)-1, d’otl 'on tire
4n~4=1=4 (i*—+i—1), équation pareillement im-
poilible, Donc 8n—-3 ne peut étre de la forme
2u*—s* , partant il ne peut divifer 24"+ *—1; il
divife conféquemment 24 * -1 =2 (22" )i 4=1;
donc (art. IV.) il eft de la forme ( x*4-2y7).

XIV. ON peut démontrer par un raifonnement
analogue cet autre théoréme, favoir que rout nombre
premier de la forme 8n——1 ¢ff de la forme 2u* —s*;
car 2% -2 étant (art., VIL ) divifible par le
nombre premier .8n— 1, ce¢ nombre doir divifer
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Pun ou lavtre des deux fadeurs s 2% by ion
24 —1; or 2%~ p1étant égal 3 2i(2 3"y
{i 8n— 1 divifoit ce faceur s il feroit (art, IV.) de
la forme s*~-242; foit donc 8n—1=gidayur, 5 .
eft néceflairement impair, & fon quarré, par ce qui
précéde, eft de la forme 811 : fojt 52 = 8l+41,fi
u eft pair & €gald 2/, on aura s*4-2u2=—§ =D =1,
donc 87— 1=S8ii48lr, d’od I'on tire 4n==
4ii~+4l--1, équation impoflible. Si  eft impair &
€gal & 2i4=1, on aura $*4=2ur = 8ii - 8imp- 8143,
donc 8n-—-1=8i£—|— 81-—|—-8£-+-3 5 partant 2n=
21424211, équation pareillement impofiible:
donc 87—1 ne peut étre de la forme s* 4 2u2, il ne
peut conféquemment divifer 24— 1 donc il divife
28 T k=2, (28" ) g ; partant (art, V. ) il
eft de la forme 2u2—;s2,

F1IN.

De I'Imprimerie de CuARDON, rue Galande, 1776.
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Favrks.

P.icrs, LiGnEs. CorrECTIONSS

o 27 implicitiment  lifez  implicitement
140 3 au numérateur au lieu de u mettey  u»
145 18 ma—bn . lifez ma -+ bh
149 37 tout au plus tout au moins
203
— ) — i R
€204 3,4,5, 7{ 2 45g

204 aprés le figne 4 qui finit la page ajoutey 1

211 17 6m lifez é6m=

214 6 - S | {"—Q

221 I 10

223 10 - au lieu du premier f5 mettey f 3

Bk ysichas {aﬁé&eg de Pexpofant } les lettres k qui n'en

ont pﬂ!

257 23 avant le mot qui mettez

330 24 VC lifeg VC

333 8

334 7 I/m l/m

363 22 36t 3b2e

S 3 ag h ag*—F
£ . £*

408 13 cAx cAx*

409 2z Pq—t P+g=—x

419 24 p“.p* g

435 s b Xy

ibid, 18 Iy I

440 17 6}" 6}"

443  avant-derniére nyn*—t ny*—t
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ECLAIRCISSEMENT.

Pag. 326, lig. 20, aprés le mot quarré ajoutey De plus 4 doit
écre méme multiple d’un autre quarre.

Pag. 327, ligne 5, aprés Péquation A==128, ajouteg qui eft le
produit du quarté 64 par le nombre 2.
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