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PREFACE.

[L.es Traités sur les fonctions elliptiques imprimes en France
sont des Traités complets destinés spécialement aux matheé-
maticiens : la plupart d’entre eux prennent comme point de
départ les théorémes généraux de la théorie des fonctions;
dans tous, I'étude des fonctions elliptiques est envisagée au
point de vue le plus général et poussée le plus loin possible
(multiplication, division, transformation, équations modu-
laires, multiplication complexe).

Nous nous sommes proposé de faire un Traité des Fone-
tions elliptiques, d’un caractére élémentaire, en un seul
Volume, contenant les principes essentiels de la Théorie
et montrant, par des applications simples, combien ces fone-
tions sont utiles pour la résolution de certaines questions de
Géométrie, de Mécanique et de Physique mathématique.

[.a Théorie des fonctions i-||ii;1i111lv.~4 est comme une Trigo-
nométrie d'un ordre plus élevé; nous nous sommes limités
dans notre expose¢ aux principes fondamentaux ; ces |:|'im-i|;:_‘.-<
étant bien compris, les parties plus profondes de la Théorie
deviennent facilement aceessibles.

Pour réduire au minimum les emprunts a la Théorie des
“fonctions, nous prenons comme point de départ la notion du
développement d’une fonction uniforme par la formule de
Taylor; nous ne nous servons pas de la théorie de Cauchy
sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. Nous

donnons, dans une courte introduction, la définition des
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VI PREFACE.
quelques termes tirés de la Théorie des fonctions, qui sont
employés dans I'Ouvrage.

La Théorie des fonctions rationnelles et des fonctions tri-
gonométriques est d'abord exposée par les méthodes mémes
(ui sont employées ensuite pour les fonctions elliptiques. Le
lecteur voit ainsi, sur des fonctions simples avec lesquelles il
est familiarisé, I'enchainement des raisonnements et des
théorémes qu'il rencontrera ensuite pour les fonctions ellip-
l'l{]nvs.

Les formules principales de la Théorie des fonctions ration
nelles d’une variable z se réduisent & deux formules types :
une premiére formule mettant en évidence les valeurs de o,
qui rendent la fonction rationnelle /() nulle ou infinie
: (z—a;) (®—ay)...(x—a,)

Jix lf —Sbile =) v —b, .
puis une deuxi¢éme formule, dite de décomposition en éle-
ments simples, mettant en évidence les points ot la fonction

devient infinie, et la facon dont elle y devient infinie

flz)=0Co+ Ciz + Cor?*~+. ..+ Cpa™
A B pAn
G — i A e {3 i s — IJI‘
a0 . I AT - -
[’élément simple - est la dérivée de Loe(z — a)
L (7] o

Les formules ia['i:i:_'ilngllc‘s de la Theéorie des fonctions trigo
nométriques peuvent, de méme, se ramener a deux types
analogues : une premiére formule mettant en évidence les

points o la fonction devient nulle ou infinie

f \ I“”.um[.-‘ ay)sin(x — a,)...sin(x — a,)
(@) = eftEt— = : \ )
; sin (@ by)sin(x — b,)...smm(x 'h.f- )

et une deuxiéme formule, appelée formule de décomposition

en éléments simples, mettant en évidence la facon dont la
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fonction devient infinie

f(x) Cy+ C e 4 Cye*®i 4. . .+ G, 2 me?
Y LU ( L p—ina
+ A cot (> a)-+ B cot(x by +... ;-],i'f;[u__.!‘ l).

On peut remarquer encore que ’élément .-'im|:ln

cotl{x @)
est la dérivée de
Logsin(x — a).
De méme, dans la Théorie des fonctions elliptiques, il
existe deux formules fondamentales : 1° une formule de
rIl"i'n|||[m.~'iliml en facteurs

H(z —a,).. H(x — a,)

v\ \ 20X
J(Zz) : H (- b)...H{x- - b,)

mettant en évidence les points a,, @, ..., @,, OU la fonction
s'annule, et les points by, b, ..., b, ou elle devient infinie :
2° une formule de décomposition en éléments simples, due &

M. Hermite

fle)=Ci+AL(x —a)+...- LZ(x — I)
ot I'élément simple Z(z — a) est égal a

r”.nr_"”f.r‘ )
dx ]

La plupart des calculs sur les fonctions elliptiques sont
fondés sur I'emploi de 'une ou de 'autre de ces deux for-
mules : ces calculs se raménent done a des régles simples dont
il est fait de nombreuses applications.

L.a Théorie des fonctions elliptiques se complique de la
question des notations qui varient d’un Traité a I'autre. Tout
d’abord, nous nous sommes interdit rigoureusement d’em-

|a|:|w|' aucune notation nouvelle. Nous avons exposé simul
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VIII PREFACE.
tanément deux systémes de notations qui doivent subsister
définitivement : celui de Jacobi, constamment suivi par
M. Hermite, dans toutes ses recherches, et celui de M. Weier-
strass. Le passage de I'un de ces systémes a I'autre est aiseé :
néanmoins, il importe de les conserver tous les deux; car,
suivant les cas, les applications sont plus faciles dans l'un
des systémes que dans autre. En outre, aprés avoir lu un
Traité élémentaire, le lecteur doit connaitre les deux systemes,
afin de pouvoir lire ensuite les Livres ou les Mémoires écrits
dans chacun d’eux.

Pour préparer les applications, nous avons étudié avec soin
les cas particuliers ou les valeurs des fonctions elliptiques
sont réelles, les seuls qui puissent se présenter en Mécanique
et en Physique.

Chaque Théorie est suivie immeédiatement de quelques
applications; ainsi I'étude de la fonction p de M. Weierstrass,
quand I'une des périodes est réelle et I'autre purement ima-
ginaire, est suivie d’applications & la cubique plane, a la
lemniscate, au pendule sphérique, au mouvement d’un corps
pesant de révolution suspendu par un point de son axe;
’étude des fonctions de Jacobi, pour le cas ou le module est
réel et plus petit que un, est suivie d’applications a la biqua-
dratique gauche, a la surface des ondes, au pendule simple, a
I’élastique plane, & la corde & sauter, aux mouvements a la
Poinsot ; 'étude de la fonction p, dans le cas de deux périodes
imaginaires conjuguées, est suivie de "application au mou-
vement d’un projectile dans un milieu dont la résistance est
proportionnelle au cube de la vitesse. Viennent ensuite
quelques applications au probléme de Lamé et au probleme
de I'élastique plane sous pression normale constante, dont les
intégrales, découvertes par M. Maurice Lévy, ont été conver-
ties en formules elliptiques par Halphen.

I.’Ouvrage se termine par la Théorie des fonctions que
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PREFACE. X
M. Hermite a appelées fonctions doublement périodiques de
deuxiéme ou de troisiéme espécee, avece applications & I"équa-
tion de Lamé et aux équations de M. Picard, et par quelques
notions ¢lémentaires sur les fonctions modulaires qui four-
nissent 'exemple le plus simple des fonctions fuchsiennes et
kleinéennes de M. Poincaré. Comme pour les fonctions

elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublement

;n‘rim]i(lmrs de deuxiéme espece deux formes essentielles :

décomposition en facteurs el décomposition en éléments
simples, d’aprés M. Hermite: puis nous indiquons, pour
les fonctions de troisiéme espéce, deux formes analogues, en
employant I'élément simple introduit par M. Appell.

Les principales formules sont résumées dans un Tableau
placé & la fin du Volume. Sauf dans I'exposé de la transfor-
mation de Landen, nous n’avons pas donné de Tables numé-
riques, car, dans la plupart des cas, les séries définissant les
fonctions & calculer sont si rapidement convergentes, que les
premiers termes suffisent dans les applications. On trouvera
des exemples de calculs numériques a la fin du Calcul tnte-
gral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Hotiel.

Nous espérons qu’apres avoir étudié cet Ouvrage, le lecteur
pourra se servir des fonctions elliptiques comme des fonctions
trigonométriques. Nous avons choisi des applications aussi
variées que possible : on en trouvera d’autres, d’une grande
élégance, dans le Traité de M. Greenhill. Quant aux dévelop-
pements théoriques, nous pensons avoir mis le lecteur &
méme de lire les grands Traités de Briot et Bouquet, d"Hal-
phen, de MM. Tannery et Molk, et dese servir utilement des

feuilles de M. Schwarz.

Paris, 27 septembre 18q6.

SCD LYON 1




SCD LYON 1




PRINCIPES

DE LA THEORIE DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

CHAPITRE L.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

[. — GENERALITES SUR LES FONCTIONS UNIFORMES.

|. Fonction réguliére en un point. Zéros. — Une fonction d’une
variable im aginaire u = x - yiestdite m.».ffu;-,r;.-,u pour toutes les

valeurs de « 1[II:II1£I ellen’a :Eu'nm-\';ll:‘ur pour t']l:u{m- valeur de w :
1 . 3 il

par {'\t.’rnplt" s Cosu, ltangu sonl des fonctions uniformes. On
[/

dit aussi, en I'l‘]II‘G:S{'IJ|;II}| la variable u = z —E—‘}‘f. par le |mi1|i d’un
plan de co ordonnées z et y, que la fonction esl uniforme dans
tout le !'n’(_ur. Nous ne nous occuperons que de fonctions de celle
nature. Une fonclion uniforme f(u) est réguliére en un point a
({ll:lllt_l on peut, dans un cercle ayant ce point comme cenlre, la
rlé\'rl::irln'r par la formule de ']‘.'l_\|||1' en une série |sr‘m'(?{|;m[ sui-
vant les pllish‘:mr:'u [mrili\'rs croissanles de v — «a

W) f HI"_J"--_H.- t L¥ “r—l_-"”lrrl t ..,---I.T = I”- r‘l""\nfl

1 Yo Zis vl "

Zéros. — Une fonction f(u ) réguliére au point u = a admel ce
point comme zéro quand f(a) est nul : si f'(a) n’est pas nul le
zéro est simple. Si un certain nombre de dérivées Jia), fitaiees
sonl I!lll]{‘r%._. fila (a) étant la I\I'f'miz"l'l‘. dérivée non nulle, le zéro
u=a est d’ordre n : on peut alors écrire le développement ci-

A. T L. 1
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A CHAPITRE 1.

dessus
p (2) flu)=(u—a)tg(u),
: ot le facteur g(u) est une série enlicre en (4 — a) ne s'annulant
! pas pour u = a.

9. Points singuliers. Poles. Résidus. Points singuliers essen-

tiels.
en un point déterminé @, on dit que ce pointest un pointsingulier.

Lf_n-szlu'un(_' fonction uniforme f(u) n’est pas réguliére

(est un point singulier isolé quand on peut décrire de @ comme
I 8

centre un cercle assez pelit pour que la fonction n’ait pas d’autre

point singulier dans ce cercle.

Péles. — Un point singulier @ est un péle quand il est isolé et
quand la fonction devient infinie en ce point i la facon d’une
(raction rationnelle. Pour préciser, le point a est un péle, quand
la fonction f(u) devient infinie en ce point et qu’il existe une
fraction rationnelle

P \ Ay . Ag—y
olit)= —— o e 550 el i — 3
X u—a (i —a)* (— )%

telle que la différence

Slu)—e(u)

soit réguliére au point a; les lettres A, Ay, ..., Ay, désignanl
des constantes. La fraction rationnelle ¢ (u) s’appelle la partie
principale de la fonction f(u) relative au péle a; le coefficient A

B S ity « t e ;
de —— est le résidu relatif A ce pole : I'entier « est 'ordre ou
—a
degré du pole. On a alors, dans un certain cercle de centre a,
flu)=o(u)+ gu),

g(u) étant une fonction réguliére au point @ : on en conclut, en

réduisant le second membre au méme dénominateur (& — a)%,

o G(u)
(u)= —
'fl 3 H.‘.—-r!)lj

G (u) étant une fonction réguliére au point a, différente de zéro

pOlII‘ u=a.
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NOTIOXS PRELIMINAIRES. 3

Nous dirons aussi que le point @ est un infini d’ordre =« de la
fonction.

Points singuliers essentiels. — Quand un point singulier n’est
pas isolé ou qu’étant isolé il n’est pas un pole, on dit qu'il est un
point singulier essentiel. Nous ne nous occupons dans la suite
que de fonctions dont les seuls points singuliers a distance finie

sont des pdles.

3. Remarque sur les zéros et les poles. Si le point @ est un
zéro d’ordre n de la fonction f(u), il est un poéle simple de ré-

. & . . (1) #
sidu n dans la dérivée logarithmique ijTf’ en effet, on a alors,

dans le voisinage de u = a,
flu)y=(u—a) glu),
puis en prenant les logarithmes et les dérivées

S(uw) i 2 ( IH_

flu)  u—a z(uw)’

comme g(u) n’est pas nul pour u=a, le rapport 'f:r{:; est une
fonction réguliére au point @; donc ce pointest un pl“;ic &ﬁmp[c de
résidu n de 'j.rll'r::%- De méme, si le point #= a est un péle d’ovdre «
de f(u),il est t\ln pole simple de résidu —« de :‘% Ona en effet,

dans cette hypothése, au voisinage de a,

R )
Jl)= GL_-_—_N_J_'*,
ll"nl‘l
S'uw) -t G'(u),

e = —
S(u) u—a Glu)

¢ 5 G'(u) : :
comme Cl( H} ne s ill]l'.lllIC pas [)Oll[‘ u=a, Gl @) est une f{)ll(}lloll
g £ v I

réguliére en @ et le théoréme est démontré.

. Point & Yinfini. — Pour étudier une fonction f(u) de u
; s s 1 A
quand u devient trés grand, on fait « = —; et I'on suppose @' trés
g (s

pett. La fonction f(u) est dite réguliécre au point w=w
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4 CHAPITRE I.
1Y . .
quam]f(;) est réguliére au point #/=o : on a alors, pour des
\
valeurs trés pelites de u/,
{1

S

\
X

: ) —=ay+ '+t
1
et par suite, pour des valeurs tres grandes de u,

\ 2

- 1 ]
flu)= ay+ ay — 4 a —) R TT
Ko w \ U

Lorsque la fonction est ains réguli¢re au point oo, le point %
est un zéro d’ordre n quand @, @, ..., @p_y SONL nuls, a, étant
différent de zéro. La fonction s’annule alors a I'infini comme

I\?

)+

Le point infini est un péle on un point singulier essentiel pour

f(u) quand le point &'= o0 est un pole ou un point essentiel pour

f(:_) Supposons que ce soil un pole : alors, par définition, on a
o\ U
pour de petites valeurs de «’

{1\ A Ay Aty
[l —,)—_- - tat U aut
\ W 22 w* u

c'est-a-dire, pour de grandes valeurs de u,
; . : s I (1
fu)=Au+ A +...+ Ay ¥+ ay+ay— + @ () = e
u \ 2/

La partie
plu)=Au—+ Ajut... Ay qu®,

qui devient infinie au pble v = o, esl la partie principale relative a

ce pble, o est 'ordre du pdle.

5. Remarque sur la convergence des séries. — Nous pouvons
maintenant préeiser un point important dans ce qui précéde. Nous
avons dit que la fonction f(«) uniforme.dans tout le plan est ré-
guliére en @ quand elle est développable par la formule de Taylor

dans un cercle de centre a : cette série sera convergente dans le

cercle ayant pour centre a el pour rayon la distance du [}Oi'n( a
au point singulier de f(u) le plus rapproché de a.
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C’est la une proposition que nous admettrons pour ne pas

allonger ce Chapitre.

6. Une fonction uniforme réguliére en tous les points & distance
finie et infinie est une constante. — En eflet, la fonction supposée
f(u) étant réguliére au point u = o est développable en une série

Sflu)=ap+ ayu+ayu~+...,

convergente dans le cercle ayant 'origine comme centre et passant
par le point singulier le plus rapproché de l'origine; comme, par
hypothése, il n'y a pas de points singuliers, cette série est con-
vergente dans tout le plan. Pour étudier la fonction dans le voisi-

. | L
nage du pointoo, posons u = —; alors

i [-’ 1 ) | B

— | =g+ a1 — -+ Qq —)—1-
0 7 ] T

ST 7 ')

Par hypothése cette fonction est réguliére au point #'=o : elle
ne doit donc pas contenir dans son développement de puissances
négatives de «' : donc tous les coefficients a,, @, ..., @, ... sont

nuls, sauf le premier a,, et 'on a

=t ( :{) = ay.

La fonction est une constante.

On peut énoncer ce résultat sous une autre forme, en disant
qu'une fonction uniforme partout finie (le point oo compris)
est une constante. En eflet, une fonclion uniforme devient infinie
en chacun de ses pdles; on peut en outre démontrer rigoureuse-
ment que, si la variable # tend vers un point singulier essentiel
de la fonction suivant une loi convenablement choisie, le module
de la fonction croit au dela de toute limite. Si donc une fonction
uniforme est partout finie, elle ne peut pas avoir de points singu-
liers, elle est réguliére partout et se réduit & une constante.

7. Les zéros et les poles d’une fonction uniforme, n’ayant d’autres
singularités que des poles 4 distance finie, sont nécessairement isolés
les uns des autres. — Nous voulons dire par la qu’il ne peut pas
exister de point @ du plan dans le voisinage immédiat duquel il
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6 CHAPITRE I.

se trouve une infinité de poles ou une infinité de zéros; ou encore,
quel que soit le point @, on peut toujours décrire de @ comme
8 centre un cercle avec un rayon assez petit pour que dans ce cercle
i il y ait : ou bien ni zéro ni pole, ou bien un seul zéro sans pole,
‘f" ou bien un seul péle sans zéro.
{ Ce fait résulte immédiatement des développements précédents.
‘n effet, un point @ étant marqué dans le plan, trois cas peuvent
se présenter suivant que f(u) est réguliére en a sans s’annuler en
ce point, ou que f(u«)admet le point @ pour zéro, ou enfin que
/f(u) admet le point @ pour pole. Dans le premier cas, on peut dé-
crire de @ comme centre un cercle suffisamment petit pour qu’il
n’y ait dans ce cercle ni zéro ni péle; dans le second, on peut dé-
crire un cercle suffisamment petit pour qu’il ne contienne pas de
pole et contienne le seul zéro u= a; dans le troisiéme, on peut
décrire un cercle ne contenant pas de zéro et contenant le seul
pole a.

D’aprés cela, si pour une fonction uniforme il existe un point a
tel que, dans une aire aussi petite que 'on veut, entourant ce point,
il existe soit une infinité de péles soit une infinité de zéros, ce
point est point singulier essentiel. En effet, la fonction n’est pas
réguliére en @; ce point est donc un point singulier. Il n’est pas
un pole, d’aprés ce que nous venons de voir; il est donc un point
essentiel.

Nous allons, dans les deux paragraphes suivants, traiter, comme
exemples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomé-

triques.
II. — FRACTIONS RATIONNELLES.

8. Objet du paragraphe. — Le lecteur connait assurément les
propriétés des fractions rationnelles : décomposition en fractions
simples, utilité de cette décomposition pour I'intégration, décom-
position en un quotient de deux produits de facteurs linéaires.

Nous reprenons briévement cette théorie, en suivant une marche
analogue & celle que nous emploierons plus loin pour obtenir I'ex-
pression générale des fonctions elliptiques, d’abord sous une forme
toute semblable & celle d’une fraction rationnelle décomposée en
fractions simples, puis sous une forme semblable a celle d'une
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NOTIONS PRELIMINAIRES. i

fraction rationnelle décomposée en un quotient de deux produits

de facteurs linéaires.

9. Fraction rationnelle particuliére. — La fonction

; u
(3 (u)= — —
(2) J (e —1)lu—2)
esl 1':";:_'n|i(“[‘c a distance finie en tous les }minl.- autres que u =1,

u = 2. Ces deux points sont des poles de premier ordre. La partie

T8 8 8 F o~ &R S

principale relative au pole u =1 est

=3

I
& o) =— — >
k ' i —1
al en effet on vérifie immédiatement que la différence f(u)— o, (u)
g B . n - p A
d1 est réguliére au point u =1. Le résidu relatif au pdle u =1 esl
—1. De méme la |ml'[ic pl'iil{tip;l]t‘ relative au |1|’1|1: =2 esl

a :

ox( U )= )
l' e u—12
3 e g . a : a5
; avec le résidu 2. Au point » la fonction est réguliére, car
4 J - '

f(5)= A Lot

ﬂ I \ &L Ll - j(1 22U )

est réguliére au point «'=o. On voit que «' = o, c'est-a-dire u =00

Y 3 est un zéro simple. La fonction f(u«) a donc deux pbles simples
: u=1, u=2 el deux zéros simples ¥ = 0, w =0 : on dit qu’elle

] est d'ordre 2. On peul remarquer que I’équation

f(u)=0GC

1 a deux racines quelle que soit la constante C.

1 E . "y S P ' "y .
Comme les fonctions o, (u) et ©,(u) sont réguli¢res partout a
' ] distance finie et infinie, excepté aux poles respectifs 1 et 2, la dif-
' férence
J(u)— o (u)—os(u)

) est réguliére partout a distance finie et infinie, y compris les

i pbles 1 et 2, d’aprés la définition des parties principales o, et ¢,.

| Cette différence est donc une constante et,comme elle s'annule a

I'infini, puisque chacune des fonctions £, ©,, =, s'y annule, elle
1 | 4 T A ?
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est égale a zéro. On a done
Ju)=oi(u)+ 9:(u),

formule que donnerait immédiatement la décomposition de la
fraction rationnelle en fractions simples.

10. Cas général. Poles et zéros. Ordre. — Une fraction ration-
nelle
: g Ayt @M=, . a,, P(uw)
(1) f(u)= - - = - y
& il Dot byuh—1—t ...+ b, Q(uw)

ou P et Q sont deux |l[')]__\'I}L'IIIl(.‘.-i de dl_%gl'tiﬂ m el n, est une fonction
qui, a distance finie et infinie, n’a d’autres points singuliers que
des poles. A distance finie elle a comme podles les racines de
Q(u)=o0 : le nombre des pdles & distance finie, en complant

chacun d’eux avec son degré de multiplicité, est donc n.

1° Sim > n,le point o est un 116115 d’ordre m — n. Le nombre

total des pr"lf{'n‘ a distance finie et infinie est done

n—+{m-—np)=m.

Il y a aussi m zéros qui sont les racines de P(u«)= o. La fraction

a donc m poéles et m zéros : on dit qu’elle est d’ordre m. L’équation

J(u)=C a m racines quel que soit C.

2" Sin > m le point w est un zéro d’ordre n — m. La fraction
a alors n poles et un nombre égal de zéros, car il y en a m a
distance finie [les racines de P(«)] et » — m réunis a l'infini. La
fraction est d’ordre n; I'équation f(u)= C a toujours n racines.
3° Si m = n, le point % n’est ni un péle ni un zéro : il y a en-

core autant de zéros que d'infinis : la fraction est d’ordre m = n.

En résumé une fonction rationnelle f(u) a toujours dans tout
le plan, 'infini compris, autant de pdles que de zéros; le nombre
des ]_n‘lh‘:s ou des zéros est 'ordre de la fraction : l’{:i|tlatinn.flliuj]: C,

a, quel que soit G, un nombre de racines égal a Vordre.

11. Formes analytiques principales des fractions rationnelles.
— On peut mettre une fraction rationnelle sous deux formes dif-
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férentes suivant que 'on veut mettre en évidence les poles et les
parties principales, ou les poles et les zéros.

1* Premiére forme mettant en évidence.les péles et les par-
ties principales correspondantes. Décomposition en fractions
simples. — Appelons a, b, ..., lles pbles a distance finie res-

pectivement d’ordre o, 3, ..., A et

’ £ "\1
of(u)=—+ ————+...+
(%) §—a (u—ua)t

e B, Bg—

‘_—":‘!("‘): ?_—__f) -+ l_-l'-!' —!)F s T WT{,HJ’

- I\ I_I I
(6 —a)*

les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de
généralité, que le poinl o soit un pole, ce qui arrive si m > n; et
soit

w(u)=Mu+ Msu?+...+ Mgus
la partie principale relative & ce péle

fF=m—n.

Chacune de ces parties principales est réguliére partout excepté
au pole correspondant. La diflérence

(5) S(u)— o (u)—pa(u)—...—m(u)

est donc réguliére partout a distance finie et infinie. En effet,
au pole ala différence f(u) — o, (u) est réguliére et les fonctions
Sy, ..., le sont. Il en est de méme aux poles b, ..., [.

A Pinfini, la différence f(u) — w(u) est réguliére et les fonc-
tions 9y, ¢a, ... le sont aussi. Donc la différence (5), réguliére
partout, est une constante My, et I'on a

flu)=Mo+w(u)+o(u)+ps(u)+...

A
(6) fu)=My+Mu~+...+ \I,-u-“'—.E[ N ‘?iﬁ‘l,

la somme X étant étendue & tous les poles a distance finie.

On retrouve ainsi la formule élémentaire de décomposition des
fractions rationnelles en fractions simples : elle met en évidence
les poles et les parties principales correspondantes, elle donne
immédiatement I'intégrale d'une fraction rationnelle.

SCD LYON




10

CHAPITRE I.

On peut écrire

( - g v .._ A I s I\i".._l -
i ”)"M”TA st e oy

la somme ¥ étant étendue a tous les poles a distance finie et

S T : x SIS i e I
infinie, si 'on convient que pour un pole @ rejeté a I'infini o=
s £

doive étre remplacé par «, ou en abrégé que

|
U—a=— l'lll:l!]i] a = oo,
[

On remarquera que I'on peut prendre arbitrairement les parties
principales relatives & tous les péles; a cet égard il y a une légere
différence pour les fonctions elliptiques.

2° Deuxieme forme mettant en évidence les zéros et les
infinis. — La deuxiéme forme qu’on peut donner a une fraction
rationnelle met en évidence les zéros et les infinis. 11 suffit pour
cela de décomposer les polynomes P et Q, qui forment le numé-
rateur et le dénominateur de la fraction, en facteurs du premier
degré

(23 i) (.{u—:r.. ) e Ay oo (U —0tyy)
7 = (G -— P Lt S

(e —B1)(u—PBa)...(u— Bn)

ou certains facteurs peuvent étre égaux.

3° La seconde forme déduite de la premiére. — Soit f(u) la
fraction rationnelle considérée ayant pour zéros o, 0a, «.., tpy
et pour poles B, B2, ..., B,

L5
; w) - : g
La fonction ‘j‘.( = est aussi une fraction rationnelle ayant pour
‘N) of

poles simples les zéros et les infinis de S(w) (n° 3), les zéros
simples avec le résidu -1 et les poles simples avec le résidu —1.

f'(uw)

En mettant alors ; o) Sous la premiére forme (décomposition
{

en fractions simples) on a

Fi(m) | I I I

Slu) U—ay = u—ay O w—ogy
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[ntégrant et passant des logarithmes aux nombres, on retrouve

expression (7)-

12. Remarque. — Nous venons de voir qu’une fraction ration-
nelle n'a d’autres points singuliers que des poles a distance
finie et infinie. La réciproque est vraie. Une fonction uniforme
n’ayant d’autres singularités a distance finie et infinie que
des péles est une fraction rationnelle. Nous nous bornons a

rappeler ce théoréme dont nous n'aurons pas a nous servir.

13. Relation algébrique entre deux fractions rationnelles.
Théoréme d’addition algébrique. — Entre deux fractions ra-
tionnelles

=T, y=/fi(u)

a lieu une relation algébrique définissant une courbe unicursale,
¢’est-a-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible.

En outre, une fonction rationnelle f(«) admet un théoréme
d’addition algébrique, c'est-a-dire que, w et ¢ désignant deux
variables indépendantes, f(u + ¢) est une fonction algébrique de

S(u) et f(0).
IMI. — FoNCTIONS TRIGONOMETRIQUES.

14. Objet du paragraphe. — Nous allons présenter les points
fondamentaux de la théorie des fonctions trigonométriques, en
suivant une voie identique a celle que nous suivrons dans le
Chapitre suivant pour les fonctions elliptiques

15. Fonction sinu, sa définition par un produit infini. Fonctions
cotu et ——, leurs expressions par des séries. Périodicité de ces

fonctions. — La fonction sinu est réguliére en tous les points a
distance finie. Elle s’annule aux points

=0, == x, AT,

C’est ce que met en évidence la formule suivante que nous

supposons connue et que nous considérons comme servant de
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définition a sinu

5\ il

: B
(8) sinu =u l [ i ).._;m'::r
i mm

le produit IT' étant étendu a toutes les valeurs de I'entier m de

“y — % & 40, la valeur m = o exceptée. Grace a la présence du
u

¢ | facteur ¢”7, le produit IT" est convergent quel que soit I'ordre des

' facteurs. Cette fonction sinw est impaire, ¢’est ce qu'on voil sur

le produit (8). En effet, comme m |'n‘cnd toutes les valeurs de

— o & 4o, on peut le changer de signe et écrire

= - " i N o+ H.:
| sin i = HI ] i el WOERT
: i 5 mr

Changeant ensuite z en — « on voit, en comparant a (8), que
sin(— u) est égal & — sinu.

Le point o est un point singulier essentiel de sinu : en effet, si

; 'on fait u = :.: » on voit que, dans une aire aussi pelite qu’on le
veut entourant le point «'=o, la fonclion sin% admet une infinité

de zéros v = ﬁ_ D’apreés ce que nous avons vu (n° 7) le point

u'=o0 est donc un point singulier essentiel.

Fonetion cotu. — La fonction cotu se déduit de sin u. par la
formule
174 a
cotu = — log sin u.
du

D’aprés la formule (8), on a done pour cotu la série

I f 1 I\ P 1 ; \
eotu = — + [ —— + Sl Mg - ) +...
u \u—w = U— 2T 27
(’I 1 ['} (’ 1 Lf g
T T e = - = T S T
S o Y \ &+ 2T 2?)

ou, sous forme condensée,

I 1 1 T\
(9) cott = — —_— ),
(£ \!':' _—Mmmw IHTT’:

la somme ¥ étant étendue a toutes les valeurs de l'entier m
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de — o & -+ oo, la valeur zéro exceptée. La fonction colu est
aussi impaire. Le développement (g) montre qu'elle a pour poles
simples lous les points 0, &= wm, Foax, ..., le résidu relatif a
chacun de ces poles étant 1. Par (‘\cmlﬂc le point # == est un
pole, et la différence

cotu —
114

est réguliére au point #=m=. La formule (9) met donc en évidence
les poles et les parties prmc‘.lpules correspondantes de la fonction.
Le point = est un point singulier essentiel pour cotu comme
pour sinu.

v . 1 .
Fonection S — [.a fonction

n* u

I d
(o) —_— =— S cotu =
sin?u du W hd (W—mT)
est paire. Elle a pour pdles doubles tous les points o, ==,
4o, ...; la partie principale relative au pole u=m= est

Périodicité. — Des formules précédentes on peut déduire
facilement la périodicité des fonctions circulaires. Tout d’abord

s I . Fut
le développement (10) de — montre immédiatement que cette
5 f 1 4

fonction ne change pas quand on ajoute 7 & «, car cela ne fait
que dép'acer les termes du second membre.

On voitde méme que la cotangente admet la période ; en effel,
formant la différence cot(w + =) — cotu, on trouve

somme qui est évidemment nulle, car les termes se détruisent
deux a deux.
Enfin de la relation

cot(u + m)= cotu,
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14 CHAPITRE I.
que nous venons d’établir, on peut déduire la périodicité de la
fonction sinu. En effet, en intégrant les deux membres de la re-
lation ci-dessus, on a

log sin(u-+m)=log sinu + logC,

sin(u+ =)= Csinu,

ot C est une constante. Pour déterminer cette constante, faisons

it = — —, nous aurons

sin— = ( sin ( - :)‘
2 R
et comme la fonction sinw est impaire on a

G=—i,
D’oti la formule

sin(u +7m)=—sinu.

Développements en séries de puissances. — Pour calculer les
premiers termes du développement de cotu en série de puissances
dans le voisinage de u = o, on peut employer la méthode suivante
analogue a celle qui nous servira pour les fonctions de M. Weier-
strass. On a, pour u inférieur & m= (en valeur absolue),

u?

m3md

portant cette série dans le (]r_':vc!oppcnuznl, de cotu et ordonnant
par rapport aux puissances de «, on a une série de la forme

w u?
cotu = — — g, - — 8 — — g — —, ,

w2 =k w6

ol ’on a posé

L N S" I
8§q= = ¥y = == §3 = =3
m2 m* e 15

o Y bl ) Rne
les sommes 2 — 2 — 2 ~— -+ sont évidemment nulles.,
n m* m= =

car m prend des valeurs deux a deux ¢gales et de signes con-

traires.

On peut obtenir le développement de sinu en série entiére en
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i intégrant le développement de cotu, ce qui donne
[ ¢ §; u? §a 14 A
log sinu = logA + logu — —_' e e 2 —_—— e
W i = b«
F N Sg ut 55 00
sing=Auye 1% sW oam T

"o 3 e : sin :
A désignant une constante d’intégration. Comme = tend vers 1

quand « tend vers o, on a A=1. Développant alors 'exponen-
tielle en série, on obtient une série entiére donnant sinu. En
identifiant le développement ainsi obtenu avec la série connue

. wh ud
SiNU=U— —— + ——— —s 0y

1.%,.3 L.2.3.4.9

on obtient les valeurs des sommes s,, sa, $3, .... On trouve ainsi

-2 =" 9 b

L i 33.5.

Ces sommes sont bhien connues : on les trouvera par exemple
dans le Calcul différentiel de M. Bertrand, p. 421 : pour vérifier

ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que
b‘é " n = a0
3 I ) I
§y= S‘ — =12 z —
e 1Y n*v
n=1
1 car, dans ¥/, m varie de — ¢ & -} o0, zéro exclu.
Ezercice. — Nous ne nous arréterons pas plus longtemps i la
J théorie des fonctions sinz, cotz. Sil’on voulait établir une théorie

compléte de ces fonctions, en prenant comme seules définitions le
produit (8) et la série (9), on pourrait, en suivant une analyse
d’Eisenstein (Journal de Crelle, t. 35, p. 191), montrer que la
fonction f(u)= cotu, définie par la série (9), vérifie I'équation
différentielle

351 35,
flfr+— =0, ou : = 1.

~2 2
T T

En portant le développement de cotu en série de puissances dans

' celte équation et écrivant qu’elle est vérifiée quel que soit #, on
' aurait un autre moyen de calculer de proche en proche les
sommes $,. Nous indiquons ces résultats a titre d’exercice.
:
1
1
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16. Fonctions trigonométriques en général. — On peut appeler
d’une maniére générale fonction trigonométrique une fonction
J(u) rationnelle en cotu, car 1 sinus et le cosinus d’un arc s’ex-
priment rationnellement en fonction de la cotangente de 'arc
moitié que 'on peut toujours désigner par «. Une fonction trigo-
nométrique, ainsi définie, est uniforme; elle n’a d’autres points
singuliers & distance finie que des poles; elle ne change pas quand
on ajoute a # un multiple quelconque positif ou négatif de = :
c'est ce que P'on exprime en disant que la fonction admet la
période primitive =, ses autres périodes #=2m, &=3=x, ... étant
des multiples de la période primitive.

On peut mettre une fonction trigonométrique sous deux formes
remarquables. L'une est analogue a la formule de décomposition

.des fractions rationnelles en fractions simples; I'élément de cette

décomposition est la fonction cot(u — a) et ses dérivées; c'est ce

que l'on pourra voir dans le 7'raité d’Analyse de M. Her-

3a1. L'autre forme est analogue a celle qui donne une

mite, p.
fraction rationnelle sous forme du quotient de deux produits de
facteurs linéaires; 'élément qui remplace les facteurs linéaires
est sin(# — «). Nous ne nous arréterons pas a ¢établir ces for-
mules qui nous sont inutiles pour la suite.

Relations algébriques. — Entre deux fonctions trigonomé-
triques
z= f(w), ¥=filun),
de méme période =, a lieu une relation algébrique définissant en-
core une courbe unicursale, car f et f; sont des fonctions ration-
nelles de cotu.

Théoréme d’addition algébrique. — Une fonction trigono-
métrique f(z) admet un théoréme d’addition algébrique : f(u—+v)
est une fonction algébrique de f(u) et f(v).

Remarque surla période des fonctions trigonométriques. —
Les fonctions que nous venons de considérer admettent la pé-
riode =

Jlu—+ =) = flu)

Il est é vident que par un changement linéaire de variable on peut
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I /!

faire en sorte qu’elles admettent une période quelconque 2w. 1l

suffit de poser

on a alors

A

ET L.

u

Tu

2w

r
wu

= —, Si(w)= f(u) T-f(r ,_J } ;

Silu'+2w)= fi(u').
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i
d GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

..|
7. Définition. — Nousavons dit qu’'une fraction rationnelle est

caractérisée par la propriété d’étre une fonction uniforme n’ayant
d’autres singularités que des poles.

Nous avons remarqué également qu'une fonction trigonomé-
. trique (fonction rationnelle de cotu ou desinau et cos2u) est une
o fonction n’ayant d’autres singularités a distance finie que des poles
et admettant des périodes qui peuvent toutes étre composées
par addition et soustraction avec une seule période primitive =.
- Mais ces propriétés ne caractérisent pas les fonctions trigonomé-
1 triques : elles appartiennent par exemple a e qui n’est pas une
de ces fonctions. Pour achever de caractériser une fonction trigo-
nométrique, il faundrait ajouter cette condition qu’'elle posséde un
théoréme d’addition algébrique.

Nous définirons d’une facon analogue les fonctions elliptiques
par les propriétés suivantes, qui les caractérisent complétement :

On appelle fonction elliptique une fonction uniforme
n'ayant, @ distance finie, d’autres singularités que des pdles
et admettant des périodes qui peuvent toutes étre composées
par addition et soustraction avec deux périodes primitives 2w
et 2w,

La fonction admet donc les deux périodes 2w et 2w'; on dit
qu’elle est doublement périodique, tandis que les fonctions tri-
gonométriques sont simplement périodiques. Elle vérifie les rela-
tions
(11) flu+aw)=f(u), [flet+20)=Ff(n),
d’ot 'on conclut

(12) Slu+a2mw+anw')=f(u),

. m et n désignant des entiers positifs, négatifs ou nuls.
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’
w . . . g . .
Nous admeltrons que le rapport — est imaginaire; s'il était
L]

réel, lafonction se réduirait 2 une fonction simplement périodique
ou a une constante. C’est la un fait dont on trouvera la démonstra-
tion dans la Note I et que 'on peut admeltre pour ne pas inter-
rompre 'exposition.

Les fonctions elliptiques sont ainsi définies in abstracto. Nous
allons définic, par des séries, les éléments analytiques a laide
desquels on peul exprimer toutes les fonctions elliptiques. Nous
indiquerons en méme temps leurs principales propriétés, parmi
lesquelles nous signalerons dés a présent 'existence d’un théoréme
d’addition algébrique et I'existence d’une relation algébrique entre
deux fonctions elliptiques aux mémes périodes.

Une premiére propriété, résultant immédiatement de la défini-
tion méme, est celle-ci : La dérivée d’une fonction elliptique est
encore une fonction elliptique. En eflet, les relations (1 1) ayant
lieu quel que soit « donnent par différentiation

S(e+20) =1f"(u),

Su+20") =

La dérivée f'(u) admet donc les périodes 2w et 2w'; elle est uni-
forme comme J(u) et ses seuls points r‘aingulim‘s a distance finie
sont des poles, car si f/(u) est réguliére en un point il en est de
méme de f’(u), et si f(u«) a un pole en un point il en est de
méme de f"(u).

18. Parallélogrammes des périodes. — La double périodicité
peut se représenter géométriquement comme il suit. Soit u, une
quanlité imaginaire constante, choisie au hasard; considérons

dansle plan représentatif les points représentant les quantités
Uy, ytaw, wytow, wytowtaw

et, en général,

Uy+2mw-+anw,

ol m et n sont des entiers quelconques positifs, négatifs ou nuls;
ces points forment les sommets d’un réseau de parallélogrammes
tous égaux au parallélogramme P, qui a pour sommets les
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|u'}i nts

a2,

Wy, Uo—+ 2w, UWg— 20, Uy~ 2w

et recouvrant tout le plan.
Si u est un point quelconque du plan, il se trouve dans un de
ces parallélogrammes, le parallélogramme P', par exemple; le

point & + 2w est dans un p:lralli?lt_)gmmmc voisin dans lequel il

S THS

occupe la méme position que u dans P'; en général, les points
w2 muw-2nw sont tous dans des parallélogrammes différents;
ils occupent dans chacun d’eux la méme place que u dans P'; nous
avons figuré quelques-uns de ces points. On dit, pour abréger,
que ces points sont des points homologues ou congruents du
résean des parallélogrammes. L'un quelconque de ces parallélo-
grammes s'appelle parallélogramme des périodes ou parallé-
logramme élémentaire.

Les relations (11) expriment que la fonction f(u) reprend la
méme valeur en tous les points homologues. 1l suffit donc de
connaitre la fonction f(u) dans un des parallélogrammes, P par

exemple, pour la connaitre dans tout le plan.

19. Théordme fondamental. Une fonction elliptique devient né-
cessairement infinie dans un parallélogramme élémentaire, sinon
olle se réduit 4 une constante. — En effet, si une fonction ellip-
tique était finie, dans un parallélogramme élémentaire, elle serait
finie, en tous les points & distance finie ou infinie, & cause de la
double périodicité; ce serait donc une constante (n° 6).
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20. Une fonction elliptique a un nombre limité de poles dans un
parallélogramme élémentaire. — Le théoréme précédent montre
qu’une fonction elliptique a au moins un péle dans un parallélo-
gramme ; nous voulons montrer qu’elle en a un nombre limité. En
effet, supposons que, dans P, une fonction f(«) ait une infinité

de poles; divisons le parallélogramme en quatre en joignant les

Fig. 2.

milieux des cOtés; dans un de ces quatre parallélogrammes au
moins il y a une infinité de pdles. Divisons-le encore en quatre en
joignant les milieux des c¢6tés; dans un des nouveaux parallélo-
grammes au moins, il y a une infinité de poles. En continuant
ainsi, on obtient une suite de parallélogrammes tendant vers un
point @ du plan et contenant tous une infinité de poles. En ce
point a la fonction n’est évidemment pas réguliére : le point @ est
donc un point singulier; mais il ne peut pas étre un péle, car un
pole est nécessairement isolé et nous venons de voir que, dans une
aire aussi petite qu’on le veut autour de &, il existe une infinité de
poles. Ce point est donc un point singulier essentiel de la fonc-
tion, ce qui est impossible, puisqu’une fonction elliptique, par
définition, n’a d’autres points singuliers que des péles dans
un parallélogramme.

Le théoréme que nous venons de démontrer est d'ailleurs une
conséquence immédiate de la proposition générale du n° 7.

Ainsi, une fonction elliptique a un nombre limité de péles
dans un parallélogramme élémentaire, tout comme une fraction
rationnelle en a un nombre limité dans tout le plan.

Nous allons donner une premiére expression analytique des

fonctions elliptiques mettant en évidence ces poles et leurs parties

principales; celte expression jouera le méme role que la formule
de décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
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Voici comment on forme la fonction qui joue dans la théorie
des fonctions elliptiques le méme role que la fraction simple

1 - . o .
e dans la théorie des fractions rationnelles.

21. Fonctions 7, ¢, p, Z, H. — Nous avons rappelé précédem-
ment le développement en produit de sinu

i

- r \ i
4 7 -
sinu = u s .}t_.u..‘
| I A% mm)

mettant en évidence les zéros : o, ===, == 2= de cette fonction.

Par analogie nous allons former avec M. Weierstrass une fonce-
tion réguliére, comme le sinus, en tous les points & distance finie
et admettant comme zéros le point u = o et tous les points

. fm = o0, =
2MW = 2w (

homologues de
Posons, pour abr

o P i (i

n

’ 3 wal
U\ —+- = h 0y D0, 52y enay =
(13) c=U 11— -}p"' 2wt { :
A w WwW=a2mw-42nw

w = o0 exclus

dans laquelle il faut, pour former le produit infini, attribuer a
la quantité w toutes les valeurs contenues dans l'expression
amw + 2nw', a 'exception de la seule valeur o qui correspond a
m=—n=o0.

Quand cette exception doit étre observée dans un produit infini
ou dans une somme infinie, nous le rappelons en faisant suivre
d’un accent la caractéristique I ou du produit ou de la somme.
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (13); on
en trouvera une démonstration dans la Note 1I.

La fonction du ainsi définie s’annule seulement aux points

U=o0 el u—=w=2mw -+ 2nw'; elle ne devient jamais infinie
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GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 23
pour des valeurs finies de w. On voit que cette fonction a un
zéro simple et un seul dans chaque parallélogramme élémentaire.
Tous ces zéros sont des points homologues du réseau de parallé-
logrammes.

Cette fonction @ est impaire comme un sinus

g(—u)=—au;

en effet, comme m et n prennent toutes les valeurs de —oc a4 4,
on peut, dans l'expression du produit, changer m et n de signes

sans changer ce produil; on a donc aussi

T RO -
cu=1u T4 — Je W
A \ l(’,.

Mais alors, en changeant u en — w et comparant au produit (13),

on voil que ¢(— u) =—7du.

s n . ; Al oyt T
nfin, il résulte du produit infini que le rapport = tend vers 1

quand  tend vers zéro.
De méme que 'on déduit la fonction cotu de sinz, en prenant
la dérivée logﬂrilhmiquc, nous considérerons la fonclion obtenue

en prenant la dérivée logarithmique de d'u

it o dlogau w14 1 Ul A l
(14) XSS S BT u z w—w L ow?

Nous désignerons pour abréger celle nouvelle fonction par

= (u) ou Cu. La série qui définit Lu est analogue a celle qui dé-

-
finit cotu. Elle montre que la fonction L« a pour péles simples
tous les poinls u =0, u=2mw - 2n w', avec le résidu 4 1. En
effet, la différence

I

:h’.— ey
= H— 20— 2w

ot m et n sont des entiers déterminés, est réguliére au point
u=omw -+ 2nw’. La fonction { a donc un péle simple de ré-
sidu + 1 dans chaque pm'alIélu;_;'rummc élémentaire. Il en est de
méme de la fonction {(u— a), ot @ est une conslante; celte
fonction a comme seuls points singuliers les points u=a et
U=a-+ 2mw-+ 2nw, qui sont des pbles du premier ordre de
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24 CHAPITRE I1,

résidu -+ 1; il y a un de ces poles et un seul dans chaque parallé-

logramme. Ainsiw=—aestun pbleetla différence £ (u—a)— g

est réguliére au point u = a.
La fonction Cu est impaire comme la cotangente; on peul le
vérifier directement ou le conclure de ce que du élant impaire, sa
5
dérivée ¢’ u est paire et le quotient = impatr.
o
Pour étudier les propriétés de cette fonction prenons-en la dé-

rivée et appelons pu cette dérivée changée de signe

(15) d? logsu S o [ 1 1.
1D it =R B s E=S L — i e e
! du? u? Z (u—w)2 w?]’

cette fonclion étant la dérivée d’une fonction impaire est paire :
elle a pour poles doubles les points w =0, u =2mw +2n w': la
| §

partie principale relative & I'un de ces podles est ———— —
(t—2mw—anw')

le résidu correspondant est nul. Cette fonction pu est done
: . I ;
analogue a la fonction —— donnée par
sIn-i

1 d? |u-'-mn \

sinfee dut = u® ed (u—mm)?

La fonction p(u — a), ot @ est constant, a pour pdles doubles
y )3 R I
les points @ et @ + 2mw + 2nw'; la partie principale relative a
5 1 5
un de ces pdles est ——— -; il y a un de ces pdles
(u— a—2mw—anw P v

et un seul dans chaque parallélogramme élémentaire.

Périodicité de pu. — La fonction pu admet les deux pé-
riodes 2w et 2w'.
En effet, si I'on forme la différence p (¢ 4 2w) — pu, on a

. I
plutaw)—pu= — 2 —_
(tc—i«-alu)- :u——;u—u )2 |h‘——-n]

1
Zf[u—- afm—1)w — urlul H:-——H.rem— 2nw')? ‘.

ot la derniére somme est étendue a toutes les valeurs de m et n
sans exception. Cette derniére somme est évidemment nulle, car,
en considérant les termes qui correspondent a une méme valeur

SCD LYON 1




GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
L'I de n, on voit qu'ils se détruisent deux a deux. On a donc
b (16) plue+2w)=pu;

k

1 de méme, on trouverait

2 (16") plu-+2w') =pu.

E flet de I’addition des périodes a l’argument de Lu. — In-

€ tégrons ces deux derniéres relations en nous rappelant que l'inté-
: ¢’ v
grale de pu est — —— ou — {u, nous aurons
{ Llu+2w) =Lu+ 27,
(17) ] 3 i ,
4 | L{u+2w')={u+a27,
i ot 7 et 7' désignent deux constantes introduites par I'intégration.
1 8 En faisant dans ces relations # = — w, puis ¥ = — w', on a
i Lw)={(—w)+ 27, E(w!)=L(— w' )+ 27,
3 d’ou il résulte, puisque § est impaire,
(18) x-=L{n), ' =L{w');

ces constantes 1 et 0/ sont ainsi exprimées par des séries con-
vergenles.
Notation de Jacobi et de M. Hermite. — Dans la notation de

J : . NLL £
M. Weierstrass ¢’est cette fonction = ou { qui joue le méme role
- .

i
1 2y SR : {

3 que - dans la théorie des fractions rationnelles. Dans la notation
de Jacobi, légérement modifiée par M. Hermite (Crelle, 1. 84),
ce role est joué par la fonction impaire

.

- E |
(19) Zluy=Lu— —u,
: = U
qui ne différe de { que par un terme linéaire en u choisi de telle

] facon que Z(u) admette la période 2w. On a, en effet,

. Z(u+a2w)—Z(u)=(u+20)—Lu—an =o,

ll Z(u+2w)y="74(u);
puis

1N i % 5 271t
" Z(u+2w)—Z(u)=f(e+20)—fu——""
w
g v " O 2 ' '
[ Z(u+aw')=4(u)— — (qw—uo7).
1)
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Dans la notation de M. Weierstrass les deux périodes jouent
donc un réle symétrique, tandis que dans celle de Jacobi une des
|n"rim||',~; jnm" un role :<|n"|_’.i:||.
Nous verrons plus loin que la constante 7o' — o/ n'est pas

e 8 v A »
nulle; elle a pour valeur == == ot il faut prendre le méme signe
2

. Ay e . (IJr
que le signe du coefficient de 7 dans le rapport =
e A}
Pour le moment nous poserons

(20) ' — wn' = d.
Alors Z(u) vérifie les deux relations

( Ziu+2w) =7Z(uw),

A
YA ' v 20
![u;—.—'}.r-;;hf.inr— =

w

(21)

La fonction Z (u ), ne différant de L« que par un terme linéaire
en u, a les mémes points singuliers et les mémes parties princi-
pales.

Ainsi, cette fonction Z(«) a pour pbles simples de résidus +-1
tous les [mfnl.‘: U=—o,u=2mw-+4+2n0; 1l y a un de ces ]'u';h:.-i
dans ::lm(lm-. |:am|It?lu;_;mlnnw; ils sont tous homologues de 'ori-
gine # — o dans le réseau des parallélogrammes.

La fonction Z(u — a) a pour pbles simples de résidu -1 les
points ¥ —=a el u=a -+ 2mwv + 2nw', homologues du point @
dans le réseau des parallélogrammes. Par exemple, dans le voisi-
nagede u=a,ona:Z(u—a)— ; I g égale fonction réguliére.

Efet de U'addition des périodes a U'argument de du et
de H(u). — Si l'on intégre de nouveau les formule§*(i7) ou

- 7' u
Gl =— y ON A
S
log d(u+2w)=loggu—+ anu-+loge,
logd(u—+2w')=logsdu—+27n'u-+logc,

loge et loge’ désignant des constantes d'intégration. En passant
des lug;l:‘ilhn]{?.—i aux nurnlal‘(‘s, il vient

2

glU-+2w) =ceMicu,

J(u—42w')=ceMuguy.
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Dans la premiére de ces formules faisons # = — w et rappelons-
nous que, ¢« ¢tant impaire, on a g (— w) =—75w. Nous Lrouverons

ce—2NW—=—1q, o= — etnw,

l.a seconde relation donne de méme

¢'=—einfw

La fonction & vérifie donc les deux relations

| e(u+20) =—é¢ u+wl gy,

(22)

| F(u 4+ 2w') =— el g u.

On conclut de la, par I'application répétée de ces formules, la
valeur de &(u + 2mw +2n ') en fonction de du, m.et n dési-
gnant des entiers positifs, négatifs ou nuls. Cherchons d’abord
Pexpression de d(u—+ 20 + sw'). Changeant, dans la seconde
des formules ci-dessus, # en u - 2w et tenant compte de la
premiere, on a

gl + 2w+ 2w')= el 1 a+w-+w')+2inuw'—wn' 3 i,

. Nl ' T
Mais, comme 7w — wn'== —, on a

]

(23) Flu+204+20)=—e? f+n)u+w+u' g g,

On vérifiera de méme que, m et n étant deux entiers quel-
conques positifs ou négalifs, on a

(24 ) (i —+a2mw-+2nw') = (—1)nirmth e2lmn+nn') u-+muw+ nw'l g 1.

Dans la notation de Jacobi on remplace la fonction @, dont la

dérivée logarithmique est Cu, par une fonction H(u) (héta de ),

f'-;_;'alt:rmcgl imp:nir:-, ayanl pour dérivée lug:lril}lmiquc Z(u) (séta

de u) *

H'(w) i
i =L(u)=
H(w)

On a done, en intégrant,

log H(u) = logsu—
: AL

loge désignant une conslante d’intégration, et, par suite,

(25) Hiu)=pe **
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28 CHAPITRE I1.

Pour déterminer p, divisons les deux membres de la rela-
: o ; . T U
tion (25) par u et faisons tendre u vers zéro; = tend vers 1,

H(u A MR L !

242 vers la valeur H’Lu] de la dérivée — pour u=o. On a
u ! du

ainsi o = H'(0), et la formule (25) devient :

H(w) < gt
=g el 3 .
H (o)

La fonction H|(«) admet les mémes zéros que Ju. Elle vérifie

les deux relations

\ H(u4+2w) =—H(u),
26) e
(26) | ' T VB h e
. Ht +20w')=—e ® H(u),

» ™ r._* L | 1 .
ou o (|t.'5|gn(‘. comme p[u:-i haut la quantite nw — fl]‘.’"'. Ces relations
se tirent, soitdes relations que vérifie &, soit, par I'intégration, de

celles que wérifie Z.

- . T E A . o H ()
En effet, intégrant les relations (21), on a, puisque Z (1) = SR
= h ‘ ' (&)
[u_-; Hiu+2w) = |H: H( ) 4 ]u:r-_
. 20 .
locH(u +20w')=log H(u)— —u+ loge,
-~ (1]
5 . / - - 4 2
ou ¢ et ¢’ sont des constantes. On en déduit
Hiu+ 2w) =ecH(u),
2’7”
H(u +2w')=c'e © H(u).
Faisant dans la premiére «u=—w, on a, comme H est impaire,
¢=—1; de méme, faisant dans la seconde u=—w', on a
2 6w
¢/=—e ©.O0Onabien ainsi les formules (26).

22. Remarque. — On a dés & présentdes exemples de fonctions
l!l“]ll]f{ltl"ﬁ. Ainsi la fonction pu, {||1i n'a que des |s¢‘:|u.~_i a distance
finie et I'Illi admet les deux ]n"l‘im]t_‘s 2w et 2w/, est une fonction
elliptique; 1l en est de méme de ses dérivées p'u, Pry s

Les fonctions ¢, H, {, Z ne sont pas elliptiques, car elles n’ad-

mettent pas les deux I:l"i'il]l]l‘n 2w el 2w,

Nous allons montrer comment, avec les seuls éléments analy-
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tiques nouveaux que nous venons de définir et qui se déduisent
tous de 3, on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques.

93. Cas de dégénérescence. — Lorsqu’'une des périodes 2w
ou 20 devient infinie les fonctions & et p se réduisent a des fonc-
tions connues. Supposons, par exemple o', infini et prenons la
fonction p. Dans la série qui définit pu, w est infini dans tous
les termes ot figure o', c’est-a-dire ol n est dilférent de zéro.
Tous ces termes sont done nuls et p(u) se réduit a la fonction

(w—2muw)? f 12 w?

: : . I '
IPI' U, ==x)= — ==
u* =l

la somme ¥ étant étendue aux valeurs positives et négatives de

S A 5 ~ PR,
I'entier m, zéro exclu, Comme la série ) — esl convergenle el
: e 717

a pour somme Z_s;'ena
»

¢ g Tt 1
pl,w=0)=— ——7 = ik
12w a2 mw )

Mais alors, en comparant a la formule

= U
-+ - cot —

(28) tlu, ni=wl=———2u-
i 19t 200 0]

sans ajouter de constante, car ¢ est impaire.
Enfin, intégrons de nouveau et passons des logarithmes aux
nombres; il vient

T

‘-— e
g(u,w =)= cet*® sin ’

2w

ol ¢ est une constante d’intégration. Pour la déterminer, divisons

X - ol 7]
par u el faisons tendre u vers zéro, en nous mppcfunt que — tend
143
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30 CHAPITRE LI,

vers 1. On a alors ¢ — 1 el enlin

2 W
; 2 =t , TU

('“_i.' g, W =m)= -‘_ ‘ hlllzhr-

On voit ainsi que I'analogie avec les fonctions trigonométriques
devient I'identité quand une des périodes est infinie.

Supposons que les périodes soient infinies toutes les deux.
Alors dans la série p(u) tous les termes sont nuls, sauf le pre-
nlicr', et l'on a

I
p{it) = —3}

intégrant et changeant les signes, on a

|1IH:§
FU=U.

On voit, d'aprés cela, que la théorie que nous allons dévelo pper
donnera, comme cas particuliers, les formules relatives aux fonc-
tions [I‘i;_:'r:l](}lt]{"li'ir][I!_‘:i ou aux fonctions rationnelles, suivant que

I'on v supposera une |:l"1‘iun|c infinie ou les deux pq"r'i:ulq‘_-a infinies.

II. — PREMIERE EXPRESSION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION
EN i'.'l,l:.'.\lli.\'I':% SIMPLES. |‘.:JNH!EU[ ENCES.

24. Cas des poles simples. — Soil f(«) une fonction t'.”i})lirlll(‘
ayant les poles a, b, ¢, ..., [ dans un parallélogramme élémen-
taire P, ces iu‘:h's étant d’abord .~'¢U|:[)|=.~'|'--; nim]n]tr-a et les résidus
correspondants étant A, B, ..., L. Alors, dans le voisinage du

point @, on a

\ i T
Slu)=- - + fonction réguliére,
u—a -
dans le voisinage de &
B : T
f(u) —— + fonction réguliére,
¢ — b ¥

Formons la fonction

Plu)=f(u)—AZ(u—a)—BZ(u—b)—...— LZ(u—1).
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Cette fonction est réguliére dans le parallélogramme des pé-

viodes P, car dans le voisinage de u = a, par exemple, on a

A . Ml
f(u)= ——— - fonction réguliére,
T u—a

: I 5, r S
(u—a)= -+ fonction réguliére,
uw—da 2 s

donc
f(u)— AZ(u— a)= fonction réguliére,
et, de plus, toutes les autres expressions Z(u — b), ..., L(u— 1)
sont réguliéres au point a.
D’ailleurs, f(«) admettant les périodcs sw et 20, on a, d’aprés
les propriétés de Z(u) (éq. 21),

k’ Plu+2w)="=>(un),
) r Dlu+20')= ‘|’l'n'!—"- (A+B~+...+ L)
\

D’aprés ces équations, la fonction @ (u) est réguliére dans tout
le plan a distance finie, car elle est régulitre dans le parallélo-
gramme P, et, dans les autres parallélogrammes, elle prend des
valeurs qui ne différent que par une constante de celles qu’elle
prend dans P.

Nous allons démontrer que ® () se réduit nécessairement a une
constante. En effet, la dérivée @'(u) est réguli¢re dans tout le
parallélogramme P, car la dérivée d’une fonction réguliére est une
fonction réguliére; de plus elle admet ¢videmment les deux pé-
riodes 2w et 20’, comme on le voit en différentiant les for-
mules (30).

Cette dérivée ®'(«) est donc constante, comme étant une fonc-
tion réguliére avec deux périodes (n°19)

®' ()= Cy;

donc 3
D)= Cyu+ Gy,

C, et G, désignant deux constantes. Mais, comme @ (u + 2w)
doit étre égal & ®(u), G, doit étre nul et ®(u) se réduit a une
constante C,. Ainsi la différence appelée ® () est constante. On

a donc la formule

(31)  flu)=Co+AL(z—a)+BZL(z—0b)+...+LL(s—1),
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due 2 M. Hermite et appelée formule de décomposition en élé-

ments simples. Celte formule est analogue a la formule de dé-

composition d’une fraction rationnelle en fractions simples.

95, La somme des résidus d’'une fonction elliptique en tous les

poles situés dans un parallélogramme des périodes est nulle. — En
effet, nous venons d’appeler A, B, ..., L. les résidus relatifs aux
poles situés dans un parallélogramme des périodes; nous avons |

Lrouvé que ‘I'(H‘} est une constante : alors on a évidemment
tb(u-q—-_g:.;"_;_l[u\”):u. On a donc daprés la deuxiéeme for-

mule (30), puisque ¢ est différent de zéro,
(32) A+B+...+L=o.

Le théoréme est donc démontré,

Ainsi, toute fonction elliptique n’ayant que des pdles simples
peut se mettre sous la forme (31), ol les constantes A, B, ..., L
ont une somme nulle.

Inversement toute fonction définie par une expression de la
forme (31), o1 les constantes A, B, ..., L ont une somme nulle, est
une fonction elliptique : en effet, cette fonction n’a d'autres sin-
gularités a distance finie que des pdles simples et, d’aprés les pro-

priétés de la fonction Z, on a

flu+2w)—f(u)=o,

o2

—?L\ -+ ”—'— . =t= ]._]—.u.
w "

SJlu+2w)—f(u)=—
26. Formule de décomposition en éléments simples dans le cas
ou certains péles sont multiples. — Nous avons, pour plus de sim-
plicité, supposé d’abord que la fonction elliptique considérée
n’avait dans un parallélogramme élémentaire que des poles
simples. Le cas ou la fonction posséderait des pbles multiples
peut étre regardé comme un cas limite du précédent : il suffit de
supposer que lllusicurﬁ des pfj]t'.-i Simll]t‘.s viennent & coincider,
Mais nous traiterons ce cas directement, par la méme méthode
que le précédent. Nous obtiendrons ainsi I'expression la plus gé-
nérale des fonctions elliptiques et cela encore avec le seul élément
analylique Z(u) et ses dérivées.
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Soient @, b, ..., [ les poles de la fonction f(u) dans un paral-

lélogramme élémentaire el

: = \ Ay - As : Ay

Pl i) T s - o won =g e ’

: U —a (e —a)? (e — ) (2 —a)*
B B, Bg_4

Oal )= —p WAl St ) iy o4

u—b (e —b)* w— bH)p

llf.'*' )I!I‘Li{"; )]"EIH‘i I?II!'.‘-& corres }UIILIRLII[U.'-'. [;Fl lll”llr'l'l‘lll'.'l'
I I I I

P(u)=f(u) -‘\ZIH —a)—A 2 (u—a)+ Ay Al T VO

Ao :
—:-t--—lli'Ji t’.J'-luu—r.rJ‘
Ny

I BZ{u—b)—B Z'(u—b)+ -I”_ 2l o—p)y
.2

est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u—a

par exemple, on a

y 1 . - ; i
Lu—a)= ——— + fonction réguliére,
Uu—a g 3
; I . ’ i
L'(u—a)=— - =+ fonction réguliére,
(16— a)?
1.2 3 : { it
'(u—a)= - + fonction réguliére,
(I — ) &
o v Be 2ol —1) - : ok
L2y —a)=(—1)2"! —— -+ fonction réguliére.
(it —a)* o

Done

\Z(u—a)— A2 (u—a)+ \:!—Z":H—ar: S
1.2

(— )21 : . . g .
; ——— 2=V (u —a)= o (u)+ fonction réguliére.
o S - 1 i 3 i

Comme dans le voisinage de u = @, on a aussi, par hypothése,
J(u)=1(u)+ fonction réguliére,

on voit que @ (u) est réguliére au pnin(. a; il en est de méme des

A. T L. 3
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autres poles. D’ailleurs on a, d’aprés les propriétés des fonctions Z,

Pl(u+2m0)=®(u),

P(u+ow)=>(u)— (A+B-—+...+L),
(0]

car les fonctions 7/ (u), Z'"(w) sont doublement |n'~i‘1m|ir|m'.~\. On
la fonction réguliére @ est constante

verra, comme plus haut, que
L est nulle.

el que, par suite, la somme des résidus A -+B

L'(‘X|:|‘t1'_~a.~=in|1 :_;t'f:l:"r';li(' d’une fonction r-“il)ti{{m‘ est done

. Jlu)= Co -:-—2 ‘ AZ(u—a) A\ Z(uw—a)
A

(33) -« —+ 7' (u—a)-

’ T 1 i Zio—0{u—a)l,

la somme & étant étendue a tous les |u'r|z>< situés dans un parallé-
logramme, avec la condition

Ainsi, de méme que toute fonction rationnelle est une combinaison
linéaire & coefficients constants de termes de la forme
1 1 1

i — |.r.f--.f.‘.--" -.N—:.fu'f-.

. I . . . .
avec la convenlion que u — w = —, toute fonction elliptique est,

i
4 une constante additive prés, une combinaison linéaire, & coef-
ficients constants de termes de la forme
Z(u o) T —a), ..y Se=tilg—ag),

coeflicients des termes

avec la condition que la somme des résidus
tels que Z(u — a)] est nulle.

Inversement toute fonction f(u), définie par une {'.\Iil‘(_‘\.‘iillll de
la forme (33), ou

A~+B+...<=L 0,
est une fonction elliptique, car on vérifie immédiatement les re-
lations
flu+a2w) — f(u)=o,

Slu+a20')— f(u)= L 2N 4 Bop - LY=o,
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27. Formule de décomposition en éléments simples avec les
notations de M. Weierstrass. — La formule (33) que nous venons
d’établir peut s’écrire comme il suit. Nous avons posé

= 7
Zw)=tu— —u.
3 i )

Donec, en différentiant et se reportant a la définition de pu

comme la dérivée changée de signe de =

L'(u)=—pu—

L'(uw)y=—p'u,

Faisant ce changement de notations, on a la formule

s .
t_,‘ru_} = I.l,.—:—2.|.\ Ll —a) + Ay p-a—m—-{ ple—a)—...

(34)
A yy

_! “+ (—1)x-2 —-pa-(u—a)l,
\ i :

W —1)
ot D, désigne une nouvelle constante et ot la somme X est encore
étendue a tous les poles situés dans un méme parallélogramme

des périodes. Les termes linéaires en u qui semblent s’introduire
: Ly V4 w 7’ . .
quand on remplace Z(u) par Lu— ., U, disparaissent, car leur

T T, \ . .
coefficient est — - (A 4+ B 4. ..+ L), ¢’est-a-dire o.
W .

28. Remarques. — Dans ces formules de décomposition nous
avons supposé les pdles @, b, ..., [ situés dans un méme parallé-
logramme. Cette restriction est inutile en ce sens qu’on peut
toujours remplacer chacun des pdles par un point homologue.

Ainsi soit
a=a+2mw+anw

un point homologue de e, on a

Llu—a)y=L(u—a'+2mw+2nw'),

-
’ 29

-Z(t—a')y—n—.
(01]

SCD LYON 1




36 CHAPITRE 1L
e valeur, on voit que la formule
a constante C, est modifiée.

Quand on fait choix d'un

Remplagant Z (u — a) par cett
reste la méme. La seule valeur de ]
Une aulre remarque est celle-ci.
[::11‘;111:_’-.logramm{: élémentaire P de sommels

o, UWp—+ 20, W+ aw!, U+ 2w+ 20,

il peut arriver qu’il y ait des poles tels que a, par exemple, sur
d’autres pélus tels que a -+ aw' sur le cOté

un cOté et, par suite,
arrassé pour savoir quels sont ceux de

opposé. On peut étre emb
A b B

ces pbles qu il faut rcgur(lcr

Alors on 1'cml;luc(:1‘a le ]Jal'alléh]grunumr P par

comme étant dans le parallélogramme.
» un aulre tracé en

pointillé, obtenu en déplacant infiniment peu le point u, en ¢, de
facon a éviter qu'il y ait des poles sur les cOtés. La méme re-
marque sera utile plus loin pour le cas ottil y aurait des zéros sur

des chHtés.

99. Régle pratique pour la décomposition d’une fonction ellip-
tique f(x) en éléments simples. — Il faut tout d’abord déterminer
les poles de celte fonction dans un parallélogramme des périodes,
arbitrairement choisi d’ailleurs; soient @, b, ..., [ ces points.

11 faut ensuite déterminer la partie principale de JS(u) relative
4 chacun de ces poles. Supposons, par exemple, que le pole u=a
soit d’ordre o : alors le produit

b(u)=(u—a)* flu)
est régulier et différent de zéro pour u = a. Si donc on déve-
loppe ce produit, par la formule de Taylor, dans le voisinage
de u=a,
Y(u) = Ag1+Aga(t—a)+Agag(t —a)y—+...

+ A(u—a)*'+(u—a)*g(u),

2(u) étant une série entitre en (« — @), ou a, en égalant ce dé-
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veloppement a (v — a)* f(u) et divisant par (u— a)*, le déve-
loppement
L A A /

g SO e s et S BB 1 S, - z(u),

flu)= — . — b= :
: (1 — a)* (1 — a)*1 (—a)?

(ui met en évidence la partie |11'inci])u|e cherchée. On peut alors

écrire la formule de décomposition, quand on a fait ce calcul pour
chacun des poles situés dans le parallélogramme choisi. D’aprés
une remarque que nous avons faite, on peut, dans ces calculs
comme dans la formule finale de décomposition, remplacer chacun
des poles tels que a par un point homologue @ + 2mw + 2n w'.

La principale difficulté pour la décomposition en éléments
simples est la détermination des poles @, b, ..., [, de méme que
pour la décomposition d’une fraction rationnelle, la principale
difficulté est de trouver les racines du dénominateur. Nous re-

viendrons sur ce point au n° 50.

30. Il ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un
parallélogramme un seul pole, si ce pole est du premier ordre. —
En effet, si la fonction f(u) n’avait qu'un pole simple @ de ré-
sidu A, la formule précédente (31) donnant f(u) ne contiendrait
qu'un terme AZ(u — a). Mais la somme des résidus étant nulle,
on aurait A =o et f(u) = C,. La fonction serait donc une con-
stanle et n’aurait pas de pole.

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallélo-
gramme deux poles seulement, simples tous deuzx, u=a et u= b.
En effet, dans cette hypothése, la formule (31) comprend deux
termes et 'on a A + B = o; la fonction f(u) estalors

flu)=Co+AlZ(u—a)—L(u— b)].

[l existe aussi des Tonctions elliptiques ayant dans un parallélo-
gramme ¢lémentaire un seul pole, pourvu qu'il soit d’ordre supé-
rieur au premier; le résidu relatif a ce pole est nui. Clest ce qui
a licu, par exemple, pour pu qui admet l'origine et les points
homologues comme poles doubles de résidus nuls.

D’une maniére générale, les dérivées et les puissances positives
de pu sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque parallélo-
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gramme un seul péle homologue du point u=o; ce pole est

d’ordre supérieur & 1 el le résidu correspondant est nul.
31. Exemple. Décomposition de p?u en éléments simples. — La

série qui définit pu montre que, dans le yoisinage de u=o0, on a

| .
it = — + Gl u),
L w?

G (u) étant une fonction réguliére au point o définie par la série

I

& i R I
(30) G(u)= Z [ — - —
_1 ff—l"fl' w=

Comme G(u) est paire et s’annule manifestement pour u = 0,

on a, en développant cette fonction en série de puissances dans le

voisinage de u = o,

o

[
5

G(u) = =—u*+ -

ur = ..,

20 DY
ott, conformément aux notations de M. Weierstrass, nous appe-

lons 22 et 22 les deux premiers coefficients
20 206

(36) &1 :32 A R

20 wh a8 A 100

Ces expressions de g, et g3 s’obtiennent immédiatement en

développant chaque terme de la série (33) suivant les puissances

ascendantes de u, par la formule

1 I o 3ur. . Aud oout

(w—w)? w? w3 wt T ows b

puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen-
dantes de u.
On a done, dans le voisinage de v = o,

I £
32) pu= — -+ =u-+ SRR
w* 20 28 ;
et en élevant au carré
M I 52 &a
PPu=— 4+ = -+=u+....
/A I 14

Considérons un parallélogramme des périodes entourant le
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point u = o0; dans ce parallélogramme p*u a, comme seul pole,

u=o0; ce pole est d’'ordre 4 et la partie principale correspon-
I i : . .

dante est =21 d’apres le développement ci-dessus. Dans la formule
A

de décomposition en éléments simples (34) il faudrait donc
4

prendre un seul pdle a=o, puis 2 =4, A=A, =A, =0,
A;=1.0On a alors
: i
(38) plu= “u"‘{—-.l‘ i,
]

D, désignant une constante.
[ est d’ailleurs aisé de vérifier directement cette formule.

D’aprés le développement de pu on a, en différentiant,
pu=— o e B8y i ud -
pi=
Done la différence

; 1
Plu)=plu—-p'u
i it

est réguliére au point w=o, car, dans le second membre les

1 . . 3 . » » 3
termes en — disparaissent. La fonction ®(u) est donc réguliére
5 \

dans tout le parallélogramme élémentaire considéré (contenant
I'origine), et, comme elle admet les deux périodes 2w et 20/, elle
est égale a une constante D,.

Laformule (38) est ainsi vérifiée. Pour déterminer la constante,
on donnera & u une valeur particuli¢re. D’aprés les développe-
ments de p? et de p’, on a, dans le voisinage de u = o,

Dy = plu— !—I‘Ip"n o= % ey

d’oti en faisant v = o, D On a ainsi la formule

2

I oy
39) Ru=-p'u-+=-
(39) ] &l =

On formera de méme, a titre d'exercice, les expressions de

p*u, p'u, ... en fonctions linéaires de p, p', p’, ... par la for-
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mule de décomposition en éléments simples. Ces expressions se
tirent aussi des formules obtenues en différentiant la relation (39)
un nombre quelconque de fois et tenant compte de la relation que

nous allons établir entre p et p'.

32. Relation algébrique entre puz et sa dérivée p'u. — Multi-
plions les deux membres de la relation (39) par p’u« et intégrons

par rapport & u, nous obtiendrons une formule qu’on peut écrire
pr=4p*’— g2p + G,

o C désigne une constante.
Pour déterminer cette constante, on remplacera encore p, p'
par leurs développements en série donnés plus haut : on vérifiera
I . . " :
que les termes en — n_|1.~\]1:11':u.~\.~:(_‘|1l, el en faisant ensuile # = 0, On
[/

trouvera C = — ¢3. On a donc la relation

(40) pt=4p*— g2p — £
’ 1}'.’» ‘. =1 ¥ !
algébrique en p et p'.
Cette formule donne la dérivée de la fonclion inverse de pu.

Faisons
FII‘I U)j=23

d’ou I'on tire, en imaginant I’équation résolue par rapport & u,

il = ‘I”\.:J} 3y
c¢’est-a-dire u égale I'argument dont le p est 5. La formule (40)
donne alors

,__.,\\
| =
| &

o S

™
(21
1
T3
2]
I3

T
L3

La dérivée de u par rapport 4 5 est donc algébrique en z, tout
comme la dérivée de arc sin z.

Comme z est infini f'[uand u est nul, on a

(41) u == IM———— (i — )

Ve —

o

formule permettant de calculer u en fonction de z.
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( :,- 33. Développements en séries de puissances de pu, fu, Ju. —
y Les constantes g, et gy sappellent les deux invariants. Ces
constantes étant connues, on a, comme il suit, les développements
en séries de p, &, 4.
Faisons, dans le voisinage de u = o,
. (42) pu = L % 4 Co U+ caut ...+ cuth 24 ...

e

Les deux premiers coefficients sonl

(43) €y =

Les suivants se calculent facilement par vole récurrente en

substituant le développement de p dans I'équation

FEvON (e E
pru=gp'u

ol v

et identifiant les deux membres. On trouve ainsi, pour A plus grand

que 3, la formule récurrente

'1 3 ~ * 3
{45) 0= - - Cy C)— (v=12,3, .cc) A=—12),
1 _”>v v CA—v ) )

A a0

l,! qui montre que tous les coefficients sont des polynomes en g3 et g5.
1 Ainsi
P E } IJ? :‘r‘
(43) e 3 C3 et -

r”‘ %! = RN R AL
h

Le développement de Cw pour de petites valeurs de u se

édent par une intégration, puisque

tire immédiatement du pré

Lu=— fpudu; on a donc

. I ; I =
(46) L= = i * — = CaUd— I,}f‘-|H"—'-—...,
1] .

sans ajouter de conslante, car Lu est une fonction impaire. Les

coefficients de ce développement sont aussi des polynomes en g

j et g3.
Les deux développements de p et § convergent dans le cercle
ayant pour centre 'origine et ne contenant dans son intérieur
aucun poinl homologue de l'origine.

E
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Du développement de  on déduit celui de & puisque

o i/

i

JUu

Intégrant et passant des logarithmes aux nombres, on a

o 1 g B
e

cu=ue 1 3

: ol 17
sans mettre de constante en facteur, car H-tcml vers 1 quand u
tend vers zéro. Il ne reste plus qu’a développer I'exponentielle en
série et I'on a le développement de du. On voit que les coeffi-

cients de ce développement sont aussi des polynomes entiers

en g3 el g3. Voici les premiers termes du développement

s

S ! Za L o7 g3
(47) Sdu=u-+ % — o :

On trouvera ce développement poussé jusqu’a u** dans les
feuilles de M. Schwarz(Formules et propositions pour I’emploi
des fonctions elliptiques). Puisque d'u est une fonction entiére
comme sinu, réguliére dans tout le plan, ce développement de g u
est convergent pour toutes les valeurs de «. Ce développement est
commode pour le calcul des valeurs numériques de du, a'u, 3"u
et, par suite, de L et p qui s’expriment rationnellement a l'aide
des dérivées de o

-

Lo e w pH:_:,”::-rL——_Ju, u
G U : = Fiu
34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass. — D’apres

ces propriétés, si l'on a une équation de la forme

(48) U=

ou g, el g3 sont des constantes données, on en conclut

z estdonc exprimé en fonction uniforme de u, et 'on peul, a I'aide
des sé

ries précédentes, calculer la valeur de z correspondant a une
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valeur de w: mais ces séries ont le défaut de ne meltre aucune pé-
riodicité en évidence. On a ainsi une solution du probléme de
Pinversion de l'intégrale (48). Les constantes g, el gy peuvent
avoir des valeurs quelconques, car I'équation

pPlu={4plu—g:pu— 5
est vérifiée identiquement par les développements en série ci-
dessus, quels que soient g» et g3. :
Nous verrons plus loin comment, g» et g3 étant donnés, on

peul calculer un couple de périodes 2w et 2 w'.

35. Intéeration d’une fonction elliptique. — Pour calculer l'in-
g pliq

{j'e_ w)du

tégrale

d’une fonction elliptique f(u), on fait comme pour les fonctions
rationnelles : on décompose f(u) en éléments simples et I'on in-

tégre terme a terme. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass,

JS(u) peut se metire sous la forme (34). En intégrant, on a

{_;"l w) du = const. + Dy u +2{\ loggd(u—a)— A L{u—a)
J A

A, :
2 ‘—.p-i' lu—a)l.
Fodie i1 4

Par exemple, la formule de décomposition établie pour p*u
(n® 31) donne

(49) [1;'3:; du = —p'u—+ 22 u+ const.
' 6 12

o

36. Homogénéité. — Pour indiquer les valeurs des périodes ou
des invariants, M. Weierstrass emploie les nolations suivantes

gu=c(u|w, o)=7s(u; g £3),

pu=p(u|w, w)=p(u;: g, &3)
D’aprés le produit qui définit du, il est évident que si l'on

AR A . {7
multiplie v, ' et u par un méme facteur p, — ne change pas et
< o
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l.il[] d

(50) Spu|pw, pw') = pd(u|v, w').

Différentiant par rapport & «, on a

(51) a'( IRz _' i, .!).r_'}' ) =g (u|w, (u"']. |
Donc
¢ 1 " B 2
(52) C(pulpw, po’) = — wlw, w'h
) 4 | (10, i, /
l

Différentiant encore par rapport a u

I
o e AT A el ]
(53) plpu|pw, pu') = —p u|w, w'),

ce qu’on vérifie d'ailleurs immédiatement sur la série donnant p.
D’aprés les expressions de g, et g, par des séries doubles

(n° 31)

] '

s a 2‘ I e i
By = 2%,0:J —y Zg=2%.0.,7 ey
i FEiR / b

- quand on remplace w et ' par pw et pw', w est remplacé par ww

Sa Fag ~ :
et g, el gy par 2> et 22. On a donc aussi
£ d T T

g lpw 22 8 e Y
e l1 (.* : "uﬁ) L (U 2, 25)
24)
f \(f'x u g2 SN
PR i)
L’expression 22 est une fonction de el o qui ne change pas

o3
quand on multiplie ® et o’ par un méme facteur arbitraire w; c'est
une fonction du seul rapport des périodes.

37. Cas de dégénérescence. — Quand une des périodes est in-

finie, o’ par exemple, on a

r 1}
% I - I
7 Q. R S
"g:'.i,-.).\l\ —_—— Z3=2%25.7 -
dad 2% 0w 25 mbwh

el comme on a (n°® 15)

o S
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il vient
1 e N\ 1 w2 \3
&= 3 ( o B e
3 \aw? 33\ 2w?
Donc on a, dans ce cas,
Ey—23785=—9
Le l)i_ll‘}'l](\lllc 43— gas— g 2 alors une racine double, et
I'intégrale
i dz

peul s’exprimer par des fonctions circulaires, comme il " était
préva d’aprés les formules du n° 23. En calculant cette intégrale
élémentaive, on retrouverait ainsi d'une aulre maniére les for-

mules du n° 23 (voyes l'exercice 1, p. 62)
Quand les deux pl'.'rindvs w el w' sont infinies, on a go=g3 =0
et le polynome sous le radical a une racine triple. L’intégrale

devient alors

o G
qui donne immédiatement

- " 1

it

[II. — DEUXIEME FORME DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION
EN FACTEURS. l_jllN:-'\I:'.Ql'li_\'l:I{H.

38. Décomposition en facteurs. — Nous allons indiquer main-

lenanl une deuxi¢me forme sous 1ill|lI(_'“L‘ on }H‘lll meltire Loule

fonction elliptique f(u) et qui est analogue i la forme d’une frac-
lion rationnelle dont fe numérateur et le dénominateur seraienl
décomposés en facteurs du premier degré.
Cette nouvelle forme résulte immédiatement des théorémes pré-
cédents appliqués a la fonction "(.--(-i( 2
J(u)

Remarquons d’abord qu’'une fonction elliptique a nécessaire

ment un nombre limité de zéros dans un parallélogramme des pé-

riodes. Car, si elle en avait une infinité, il existe rait 4 'intérieur

du parallélogramme au moins un point @ dans le voisinage duquel
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il y aurait une infinité de zéros; c’est ce qu’on verrait comme on
Ia fait au n°® 20 pour les poles. Mais cela est impossible, car, la
fonction f(u) n’ayant a distance finie d’autres singularités que des
poles, ses zéros sont nécessairement isolés (n° 7).

Cela posé, soit une fonction elliptique /() ayant, dans un pa-
rallélogramme des périodes, les péles ou infinis simplcs @y,
@3, « .., ar au nombre de 7 et les zéros simples b,, by, ..., bsan

f"l

. (1) . . o .
nombre de s. La fonction Fow) est une fonction elliptique régu-
liere partout ot /() n’est ni nul ni infini. Un zéro simple de f(u)

"1 4 i e g i
est pour '—';w_ » un péle simple de résidu 1, et un péle simple
J(u)
p : i) A i o
de f(u) est pour =———un péle simple de résidu — 1 (n° 3).
¥, Flw) \ )

, On a donc, d’aprés la formule de décomposition en éléments
simples,

[ f'(u) ol o g’
‘ St =c+ —(u—b)+ S S R T (e —b;)
Slu) g G i ¢
(550 ¢ ) z :
‘ —J—__f.u—f.r,)—-J-[.hr. dy ) —...— = (— et ),
\ 5 g 3 |
gt . . - e ()
ol — est la fonction . En outre, la somme des résidus de o) &
a K [ It

latifs A tous les poles devant étre nulle, on a
F— P i)

Donc : Dans un parallélogramme élémentaire le nombre
des zéros d’une fonction elliptique est égal au nombre des in-
Jinis. Ce nombre se nomme ordre de la Jonction elliptique;
nous reviendrons plus loin sur cette définition de 'ordre.

D’aprés ce théoréme, faisons s = r dans la formule (55) et in-
Légrons terme a terme, puis passons des logarithmes aux nombres;
nous aurons la formule cherchée

A clu—b)g(u—b,) c(u—b)
(56) Fl)i=aem =t =1, RSN Or)

(U —ay)c{i—as). .H':‘(H—-a,..J,

ol a est une nouvelle constante. Cette formule

met en évidence
les zéros et les infinis de f(u).

Si la fonction f(u) a des zéros ou des péles multiples, la méme
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formule s’applique; il suffit de supposer que plusieurs des points
by, ba, ... sont confondus en un seul, ou plusieurs des points a,,
A adsna

Dans la démonstration nous avons supposé que les points a,,
@sy » <oy @py Byy Day +v0y Dy sONTiSILUES dans un méme parallélo-
gramme. En modifiant convenablement les valeurs des con-

stantes ¢ et @ on peut 1‘(‘.mp|e|<‘cr un ou plusicurs poinls @, ou b,

par des points homologues. Par exemple, considérons le point

{1'1:-‘(. - 2w,

homologue de @,. En remplacant dans la formule (22) a, par

'
a,—2w, 0D a

glu—a))=c(u—a,+20) =— eMlu—a,+w g(y — a)),

et, par suite
g(uw— b)) (u—by)...c(u—by)

;‘( w) = a'ec'n — - s
: s(u—ay)s(e—az)...g(u—ar)

' alat
¢'=ec— am; a' = — aetnla,~-wl,

39. Théoréme de Liouville. — Si l'on considére les zéros et
les infinis d’une fonction elliptique situés dans un parallélo-
gramme des périodes, la somme des zéros ne différe de la
somme des infinis que par des multip les des périodes.

On démontre immédiatement ce théoréme en écrivant que la
fonction f(u) sous la forme (56) admet les deux périodes 2w
el 2w'. Comme on a

glu— 2+ 20) =— eu—at+tul gy —a),

: £l 2w) - :
on voil que le rapport =— - est cgul a
Jiuw)

eleup 2 la,Fay ..y by =by—.-

Ce rapport devant étre I'unité, on a
(57) 20w -+om(a+art.. o+ ar—b— by—...— b;) =2nmwi,

. - bt 4 flu—+2w)
ou nn est un enlier. lt(;]‘i\'fll)l. !]L‘ meme fll]C e ; = =1, 0na
()

(57') 2cw 421 (ay+ ds+...+ap—0by—by—...— by =—omni.
/ i 1 2 1 2 r
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Eliminant ¢ entre ces deux équations on a, en vertu de la rela-

- T . 3 .
tion 10’ — wr'= — que nous établirons plus loin,

- ;
(58) @+ ay+...+a—b—by—...—bp=2mw +2nw';

ce qui démontre le théoréme.
La valeur de la constante ¢ est alors donnée par I'une oul'autre

des formules (57) ou (57).
\ v, \ S

Mais on peut simplifier un peu la formule en mettant a profit
une remarque faite plus haut. Remplagons le [minl a, par le point

homologue
ay=a;—amw—a2nw.

La formule (|0nnanl.f|_" u) [n‘(?miral la forme

s et S gt £ \
f””:;\tb(:”,rn f’_‘l‘lu b3). ..ol X,,.u1
i S —a|)lclu—ay).:.c(u—a;)

3 T
ou I on 4

"'r)’|f— (J:---,‘,-_ [ 1

(59) a4+ as+...+a,
Mais alors, en exprimant que f(«) admet les périodes 2w et 20/,
on a, par un calcul analogue 4 celui que nous venons de faire,

2Cw = aN=i, 2Cw'=—aoMny¢,

M et N désignant des entiers. On en conclut

C(Mw—+ Nw')=o.

A ()
Le facteur Mw +— N’ ne peul pas étre nul, car le rapporl k7
w

.

. e A ; N
est 1maginaire et ne peul pas étre égal & — M Donc

=0,

On peut donc toujours metire une fonction elliptique sous la
forme
: o g(u—0b)c{u—>bsy)...a(u—>b.)
(60) Juw)=A 2 J!--I 5 /}'-’ 2R :.r_._f;,. 3
y g(e—a))d(u—ay)...5(u—a,)

avec la condition (59). On pourrait de méme remplacer d’autres
zéros el infinis par des points homologues : la formule resterait la
méme pourvu que la somme des zéros choisis égale celle des in-

finis.
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GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES i9
0. Notations de Jacobi. — La formule de décomposition en
facteurs s'écril comme il suit dans les notations de Jacobi. La
fonction H de Jacobi est liée a la fonction & par la relation
n

——
H{u)=H'(o)e * cu,
d’on

N
== 4} f
e H{u).

CU =5

H'(o)
Remplacant alors 2« par cette expression dans la formule (Go) et
tenant compte de

al+ay+...+ap=by+by+...+ by,
il vient
: G s JH(u—b)H(uw—0by)...H(u—0b,)
(61) flu)y=A"— iR Sl =L,
? H(u—aj)Hiu—ay)...H(u—a;)
A’ désignant une constante. On a done, en définitive, la méme
formule fondamentale dans les deux systémes de notations.

4l. Deux fonctions elliptiques ayant les mémes zéros et les
mémes infinis ne différent que par un facteur constant. — Cela
résulte des formules précédentes ou le facteur A seul est arbi-

traire, une fois les zéros et les infinis donnés.

2. Ordre d’une fonction elliptique. — On appelle ordre d’une
fonction elliptique le nombre de poles qu’elle posséde dans un
parallélogramme ¢élémentaire, chacun d’eux étant compté avec
son degré de multiplicité. Ce nombre est aussi é¢gal au nombre des
zéros situés dans un parallélogramme (n° 38) :

Ainsi pu est du second ordre, p'u du troisiéme.

La fonction elliptique /() étant d’ordre r, la fonction f(u)—C,
ot C est une constante quelconque, est aussi d’ordre r, car les
poles de f(u) et f(u)— G sont évidemment les mémes. La fonc-
tion f(u)— C a donc, dans un parallélogramme, 7 zéros quel que
soit C. Ainsi I'équation

Flu)y= C

a toujours r racines dans un parallélogramme. La valeur mi-

A, B L. 4
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nimum que puisse prendre r est 2, car d’aprés le théoréme
du n° 30 il n’existe pas de fonction elliptique du premier ordre.

Ezemple. — La fonction pu est du second ordre. Dans un pa-
rallélogramme des périodes il existe deux valeurs de u telles que
pu=C. L'une d’elles étant «, I’autre est homologue du point — 2,
car pu est paire. Ces deux racines sont distinctes tant que les
deux points 2 et —a ne sont pas homologues, c’est-d-dire tant

que l'on n'a pas
g=—a-2mwn-+anw,

o =mw -+ nw,

et C=p(mov+no').

Si les entiers m et n sont pairs tous deux, cette valeur de Cest
infinie : effectivement, I’équation pu = o a dans chaque parallé-
logramme une racine double.

Si un des entiers m oa n est impair, ou si tous deux le sont,
C est fini : on trouve ainsi, 2 cause de la périodicité de p, trois
valeurs différentes de G pour lesquelles I'équation pu — C = o a,
dans chaque parallélogramme, une racine double. Ces valeurs sont
les suivantes :

m impair, n pair, G = pw.

m pair, n impair, G = po'.

m et n impairs, C = p(w 4 o').

La racine double de pu — C = o est, dans le premier cas, con-
grue a4 w, dans le second a o, dans le troisiéme & © + w'. Ces
trois valeurs annulent la dérivée p'u : les valeurs correspondantes
de C sont les trois racines du polynome

A3 — —

43— g25— &y,

comme nous le montrons pluas loin (n°® 46).

IV. — EXEMPLES DE DECOMPOSITION EN FACTEURS ET EN ELEMENTS SIMPLES.
FORMULE D'ADDITION ALGEBRIQUE POUR p . CONSEQUENCES.

43. Décomposer en facteurs la fonction doublement périodique

Sf(u)=pu—po,

ot ¢ est une constante. — Dans un parallélogramme des périodes
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puadmet o comme infini double. Donc la fonction admet deux

zéros dans un parallélogramme des périodes; on voit que ce sonl
I 5 ) q

les homologues des points = ¢ el u = — ¢ puisque p esl paire.

On a donc
dlu+v)d(u—v)

o' u

pu—pe=A

A désignant une constante.
Cette constante se détermine en multipliant les deux membres
par «® et en faisant ensuite tendre « vers zéro. Il vient

I=—Ag%.

La décomposition est donc donnée par la formule

g(u~+ v)o(u—v)
(G!} pu—pr=— —m——— i

Fiu.gte

{4. Formule d’addition pour Zu. — Si I'on prend les dérivées
logarithmiques des deux membres de I'égalité précédente, par rap-
port & u, il vient

i pu
(63) pu—py

=l(u+e)+l{u—v)—a2lu;

puis, en échangeant u et ¢,

X —p'e \
(61) i =L{u+v)—L(u—v)—2lv;

J)N-—-Pi’

enfin, en ajoutant membre & membre les deux égalités précé-
dentes,

(65) L A Reeke LA PR

2 pu—py
formule que I'on obtiendrait également en décomposant en élé-
ments simples les fonctions elliptiques de « qui figurent dans les
premiers membres. La formule (65) peut étre considérée comme
une formule d’addition pour la fonction {u : seulement ce n’est

w

pas une formule d’addition algébrique, car {(u + ¢) n’est pas

une fonction algébrique de Ju et Ty

45. Formule d’addition de la fonction pu. — Si 'on différentie
J
par rapport & « les deux membres de I'égalité précédente, on
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trouve
dJd p' u— p't‘\ g
3k )

I
( 66 —p +p)= -
i [,|_,) pu J (u ) = DU pe ]

'est une formule d’addition algébrique pour pu. Eny remplacant,
o
\ pe . a 52 ¢ .
aprés la dérivation, p”u par sa valeur 6 p*u — “— (vq. 39), on ob-
tient p(u -+ ¢) en fonction rationnelle de pu, pe, p'uet p'e. Si,
ensuite, on y remplace p'u et p'v par leurs valeurs respectives en

fonction de pu et p¢

plu=yiptu — ZapU— &, po=yipte — ZaPV — &3,
on obtient p(u + ¢) en fonction algébrique de pu et po.

Autre forme de la formule d’addition. — On a, en effectuant
la différentiation (66),

I pu 1 (pu—p'e)p'u

pu—plae+v)= = — — -
i ; 2 pu—pv a (pu—pe)t

permutant « et ¢ on a de méme

p'e 1 (plu— p'eIpe

; I
ww—pli—+v)=— = =
! ' ) 2 pu—pv 2 l.i‘ u— pv)?

Ajoulons membre & membre et remarquons que
plu—p'e=6(ptu—p?v),

1|';lpl'fr.-i l\"i_luation (39), il vient

: 1 /pu—pev\?
(67) wﬂ+ﬂ”7}(%;t%})--ﬁ”“PW

qui donne p(u -+ ¢) par une formule ou la symétrie, par rapport
aux deux lettres « et ¢, est en évidence.
En différentiant par rapport & u et remplacant p"w par
1 x : S :
6pru—; g ona de méme une formule d’addition pour p'(u + ¢),
exprimant cette fonction en fonction rationnelle de pu, p'u, pv,
p'e. Une nouvelle différentiation donnera une formule d’addition

pour p”; etc.

16. Décomposition de p'u en facteurs. — La fonction p'u a,
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dans un parallélogramme élémentaire, un pole triple qui est le
] 8 ) I I {
point = 0, ou un point homologue. Cette fonction est donc de
troisitme ordre. Elle a, dans un parallélog ramme, trois zéros que

nous allons déterminer. Pour cela, partons des relations

) 8 p(u-+aw)=pu, pl(u+2w)=pu,
" pllu—+20+20')=pu

Faisant dans la premiére de ces formules = — w, on a
, p'( w)=p'(—w);
b

comme d’autre part p’ est impaire,

p(w)=—p'(— )
J Donc p'(w)=o. De méme p(w)=o0.

Enfin, en faisant dans la troisiéme formule ¥ =— w — /', on voit

que p'(w+o')=o. Prenons un parallélogramme élémentaire

1
trés voisin de celui dont les sommets sont 0, 20, 20/, 20 420
ot contenant o dans son intérieur. Alors, dans ce parallélogramme
tracé en traits pleins, la fonction a le pole triple o et trois zéros )
nécessairement simples w, o', 0 4+ '. Lasomme des zéros 2w + 2’
ne differe de la somme des infinis qui est o que par des multiples
de périodes.
' Remplagons le zéro © 4 o' par son homologue — v — w'; alors
la somme des trois zéros w, o', — © — ' est égale a la somme
des trois infinis qui est nulle et I'on a
3
: (1t — )T —w)g(u—+ o+ w)
pu=A— s i
s u

Pour déterminer A, on peut multiplier les deux membres par «?
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puis faire tendre « vers o. Comme dans le voisinage de o on a

p'u = — — - fonction réguliére,
us =
. 113 bl .
le premier membre devient — 2; comme = tend vers 1, le se-

cond membre devient
A 7w sw' 7(w + w')
et 'on a
- s(u—w)g(u—w)s(u-+w-+w)
pur=—z—m —— s bl A
: TwIw (w4 w )3 U
Toicl 4 4 . Lod s. Nous
Voici quelques conséquences des résultats précédents. Nous

avons établi la relation

plu=4p3u—giput — g3.

Appelons e,, ¢,, e; les racines du polynome 43*— g.5 — g3,
alors

(68) plu=4(pu—e)(pu—e)(pu—e;).

o £l r .
Comme p'u s'annule pour u=w, t=w+ v/, u=10w', les

quantités e, e,, e; sont égales & pw, p(w + '), pw’,
(69) ey = puw, e;=p(w—+w'), e3=puw',

Il est évident, d’aprés la formule (68) qui donne p"2u, que le
second membre de cette formule est le carré d’une fonction uni-
forme : nous vérifions plus loin (n° 48) que chacune des diffé-

rences pu —e,, pu—es, pit—e; est le carré d’'une fonction

uniforme.

47. Effet de addition d’une demi-période & Pargument de pu.
— Dans la formule d’addition (67) faisons ¢ = w, en remarquant
que po =¢;, p'w =o el en tenant compte de I'expression (68)
de p'®. Nous obtenons

(e1—ex)(eg—ey)

plu+w)—e; =
PU—e

De méme, en faisant dans la formule d’addition ¢ = v -+ o' ou

SCDLYON1



GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

— w/, on lrouve

(ea—ey)(ea—€3)
: et il

Wi+ w-+w)—ey=
g ! = ) ¥ pu—e;
| . (es— ey )(eg—'€a)
‘i‘ plue+w)—e3= : AR B Lo
: pu—es

I8. Expressions de pu — ¢;. Fonctions oy, 52, 93- — Dans la for-

mule (62) établie plus haut

o o i e i

Flus+e)F(u—v)

U — PP = — - -
§ ! Fugte

T

r

faisons ¢ = w, nous aurons

dlu+w)e(u—w),
P =P == s =Ty

Fiu 3w

mais, d’aprés les propriétés de la fonction &, on a

= -
N SR 2
PG - S P——
2]
|
[ ] Q

g(u+w)=—eM*3(u—uw Y

¢ omme on le voit en changeant dans la premiére des formules (22)
@ en u—w. On a done

3
s —w)
(70) pu— pw= et — ]

On trouve de méme
on'

(70) pu—puw=ce

Enfin, dans la relation (62) faisons ¢ = o + o'} il vient

¥R

|

: glu+w+w)du—ow—o')
pu—plu+w)=— 3
) 3

cugi(w-—+ w)

U

ou d’aprésla formule (23), dans laquelle on change « en U—w—uw',

FHu—w—uw)

(71) pu— plu—+uw') = et ——— i
p G U 53(01—0—:1))

Les trois différences considérées sont donc bien les carrés de
fonctions uniformes. M. Weierstrass emploie une notation

SCD LYON 1




56 CHAPITRE II.
spéciale pour désigner ces trois fonctions. 11 fait
[ et g(w— u)

5y it = 3
Jw

¥ . enHnle (w4 w'—u)
(72) { Galt = — T T
: \ Glw—+ W)
ene gfw — u)
Syl = :

7w

Avec ces notations, on a

- \2 p g - \ 9

; Fiu\? Tt 2 Syu\?

73) .pu—.ﬂlf( ), _pu—('i:(-;—)j v pu—ey={(— )!
\ \ / \

g, g

\

Tyl Telt Tyu)?

[ piu= 4 e
2 sL¥ /4
(4) plg= " Ty U Ty H.:i:;{.a’.-' 5
F ! A £ j.; u k]
le signe a prendre en extrayant la racine est —, comme on le voil
b o p o ]

' en multipliant les deux membres par «® et faisant tendre « vers
} zéro. On retrouve ainsi, aux notations prés, la formule établie
. - directement dans le numéro précédent pour la décomposition de
p'u en facteurs.

L 49. Toute fonction elliptique /() aux périodes 2w et 2w’ est une
fonction rationnelle de pu et p'u. — Nous établirons ce théoréme

comme une conséquence du théoréme d'addition et de la formule
-de décomposition en éléments simples

: = As
" J(u)= Dy+ 2 [.\ u—a)+Ap(u—a)— —p(u—a)—...
t i .2

Ayt

+(—r)p—2—— 2 pla-2(y (T]J-
1.2...(x—T1)

la somme étant étendue a tous les pdles. Tout d’abord la formule
d’addition pour pu (n° 45) montre que p(u — a) est une fonc-
tion rationnelle de pu et p’u. En différentiant cette formule on
voit que p'(z — a) est une fonction rationnelle de pu, p'u et
p" u; mais, comme

&2
by

" oy
'u = 6pru—
] 2
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p/(u — a) est une fonction rationnelle de pu et p'u. On voit de
méme, en différentiant de proche en proche, que pPrle—a), ...
p=2 (u— a)sont des fonctions rationnelles de pu et p'u. Restent
les termes tels que {(u — @). La formule d’addition pour la fonc-
tion £ (n° 44) dans laquelle on remplace ¢ par — a donne

- 1 plut+pa,

(u—a)=fu—Lfa+ - = .
92 pu—pa

on a de méme {(u —b), ..., {(u—1). Si I’on porte ces valeurs

dans la formule de décomposition en ¢éléments simples, on voil
que, dans la somme

(75) Af(u—a)+Bflu—b)+...+ Li(u—1),

étendue 2 tous les poles, le terme en {u disparait a cause de la
relation A 4+~ B 4. ..+ L =0 et la somme (75) est une fonction
rationnelle de pu et p'u.

Le théoréme est donc démontré.

Remarque. — Comme on a
plu=4piu—g2pu—4s,

on peut, dans une expression rationnelle en p et p/, éliminer toutes
les puissances de p’ supérieures a la premiére en remplagant toutes

les puissances paires de p' par des polynomes en p. On metl ainsi

toute fonction rationnelle de p et p’ sous la forme
P(p)+p' Q(p)
1?1‘]1_) - J.}' Qu(p) A
ou P, Q, P,, Q, sont des polynomes entiers en p.

Multipliant et divisant cette expression par Py (p) —p' Qi(p)
et remplacant p'? par sa valeur en fonction de p, on voit que toute
fonction rationnelle de p et p/, ¢’est-a-dire toute fonction elliptique
peut se mettre sous la forme

flu)=R(p)+p' Ri(p):
R et R, étant des fonctions rationnelles. 11 en résulte

S(—u)= R(p)—p Ri(p),
car p' est impair.
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En particulier, si /() est une fonction paire, f(— w) doit étre

égal & f(u) et R, (p)identiquement nul. Alors

J () = R({p).

Si f(u) est impaire, f(— u) doit éire égal & — f(u) et R(p)

identiquement nul. Alors
Sflu)=p' Ry(p)

% Ainsi une fonction elliptique paire esL une fonction rationnelle
de pu; et une fonction elliptique impaire est égale & une fonction
rationnelle de pu multipliée par p'u.

Par exemple, p(2u), p(3u), ..., p(nu)(n entier) s’expriment
rationnellement en fonction de pu. On a ainsi des formules ana-
logues a celles de la multiplication des arcs en Trigonométrie, que
le lecteur établira sans peine par I'application répétée de la for-
mule d’addition.

De méme p' (nu) est égal & p'u multiplié par une fonction ra-
tionnelle de pu.

50. Remarque sur lintégration d’une fonction elliptique sup-
posée mise sous la forme d’une fonction rationnelle de p et p'. —
Soit la fonction

fu)=R(pu)+puRi(pun),

ou, comme précédemment, R et R, désignent des fonctions ra-
tionnelles de pu. On aura

[f(u)clu - fi{[lp w)du -:—/.p'ta Ry(pu)du.

La deuxiéme intégrale du second membre se raméne immédia-
tement & I'intégrale d’une fonction rationnelle, car si I'on fait
pu=z elle devient

[-Rﬂ_’;'u(;:

on sait calculer cetle intégrale. Pour obtenir la premiére intégrale
du second membre, on commencera par décomposer la fonction
rallonnc]!c R de pu en fractions simples, en considérant pu
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comme la variable

R(pu)=co-+Ciptt—+ Cap?tt ...+ cypru
A A A SR
TR PP

- == cway

m (pu—a) l_,pu—-—:;‘ &%
oy Cry v ooy Cuy By By Agy Joey By 08 8, ... ¢lant des con-
stantes. L'intégrale de la partie entiére en pu s'obtient aisément,
car on sail (n° 31) exprimer p?u, p*u, ..., p'uen fonctions li-
néaires a coefficients constants de pu et de ses dérivées p'u,
p'u, ..., desorte que cette partie entiére s'écril

Co+ Cipu—+Cop'u+Cyp'u+...
son intégrale est immédialement
Cott — CiLu+ Copu—+ Cyp'te+.. ..

Les intégrales des termes suivants s’obtiennent aussi en décom-
posanl ces termes en éléments simples. Pour cela on détermine

d’abord des constantes a, b, ... telles que

pa =4, pb=§8,

Nous avons donné (n° 44, formule 64) la décomposition en élé-

. ' v T
ments simples de 3_] F _: nous écrirons cette formule
u— pé

1 1
(76) _.———-:-.—j:u.t.—-m——’_j{_.-r.-'f-c)-1—2’;1;].
pu—pv pe 5

On en conclut, en changeant ¢ en a,

gl s(u—a) casy
— = log ———— +2ula|-+ const.
J pu Po(u+a)

Différentiant ensuite la formule (76) par rapport a ¢ et divisant
par p'¢, on en tire la formule de décomposition en éléments
. 1 vy .
simples pour ———— différentiant cette nouvelle formule par

(pu—pvy
ropport & ¢ on en lire de méme la décomposition en éléments

. T . . .

simples de ——'—, ..« et ainsi de suite. Dans ces formules on
(pu— pe)?

fera v —a et l'on en déduira immédiatement les intégrales

du i du

il ==
J (pu—pa)” J (pu—pa)
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51. Entre deux fonctions elliptiques f(u) et fi(u«) aux mémes
périodes existe une relation algébrique. — En effet, si I'on fait

X =f(u),

Ne=—cfyl o),

X et Y sont, d’aprés le théoréme du n°® 49, des fonctions ration-

nelles

(77) X=RK(p.p') Y = Ri(p, p')
des quantités pu et p'u liées par la relation

(78) piu={piu— g:pu—gs.

L’élimination de p et p’ entre les relations (77) et (78) donne
évidemment une relation algébrique entre X et Y

F(X, Y)=o.

La courbe (C) définie par cette équation est, en général, du pre-
mier genre. Clest ainsi que si 'on fait

E=Tru, gr=plu,

on a entre x el y la relation

définissant une cubique (¢) sans point double, sauf dans le cas
de dégénérescence. Les coordonnées X et Y d'un point de la
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonnées x et y
d’un point de la cubique (¢).

On peut, en général, indiquer le degré de la relation entre X
et Y. Si f(u) est d’ordre r et f,(u) d’ordre r,, la relation
F(X, Y)=o estde degré r, en X et de degré r en Y.

En effet, X étant donné, la formule

X = i)

donne, pour u, r valeurs dans un parallélogramme ; & chacune de
ces r valeurs, la formule

Y = fi(u)
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fait correspondre une seule valeur de Y. Donc a une valeur de X
correspondent 7 valeurs de Y et équation F(X, Y)=o0 est de
degré rren Y. On voit de méme qu’elle est de degré ryen X.

Par exemple pu est du second ordre, p'u du troisiéme ; aussi
la relation algébrique entre ces deux fonctions est du second

degré en p' et du troisiéme en p.

52. Toute fonction elliptique f(«)admet un théoréme d'addition
algébrique. — En effet f(u) est une fonction rationnelle de pu

et pu
flu)=R(pu, p'u).

De méme
J(v)=R(pw, p'9).

Formant ensuite f(u —+ ¢) qui est une fonction rationnelle de
plu—+v)el p'(u+v) et exprimant p(u —+ ¢) et P (u+v)en
fonction de pu, pv, p'u, p'v par les formules d’addition, on voil
que f(u+v) est une fonction rationnelle de pu, p¢, p'u, p'v

flu-+v)=Ri(pw, pv, p'u, p'v).
D’ailleurs
plu=4piu—g:pU — &3y

pre=ip'v —&:pv — 83

L’élimination de pu, pv, p'u, p'e entre les cing équations pré-
cédentes fournira une relation algébrique entre flu+v), f(u)
et f(¢).

La réciproque de ce théoréme est vraie en ce sens que :

Toute fonction analytique uniforme transcendante qui a un
théoréeme d’addition algébrique est nécessairement une fonction
simplement ou doublement périodiquu Nous nous bornons a
énoncer celle pmpositicm‘, dont la démonstration nous entrainerait

en dehors du cadre de cet Ouvrage.
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62 EXERCICES SUR LE CHAPITRE II.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE II.

1. Démontrer les formules suivantes que nous empruntons aux Formules
et propositions pour U'emploi des fonctions elliptiques, d’aprés les Le-
cons de Weierstrass, rédigées par M, Schwarz, traduites par M. Padé.

Dégénérescence. — Quand w'= =, w étant fini et dilférent de zéro, on a

953
. T \?2 I e 2 £ 383
o) pu = ) P 8 T R T T R
\2w/ . (UT) 3 \aw)y o 02 2 24
S sm—(\ =25y
\Wiogs
T N2 0%, 383 3&s
9 Yt AR ik €y = —— €9 — £q = — i o3 ___g9-02= @
(2) ( .u.u) = 1 R 3 > &x y S 783
{ o' T wmn pfow \2 Tt
= - ol — 4= | — i, 2T = —»
su 20 2w J\a2w 6
a
K'J} i 1 ]
(=) 2w . uw
gu=e \W/ —sgin—0-
\ (] 2Wm
On le démontrera en rapprochant les formules des n® 23 et 37.
Formules d’addition pour pu et conséquences.
} 1 d fplum=pe L@ [puz=p
plute)=pu——- —|* J=pe— .__(_ -
2 du\ pu—pvy 200\ pu—pe
(6p2u—1g)py —pu)+4pPu—gpu—gs=pupv
=R T chtet —bar —_— e 2 5
L 20pu—pv)?
(6p20 — 1 ga)(pu—pe)+4pse — gape— gy pup'v
— pf = - - Al Tl RS 3 L, 1
J 20plt—pv )R :
: 2(pupey — } Lo)(puu—+pe)—gy=pup'e
pluete)= - — , = 5
2(pu—pv)?
pe?
= —pu—pe.
B e i_(E{_ J.)(.- — _1_ L) (pu-pr)— g3+ .i)’ i j’i{.
plutye) 2(pupe—+Lg)2t+agi(pu—+pe) ?

2(pupv— 1t &) pu+pe)— &y

Wu+v)4+-plu—v)= -
p( ] . (pu—pv)

0?2 I g ;
=2pu — 0 og(pu—pe)=apvy — ml”fﬁ"(.l”" —peh
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EXERGCICES SUR LE CHAPITRE II. 63
Yup'e o2
AL " log(pu—pv),

( Wi+ e)—plt —p)=— ——— = —
(9) bl )—1 ) (pu—pv) du dp

; : ] (pupe+Lg:)+ g(pu+pv)
(10) p(u-t+v)ple—rv) =— B S LA o U
h ; (pu—pv)
s p (p'e)? I p'e "
u \ plu—zvwv)= — — - e ——= 1P
: (pe—pu)? a (pv—pu)?_
i (11) £ g : "
' : (p'u)? 1 plu :
| = — — —— — | P ¥,
\ (pu—pv)? 2 (pu—pv)* f
Ay . : Yu—pe\t [plu+e)+pi(v)]?
l[lplHJ--:—I]»(pj_-r.pu.-—n—-:'J]= il it [§ 50 — S
pu—pv plu-t+vj—plv).
1
13 pu—pe —p(u+e)—p'(v)
3) = T R g, i ey
¢ pu—pv plu—+v)— pLP)
g ' I pu P
B(14) & 1 pv p'e = 0,
[+ plu+9) —p'(utr)
(prue—+Lge )P+ 253pu 1 d?
i T plan)=s —————————— =Ppli—= —logp'u.
jpiu—gipt—4&s 4 dut
Par lintégration on déduit de la derniére formule
| s'(2u) 5w 1 pu F(au) 3
—— = e e Sy —.'-:_P“.
; J(2lu) 3w 2pu Tru :
(16) 31
Vo, 22 logTu = T R Ry 3
F(ou)=c'u——— =27 U(T ¥ —372us'us"u+ 3 us" u.
\ > du? : &
ﬂ 92, Le déterminant ;
1 pu pu|
'# A=|1 pe pv ly
' l i pw p'w|
! oit u, ¢, w sont trois variables indépendantes, a pour valeur
i
(¢ —w)g(w—u)s(u—p)slu-+pv-+ )
I (Fusgvaw)
i
i
comme

Pour le démontrer remarquons que ce déterminant, considéré
est une fonction elliptique d’'ordre 3 ayantle pole triple

une fonction de u,
Cette fonction a manifestement les zéros

u = o et les points homologues,
¢ et w, car si on fait w=yv ou u=w deux lignes sont identiques. Le
la fonction est donc homologue du point — (¢ -+ w), car

troisiéme zéro de
de la somme des infinis, qui est nulle, que

la somme des zéros ne dilfére

e S .
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64 EXERCICES SUR LE CHAPITRE IIL

par des multiples des périodes. On a donc

glu—v)o(u—w)ad(u+v+w)
A.—:l‘,—--_ —— —l

T u

C désignant une constante indépendante de u. Pour la déterminer on mul-
iera par u? et I'on fera u=o. Le produit u?A tend alors vers 2(pe—pw),

tip
et le second membre tend vers
Covawo(v+w).
Done
]V'—JIHJ
e—=13 ] — =z
FeTWwI(v+ )
Décomposant alors p¢ — pw en facteurs (n® 43) on a la valeur de C et
I'on obtient la formule indiquée (!).

3. Fonctions &, &, =,. — Les équations

( —_— T u ——  Gal
1 ‘pu—e; = —» VU — g =
) Vi 1 i Vi 2 S0

définissent les trois racines carrées en fonctions uniformes de u. Sil'on
, donne successivement a la variable u les valeurs

w; = W, wy= -+ u' =w, Wy =W,

on obtient les équations

en'mw s w F e—Thwg w'

Twaw

2

FwIw'

3 - 7 w” enw’ 5 w' enn’ 7w
L
() Yoy — i =i s T’
Jw TwIw W oW
—— Ot e—Nw' g'w" en'n' s w
V - A e i e
Fw' TwIw Tw Jw

par lesquelles sont déterminées sans ambiguité les valeurs des six racines
;
e B ! K 59 { w B
carrées. Dans I'hypothése que le coefficient de ¢ dans — est positif, on a,
w d
entre ces radicaux, les relations

St l‘ \/E':! — gy
=—iye e,

- 5‘\/"1 - f’_g

(*) Voyes, pour des formules de ce genre, HErMiTE, Journal de Crelle, t. 84.
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE II. 65

Relations entre les carrés des fonetions 7, &y, &1, 73 — Les relations
_,'.,- i .
pU—e) = — (7 1,9, 3
astlh /.

‘:.‘:”" Fiu+(es—e3)3%*u = o,

Fiu Fiu-+(es—eg)3%u 0,

iU — g5 U 2] ey )32 0
(ea—e3)Tu-—(ez—ey)Fiu—+(eg—er)3iu=o.

Différentiations des quotients de fonctions 5. — L'équation

(1) P —

donne pour les fonctions

=~ 1t Syt =5 I
12)
7)1 Sy ll 5 U

d cu NTR L
: \ du syl 2 U T u
(3
i d Tt T TU d ou Tt Ty
(ey ey ) )
die 7y u ; 5 I Oyl die T Gu

Exemples de décompositions en éléments simples.

I p'u 3 5w ol 3 1
L - - log ¥
2 pu e o). U T U due ° Fu
I (& ey )p Tyt 5y U o | Ty Ul
- = e - oo —
2 (pu—ey)pu ey S Tyl du oy
{ € €y )L e)—€Ey) d T u ol I
- )= - — oxragy i.
P ) du 3 U di L

k. Soit o(w) une fonction elliptique du second ordre aux périodes 2w
el aw'. Si cette fonction admet, dans un parallélogramme des périodes, un

\

seul pole double u = a avec la partie principale .y sa dérivée
(8 — et )=

o'(z) admet dans un parallélogramme les trois zéros a2 = a + v, meisml:
v —=qa+ w-+w e l'ona

A [fdo\?

( | =[e(w)—0 s (B [o(e)— o(v)]
i \du ) : ; i
A, 21 L. )
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66 EXERCICES SUR LE CHAPITRE IL

Ces théorémes se démontrent soit en exprimant o(u) a 'aide de pu
o(u)=A p(u—a)+ B,

."-“Il[ en I‘L'l”:ll'ill]:“n. l'[ili.‘
slaa—u)= 9 i),
d’oii, en différentiant,
p(2a—u)=— o'(w);
relation qui montre que o' (u) s'annule pour =2, u = B, u=r1,car elle
donne, par exemple, ¢'(2)=—¢'(a).
Si ¢(w)a, dans un parallélogramme, deux poles simples @ et b de résidus

A et — A, o'(u) admet dans un lanr‘;ll|l:'[u:__:r;l|1|||||- quatre ZE10s

a-b a-+b
iy = — 3 Uy = — -+ ),
9 3
a -+ b 2 a—+ b )
lig= —— +, iy = = 0y == i,
) 2
et I'on a
fdw \2
Az = [e(w)— o(w )][2(u)—e(us)]
il : ; i T
< [w(w)—o(us)][e(w) —2(w)].

On le démontrera en établissant la relation

s(la+b—u)=o(u)
et, par dillérentiation,

o'(a+b—u)=—o'(u).

5. Démontrer que I'on a, quels que soient les arguments a, b, ¢, d, la

relation
F(a+b)F(a—big(ce+d)F(c— )

—g(at+c)dla —e)d(b+d)s(b—d)

+F(a+d)s(a—d) | b4-e¢)s(b—e),

désignée quelquefois sous le nom d’équation a trois termes. — Elle ré-
sulte de I'identité

(A—BYC—D)—(A—C)(B—D)+(A—D)(B—C)=o0,

ou I'on fait
A=pa, B=pb, G =pe, Di=nd
et de la formule .

g(u+e)d(uw—v)
I]]{.’ —_— J]l' = —

Suse

6. Démontrer qu'il existe une relation linéaire et homogéne entre les
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE 11. {-r:;
fonctions
s(u+a)d(u—a), F(u+0)s(u—0), F(u+e)3(u—ce)
La fonction
Po(u+b)s(u—b)+Qc(u-+c)d(u—e)
(u+a)o{u—a)
£ est une fonction doublement périodique ayant deux poles dans un parallé-

logramme des périodes; on peut déterminer le rapport des constantes I’

et Q de facon que le numérateur s’annule pour u = a; P et Q étant ainsi
déterminés, la fonction se réduit & une constante.

On retrouve ainsi la relation précédente.

Ik
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CHAPITRE III.

ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu LORSQUE » EST REEL
ET « PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS.

51. Dans la théorie gt‘né:';'th' que nous venons d’exposer, les
périodes 2w et »w' sont des constantes imaginaires quelconques,
assujetties a la seule condition que leur rapport soit imaginaire.
Un cas |‘:ur'l.in:nli<'-r des plus imporlants, qui se présente fréquem-
ment dans les app]i(:ulion_«, est le cas ot I'une des périodes 20
est réelle et 'autre 2w’ purement imaginaire, ¢’est-a-dire égale au
produit de Z par un nombre réel. Comme on peul toujours
changer le signe des périodes, on peul prendre 2 w positif, alors 2o’

)
étant supposé purement imaginaire, }{J sera positif aussi, car
)

—, le coefficient
w

nous avons fait la convention que, dans le rapport
de ¢ est positif.

C’est ce cas que nous allons examiner en détail, pour faire
ensuite quelques applications géométriques et mécaniques. Pour
que ce cas se présente, il faut et il saffit que les racines €;, €s, €y

soient réelles.

i . w' ;
|. — VALEURS REELLES DE pi#t QUAND & ET -~ SONT REELS ET POSITIFS.
L

592. Les invariants £, et g; sont alors réels. — Si I'on suppose w

).

w' 5 « op . .
et — réels et positifs, les invariants
i

{
( Ww=2mw-+ 20w,

sont réels. En effet, 4 toute valeur imaginaire de v correspond

pour (v une valeur imaginaire {_-nnjugm'ec._ puisqu’en changeant le
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 6ig

signe de n on change le signe du coefficient de 7. Dans chacune
des séries précédentes, les termes qui correspondent a deux valeurs

imaginaires conjuguées de ¢v ont une somme réelle : on en conclul

que g2 et g5 sont réels.
53. Valeurs réelles de argument. — En raisonnant de méme

pour chacune des séries

I Y I 1 : I
pu - == s e piU=—212 - -
1t (1 — w)? W= 2 w— )
7 : L

ot 'on suppose u réel, on reconnait que pu el p u sont réelles
quand I'argument w« est réel.
Les valeurs de « qui rendent la dérivée nulle ou infinie sont de

la forme
myw -+~ nyw,

m, et n, étant des nombres entiers.

1° Lorsque u croit de 0 & o par valeurs réelles, p'u varie d’une
maniére continue et ne change pas de signe; pour « positif et trés
petit p'u est trés grande, en valeur absolue, et négative puisque sa
valeur principale est

s’
pour = w, p'u s’annule.

Done, quand u croit de 0 & v, la dérivée est constamment né-
cative, et elle passe par toute valeur négative; la fonction pu
décroit constamment depuis 4o jusqua po=e,. Cette valeur ¢,
est réelle.

1 .
L’équation
ptu=4plu—gapu— &

montre alors que « croissant de o & , c’est-i-dire pu décroissant
dew i ey, le polynome 4 p*u— g, pu— g3 ne s'annule que pour
u = © ¢'esl-a-dire pour pu = e,. Le polynome 42°— g:2 — g3
n'a donc pas de racine réelle :5u|1é1‘icurc de tila |;|m; grande
racine de ce polynome est la valeur que prend pu, quand u égale
la demi-période réelle.

L’argument « variant toujours de o 4 w, p'u est négatif, etl’on a,
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:f!

en extravant la racine,

pu=—viptu—gipu— gs,

ou, en posant x = pu,

diy = — ——

Comme z décroit de 4 ¢, quand « croit de o & w, on a, en
intégrant par rapport a « de 0 & v et par rapport axz de o ae,
par valeurs réelles,

5 dx

/ Vieds— gao — g5

l..‘Jl
»° Supposons maintenant que « est réel mais n’est plus compris
entre o et w. Les égalités
p(—u)=pu, p(—u)=—pu
montrent d’abord que, quand u varie entre — w et o, p u est réel
et plus grande que e,, p'u est positive et prend toutes les valeurs

positives.
On peut lOLIlell‘s ramener un argument réel a étre cmnln‘i.‘-\

entre — w et w, en retranchant de cet argument un multiple de la

période 2 w; les résultats précédents s’énoncent ainsi

Quand argument u est réel la fonction pu et sa dérivée p'u
sont réelles. La valeur de pu est plus grande que e, et le signe
de p'u est celui de (—1)"*', sil'on a

mw < u<(m-+1)w,

m étant un nombre entier.

o4. Argument purement imaginaire. — Quand I'argument « est
purement imaginaire, la fonction pu est réelle et p'u purement
imaginaire. Cest ce qu'on voit immédiatement en se reportant
aux séries. En effet, si I'on fait © = iv, en supposant ¢ réel, la

série pu donne

s : a2l I I 1
plw|lu, w)=—— 4 _——— -
e w4+ w ) we

I O 1 I
vt 2‘ (v w2 (iw)?
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 71

Dans. cette dernic¢re série iw = amiw—+ am'iw'; elle définit
donc, au signe prés, la fonction p(¢) construite avec les périodes
iw' et iw, ou avec les périodes — 7w’ el {w, car on peut changer

le signe d’une des périodes. On a donc

. ’ !lul =
(2) pliv|w, w _J.——-I[l(t' —y Tw).
W i '

La fonction p(iv|w, w'), ot I'argument est purement imagi-

naire, est ainsi ramenée & une autre fonction p i argument réel ¢,

. P ' ’ ik
conslruile avec les p(‘l'mil:‘i - el o dont la premiere esl encore
i

réelle et la seconde purement imaginaire avec un coefficient de i

positif. Donc, quand « est purement imaginaire, p(u) est réelle.
Cette formule (2)est un cas particulier des formules d’homogé-
néité établies au n°® 36 : on 'obtiendrait en prenant g = T
. . - pr s w' .
Les nouveaux invariants relatils aux nouvelles périodes — et 1w
i
se déduisent des expressions (1) en y remplacant w par iw; ils sont
donc égaux a g, et & — g3. On peut donc écrire aussi
pl W 23, g3)=—p(v; &2, — &3)-
Sil'on pl'cml les dérivées par rapport i ¢ dans les relations (2)
et (3) ona
i : STy e o e
plliv|w, w)=tp(v|-=> uu),
L
P(Ee; &2 &3) =1Ip'(¢; &2 — &3)-
i L Fr,
Done, q:mn:l @ esl purement umaginaire, p () est purement

imaginaire.

. . { Jw' ; o Vg -
La fonction y = |)(r| - W) = s o 2,) vérifie I'équation
Ay '

f"dll‘ 9

v )

= _P.:I p) =
le polynome en ) qui est dans le second membre admel pour ra-
cines —e,, — s, — ey. D’aprés ce que nous avons vu dans le

numéro précédent, quand ¢ varie par valeurs réelles de o ala
- e - w' . . ’ A
demi-période réelle —, la nouvelle fonction p(¢) décroit constam-
z ;

, ; @/ lwl . <
ment par valeurs réelles de oo i p(—.l—.,:m) qui est la plus erande
L R /
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racine — ¢4 du [u';]ynums': 4y — oy + s [.’on a de plus
w' yu r.lfl'
(1) r=[ = =
B N =8 ) &3
Donc, quand 2z = tv varie par valeurs purement imaginaires

w \

de 0 4 w/, la fonction z=p (1| v, '), quiest égale A —p(¢|=>iv),
; Sy i
croft constamment par valeurs réelles de —» a p(v|w, w),

c'est-a-dire de — oo a la plus pelite racine ey du polynome

4 + 1} . .
42— gox — &3

5 . - . A . . { |w'
D’une facon générale, en appliquant i la fonction p( ¢|—» m) el
5 T i \ |F y

i sa dérivée ce que nous avons vu dans le numéro précédent, pour

un areument réel, on a le résultat suivant

Quand U'argument w est purement imaginaire, la fonc-
tion pu est réelle et p' u est purement imaginaire, la valeur de
. . - . - . mr e 5 I ry
la fonction pu est négative et toujours in férieure a ez = p(u)

. . . . 7 /
a le signe de (—1)"*" si l'on a

w n '
M= = < (AL
L L t

m étant un nombre entier.

55. Racines e;, ¢, e;. — Parmi les racines du polynome
ja? — goa — gy la plus grande et la plus petite sont donc
e; = p(w|w, w' . ey P a-,'if_q‘ w .

Ces deux racines élant réelles et les invariants 2, et g, étanl

|-='-=_'fs_. la troisiéme racine e, esl réelle aussi : elle est (‘{Jm[n'ist_‘. enlre

les deux précédentes et a pour valeurs

€= pltw -+ w |w, w).

A\insi, en désignant, comme nous 'avons fait, par e, ea, e les

racines qui correspondent aux demi-périodes w, » + ', o', on a

ob. Autres valeurs de u rendant pu réelle. — Nous Lrouverons

d’autres valeurs de I'argument faisant prendre & la [onction des
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 73
valeurs réelles en considérant les développements de p(u-+w')
et de }!I! T W ).

1° Argument u -+ o', u étant réel. — D’aprés la définition

méme de pi, on a

. ~ [ I I |
D(w |--,J| Pt —\ - — = {3
y e | (10 At vay )R (w4 vw )* |
= 0, ) 4s
) 1 3, =
l,l_ll'.-'illll' u est réel, si 'on change v en — v dans un lerme 1ma-

ginaire de la série, on obtient un autre terme imaginaire conjugu¢
du ]}I'LJ’l'L".ili'T][ et la somme de ces deux termes est réelle. Done
plu }—m’r} est réel 1|n:1|1|.| u est réel. On voit, de méme, que la
dérivée

’ - b i
Il (3= )=—==—12 \ -

" e (1L — D) — YW )i

est réelle.

Quand « croit par valeurs réelles de o & w, v + w’ varie de o’
4 0+ o et p'( + ') ne devient ni nul, ni infini, sauf pour les
valeurs extrémes :|||i annulent toutes deux p'(u -+ o). Ainst
p'(u+ ') garde un signe constant : p(u + w') varie toujours
dans le méme sens. ()I‘, la valeur de celte {‘mlt:liﬂll pour =0
est ey ; pour u=w, elle est e, > e;. Donc p(u—+ ') croit constam-
ment de e; a e,.

D’aprés cela, le signe constant de la dérivée est le signe <.
Comme cette dérivée part de zéro pour revenir i zéro et reste finie

elle a un maximum.

Ainst, quand u croit dé o a v, p(u + w!) est réel et croit
de ey & ey la dérivée p'(u—+ w') est réelle, positive et inférieure
a un certain maximum,

On en conclul une seconde L'.:\'I}!‘c:ssit)n de la |n_'-r'mLh' réelle 2 w.

En effet, en faisant

on a

du :

et quand varie de 0 & w, x varie de e; a e, par valeurs réelles ;
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74 CHAPITRE III.

on a donc, en intégrant par rapport & « de o & v, et par rapporl

i dr
w = - — .
Vixl— gax — &

va, ¢

axdee;a e,,

2° Argument it — w, t étant réel. — Considérons enfin un

argument de la forme — w - 7¢, ¢ étant réel. Dans la formule

2 : ! ' R
M w, v ) =— 1{1'.-‘-» tw ),
p(w]e e )

faisons 7y = — w -~ /¢,
'

pl— w + .f‘f]m, (n]l_} :—I]rff—-- t<:fl—. y L ).
7 |

Y
I

la fonction qui est dans le second membre rentre, & un change-
ment de notation prés, dans le cas précédent.

Quand ¢ varie de o & (: cette fonction varie constamment dans
le méme sens : il en est de méme de la fonction p(— w—+it|w, w');
or, cette fonction part de e, pour arriver a ey; elle décroit donc
constamment. Sa dérivée prise par rapport i ¢, i p/(— w + it| w, o)
est négalive et, comme elle part de zéro pour arriver i zéro, elle

reste supérieure a un certain minimum.

w'

Ainsi, quand t varie de o a —, p(—w—-it) déeroit dee, a e,
=2 Py ’

(P (— w+1it) est négative et reste supérieure & un certain
minimum.,

Comme

Plo+it|lw w)= pPl—w—+it|w, w),

le méme résultat s"dl‘lifif.}uc aux fonctions

Plo+it) et ip'(w-+ it

Remarque. — Nous venons de trouver des valeurs de pour
lesquelles la valeur de la fonction pu est réelle et nous avons déja

]

: 5y t
reconnu que, dans le cas actuel ou les quantiles w el — sonl
14

réelles, la fonction pu peut prendre une valeur réelle quelconque.

Les autres valeurs de I'argument, pour lesquelles la fonction
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 7
prend des valeurs réelles, peuvent se déduire des précédentes, en
remarquant que I’équation

|?H M- I[Ji' —0 ! ]

entraine (n° 43)

i des multiples pres des périodes.

57. Résumé., — Considérons le rectangle de sommels o, w,
® + ', ©'. Quand I'argument w décrit le contour de ce rectangle
dans le sens 0, ©, o= o', ©, o, la fonction pu est réelle et

diminue constamment de - % a 0

1° Quand « va de o au sommet v, pu est réelle et décroit de oo

ey ; p'ue est 111_":_;‘;1[3\'0.. b

2° Quand u va de o ¥', pu décroil de e, 4 ey, p'u est pure-
ment imaginaire positive.

30 La variable « allant de © + ' & o', pu décroit de ey a ey,
p'u est réelle et positive.

{° Enfin u revenant de o’ a 0, pu décroit de e; & —oo; plu esl

purement imaginaire négative.

En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire.

[I. — BTUDE DE LA CUBIQUE DEFINIE PAR LES EQUATIONS & = pu,y = p'u.
LEMNISCATE.

58. Cas général. — Considérons la cubique ayant pour équation

(1) ."2: fad— g — £3,

ol 2, et g, désignent des constantes données quelconques. On
démontre, en Géométrie analytique, que I'on peut, par une pro-
jection centrale ou perspective, ramener I’équation de toute

courbe du troisiéme ordre a cette forme.

Construisons la fonction p(u; gs, g3); nous pourrons exprimer

les coordonnées d’'un point de la courbe (1) en fonction d’un
paramétre u, en posant

(2) r=Dpu, y=pu

A chaque valeur de « répond alors un point de la courbe, car
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-6 CHAPITRE IIL
i les fonctions p et p’ sont uniformes : ce point reste le méme
quand on ajoute a « des multiples des périodes 2 et 2w'. Réei-
' proquement, & chaque point (z, y) de la courbe répond, dans un
parallélogramme des périodes, une seule valeur de u. En effet, x

¢tant donné seul, I'équation

r = p(u)

donne, pour u, deux valeurs u, et — u, et loules les valeurs
homologues : comme la fonction p'u est impaire, a ces deux
systemes de valeurs de u, corre:'..-'|:r'nmlenl. deux valeurs de y égales
el de signes contraires; ce sont les deux valeurs que 'on tirerait de
I’équation (1). Sil'on fait choix d’une de ces valeurs de y, il lui
correspond done une seule valeur de u, u, par exemple, et les va-
leurs homologues. La proposition est établie.

On a ainsi une représentalion pa ramétrique parfaite de la

courbe.

59. Condition pour que trois points soient en ligne droite. —
Soient M,, M,, M; les trois points ot une droite quelconque

y—ar—b=o

coupe la courbe. Les valeurs w,, u,, u;, situées dans un parallélo-
gramme élémentaire et correspondant 4 ces trois points, sont ra-
cines de I'équation

pu—apu—=>b=o.

Le |)I‘emic}.‘ membre de cette ét]lmlir)n_cﬁl. une fonction i"”i]']-
tique d’ordre 3 : elle a, dans un parallélogramme élémentaire,
trois zéros u,, us, iy et un infini triple homologue du point

©—o; d’aprés le théoréme de Liouville, on a donc

(3) Ui+ Us—+ Us= 20+ 2n"0,

n et n' élant des entiers.

Cette condition qui est nécessaire pour que les trois poinls
correspondant & wu,, u,, uy soient en ligne droite, est suffisante.
En effet, soient M;, M,, M, les trois points correspondant aux
trois valeurs u,, ., wus. Joignons les deux premiers par une
droite et appelons M; le point ou cette droite coupe la cubique
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pi. o

et u, le paraméltre correspondant. Les trois points M, M., M/
étant en ligne droite, on a

Uy s+ Uy = 2mw +2m' v,

m et m' entiers. En comparant  la relation (3) supposée vérifide,
on voit que u ne différe de u; que par des multiples des périodes;
donc M/, coincide avec Mj et les trois points considérés sonl en

|i_'_;'Jil: droite.

60). Formule d’addition. — La relation (3) permet de retrouver
la formule d’addition de pu. Sil'on appelle « et ¢ les paramétres
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les
deux premiers correspond a la valeur — (u -+ ¢) du paramétre.

D’aprés cela, les abscisses des trois poinls d’intersection de la

l‘l]llil[!li' avec unc lll'{)i[l? }'Ii'!l\'(_’.l“ I_"ll'{‘. I'l'!!l‘l"‘ﬂ_’[]lf"l'.‘- |H1|'

pe, pu; plu ¢);

et les ordonnées par

pe, pu, —p(as+v).

[’équation aux des points d’intersection esl
F(x) §a8— gasx— g3 —(azx +b)2=0o.
- . . . a? -
On voit d’abord que la somme des racines est > ce qui donue
i
la relation

pu -+ pv plit—+v)-= —_—

a laquelle il faut joindre 'une des suivantes
pue—p'e p'(w--v¢) n'e -p'{u+v) p'
|-H — Di§ Pl -t ) pe .f" i -+ |-] J— '||H
obtenues en déterminant le coefficient angulaire de la droite au
moyen des coordonnées de deux de ses points.
En éliminant « on trouve le théoréme d’addition
1 fpu—p'e

pu pe +pl—+v)= -
: i \pu—pv )

On peut déduire de la méme t"i[ll'tliun I'(x) = 0 une autre
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CHAPITRE 111,
formule d’addition donnant une expression du produit
(pu—pe)[plu+v)—pel,

qui est Lrés souvent utile. Posons

Zy= p¥, L= pU, ry=pu-+r) [

nous aurons l'identité
fat— gax — g3— (ax+ b= j(x—2)(x — 23)(® — 3
Prenons les dérivées des deux membres puis faisons = = xy,
nous trouverons

1222 — ga—2a(axr,+ b) = j{za— 2 ) (23— >, )

ou, en introduisant les valeurs de la fonction p et se rappelant que

: ot ) 1
po= 6p¥e — 35

wWipuw —pe)plit+¢)—pe| = n'y —ap'e
] I ] p ¥,
pli—p'e

‘L = — -
pu—pe

En particulier, si @ = o0, on a I'égalité
p'e =(xs— &) (23— 7))\

:||1i donne une int.crpl‘t':talion g:."un]ét.l‘i({n{_: delaseconde dérivée p'¢

et permet de trouver son signe quand elle est réelle.

Addition d’une demi-période. — Ces considérations donnent
une signification géométrique simple aux formules d’addition
d’une demi-période établies dans le n° 47. On les obtient en cou-
pant la courbe par une sécante passant par un des points ou elle
rencontre I'axe O z. Ces points A,, A,, A, ont pour coordonnées
¥ =0 avec

O= €y, X = €y, Tr = ey.

Ils correspondent aux valeurs v, w -+ o', ' de I'argument .

Si donc on coupe par une sécante joignant le point
\l(“]‘ =0,r=ep)

correspondant a la valeur @ du paramétre a un point M’ de la
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 79

courbe correspondant & la valeur u du paramétre, cette sécanle
coupe la courbe en un troisiéme point M" correspondant a une

valeur «" telle que

WU+ =210+ 20 W0,

et, en négligeant des multiples de périodes, on peut prendre

"

' —=— (1 + w). Ainsi les abscisses des points M’ et M" sont
o= DL, 2" =plu+w).
D’autre part, en coupant la courbe

‘]"! =gz —e)(x—e3)(xr—e;)

par une sécante issue du point A,
y=mr—e),

on a, pour déterminer les abscisses 2’ et 2", I'équation
mixr—e) (2 ez es).

Si dans cette équation on considére z — e, comme l'inconnue,
le produit des racines (z'— e;)(z"— e,) a pour valeur
(2'—e W& er) (ey—es)le—ez).
On a donc, d’aprés les valeurs de 2" et 2",

[_]1;{.—v| ][_|s-; U+ W)— € E = (€ — €z )l € — f’;l],

ce qui est une des formules établies dans le n°47. On obtiendrait

de méme les deux autres en L'OU]]-'!I'H_ par une sécanle I}ilﬁﬁﬂlﬂ par

I'un des points A, ou A;.

1. Tangentes menées d’un point de la courbe. — Menons la
tangente a la courbe au point dont le paramétre est u, cette tan-
gente rencontre encore la courbe en un point; soit ¢ le paramétre
de ce point. On a, d’aprés la condition qui exprime que trois

points sont en ligne droite,

P2 =2nw-+2nw,
On en déduit
() anw—+2n" w
U=— =~ — .
2 2
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o0 CHAPITRE I11.

Dans cette formule, on peut donner a £ el n' toutes les valeurs
entiéres; mais deux valeurs de u qui différent par des multiples
de 20 et 2/ donnent le méme point de la courbe; il suffit done
de donner a n et 7' les valeurs o et 1 associées de toutes les ma-

ni¢res possibles. On a ainsi les quatre valeurs de u

[)l'J[]['.. T)ill‘ un [)f‘]in{ Pl‘iﬁ sur [f[ {'{_HII'EII_’.. on l!l_'lll. Illi mener, en
général, quatre tangentes distinctes de la tangente au point ¢on-

sidéré.

Points d’inflexion. — Comme autre application, cherchons
les 11:)i|1!-‘. d’inflexion. Si w est le paramétre d'un |u:[1|! d’inflexion,
la tangente d'inflexion coupe la courbe en trois points con-
fondus avec celui-la; il faudra donc faire dans (1), & des mul-

Ii[ﬂ(‘.s pres des |1L'!|'i(s:i{‘..-;,

d'otl
20w "..”It-JI

Dans cette formule, on peul donner a4 n et n’ toutes les valeurs
enli¢res; mais deux valeurs de « qui différent par des multiples
de 20 el 20’ donnent le méme point d'inflexion. Il suffit donc de
donner a n et ' les valeurs o, 1 et 2 associées de Ltoutes les ma-
niéres possibles. On trouve ainsi neuf points d’inflexion dont les
paramétres sont donnés par le Tableau suivant, ol u, , désigne
la valeur de « correspondant & un choix déterminé des entiers n

et 2

2w '
Hop= 0 g — s oo —
) X )
90 30 2 o ) }
Uy 0= =52 Ura= = ) ty.o =
) 3 3
fw fw -+ 20 o+ fw
Ug o= =72 a | = - s Iy o= - — ——
) i1 ey J|

Ces points sont trois a trois en ligne droite; la droite, qui joint

deux quelconques d’entre eux, passe par un troisiéme; on a, par
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STUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 81

exemple,

Ug o=+ Uy 1=+ Usga=2W + 2w,

Le premier point u,, est rejeté a l'infini dans la direction
de Oy.

(2. Condition pour que 3n points de la cubique soient sur une
courbe d’ordre n. — Cherchons d’abord la condition pour que six
points de la cubique soient sur une conique.

Si I'on coupe la cubique par une conique

Azrt+2Bry +Cyt+aDox+ 2By 4+ F = o,

! ~
I'équation qui détermine les paramétres des points d'intersection
s'obtiendra en remplacant z et y par pu et par p'u. Le premier
membre de celte équation est une fonction doublement périodique

J !I“I‘. 1|i1[!.‘"\ un Il'x'll‘ill|lr’]l}|‘_:]‘1"llllll]l.‘ {"]I"]’Il(‘l”ilil‘l.'. {_".l]rlll!"l‘niinl I..Ui‘i"_"'il'li‘-
' admel zéro comme pole d’ordre 6 et n'admet pas d’autre péle;
I’équation admet donc six racines (n* 38 et 39) et la somme de ces

5 racines est nulle, a des |nu|li|:|1-.~: prés des périodes.

i Ainsi la condition nécessaire pour que six points de la cubique

E soient sur une conique est que les paramétres de ces six points vé-
rifient |'égalité

1 iy My Wy =+ s Uy RO a2n'w'.

La condition est suffisante car si elle est remplie, la conique,
passant par les tim{ }u‘vlniurs points, coupe la (.'ul-iqm_-. en un
sixicme 1mim dont le paramétre nr;; doit étre congruent a .

On obtiendrait, de méme, la condition pour que 3n points de

la :'uhhlm- soient sur une courbe d’ordre n. Celle condition est

| U ans=1 Uzn 0.

Par c-\:_‘m|:|1_', une aulre t_':ll}fflmt coupe la L‘til}i:|uv donnée en
neul [minls qni doivent élre ;urx'_-;u_ir'llis a4 une condition, l-ni.-i:|m»_
par neuf points donnés, il ne passe, en général, qu'une seule
s‘||||f|l||1‘, Le théoreme Ill‘n"n'.t'-lh'nl :'\Isl‘imu celle condition de la

facon la plus simple.

e (e théoréme a de trés nombreuses ;n|1|r]ir.‘1[ifm-; :_;r'_-:)mftll‘iqllvﬁ.
l :
nous en donnerons seulement quelques exemples.
Y A BT L. 6
] |
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82 CHAPITRE IIL.
Applications. — 1° Lorsque six des neufs points d’intersection
de deux cubiques appartiennent a une méme counique les trois
aulres points sont en ligne droite.
En effet, soient w,, ta, - .., i, les paramétres des neuf points
suivant lesquels la cubique donnée est coupée par une aulre

cubique, on a la condition

U+ Ug—+. ..+ UgtHo. o Ug= 0,

ot1, comme dans tout ce qui suil, le signe = indique que I'égalité a
lieu & des multiples de périodes preés. Supposons que les six
premiers points appartiennent & une méme conique, on aura cetle

autre condition
U+ Uzt . U= 0,

et lon déduit de ces deux conditions I'égalité
Uy + Ug+ Uyg= 0,

(ui exprime bien que les trois derniers points sont en ligne droite.
Le théoréeme est donc démontré.

5° Si I'on considére une conique variable passant par quatre
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux
points d’intersection mobiles passe par un point fixe de la cubique.

Soient w,, s, Us, i, Us, g les paramétres des six points d'in-
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes.
Posons

U+ U+ U+ U= ¢

¢ est une constante. La relation qui exprime que les six poinls
considérés de la cubique sont sur une conique devient

P4+ U+ Ug= 03

elle exprime que les points dont les paramélres sont u;, g €L ¢
sont en ligne droite. Comme ¢ est le paramétre d’un point fixe, la
proposition se trouve démontrée.

Courbes de contact. — Les applications suivantes sont relatives
i des courbes de contact, c'est-a-dire a des courbes qui ont avec la
cubique plusieurs points d’intersection confondus.

3° Considérons d’abord des coniques trois fois tangentes & la
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 83

cubique; si 'on désigne les paramétres des points de contact par

iy, s, iy on doit avoir

QU+ AU+ 2Uy= 20w —+ 20 W,
ou bien
Wy Wa—+ Uy = nw -+ n'w'’;

il suffit de donner 4 chacun des nombres entiers n et 7’ les valeurs
deoett.
Si l'on pl‘m]rl

n=~o, ni=o,

I'égalité exprime que les trois points sont en ligne droite. Clest
le cas ou la conique se réduit & une droite double; écartons ce cas:;

il reste trois familles de coniques correspondant aux relations

Uy =t Wy =t Us tw,
Uy Uy U= w'.
iy s Ug= w -+ W',

On peut done choisirarbitrairement deux des points de contact
| I

your chaque conique d’une famille. Prenons une conique, de la
| |
yremiére famille par exemple; si I'on fait passer une conique par
| Pl€,; Jirsai]
les trois points de contact u,, wu,, uy, elle rencontrera encore la
l-.u|1h{m‘ en Ltrois |1Ui:|t.~3 i, i H;I et I'on aura

Wy Uy~ Uy—— Uy —+ 1, Uy =2nw+2n'w.

De cette relation et de la condition déja vérifiée par ., iy, i,

on déduit

et 'on voit que les trois nouveaux |:ni|1|..‘:i sont aussi les Imi:a[r: de
contact d’une conique trois fois langente a la cubique appartenant
a la méme famille.

i* Cherchons encore les points de la cubique ot la conique oscu-
latrice a un contact du cinquiéme ordre, ou, ce qui revient au
méme, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con-
{ondus.

On doit avoir pour le paramétre du fmin[ de contact

Gu=2nw-42n"w,
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}i_" CHAPITRE I111I.

ou bien

Chacun des nombres entiers 2 et #' peut prendre toutes les va-
leurs de o4 5, ce qui donne 6= 36 points.

On trouve parmi ces poinls les neuf points d’inflexion qu’on
obtient en considérant les tangentes d’inflexion comme des droites
doubles, puis

6!— 32= 27
points de contact de véritables coniques surosculatrices. Ces
points sont six par six sur des coniques.

63. Cas particulier ou v et t: sont réels. Forme de la courbe.
Nature de l'argument donnant des points réels. — Nous allons
maintenant examiner le cas particulier ot w el f: sont réels, de
facon & avoir une représentation géométrique des résultats du

paragraphe précédent. Dans ce cas, la courbe a pour équation

P — flx—e x—ez}(x ez},

ol e, es, e; sont réels et rangés par ordre de grandeur dé-
croissante. Pour que y soit réel il faut que z soit ('(:mf:ris entre e,
el e, ou |'J|L|.~; :Q_'I":Illtl que éy. On voit immédiatement que la courbe
est formée d’une ovale A; A, et d'une branche infinie A, de nature
parabolique, sur laquelle la tangente tend & devenir paralléle d Oy
( ,f:";-" 5 1

Cherchons qn::“c.ﬁ valeurs il faut donner & u pour obtenir les
point réels de la courbe. D’abord, pour obtenir les points de la
branche infinie, il faut donner & u« des valeurs faisant varier x de
e, a4 + o, c'est-a-dire des valeurs réelles. Puis, pour obtenir les
fminl.-% de lovale, il faut donner & u des valeurs faisant varier x
de e, 4 €., ¢'est-a-dire des valeurs de la forme u 4 o/, © étant réel.

On peut facilement suivre sur la courbe la marche du point

(z,y ) quand I'argument prend ces deux systémes de valeurs.
Supposons d’abord u réel; il suffit, 2 cause de la périodicité, de

le faire varier de — w & 4+ w, en remarquant que des valeurs de u
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 85
égales et de signes contraires donnent des points de la courbe sy-
métriques par rapport a Oz. Quand « croit de 0 a v, z déeroit
de +® a e, ¥ croit de —cw a0 : on a done la branche infinie de

LT courbe située au-dessous de Oz et venant aboutir au point A,

d dont les coordonnées sont ¢, et 0. Au point A, la tangente est pa-
] . i 2 i3 dx S e o : . dy ;
‘ rallele & Oy puisque T =pus annule pour # = w et que - e

&

Fig. 5.

-
-

s'annule pas pour cette valeur. Quand « varie de 0 3 —w, on ob-

& & =

tient la branche de courbe symétrique de la précédente par
rapport & Oz. Nous avons ainsi constrait la partie de la courbe

=

donnée par des valeurs réelles de I'argument.
Supposons maintenant argument de la forme u + w' et faisons

-

varier u, par valeurs réelles, de 0 & w; & croit de ey a ey; y est
positif, varie d'une maniére continue et part de zéro pour revenir
a zéro. On a donc la branche de courbe située au-dessus de Oz
et allant du point Aj(ey,0) au point A,(ey, 0); les tangentes
en A; et A, sont paralléles & Oy. L’argument étant toujours de
la forme 1w/, en faisant varier « par valeurs réelles deo a —w,
on obtient le deuxi¢me arc de 'ovale symétrique du premier par !

S

-apport & Oz. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe |
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme u+ o', u réel.

=~
- s

SCD LYON 1




86 CHAPITRE III.

Tangentes paralléles & Oz. Signe de p’u. — Comme on a
¥ = p'u,les valeurs de u correspondant aux points oi la tangente
E e . 3 - dy i
est paralléle a Oz sont racines de I’équation <. =0 ou plu=o0.La

i
fonction p’ u, qui est paire et d’ordre 4, a, dans un parallélogramme,
quatre zéros deux & deux égaux et de signes contraires. Il y a done
sur la courbe quatre points ot la tangente est parallele & Oz,
| I 5
Deux points, les points By et By, sont seuls réels : en effet les

. - 3 s : dy 2
abscisses de ces points sont racines de ’équation Jp = 0 ou, d’a-
ar b

prés I’équation de la courbe, 1222 — g, = o. Cette équation, dont
le premier membre est la dérivée du polynome 42 — g,z — g4,
a une racine # entre e; et e; el une autre {5 enlre ¢, et e3; cetie

derniére seule donne des points réels B, et B,.

['identité 2p"u =12 p2u — go=1222— g, donne le signe de
p"u. Sur la branche infinie, z > «, p"u est positif. Pour 'ovale,
sur I'arc By A, B,, p”u est négatif, car z est alors compris entre les

deux racines a et 3 de 1222 — g,; sur I'arc By AyB., p"u est po-

sitif, car # est inférieur a §.
Tdangentes menées par un point de paramétre v. — Nous
avons vu que les quatre points de contact correspondent aux va-

leurs du parameétre

v P » . (5 )

= Z = 5 SR 7 W, ——’ + Ww-+w.
On peut donc, par un point P pris sur la courbe, mener quatre
tangentes, en général distinctes de la tangente au point considéré.
Lorsque ¢ est réel, pour deux des points de contact, 'argument
est réel; pour les deux autres il est de la forme o'+ u,, ©, étant
réel. Done, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, les
quatre tangentes sont réelles : deux des points de contact sont sar
’ovale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque ¢ est de

la forme o'+ ¢y, ¢, étant réel, on a

'
@ (0] [

Les arguments des points de contact ne sont ni réels, ni de la
forme o'+ u,, u, étant réel (a des périodes prés). Par un point P
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE pu. 87

|:1‘i5 sur I'ovale on ne pl._‘lIL pas mener a la courbe une tangente

H réelle.

“ Points d’inflexion. — Nous avons trouvé plus haut neuf va-

leurs du paramétre donnant les neuf points d'inflexion. Dans le cas
'"‘ particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs
.ig
) Al e

A T

*‘I sont réelles: elles donnent trois points d’inflexion réels situés sur
.1! la branche infinie, le premier a 'infini, les deux autres aux points
- I, et I, symétriques par rapport 4 Oz. Ces trois poinls sont en
e ligne droite.
® 64. Dégénérescence. Cas d'un point double. — Supposons le
Ini discriminant g3 — 'a‘:‘;{ﬁ nul. La cuirin]:u.z a alors un |mi1|L double.

Une des périodes 2w’ est infinie (n® 23 et 37) et pu se réduit &

ﬂp 2 =2 I
'r:.PH‘__ __’.:_‘ i - s
12wW* R00% e T
INn* —
2 W
O
‘ ti ou
Ut : =3
y=puUu=—-

' La condition nécessaire et suffisante pour que les trois points

correspondant aux valeurs u,, ws, uy du parametre soient en ,

ligne droite est alors

Uy U+ Uz = 200,
ott n est un entier. Clest ce qu’il est aisé de vérifier. En efllet les
valeurs de u# correspondant aux trois points d’intersection de la
cubique avec la droite Az + By + C=o sont alors racines de 1'é- :

f|1ml|n||

TRt el ER

Apu-+ Bp'u—+ C=o,

ou, en désignant par @, b, ¢ d’autres constantes,

U

cos

.
“'l
|

; |
|
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équation du troisiéme degré en

T
i = cot - ]
2 )

a(t+2)+bt(i+ 2)+c=o.
La somme des produits des racines deux a deux étant 1 on

d,
d’aprés la formule donnant la cotangente d’'une somme,

cot t
2

[ Uy U= Uy )= o,
L L)

d'ou
~ (U Us~+ 1t3)= nm,
2w
ce qui esl bien la relation indiquée. Actuellement il n'y a plus que
trois points d'inflexion; car en faisant u, — Us— lUy— U, 0D A

3u="2nw,
J' . . 2 > - 2
d’ott trois valeurs donnant des points distincts

: = 2t 2 4w
u'= o, w'=—, = .

: | H

Ces points sont en ligne droite car

w4 u"=2uw.
Cas d’un point de rebroussement. — Si 2= g3=o0 la cu-
bique devient
yi=4a%;

elle a un rebroussement. Alors les deux périodes el w' sont in-
finies; on a (n° 23) :
2

1 p 2
YU = ——s YV =P U =— —=s
.! )-! o ] I{:‘

€T =

Les trois valeurs de « correspondant & trois points en ligne
droite vérifient alors la relation

Uy~ ts—+ Uy = 0
en effet, elles sont racines d’une équation de la forme

2 a
— + — 4+ b=o,
ut o ou?

qui, rendue entiére, ne contient pas de terme en u2.
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[l n'y a plus qu'un point d’inflexion, car en faisant

i

on i

U= Us= Uz= U,

Ce point d’inflexion est dailleurs rejeté a I'infini.

65. Rectification de la lemniscate. -

pour équation en coordonnées polaires

L’arc OM = s (fig. 6), complé a partir du point double

r2= 2 cos20.

est nul, est donné par les formules

1l vient

ds =y/drt+ rtdh*=

Vv

on a done une intégrale de la forme

avee ga=—1, 3"

J

Jo Y4z

5 =p(s;

d

— 0. On en conclut

2 HF!'

h

_ Soit une lemniscate ayanl

on

!
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On a ainsi une représenlation géomélrique de la fonction
f 4 5 Sl 5
p(s; 1,0) pour les valeurs réelles de I'argument.
. I I
Actuellement les racines e, ea, e; sont ~, o et — ~- Les ex-

pressions
¢’est-a-dire

ou encore

o
sont des fonctions uniformes de s exprimées par les quotients

7 (5) aa(8) a'3(s)

)
3(s) 7(5) G'(s)

On a ainsi une représentation géométrique de ces Lrois fonctions
pour le cas go=1, g3=o.
La demi-période réelle est donnée par

i ds s dz
L gy
Jo, V4P —gas—gy S Y4zt —3

Elle est égale au quart de la longueur totale de la lemniscate, car
en revenant a la variable r, on a

ce qui est la longueur de 'arc OA.

IlI. — PENDULE SPHERIQUE. CORPS PESANT DE REVOLUTION.
ELASTIQUE GAUCHE.

66. Pendule sphérique. — Le pendule sphérique est constitué
par un point pesant mobile sans frottement sur une sphére fixe.
Prenons pour origine le centre de la sphére et pour axe des z une
verticale dirigée vers le haut. En coordonnées semipolaires I'équa-
tion de la sphére est

r2—43

2 ]2
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en désignant par / la longuear du pendule. Le mobile est soumis
a l’action de deux forces, son poids et la réaction normale de la

sphére; le théoréme des forces vives donne donc
l=—ngs+h.

De plus, les deux forces étant dans un méme plan avec I'axe
des z, on peut appliquer le principe des aires 4 la projection du

mouvement sur le plan 2Oy :

Y désignant I'angle polaire. Ces trois équations déterminent z, »
et ¢ en fonction de ¢.

Cherchons d’abord a déterminer z : il faudra pour cela éh-
miner 7 et . L’l"z||:;ltin|1 des forces vives peut s'écrire

drt—+ rtdl? -+ ds?

dit? z3—+ h.

De I'équation de la sphére, on tire 1 =\/{* — z*; d’aulre part,
I’équation des aires donne

C dt Cdt

(;'I'J e

e R B
Portant ces expressions dans I’équation des forces vives, on a
une équation de la forme
."!.IF,'_Z 1
(1) A
l-\ dt }

ol ©(z) désigne le polynome du troisiéme degré

v(z)=(h—2g3)(2—32)— G2

On en déduit le temps ¢ et angle 4 en fonction de = par des
intégrales elliptiques.

Pour que :—;f soitréel, il faut que ¢(z) soit positif. Ce polynome
a ses racines réelles : en effet, appelons z, la valeur initiale de z
et substituons dans & ( z)la suite des nombres 4+, I, 54, — {; nous
trouverons, pour les résultats des substitutions, les signes 4+, —,
~+, —, car z, rend évidemment ©(3,) posiuf, la valeur initiale
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dz : 2 ;
de —; €lant réelle. Il y a donc une racine z, de ¢(z) entre 4=
et /, une autre z, entre { et z,, une troisiéme 53 entre 3, et — /.
Ainsi les nombres de la suite

sonl rangés par ordre de grandeur décroissante. La variable z par-

tant de 5, ne peut varier que dans I'intervalle z, z,.

Calcul de z. — La coordonnée 5 est donnée en fonction de ¢
o KU R e ) , L SR S
par 'équation (1) d’aprés laquelle / (d_f est égal & un polynome
©(z) du troisitme degré en z. Pour en tirer z par une fonction
elliptique de ¢, nous commencerons par faire un changement li-
néaire de variable de la forme

(2) £ NEs g

ol s désigne la nouvelle inconnue et M et N deux constantes telles
que I’équation (1) prenne la forme

Is\ 2
(3) (:{;) = 83— o8 — g4,

\

Par la substitution (2) I'équation (1) devient

(4) dt M2 =~ M2z

(r(s)*_ o(z) o(Ms—+ N)

Pour identifier avec la forme (3), il faut égaler & 4 le coefli-
cient de s* et a o celui de s? dans le deuxiéme membre. On a ainsi
e /i

(5) M - = N = o

L’équation prend alors la forme (3) a condition d’attribuer aux
constantes g, et g3 des valeurs convenablement choisies.

Comme le polynome ¢(z)a trois racines réelles 5, > 3, > 33,
le polynome transformé

o(Ms—+ N)
T OMEE

=4 —g15— gy
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)‘. a trois racines réelles e, e,, ;3

1 : zy— N s3—N g3— N
(b) €1= N g3= - M gy = =
et 'on a e, > e. > ey, car M est |m.~ailil]

Construisons alors la fonction pu avec les invariants g, el g3;

““q celte fonction vérifie I'équation

o(Mpu—+ N)

.!,'_' U= i]_,-\. i Zapu Fa = YEVE
| Si donc on pose
|$ $=pu, s=Mpu-+N,
fa u étant regardé comme fonction du temps ¢, I’équation (4) devient
Sl fdu? i
{p i) | N3y — Sap il £
. \az) 4. 2}
ll.ulll
fdu du
| B = I.
{ dt ) dt

On peut toujours prendre le signe -+, car pu ¢lant paire, on

|u‘l|! t‘.]l:ll]:_;i'l' |:: r-'i:_;l]t' i]l‘. u. Una zilnl‘.-\

i = t 4+ constL.

Cherchons maintenant de !|1Il’]|l‘ forme esl la constante. Comme

la valeur trouvée pour M esl positive, la relation

- \] p i —+ N

yu varie dans le méme sens que 5. Donc quand =
J | I

kd montre l{lll' 5

il décroit de =z, 4 3, pu décroil de e, a ey, v — v’ esl donc réel et
; .

I'on a
u=1 W,

si 'on compte le temps & partir de l'instant ol z = z;.
w Lia L_|¢|ni—iu'-|'iunic réelle w est le temps que met 5 a varier de 3,
A'Zy.
9 Calcul de 1. [’angle 4 est défini [1.r|’i:'ai|!.|L|m| dilférentielle
- C dt
o'y ~
1 e =
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que nous écrirons, en remarquant que dt = du,

Cdu I )
ATy v e SR T ) o
4y 2l ( z—1 5+ /)

Dans cette équation, il faut remplacer s par sa valeur
s=Mpu-+ N;

le coefficient de du est alors une fonction elliptique de « que
nous allons décomposer en éléments simples, de facon a pouvoir
intégrer.

Considérons deux arguments @ et b définis par les relations

(7) {=Mpa-+ N, —Il=Mpb + N,
ces arguments sont définis aux signes prés; nous verrons plus loin
comment il convient de choisir leurs signes. Alors I'expression
de d' devient

Cdu / I I A

II —_— — —— - - —_  — | 3
e 2 M/ ( pu—pa pu-—-pb ,-J

ot il reste & donner une forme simple au coefficient - \}!-

Pour cela remarquons que le polynome

ol3) o(Mpu-—+ N)

MIZET T OMEE

se réduit & — pour s=/{ et 3 =— [, c’est-a-dire pour u=ua

G2
Mz /2
el «# = 0b; comme on a identiquement

2

o(Mpu -+ N)
Pl =y -

Mz :

on lrouve, en faisant successivement u — a et u = b,

(9%
Iill—'r.‘:—— — I]n'ﬂb.—

\j B
Nous prendrons, en extrayant les racines,

1C
M’

I}I’({. = .F]I}’ —

ce qu'on peut loujours faire, car jusqu’a présent les signes de «a
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et b n’étaient pas déterminés; nous les déterminons par le choix
§  de signes que nous venons de faire pour p'a et p'b.

On peut donc écrire

; .dy p' b P'.-r
91 E = = ~ - el
du pu—pb pu—pa |
La (.ll'-compnsition du second membre en éléments simples se

bl| fait en appliquant deux fois la formule (64) du n° 44

™ e |

2L — = t(u+a)—l(u—a)—2la,
dut . i ' |
fh — Lu b))+ Z(u—0b)~ 'a:r";, |
I
En intégrant et en remontant des logarithmes aux nombres on
lrouve \
“ il e S (u+a) o(u— f';_.'f Sullb-La),
F‘ s(u—a) c(u+0)
La constante d’intégration — E? se détermine par les condi-
tions initiales.
y - . o . - |
[’angle ¥ est ainsi exprimé en fonction du temps.
Ezpressions de z et y. — On a
iy T peS(ubo) lu—8) 0 g,
T—1Ly 5 a) a(w—+b)
] ] 5 3, . 3 il
D’autre part, d’aprés I'équation de la sphére,
|
i |..r'—E—.‘.Il"l-:.:'—."_j,"}:l(—:.lu-lr’.;_;_lt—‘hl'“hf--I[thlr:_[)r’f—[a.lf)_'l_ I
: Ny (u+a)sd(u—a) c(u+b)s(u—2=0)
(z+ty)(e—i1y)= — M -~ St |
: AR s*uzla Frush |
||
En mulupliant membre 4 membre les égalités qui donnent '
——— ¢t (x+ty){xr—1ty)Oon oblient (x4 ty)=,
i il i ; _ ¥
= w(u-ta)olu—b) o |
2ive= EM-S —2) eutp-ta),
J sgasbsiu ! I
|
on en conclul '
: I s(w—a)a(w—+b) i g
: Z—iy=—M: 2 p-utfp=ta), |
' E sasbs*u |
f A ; i
Enfin, remplacons M par sa valeur en fonction des éléments
elliptiques, valeur qui peut s'obtenir en retranchant membre i |
1 |
|
i
|
i
t'
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membre les égalités

—!l=Mpa + N, —I=Mpb+N;

a9 F2azh

o pa—pb _.j'[;‘u;'v:—r‘n::_r}___._.r‘, i

: S 2gdagh a)o(u—0b)
TR e T s L e =)

i etilb—ta)
Jla+b)d(a—20b) 72

/ agFash :’{f:—rrl‘:‘rlr——fa} s
& ) L p—ullp-ta),

Eolarbd)ala—0b) . s'u
On a ainsi z, y, = exprimés en fonctions uniformes de ¢.
Quand ¢ augmente de 2w, 5 reprénd la méme valear, ’angle po-

laire ¥ augmente d’une certaine constante.

67. Corps pesant de révolution suspendu par un point de son
axe. — Prenons pour origine le point de suspension O, pour axes
liés au corps l'axe de révolution Oz et deux axes perpendicu-
laires, pour axes fixes la verticale ascendante Oz, et deux axes
perpendiculaires. On démontre en Mécanique (') que les angles
d’Euler 6, ¢, 4, qui définissent la position des axes liés au corps
par rapport aux axes fixes, sont donnés en fonction du temps par
les formules suivantes. D’abord, en posant cosf =z, on a

) l ?
(dz\?
)

I
Lal /

ot m, n, o, B désignent des constantes, dont la premiére m esl

positive, de sorte que f(z) est un polynome du troisiéme degré.
On a ensuite

(l'rl-lJ

dt

ds

dt

(2)

I'o :It’:signant une aulre constante.
[l s’agit de tirer de ces équations , », 4 en fonction du temps.
les calculs, comme on va le voir, présentent une grande analogie

avec ceux que nous venons de faire pour le pendule sphérique.

(*) Voir ArrELL, Traité de Mecanique, L. 11, n° 402,
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Cette analogie peut aller jusqu’a I'identité, car, dans le cas parti-

culier ot le corps pesant de révolution se réduit & un seul point
matériel, il constitue un pendule sphérique.

Le p{'r|_‘_.'m'1|m.'. f(:) est Ill'!“_:;lli[\l}{lilt‘ les valeurs — o0, — 1 et 41

de 3, tandis qu’il est positif pour la valeur initiale 3, de 5 qui

réel et pour + . Il a done ses trois ra-

s - ds

l‘L‘I]lI nécessairement —
dt

, 33 réelles et comprises respectivement dans les inter-

valles (4o, + 1), (+1, 5¢) €t (3¢, —1).

cines 5y, 5

Calcul de 5. — Commencons par faire un changement linéaire
de variable
s=Ms~+ N,

ot M et N sont des constantes choisies de telle fagon que I'équa-
tion en s prenne la forme
fds 2 h
( dt ,) g
Par ce changement I'équation (1) devient
(.rf.s‘ )-’ Al _f": Ms—+ N)

On déterminera les coefficients M et N de facon a rendre égal

a 4 le coefficient de s? et 4 o celui de s?; aprés cetle détermina-

£
tion, qui donne pour M la valeur positive M :!'—t, on pourra
()

écrire

6 I,f'| Ms—<+ N)
E 7 T

4 condition de donner aux invariants g, el g5 les valeurs qui

rendent le premier membre identique au deuxiéme.
Les racines du polynome f(z) étant, par ordre de grandeurs dé-
croissanles z,, 3., 33, celles du polynome transformé en s seront
31— N 33

—'N S3— N
ey = » €y = —— g €= —_ — .
M M M

Pour que f(z) soit positif il faut que z partant de 5, varie
enlre 3, et 333 done s devra varier enlre e, el ey.

Si 'on construit la fonction pu aux invariants g, et gy, celle

A:-®r L. 7

SCD LYON 1




98 CHAPITRE III
fonction vérifiera I'équation

! "(Mpu—+ N)
ptu = "{'7 = 4p*u — Zapu — 23.

M2

NOIIS ]]OSC}_‘OHS alors S§=puen I"Cgi’ll'di’lﬂl i comme une fOI]Cfi{)l]

de ¢, et 'équation (5) deviendra

3 {"«fu A
Viu(— ) =4pPu—gipu— g3,
L \ dt ,J \ &1l 2

¢'est-a-dire

[ du\? du
ﬁ =1 =41

‘_ F TR di

olt nous prenons — 1, car, pu étanl paire, on peut toujours

changer « de signe. On a alors

i = ¢t -+ const.,
et, comme s = pu doit rester compris entre ¢, et ey, u — ' doit
étre réel. Nous ferons

(8) =10+ w;

alors pouri—=o, &= w', Pt = ty, 5= £y,
Le temps est donc complé a partiv d’un instant ol 5 = 3;.
En résumé, nous avons exprimé s en fonction uniforme du
temps par la formule
s=Mpu-+N, w=1{-+uw.
La demi-période w est le temps que met 5 a varier de z; 4 3, el
inversement.

Calcul dey. — On a

dy |
I =

Remplacant, dans celte expression, z par sa valeur
s=Mpu-+ N,

et dt par du, on est ramené, pour avoir ¢, a intégrer une fonction
elliptique. Pour faire cette intégration il faut décomposer la fonc-
tion elliptique du second membre en éléments simples. Pour
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cela, déterminons deux arguments constants @ et b par les condi- '

tions que pour u=a, s devienne égal & 1 et pour u= b, 5 de-

! vienne égal & — 1
ﬁ ( Mpa—+N=r1,
(g :
! ‘I) || .\|]|/}—;-N.——|,
3 L i
| Ces arguments sont déterminés aux signes prés par ces deux
"I équations, si I'on regarde comme équivalentes deux valeurs de «
ou deux valeurs de & ne différant que par des multiples des pé- ,
riodes. On aura alors .
L) r P
i dy 1 3+ n B—n
du 2M \pu—pb [l!r—|rc£) \
8 A |
B+n B—n , : - in . : I
Les rapports i’ T S expriment d’'une manicre simple & |
l'aide de @ et . Remarquons pour cela que le polynome f(z) se '
réeduit & — ( :i —n)? pour s =1 el a— ( :j 4+ n)? pour z=—1.
| . . 3 ’ oo i \ 9 |
' Donc la fonction f(M pu - N) se réduit & — (F — n)2 pouru=a
{ Jiatey \i .
eta — (B + n)? pour u=>b. Mais comme on a identiquement
: f(Mpu-+N)
, piu = —m— ’
] B !

on a, en faisant successivement u — a et u = b,

(B+n)?

M .

pla =— — — _p'“—'f} = —

|
En extrayant les racines, nous prendrons I

—n
N .3 . f
pa=i——: p'b=i——,

M

| en choisissant convenablement les signes de @ et & qui jusqu’ici (f
T i
1 étaient restés indéterminés. Nous aurons alors
| .Y p'h p'a
23— = — e o !
| du  pu—pb pu—pa !
| |
‘ L'intégration s’effectue comme dans le cas du pendule sphé- |
b . 1
ﬂ rique. |
; Si l'on appelle «", 8", v les cosinus des angles que fait 'axe O z i
j I I | Y | =)
: 4 -.
: f
| ] |i
| J
. i
|
!
A
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du corps avec les axes fixes Oz, Oy, Oz, 0na

" YR T T e R
" i — - (it ol =1,

de plus o et 3" sont les coordonnées x, et 3, du point situé sur
I'axe du corps a une distance 1 du point O; en appliquant une
méthode 1dentique & celle que nous avons suivie pour calculer z
et ¥ dans le pendule sphérique, avec ce seul changement que,

actuellement, { se trouve remplacé par 1, on trouve

- - . agach g(u+a)s(u—>b) .. v,
'+t =—E——7—7 = — — gliLo—=Ral,
J sla+b)g(a—0) clu
e 1 agach s(uw—a)s{u-+b) ol
x"_ ;"j — —_—— i N ey i e Ch—Lla
: Eg(a+b)s(a—b) Ftu
avec

u=1t-+uw.

Calcul de . — Ona

(/'._: N _db ) s e
PR B et

Décomposant le second membre en fractions simples, il vien!

= I I{/ B4n B —n\
= Pe— N4 - = .
dt 1 2\ 541 I _.J

Remplagons z par Mpu -+ N et introduisanl comme tout a I'heure

les argamenls a et t'), on a

{5 / / ' & !
DR (O LN L
du 2 \pu—pa pu—pb)

d’otli, en décomposant en ¢éléments simples,

.do
9

2i—" t(u-+a)+2La
du i :

=a2i(ro—n)+ {{u—a)—
C(w—b)—L(u-+ b)+2Lb,
et en intégrant

- N S 4
_q° (u—a)d(u—"0) . outastsy

8im—9fr.—n)
etig—2ilr—nlu — +Lb)

- f { ¢
g(u+a)s(u+b)

la constante C se détermine en écrivant, par exemple, que © esl

nul pour ¢ = o, clest-a-dire u=w'.
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68. La courbe élastique gauche (1). — Il s’agit de trouver la
figure d’équilibre d'une tige flexible dont la section est circulaire
el qui est soumise & I’action de forces appliquées seulement a ses
extrémités.

Si I'on choisit convenablement les axes de coordonnées, on

lrouve pour définir la courbe cherchée les équations différentielles

dans lesquelles z', y/, 3, 2", ) " désignent les dérivées par
rapport 4 'arc s des coordonnées z, y, 5 et o, {3, y des conslantes
dont les deux premiéres sont essentiellement positives.

Ajoutons membre a membre les équations précédentes apreés
avoir multiplié les deux membres de chacune d’elles respective-
ment par e ._1", z'; en Lenant compte de la relation

'y -1

24y =1,
nous trouvons
(2) a+ Blyx'—xy' )+ =0
et en différentiant le premier membre par rapport & s

(3) B(yz"—zy")+15 = o.

Multiplions maintenant par z les deux membres de la premiére

équation différentielle, par y les deux membres de la deuxiéme et

ajoutons, il vient
(Y —yz)— 5 (zy —ya")=a(z2' +y¥'),

et si I'on remplace z)’ — yz' et 2y’ — ya” par leurs valeurs

en fonction de z' et de 3 tirées des équations (2) et (3}

Bl v ., : L e ,i,_; (22’ 4 }‘J/a},
ou encore

Blaz'+yy')= 4"

(1) Voir Henmite, Sur quelques applications des Sfonctions elliptiques, p.93:
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mécanique analytique de Lagrange
(édition publi¢e par M. Darboux, t. I, p. 46o).
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En intégrant et en désignant par ¢ une nouvelle constante

B(a2=+y2)=2(s'—8).

Ainsi, des équations différenticlles données (1), nous pouvons

déduire le systéme suivant

]

Blxy' —ya')=a+ 15,

Hax'+yy)==

i o p &
B(x2+p2) =2(5'—0).

Servons-nous mainlenant de 'identité

(e’ 4+ 3,}—' )24 (I:,-.--,-’ s 55')" 2= (224 .,1'2 ) 't 4 }’f‘"‘ ),

nous obtiendrons, pour déterminer z', I’ équation différentielle

(({E )— 2B(1—3s2) (&' —8)—(a+y3)

Dans le cas particulier ott v = o, cette équation différentielle
a, au signe de 3’ prés, la méme forme que celle qui s’est présentée
a4 propos du pendule sphérique et s’intégre de la méme maniére.

Si v 3£ o, I'équation différentielle ne différe de celle qui donne
z = cosfl,’dans le mouvement d’un corps grave de révolution, que
par le signe de z’; la méthode suivie dans ce dernier cas s’applique
donc sans difficulté au cas de I’élastique gauche et I'on pourrait
d’ailleurs mettre les problémes en équation de maniére 4 aboutir a
des é(.[uutionsztli[l'ércnLicl]crs identiques.

D’aprésfun théoréme di a Kirchhoff, 'axe d’un pendule sphé-

rique ou d’unejtoupie dont la pointe est fixe reste toujours paralléle

L)
a la tangente a une courbe élastique gauche, le point de contact

de la tangente décrivant la courbe avec une vitesse constante (1)

(') Voir GreexuiLL, Fonctions elliptiques, p. 320 et 324, PoINcARE, Legons
sur la Theorie de ['Elasticité, p. 201.

SCD LYON 1




EXERCICES SUR LE CHAPITRE IIIL 103
EXERCICES SUR LE CHAPITRE III.
1. Déterminer les paramétres des points de contact des tangentes

menées 4 la cubique # = pu, ¥ = p'u par le sommet A, de la branche

infinie (o et w' réels).

En conclure que, Oz étant supposé horizontal,’si I'on considére le point
le plus haut de 'ovale on peut prendre pour paramétre de ce point une |
quantité de la forme a@ + w', @ étant une quantité réelle comprise entre o |

2
Il suffit pour le voir de prendre un argument « -+ ', de faire varier u
w

. W ' ;
de o 4 — et de remarquer que — -+ ' correspond 4 une tangente menée du
2 2 >

sommet Aq.

9 Le rapport anharmonique des guatre tangentes menées a la cubique
| .

par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se dé- |
place sur la cubique.

On peut obtenir ce rapport ;lnh:lrmnniqmr en fonction des coordonnées |
du point P et des coordonnées des quatre points de contact. On exprime .

ensuite ces coordonnées a I'aide des paramétres elliptiques correspondants

et I'on applique la formule de 'exemple 2, page 63.

3. Silon appelle points correspondants d'une cubique deux points tels
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois
gnant par « le paramétre

points correspondants d’un point donné et, en dé:
| du point donné, on peut prendre comme paramétres des points correspon-
dants
U+w, u-+w, u-+w+o';

chacune des demi-périodes définit un des trois systémes de correspondance.

Si l'on considére deux couples de points correspondants du méme sys-

téme: A, A’ d'une part, B, B’ d’autre part, les droites qui joignent les points
non correspondants AB, A'B’ ou AB’, BA’ se coupent sur la courbe et les !

deux nouveaux points sont des points correspondants dans le méme sys- {
téme.

4. Sur la cubique définie par les équations
r=Dpu, =D, !

on prend deux points dont les paramétres différent d'une constante ¢; la |
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixiéme classe.
Dans le cas particulier o ¢ a 'une des valeurs

/
w, w, -+, i |

.
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I'enveloppe est une courbe de troisiéme classe (qui se présente ici comme
comptée deux fois).

Dans I'équation de la droite joignant les deux points on remplace les
coordonnées courantes par les coordonnées z, 3o d'un point Py, I'équation
en u ainsi obtenue a six racines dans un parallélogramme élémentaire.
Dans le cas particulier ou ¢ = w par exemple, I'équation en « ne change
pas quand on change u en u -+ w.

Remarque. — La cubique donnée peut étre regardée comme la hessienne
d’une autre cubique G et cela de trois maniéres diflérentes; les courbes
de troisiéme classe qui viennent d’étre définies sont les cayleyens des

trois cubiques C (1).

5. Si deux systémes de trois droites ont huit de leurs neuf points d'in-
tersection sur une cubique, le neuviéme point d'intersection est aussi sur
la cubique.

Cette proposition peut se vérifier directement a l'aide de la condition
pour que trois points soient en ligne droite; elle peut aussi se déduire d'un
théoréme démontré n° 62.

Si l'on appelle tangentiel d'un point m d'une cubique le point o la tan-
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en
ligne droite sont en ligne droite.

La droite qui joint deux points d'inflexion va passer par un troisiéme
point d'inflexion ; on remarque qu’un point d’inflexion se confond avec son
tangentiel.

6. Déterminer les points d'inflexion de la cubique
&= pu, iy A o 2

en étudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente.
On trouve pour les déterminer I'équation

pup’u—(p'u)t=o,
ou en posant # = pu, l'équation

\ ) 1 ; 1
f(_z,): ot — —"’i.f,'z— 2y — —
2 12 \

dont la dérivée est
J(z)=4ad— gow — g3=0.

Si gs et g3 sont réels, cette équation a deux racines réelles et deux racines
imaginaires conjuguées. Ces racines sont

2 2w’ 2w 2w
= o MY L e calion il
L 3 I 3 3

(?) Voir CLEBscH (LINDEMANN), Lecons sur la Géoméltrie, t. 11, p. 38i.
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si on les désigne par a, b, ¢, d elles vérifient la relation

23S =(a—ble—d)r+(a—c)la—d)(b—c)(b~—d)=o0,

qui s’obtient en appliquant les formules (7) et (9) page 62 (S est un inva-

riant de I'équation).

7. Etant donnés trois points P, Q, R sur une cubique, déterminer un
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les cotés
passent respectivement par les points donnés P, Q, R.

), R sont en ligne droite,

Il y a quatre solutions. Si les trois points P, (
les sommets de I'un des triangles sont en ligne droite : il reste seulement
=] o

trois triangles proprement dits.

8. Si I'on considére une conique ayant deux fois un contact du deuxiéme
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les
points de contact va passer par un point d’inflexion.

9. Sil'on considére I'une des trois tangentes mences d'un point d’in-
flexion le point de contact esl tel qu’il existe une conique ayant en ce
point avec la cubique un contact du cinquiéme ordre (six points confondus).

Retrouver que le nombre de ces coniques est 27.

10, On méne la tangente & une cubique en un point Py; soit Py le point
oil cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On méne la tangente
en Py, soit Py le point ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe.

On détermine ainsi une suite de points
I‘m_ l.;, A I),.,

dont chacun est le tangentiel du précédent. Trouver la condition pour que
le contour ayant ces poinls pour sommets successifs se ferme et forme un
]rrtl_\';_'nlll_‘ de r cOtés.

On écrit la relation qui existe entre les parameétres de deux sommets
consécutifs et 'on exprime que P, coincide avec Py; on Lrouve que le para-
métre de P, doit satisfaire 4 la condition

20 = 2N I'il.’
g =

(—1)—1ar—1
1t encore examiner si le polygone correspondant & une solution
a bien r cotés.
Par exemple, pour » =3 on trouve parmi les solutions les tangentes

d’inflexion comptées trois fois.
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CHAPITRE 1V.

ETUDE SPECIALE DES NOTATIONS DE JACOBI.

I. — Foxcrions DE JAcoBI.

69. Objet du Chapitre. — Les séries et produits a double entrée
employés pour définir les éléments <, {, p, Z, H a I'aide desquels
on peut exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent élre
remplacés, aussi bien dans la notation de M. Weierstrass que dans
celle de Jacobi, par des séries & simple entrée beaucoup plus ra-
pidement convergentes.

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi : nous avons
d’ailleurs montré comment on passe d’un systéme de notations a

I'autre, en donnant la relation entre les fonctions H et @ (n® 40).

- ; ! i i w'
(0. Périodes. — Nous avons déjadit que le rapport — des deux
» w
périodes doit éire imaginaire, sans quoi le réseau des parallélo-
grammes n’existerait pas. On peut toujours changer le signe de w
ou de o', car une fonction admettant pour périodes 2w et 20/
admet aussi pour périodes — 20 et 2w’ par exemple. Nous pou-
vons done choisir les signes des périodes de facon que dans le
w' i 4 2 S :
rapport — le coefficient de ¢ soit positif; c’est la ce que nous
W

supposerons toujours. Jacobi désigne les périodes par 2K et27K/';

e Yo F f Tohrh o
dans le cas particulier ot K et K’ sont réels, le rapport doit

¢étre positif. Nous pourrons employer tant6l 'une tantdt l'autre
maniére de désigner les périodes : on se rappellera que

w=K, =ik,

Si, dans le cas général, on pose

T 'i

g=¢g W=p
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le nombre ¢ a un module plus petit que U’unité, car la partie -
- | ]

: w' i 3 3
véelle de 'exposant —— est négauive.
L}

71. Développement en série simple de la fonction Z u. Valeur de @

— La fonction
. H' (1)
T e by
H(w)
construite, comme nous l'avons expliqué, avec les périodes 2w

et 20/, a pour poles simples de résidu + 1 tous les points

a w=amw-+anw, .
" ot m et n prennent toutes les valeurs entiéres positives, négatives
it et nulles.
h Nous allons construire cette fonction d’une autre maniére, en
o formant, a I'aide d’une série de cotangentes, une fonction ayant
1 les mémes poles et les mémes résidus que Z. Le point de départ de '
n la méthode réside dans ce fait que la fonction
0
) N S (. — 2nw')+ const.,
2w 2w -

" ol n est un entier déterminé, a pour poles simples de résidu +1
" tous les points .

w—2nw = 2Mw, 4
& ou
1] U=2mw-+2nuw, (Ma=10; =1y =25 vy == ) I

Considérons la fonction

L n= = col

2w 2w

(t—2nw')—1i

ot n désigne un entier positif; elle admet comme poles simples,

avec le résidu + 1, tous les points

- &= R L=

u=aanw-4+amw (m =01, 37}

R

Cette fonction peut s’écrire

) — .
c0s — (it —2nw)—isin—(u—2n w')
: T 2w 2w ?
llu—_- — ] |
2w ’ T ;
sin— (¢ —2nw) |
20 ° . |
1
]
|
1
1
|
| i
{ (1
|
i <{i
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;{-_\i

[0}

ou en introduisant la quantité g =¢

TCrei Tt
" i e 2w qn i e W g2n
Up= T T '_'__ = i __ Tl #
MW g—n—eg 2Wgn I—e O g

Cette forme de U, montre que la série

)
W e
2 [ ny
n=1

est convergente, 4 la facon d'une progression géométrique dont la
raison serait ¢>.

Considérons de méme, en supposant maintenant 2 enlier et né-
eatif, la fonction

Vi=— |cot —(u—anw')+i|;
2 ) 2 W

elle admet comme |u_‘:lc.\a_._ avec le résidu 41, tous les poinlts
u=92nw -+ ammw, Sy = i sl R
on peut P’écrire

TCred

i ,.Ts_ r/—ﬂu

-\.u = e—- A ———
R
2w q n__ |
et 'on voit que la série
—®
5
> v,
]
n 1

est con vergentle.

Nous allons vérifier que la fonction

-
, T U R T = 4
Pl{u)= — cot - - — |lcot—(u—2nw )—1
2 ) 2w 2 2 1)
n=1
—
v ™ T o :
i - |cot — (U —2RW )+ ¢
Al 210 2

R I

est identique & Z( u).
D’abord cette fonction ® () est impaire comme Z (u); on le vé-
rifie immédiatement en écrivant la série qui donne ®(— u) : cette

série est égale & — ®(u). La fonction ®( ) a les mémes poles et
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les mémes résidus que Z(w). Elle satisfait aux relations

dlu+2w) Pu),
; iw
Plu+aw)i=Dd(u)—

(7]
La premiére de ces relations est évidente, car chaque cotangente
admet la ]»n_'-r'indu- ow: la deuxiéme se lrouve en formant la diffé-

Pl +~ow)—D(u)

el remarquant que, dans la différence des deux séries, les termes
se détruisent deux a deux sauf deux termes
¥ U]

Considérons alors la fonctlion

() bin)—7Lu

Cette fonction est réguliére en tous les points a distance finie, car,

'Iil.l'l.‘- |ll \'Hi.‘*’ill'dl'_"'l_‘ ll‘ll['l IJUi.Ill

U=a2mmw-+—2nw,
on a
I . ; MES o
Pe)= fonetion régulicre,
i - DLW — 2l
- 1 . . ‘ ax
Tiu)= - -+ fonction réguliére,
U—2mwm— 20w

el, en retranchant, on voit que ' (u) est réguliére au point con-
sidéré. En outre, d’aprés les relations que vérifient @ (u)etZ(u),
on a

U+ a2w) =W u),
. ; i 29
Ui+ 2w )=W(u)— .
(1) w

En répétant un raisonnement qui a déja été fait (n® 24) on voiut

que la fonction W () est une constante el de plus que l'on a

Ainsi

d ()= L(u)-+ const.

Cetle conslante est nulle puisque ®(u) et Z(u) sont impaires
toutes les deux.
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En définitive, on a obtenu pour Z(«) le développement

o -

L T T w il T - ;
Z(u)= — cot — + col—(u—a2nw)—1
2 2w 2t 2 2

n=l

S : 3

b, S | ™ 5 4

e —|cot—(u —2nw' )+1].
el 200 | 2w ; i

n=—1
De plus, en se rappelant que I'on a posé 8 = nw' — wn', on
voit que I'on a démontré la relation suivante

I

' ]
W —wn = —-
2

72. Fonction H. — Nous avons déja défini la fonction H comme
une fonction dont la dérivée logarithmique est Z. L’expression
simple que nous venons de trouver pour Z va nous donner, par
intégration, un produit trés convergent servant a définir H. Le
probléme se pose comme il suit :

Trouver la fonction dont la dérivée logarithmique est

-

. 7 T i - o A
Z(u)= —cot cot —(ww+2nw') 41
20 200 e D10 2 g
n=1 =

e -

Tl Ty ' .

= — ot —(lt—2nW )—t].
e 2 (1) 20 2
=1

Pour écrire le second membre, nous avons, dans une des
sommes qui figurent dans Z u, changé n en — n.
Si 'on intégre entre o et « le terme

| | e TS S R |
2w | 2w i

on trouve

sin (w+2nw)

20

I JOF — -

: . TETW

SN — =
w

yuis en remontant des logarithmes aux nombres
=]

sin— (U 4+ 200 ) jxn
2t —
— 7 €
= LT
11 -

20

w
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ou bien

— (f42n W'
el

ou enfin, en effectuant au numérateur puis en multipliant les deux
i W'
n—
termes par ¢ ©
imn
|_ q° ne W

l_v“

On a done

g . 2 L= ---r_
cot (+2nw') -+ - ‘I I = Qi
2100 cf:’r 1 — g2

On voit de méme que

intn
o = — —
\ﬂ i ;14 : ! il I—qgite ©

b - | cot (t—onw')—i|= — Log - - .
el 11 2w e aa I —g=h
n=1 n=1

Nous avons ainsi les llxpl'c:‘,.‘ii:_llls des deux sommes i[llE entrent
dans Z(u).
D’ailleurs
™ o . T

cot — @ = — Log sin —.
PR n{u’ 2w

Donc on peut écrire

{
L) = 2 Hiu )
du
en ]mr\imt

iy f (R A"

i =
H(w)=C ‘-m—-II[I—r/‘”'“’ )\I—q": o

2w

n

ot C désigne un facteur constant. On trouve enfin, en effectuant

le produit des deux facteurs du terme général,

T YT/ . U ’
H(u) = Csin - I I (l—- 243 cos — - g'# ).
2 B BN ({}] J
=1

]

T3. Développement de H(u) en série trigonométrique. — Le

yroduit I gui ficure dans 'expression ci-dessus de H(wu) peut
| 8 | %) ]
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3 » ; 3 ¥t TU
elre IJ[‘(IE)IIIIU suivant !(_‘5 ]lll]_-iﬁi'i]'ll'!{‘.'i ]1051[1\'!:5 {]t? CO0s— : COmme
(V]

. . U , 5 .
une puissance |::_l51[|\'(_‘. de cos est f:'_‘;:llll a une somme de cosinus
(] 3

. ™I . . A . 3
des multiples de o) On voit que le produit IT peat étre développé
1)

en une série de la forme
™ 2T

Il = ¢y+ ¢y €08 — - €3 COS
(01 (L))

i 1 pes o U i
Pour avoir H(#) il faut multiplier par A sin S—; on peut, daps
N 2w 5

le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme

S~ 05—
AL (81]

par une différence de sinus. On est ainsi conduil pour H(z) a un

développement de la forme suivante, oti, d’aprés les notations de

Jacobi, nous faisons w =K, o' =K'

(19 3 TU

TR . T 3 » T F
H(w) =aysin — ¢y 5in —— ...+ a&gsin(an )
LS | 1
2K 2K : ol

ou bien, en remplacant les sinus par des exponentielles

ol NI A 2K

RiTH e L
2

H(u)= Age’ - -Ase

Pour déterminer A,, A,, ..., on se sert de la formule (.0_(_5) du
v 12 ~ %
n® 21 ou I'on remplace & par sa valeur —

i1

iTn
o
H(u—+2iK')=— —-¢e¢ & H(u).

q
On a
imtn [T

H(u-+2iK')= A (J(ﬂ-'-—‘]\_ + Ajgie 2K

T o

e 2K _____\I

i

- 5 A

Bimun

2k
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[dentifiant ces deux séries, on a les relations compatibles

1 el b Sty L S 1
a}r — q Ag, VA:- ot R viu~ 7 An—i,
Ldo=——Ay, LA=— Ay o mAeu=—-—A,
q q? o q° q g 1

qui se réduisent a

,-\].—-—f_fi:\u, "\i':_‘fi-\:l- _\_,T:—r/m.\,_._h

d’ou, en multipliant membre a membre,

Ap=(—1)rgnintil ,,
On a done

-_"lil-_:-:l.” —(2nr+1)
H(u)= A Z(—1)rgnintt e h—e
R Tl
H{u)= BE(—1)rgn+tlisin(2an +1)
L7l 1 § 2K
/ U Imu TU

ot (—1)tgriatUsin(an +-1)

— B ( sin — — g%sin ) —
l:\ 2 K 4 2 K

2 Ik

Le coefficient B peut étre choisi arbitrairement, car

l|ll'ici Il.,:u'i n'a éé déhini []ll‘i‘l un facteur constant prés.

i
]\I‘L’ml b—2 r/" et l'on a pour H[‘H} le (IL_'r\'c!:rplu_‘.rncrll

R g . 3nu 1% . amu
Hiu)= -Jy‘rln_ll\ - 2.4 * sin 5K ~ag * sin K
4 = LR AN I:.'r > i I:.H
+(—1)t2gq ¢ sin(27 1) >
ou encore
_ ) yy— . Omi y— . AU
H(u) =2y q sin SK — 2y q?sin s 2 2% sin — +
) by U
+(—1)t2y g'® tErsin( 2 n --IJ:)}\-

Celte série converge trés rapidement, plus rapidement qu’une

1

[1['11:_“'['1'.*\5[1”1 I‘“"l'!lllll()ﬂ l‘ifllll'_. car ]i_':i l’.\llll.‘ﬁllll.‘j [IIJ l’f" crolssent comme

I{'ﬁ ('.Hl‘l‘l".'-i {1!':-6 IIHIII!}I'I'H enliers.

Quand il sera nécessaire d’indiquer les Ian'-t'iml:-._s‘:u'c'c lesquelles
est construite la fonction H(wu) nous éerirons celte fonction

H(u K, {K'), notation analogue a celle que nous avons employée

pour ¢« en écrivant o(u|w, w').

A. ET L. R

jus-

On
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T4. Fonctions H, Hy, 6, 6, de Jacobi. — Nous avons vu que ¢'u
L2® . TU - R
et H(u) sont analogues & — sin— tandis que pu esl analogue a
™ 2w

. En Trigonométrie on introduit, en méme temps que
g Tv U -

ces fonctions, celles qu'on en déduit en ajoutant a 'argument u
une constante’'w égale & la moitié de la période 2w, et 'on pose
cos T{; = sin ;—n: (v 4+ w).

De méme, a coté de la fonction H(u) construite avec les pé-
riodes 2 K et 27K/, on considére les fonctions obtenues en ajou-
tant successivement a4 I'argument u les demi-périodes K,[K' el
K + /K’, ou du moins des fonctions qui ne différent de celles-la
que par des facteurs exponentiels simples.

En désignant par 7 I’L'X]Joncnlic”c

I S
——(2u+iKk’)
AL Y
=g 5

linéaire en #, on définit les fonctions H,, 0, ©, par les égalités
{ H,(z)= H(z+K),

I e
efluy = —=H(u+ iK',
LA

Sl I -
’ O(u) = - H(u+ K+ iK');

les deux derniéres montrent immédiatement que

(2) (- |'_ u)=60(u-+ K),

car, si I'on ajoute K a #, ) se reproduit multiplié par — ¢.
Voici quelques détails sur les expressions de ces fonctions par
des *lzl‘il’.-'.,
Tout d’abord la formule
H;(z)= H(u+ K)
donne, pour définir H, (u), la série
T 3T (2n<-1)mu

bt : g N T - .
H, () =2V g cos - -2y g? c08 ——+...+ 2y g CcOSs ——— =y
i { ¥ 2k Ve 2 K 1 2
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ou en remplacant les cosinus par des exponentielles et en re-

ma!‘rluanl, que — {'\ 2N |) =oa(—n—1)+1
= (2n+1)t i gt K (2n41)2 1T
= ——— (2n4+1)— —~ W eI R e
”.ltu'] = ) q » e 2k — 3 e h § 2h
AR el i
n==—w® [ A —

On peut encore donner une autre forme & cette série en consi-
dérant I'exposant de e qui est du second degré en (2n 1),
comme formé par les deux derniers termes du développement de

— [+ (2n +1)iK']%
4 KK [ : |
On a ainsi
oy H® =
Hi(u)=e "k hR' )1 TR (2n iK ;
X ]
n= x

Passons maintenant a la fonction ©,. On a par définition

- : 1 s I
0(u)==H(u+ K-+ iK') = - Hj(u—~+iK").
A A
Or
i iT i ™ & K
¢ sy y ——m e e (R0 - TR -l = [e+l2n+2)ik
Hy(u+ (K') = e *ER" &K 3 gEEN
e

n -

Dans la nouvelle série le nombre pair (22 + 2) prend toutes
les valeurs de — o a +o0; on peut le remplacer par 27, on trouve
alors

T o
0,(u)=e Y V o i A
¢ et

n - =
série analogue a celle qui définit H, (%), mais ot figure, dans le

Llerme ;_;‘t'rm':l‘;d, un nombre p;li[' anala |:];t(‘:c de {j an - I').
Quand on augmente z de /K’ les sommes qui figurent dans les
expressions de H, («) et ©,(u) s’échangent 'une dans I’autre. Il en

est donc de méme pour H,(«) et ©, («), & un facteur prés prove-
L , Tt
nant de l'accroissement de I'exposant de e ***. On vérifie ainsi

les égalités suivantes qui résultent aussi des équations (1)

Pk - K" ) ; = :
Hi(u+iK')=e¢e O(u)y= A0y(u),

~(2u+iK

O (u+iK)=e K Hi(w):= A Hy(u).
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La série qui définit la fonction 0, (u) peut s’écrire en effectuant
Tt
s

la multiplication de chaque terme du second membre par e

+m v
it

=l —
(“);(H): z 9‘”’(_5 K 4

A==

ou, en associant les termes qui correspondent & deux valeurs de n

égales et de signes contraires

0, ( TU : 22U i nmu
U)=142¢ cos— + 2g*cos —— —+...+ 2" COS —— ...
() 4 K 1 K 1 K

Enfin, la quatri¢me fonction O (u) peut se définir au moyen de

Pégalité
O(u)=0,(u+K);
on a donec

T 2T s
O(u)=1—2g cos - = + 2% cos — e onS=g g cos ——— ..
K K I

Il résulte de ces développements que, la fonction H(u) seule
est impaire, les trois autres sont paires

H(—u)=—H(u), Hi(—u)y=H;(u),
8(—u)= O(u), O(—u)= 0,(u).

73. Zéros des fonctions H, H,, 0, 8;. — Les zéros de H(u) sont
connus. Ceux des trois autres fonctions s’en déduisent immédia-
tement d’aprés les égalités (1) qui définissent ces fonctions a
I'aide de H(u).

Les résultats sont donnés par le Tableau suivant dans lequel on
ainscrit, en face de chaque fonction, I'expression générale de ses
zéros et ou m et n désignent des nombres enliers

H(wu), omK +2niK',
Hy(u), (2m +1)K +2ni K,
o(u), amK + (2n+1)iK',

O (u), (2m +1)K—+(2n+1)iK".

76. Formules relatives a I’addition d’'une période ou d’une demi-
période. — Considérons, en premier lieu, la période 2K et sup-
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posons qu’on ajoute cette période a I'argument, on a d’abord

p
par! H(&<+2K) =—H(x),

' comme cela résulte des développements de Hu en série simple ou

en produit simplement infini, développements qui ne dépendent

| . . . U
que des sinus et cosinus des multiples de - :
K
21 e e = . i
| Les égalités qui définissent, 4 I'aide de H, les trois autres fonc-
tions donnent le résultat correspondant pour ces fonctions; on
I ;
' trouve ainsi
T H(z+2K) =—H(u),
Hi(u—+2K) - Hy(u),
w O(u+2K) O(u),
(u—+2K) = @ (u).
Si I'on ajoute seulement la demi-période K on a d’abord par
définition
-+- ’ - A - »
H(u+K)=H;(u), O(u-+K)=0:(u),
Iji et, en tenant comple des résultats précédents, on trouve
Hy(u+K)=—H(u), O(u+K)=0(u).
Réunissons ces formules
Hu+K) = Hi(u),
)i Hy(u+ K)=—H(u),
wil 8(u+K) = 64(u),
Lioeé! & (u+K)= ©6(u)
|d. Considérons maintenant la période 2/K’. Les résultats s’ob-
i tiennent aisément pour 6, et H, en se servant des développements
- '—':-”c, _: :."— (te+2nik')*
H||’Hlﬁf.' ‘KK z ot KK "
n=—wo
+ @ .
SEEL L L L PR [T S Y5 G
[{|(H) — ¢ *KR z e ki’
e
. Si I’on augmente de 27K/ ’arcument, chacune des fonctions 0,
i < . ’
_ H, se reproduit multipliée par le méme facteur que I'expo-
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nentielle

T et

¢ VEE,

Désignons par p ce multiplicateur, c'est-a-dire posons
iT :
——(u+ik')
p=e K :
nous aurons

O (u4-2tK)=po(u), Hy(w+2tK)=pH(u).

Pour passer de la aux fonctions © et H, il suffit de diminuer I'ar-
gument de K dans les formules précédentes : 0, (u) et Hy(u) de-
viennent respectivement O(u) et +~H(u), p se reproduit mul-

tiplié par %, c’est-a-dire — 1, et il vient
O(u+2tK')=—p0(u), H(u+2:K')=—pHy(n).
Réunissons ces formules

O (u+2tK) = p6y(u),

Hy(u+2:iK')= ©Hy(n), — 2T ik
e ] =g X .

O(u+2iK') =—pO(u),

H(u+2iK') =—pH(u),

Si I'on ajoute la demi-période K/, nous avons vu (n° 74) que
les fonctions ©,, H, s’échangent & un facteur prés A défini par
—r--r'-:zu—;—iﬁ'.\_

A=¢ 4 ]

’ ooty g — it x
A est le multiplicateur de I'exponentielle e *** corrcspondant a

'accroissement ¢K' de I’argument u.

Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranche K de I'argu-
ment, et si 'on remarque que X se reproduit multiplié par i, on
trouve les formules correspondantes pour 0 et H. On a ainsi

0y (u+iK') = \Hy(u),
Hy(u-+iK')= 4 8;(u), ) .,”;.:aunn-..
8w+ iK')= ik H(u), ]
H(uw—+iK') =ik 6(u),

Enfin, si 'on veut ajouter la demi-période K +- 7K/, il suffit
dans les formules précédentes d’ajouter K a I'argument, ce qui
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donne
O (u+K+iK')= AH(u),
] Hy(u+ K+ iK') =—iA 0(u), e P_i_T;--su_,i\'-.‘
8(u+ K+ i{K')= A Hy(u),
H(u+K+iK)= X 0,(u),
L : 77. Addition d’un nombre entier de périodes. — Supposons

d’abord que I'on ajoute 22K a I'argument; cela revient a ajouter
n fois successivement 2K et, comme le signe de la fonction peul
seul changer, le résultat se déduit immédiatement des formules
relatives a 'addition de 2K,

. Supposons maintenant qu’on ajoute 2mi¢K’, on pourrait encore
ajouter successivement 7 fois 2 K'; mais on peut obtenir de suite

: le résultat en remarquant que chacune des fonctions 0, et H, est
égale (n°® 74) a une fonction admettant la période 2 /K’ multipliée
par I’exponentielle

Ton?
e PRE,
D’aprés cela
U e mi K
Hi(z+2miK')=e¢ K& Hy(u),
miT e
0, ( (= .[., e ’—-—I—‘ — (-4 miK') (') ’
I’l)! (e +amiK') = ¢ (u);
p en remplagant dans ces formules « par « — K, on trouve
””‘E n+mik')
H(u +2miK')=(—1)"e K "H(w),
miT c
5o - — = (R+miK' ;

dul O(u +a2miK')y=(—1)me K IRt o(u).

" Enfin, on démontrerait de méme

fl‘ o _|2m-+_—_.|-1'7: su(2m+1)iK’

.', Hiflu+(2m+1)iK'|=e iR e ]Eh(u.}.

| | _"J‘f”:[—”—ﬁ’Er:-'—-"JJrr-i-llr'I'L"]

f| O [+ (2m+1)iK']=e R Hy(u),

Hlu—+ (2m +1)iK'] = (—1)™ie

Oflu—+(2m—+1)iK']| = (—1)nie

78. Développements de H;, 6, €

W h

(Em—+1)iT

[Zu+(2m-1)iK')

O(u).
(2m—+1)iT et
— — (2 (2m+1) iK' 2
“ K H(u).

); en produits infinis simples. —
Ces développements se déduisent du développement de H(u)
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obtenu plus haut par I'intégration de la série de cotangentes qui

donne Z(u). Nous avons trouvé (n° 72)

n=m » in " \(
H(w) (.\Illill{l‘—':“{‘”f’ 5 ? —
n=1
Cherchons d’abord le développement de la fonction

.r', n

Yok
O(u)= —_p’qr‘ 2K H(uw+ (K").
[

iTu

Quand on ajoute ¢K’ a I'argument u, 'exponentielle ¢ * se

reproduit multipliée par ¢; le facteur

devient

et ’on obtient

I_-’r

O(u)=— _- \ge '-_|§ll 1 — g If,mn\(t_f},q_“, f'|:”)

2 i, o

n=1

Si I’on fait entrer dans le produit le premier facteur, on voil
lnl’lf I
que les facteurs contenant e ' & sont de la forme 1 — g2ntie R
o T
ot n varie de 0 & w, et les facteurs contenant ¢ * de la forme
_imn
1 —q**te * ou n varie également de 0 4 . On a done, en

C
posant pour abréger —= = A
;‘, .r/

@

—;\] I-<E_r‘/2“+lc_u _[.._.,]2{: '_—I[‘__ K

n=0
U q\ LS e ,,‘
,.\(l-— 2q L‘n"\hli —.—r[—)(\[— )_,y-imnT\,— 4 q )...,
Les développements en produit de H; et de ©, s’obliennent

immédiatement en changeant « en u K dans les développements
ci-dessus de H et de 0.
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Le facteur A n’esl pas arbitraire puisque, dans les développe-

ments en séries trigonométriques des fonctions H, H,, 0, 0,, les

coefficients sont complétement déterminés. Ainsi, en identifiant

les développements de O, en [n-mluil. el en série, on doit avoir,

1 quelque soit z,
B A(t+2qcosaz+q?)(1+2g%cosaz + g°)...

) =1-+42¢ cos2x +2q*cosfz+2g° cosbx +....

; On aurait une premiére L‘.X'JI'(‘S:‘il_’)[] de A en faisant z = o dans

a cette identité. Jacobi a montré que I'expression ainsi obtenue
led peut étre remplacée par la suivante :

A=(—g))a—g")(1—g")....

Nous admettrons ici ce résultat. On verra, dans une Note placée
i la fin du Volume, comment on peut transformer le produit infini
pour obtenir la série [r‘ig‘(mmnétt‘i:ple et comment se ])1‘<_"..-5(31'|tc.
| dans ce calcul, I'expression de A donnée par Jacobi.
| - e iy ; : ’

Nous réunissons iciles développements en produits simplement

i infinis {10.-4(11!:1[1‘(' fonctions. En posant

ﬂ A :[[—r/g](]—(‘["|||—.r‘/""_] v
2l 1 . ;
‘3 H{222) = Aot/g sinu(1 —2g2cosau+ g*)(1 —2q*cos2u+ g%).
Vg /i 7") ‘} ’§
T/
H » Ko 4/
1 Hy ( — ) = A2y qcosu(1+2¢°cos2u —+ g )(1 +2g*cosau + g ) es
, 1 m
i o K J
8 H( — ) =A(1—a2gcos2u+ q)(1—2gicosau + q%)....
T/

" |
faku ] ;
0 - = ) = A(1+2qcosau + g2)(1+2q3cosau—+¢q°)....

r . A IS ~ -

79. Relation —— H'(0) = H;(0)8(0)8,(0). — Celle relation, sur
laquelle nous aurons & nous appuyer, se vérifie trés simplement a
I'aide des développements en produits infinis qui précédent, en
suivant une méthode donnée par M. Hermite (voir Note sur les
fonctions elliptigues, a la fin de I’Analyse de Serret, p. 791
el :l_).\':].

On a immédiatement

8(o) = AQ?2,
8;(0) = AR?,

“

|

|

{

|

i
o H;(0) = '),te")f,.;.-\]":.
oot
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en posant pour abréger

e

P=(+g)(1+g")(1+¢%)...,
Q=(1—¢q) (1—¢*)(1—g%)...,
R=(1+¢g) (1+¢3)(1+g%)....

D’aprés la relation suivante due a Euler

Da=@ =gt r—gt)
(—)a—gh)i—g%) "
4 I
T (1—g)(1 _".']3.)I\I_r[:,). =

(1+ g)(1+g*)(1+ ¢3)..

on voit que I'on a
I
PR=
R 5’

-

PQR =1.

ou bien

D’apres cela
Hi(0)©(0)0;(0) = 2y/gA3.

~ 5 aKu
Calculons maintenant H'(0) en regardant H(—-'-'—) comme un

produit de deux facteurs dont I'un serait sinu, nous trouverons

2K

—-I[ o= A)\/q(l—q‘-’)f(l—q'*)ﬂn—qE)Z...:ﬁ/g A3,
On a donc bien I'égalité qu’il s’agissait de démontrer
2K -

— H'(0) = H,(0) 8(0) 8;(0).

Remarque. — Les expressions précédentes de H, (o), 0,(0),
(o) montrent que /4 et {/A’, définies plus loin (n° 83), sont des
fonctions uniformes de la variable © = ll—: etla relation PQR =1

permet de montrer que ce sont des fonctions de ¢ réguliéres
pour toutes les valeurs de ¢ dont le module est moindre que 1.

80. Formules relatives 4 ’échange de K et K'. — Dans la nota-
tion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions d'(iu|w, w'),
p(iu|w,w') peuvent s’exprimer a 'aide des fonctions

w . ol
U=y ), plul7siv).
[
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Comme actuellement nous posons

|
w=K o' =tK/,

1
; on a
w' : . A
i — =K, tw=i1K;
[4
on passe donc des premiéres fonctions aux deuxiémes en permu-
. tant K et K'. Nous allons établir des formules du méme genre pour

: les fonctions de Jacobi.

¢ Convenons de désigner par H(u|K, tK’)lafonction H construile
comme plus haut avec les deux périodes 2K et 2 {K/. Cette fonc-
tion s’exprime d'une maniére simple a l'aide de la fonction H
construite avec les périodes 2K' et 2 (K, H(u|K/, /K). Comme

: e e S i
on a supposé la partie réelle de - positive, il en est de méme de
Pl I K )

- F K L
1 la partie réelle de < la quantité
- _'—.!_;
Go—¢8 TR
et
o a donc un module plus petit que l'unité, et la fonction
'| H(u|K', /K) est
3 4 ot §r— ol b— . 3TU
[ H(u|K', {K) = 2{/q,sin S —ay/q) sin e ks

Cette derniére fonction vérifie les deux relations

H(u-+ 2K'|K', iK) =— H(u|K, iK),

H(u+20K|K, iK)=— ¢ ¥ """ H(u|K, iK),

=

obtenues en échangeant K et K’ dans les formules relatives a
Paddition d’une période, vérifiées par la fonction H(u) ou
H(u|K, K.

Ceci posé, dans le produit

N -

Tt

kv H (u]K, iK"),

LS )

analogue & ceux que nous avons considérés déja a propos de H,
et de ©, remplacons w pariu; soit f(u) la fonction ainsi obtenue

-
—_

T 0?

flu)= e BMEH(iu|K, K').
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On vérifie aisément les deux égalités suivantes, conséquences
des relations fondamentales de la fonction H,

Slu+ 2K') =— f(u),
riJ Lty —-F.??lu+il\': <
flu+2iK)y=—e & Jitae)s
Ces relations sont identiques a celles que vérifie H(z|K’, /K).
En outre, les deux fonctions f(u«) et H(u|K’, /K) ont les mémes

zéros, savoir les valeurs de z données par la formule

iw=oaomK 4+ 2niK',
ou bien
uw=—omiK-+2a2nK'

m et n désignant des nombres entiers.
D’aprés cela, le rapport
S(uw)
H(u|K', /K)

est une fonction doublement périodique aux périodes 2K et 27K’
et, d’autre part, cette fonction est partout finie : elle se réduit
donc 4 une constante. Désignons cette constante par Ai. Nous
avons l'identité

TC 1

e "R H(u|K, i(K')Y=AiH(u|K, iK);

on en déduit les suivantes :
R
e SRR p i IR K =8 H; (u]K, TK),
- ™2
e *BRQ, (u|K,iK')=A 6,(u|K, iK),

e VEK'H, (ju|K,iK')=A o(u|K, K).

[1 suffit pour cela de remplacer dans la premiére de ces identités u
par u + K, dans la deuxiéme u par u + (K, dans la troisiéme u
par u —+ K/, en se reportant aux formules du n°® 76 et a celles
qu’'on en déduit par I'échange de K et K.

81. Diverses notations usitées pour les fonctions de Jacobi. —
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans
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* le Traité des fonctions elliptiques de Halphen

ip) = -;_\'/q sinme —2y/g? sin3me 42y ¢ sindne—...,

S
-l
b f LTy 0 b aE o
S,(¢0) = 2y g cosme+2ygdcosITe—+2 Vq® cosbme +...,
3;,(\‘ ) =1+ 24 COS2TV + 'a(‘,r" cosfme + -),r.;'v' cosbme +..
Fo(v) =1—2q COS2TV + 2qtcosjme —2g° cosbmw—...,
|
h' ou
Sis w
7 = it T= —
/i o

On a seulement conservé ici la lettre ¢ au lieu de la lettre &
eirT,

c[u'(:mp]oic M. Weierstrass pour désigner
La correspondance entre les deux notations est donnée par

w

H(u) =3, (\:QI\' _):
II;I__::]-:TTQ( . )

2K

‘!: O (u)=59 (<2
il "*“""‘f*(::).lx")‘
o(u _rf.':"_.(;:;\.}

Jacobi, dans ses Lecons (Jacobi’s gesammelte Werke, t. 1,

p. 497), metl u(u,q) ou l'on mettrait, avec la notation de
;s fu . ye . .
M. Weierstrass, 31(—- ) et supprime I'indice o. Briot et Bouquet
L |
désignent les périodes 2 K et 2/K' par w et w'; ils emploient
d’autres notations reliées a celles de Jacobi et a celles de
Weierstrass par les formules

= uw e

l,uwy=23 (— )= H(u)

1L i) 0 s )
'-\Al\ )

J [ u
as ﬂszf}_--:{;'i

[

8

\} = H;(u),

IS S LY :
03(u) =T = I{j = 0,(u),

b O(u) =3 ( _;:\. ,J = O(u).
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82. Relations entre les o et les . — Ces relations sont

’ ]'{‘
H{uw) == u
et w

glu)= (o)

O )

o(w—+w'+u)
— e
By(0)

et il e=l+u —
g(w+w)

g{w' -+ 1)
7 (') B(o)
ou bien

2 2l ¥)

kil
e 20 o) = 55—
)

0l 0)

La premiére de ces relations a été démontrée (n° 21). Les
autres s’en déduisent en tenant compte des formules relatives &
I'addition d’une demi-période, et en remarquant que dy, &5, G

deviennent égales a 1 pour u = o.

II. — FoxcrioNs snu, cnu, dnu.

83. Définitions. — Si I'on compare les multiplicateurs des
fonctions H(u) et © () qui correspondent a la période 2K, puis 4
la période 27K/, on voit que les premiers sont égaux et de signe

contraire, les derniers égaux et de méme signe; il en résulte que

: H(uw) I e S
le quotient YE) admet pour les mémes périodes les multipli-

cateurs — 1 et 1.
Jacobi a été conduit 4 considérer les quotients des fonctions H,
H,, ©, par la fonction ©. Posons
H(uw)
Iy e Lty

O(u)
Hy(w)
cnu =B/,
()
0 (u)
()

dnu = C
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(On lit les premiers membres s, 7, u puis ¢, n, u puis enfin
d, n, u en énoncant successivement les trois lettres.) Détermi-
nons les facteurs constants A, B, C, de maniére que les trois

A fonctions prennent la valeur 1 la premiére pour # = K, les deux
1 autres pour « == 0; nous aurons les égalités suivantes de définition
1 H(u)
sniu =

T ‘/{. B(w) d

L34 /r W) o HK) _ Hio)
V % '

O(u) (k) 8y(0)

B(o)

dnu = % ; VK =

B(0) i
La founction snu est seule impaire, les deux autres sont paires

sn(— u) =—snu, cn{—u)=-cnu, dn(— u) = dnu.

Cela résulte de ce que H(u) seule est impaire, n° 74.
)| 84. Addition d’une période ou d’une demi-période. — Les for-
h mules relatives aux fonctions H, H,, ©, ©, donnent immédiatement
,.a'; sn(u+2K)=—snu, sn(u+2iK')= snu,
cn(u+2K)=—cnu, en(u +2iK')=—cnu,
dn(u+2K)= dnu, dn(u~+2iK')=—dnu,
puis
cni sxri I
sn(u4+K)= —-» sn(u + tK')= 4
dnu ksn i
ol :
1 : — Menu e dn
cn(u+K) = — y co{u+ iK') = —>
”F do w : thsnu
‘8 ! k' s en i
h!' dn{u+ K)= o dn(ee +tR')= ——
an i LS U
ﬂ K K dn u
sn(w+ K+ iK') = — -y
: ! kenu
s K
en(u+ K+ tK')= ——»
“l oty 5 ihenu
[

e
dn(u+ K4 (K') = - T
cnit

sniu

85. Construction, a I’aide des fonctions sn, cn, dn des fonctions
' elliptiques aux périodes 2w et 2w’ ou 2K et 2¢K's — Les fonctions
snu, cnu, dnun’admettent pas les deux périodes 2K et 2¢K'; par
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exemple snu change de signe quand u augmente de 2 K. Mais il
est aisé de construire avec ces fonctions.des fonctions elliptiques
admettant ces deux périodes : telles sont, par exemple, les deux

fonctions
sn®u, snucnudnu,

et, en général, toute fonction rationnelle de ces deux fonctions.
Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction ellip-
tique aux périodes 2K et 27K’ peut s’exprimer rationnellement a
’aide de ces deux fonctions.
Avec les fonctions de Jacobi on peut donc, tout comme avec
les fonctions p et p', construire toutes les fonctions elliptiques
aux périodes 2K et 27/K’.

86. Périodicité; zéros; poles des fonctions sn, cn, dn. — Les pé-
riodes des trois fonctions se déduisent immédiatement des rela-
tions (1)

snu admet les deux périodes iK et 20K,
en i » iKetaK-+ail',

dnu » 2K et iK',

Les zéros de ces fonctions sonl respectivement ceux de H( u),
Hi(w), ©:(u) asavoir
Zéros de snu amK +2niK’',
) - (am~+1)K+2niK',

(2m+1)K+(2n+1)iK':

ce sonl tous des zéros simples.
Les pdles des trois fonctions sont les mémes : ce sont les zéros
du dénominateur commun 0 (u).

Poles de snu, enu et dnu... amK 4 (2n-+1)K'.
Ces poles sont simples.
Si 'on conslruit le réseau des parallélogrammes ayant pour

sommels les points

ug+a2mK +aniK',

chacane des trois fonctions a un pole et un zéro dans chaque pa-

rallélogramme.
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Q7. Formule d’addition préliminaire. — Nous obtiendrons
immédiatement les formules (que nmous avons en vue, en appli—

quant les théorémes généraux, sur les fonctions clliplir[ ues, précé-

demment établis.
Considérons les deux fonctions

(5) snusn(u—a), cnucn(uw—ax)—cnd,

ot « désigne une constante. Ces deux fonctions sont doublement
périodiques aux périodes 2K et 2 (K'. Elles sont chacune du
second ordre, car elles admettent dans un parallélogramme des
périodes deux poles simples, a savoir les zéros du produit

O(u)d(u—ua),

dont chaque facteur a un seul zéro dans un parallélogramme. Les
fonctions (5) ont donc dans un parallélogramme des périodes
deux zéros : ces deux zéros s’apercoivent immédiatement ; ce sont
les points homologues de u = o, et u =ua. En effet, chacune des
deux fonctions s’annule pour ces valeurs de u.

Les deux fonctions doublement périodiques (5) ayant mémes
zéros et mémes infinis ne différent que par un facteur constant;

on a donc
cnucen(u—a)—cenz=Asnusn(u—a),

A désignant un facteur constant. Ce facteur se détermine en fai-
sant « — K ; il vient alors
cna

—cnag = A —

) A =—dnua.
dna

En remplacant A par cette valeur dans I'identité précédente, on
obtient la formule suivante d’ot nous déduirons toutes les autres

formules d’addition

(6) cng =cnucen(w—a)-+snusn(uw—a)dna.

88. Relations entre les fonctions sn«, cnu, dnu. — En faisant,

dans la formule ci-dessus (6), 2 = o, on Lrouve

sn?u + cn*u =1.

Dans cette formule remplagons « par « 4+ {K'. En tenant comple

A. 2t L. 9
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des égalités
( K T (i 9K dnu
sn(u—+1 = — oI . =—
= ) ksnuw’ ( tksnw’
1l vient
1 dn2u
I2sn?u k2sntu

ou enfin
dn2u + A2 sin?u = 1.

Ainsi deux des trois fonctions sn?w, cn?w, dn*u peuvent s’'ex-
primer linéairement en fonction de la troisiéme. On a, par
exemple,

enyu =1—sn?u,

dn2u =1—k?sn?u.
89. Module. Module complémentaire. — Dans la relation
dn2u + F2snu=1,
faisons # = K ; on a d’abord snK =1, puis la relation

. k'
dn(u+K)= —
dn u
donne dnK = £/ et 'on est conduit & cette conséquence
R r=1;
le nombre % s’appelle le module, le nombre &' module complé-
mentaire.

90). Formules d’addition pour snu et cnu. — Dans la formule (6)

posons & =— ¢ puis, dans le résultat ainsi obtenu, échangeons ¢

et ¢ ; nous trouvons

(enuen(w-¢)-+ snu dnesn(u—+v¢)=cny,

{

{ cneen(u—+9¢)—+ snpdnusn(u+v)=cnu.

Ces deux égalités vont nous donnér sn(u—+¢) el cn(u + ¢) ex-
primés & l'aide de fonctions dont I'argument est « ou ¢.
En les résolvant par rapport a sn(u -+ ¢), il vient
cntu —cn?p

(8 s +¢)=r—r—r——e————————,
(8) { / snecnudnu —snucne dne
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On a ainsi une formule d’addition algébrique pour la fonction sn u.
! On 'écrit ordinairement sous une autre forme. Dans le second

membre le numérateur s’ obtient de suite en fonction de snu et

[——

de sn¢ en remplacant cn®u et cn?¢ par 1 —sn?w et 1 —sn?y;

le dénominateur est une fonction irrationnelle de ces mémes

quantités. Si nous multiplions les deux termes par la quantité

conjuguée du dénominateur, nous trouvons

4 (sn2¢ —sn2u) lsneenw dnu - snu :‘I!i'i’l]li'i

h.!l sn(u—+¢)= — .

sn2p en?u dn2u — sn2u en?e dn2e

Le dénominateur est une fonction entiére de sn?u et sn?¢ qui
' s'annule pour #=v¢; il doit donc contenir en facteursn?u —sn?¢.
I On a en effet

on
sn?pen2u dn?u —sn2ucen?e dn?e = (sn?p —sn2u) (1 — A2sn?u snle);

' alors le facteur sn2 ¢ — sn?« disparait et il reste
4 snuenedne 4+ sneenudnu

(9) sn( 4+ ¢)= .
| \9 1 —Ak2sn?u sn?y
{ On obtient de méme cn(u + ¢), en éliminant sn(« - ¢) entre
H les deux équations (7). Effectuons le calcul : nous trouvons suc-
} cessivement

3 FI]"(‘I‘I'IIIIH—F]IH’ cn Htl!l('
cn(u4-p)= ——— e
sneenudnu —snuwene dne

: : snecnu dnu—+snuene dn E'E

.

;' sneenednu—snucnudne
en(u +¢) = ————————

sn2een?u dn®u — sn2ueny dn2y

Dans le second membre le numérateur développé est

T E

jsn?edn?u —sn?u r_|ll'3i';{_'ll weny —snusne dny dne(en?u — cn2e),

ou
. (sn?y —sn?u)

|

jcnueny —snusng dnu dn t‘; z

le dénominateur, on l'a vu, peut s’écrire
(sn2¢ —sn2u) (1 — A2sn?usn?e).

On a donc enfin

s ( . enuene—snusnednudne
10 en(u —+¢)= — —
] ) I — A2 sn?usn2y
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Formules d’addition pour dnu. — La formule (6)
ene = cnuen(u—a)+snusn(u —a)dna
devient, en posant o = u—+ ¢,
cn(uw-+v)=cnucny —snusng dn(w +v).

Cette relation donne dn(u« - ¢) en fonc tion de en(u —+v) : en y
re mplllmnl cn(w —+ ¢) par I’expression (10) que nous venons de

trouver, elle donne, aprés des ré ‘ductions évidentes,

(
Sl 69 =5 'sn? (url”r_' =

On a ainsi les formules d’addition pour les trois fonclions sn,

cn, dn.

Autres formules. — Changeant dans ces formules ¢ en —v,
on en déduit les expressions de sn(u — ¢), en(u — ¢), dn(u — v)
On a, par exemple,

snycny l]ll ¢P—S8Nnecnu ‘1“ 1L 5

sn(u —v)= — ,
— k2 sn?usnly

d’oti, en retranchant de sn(u + ¢),

: 2SNy enu dn
(12) sn(u—+¢)—sn(u—v)= —
] j I sn?usnip’

formule qui va nous servir a trouver la dérivée de sn .

91. Dérivées des fonctions snu, enwu, dnuz. Multiplicateur. —
Pour avoir la dérivée de snu, il faut chercher la limite de

sn(ww—+ h)—snu o ’
e pour h — o. Pour cela transformons le numéra-

teur comme on le fait dans la recherche de la dérivée du sinus,
en nous servant de la formule (12). Dans cette formule rempla-

? h h
cons & par u -+ — et ¢ par —, cela donne
G I A patss

fi / A i
sn —i en (:r. i !: ) dn {\hi

sn(u—+h)—snu
h E)
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. . SN v
AP[)CIO!]S o Iil limite dll [‘El}?])Ol‘l T [lllilnd 1 |CII(I Vers zero .

o

2

dsnu
- = gcenuwdnuw.
du

Le nombre g se nomme multiplicateur.

92. Expression du multiplicateur en fonction des périodes. Choix
de périodes 2K et 2K’ telles que le multiplicateur soit égal a

e : : St sn
Punité. — Nous avons a chercher la limite de o quand « tend

vers zéro. D’aprés la définition de snu, on a

H(w)
sn it 6;(0) 1
u  H((o) 8(u) :

PR S5 H(u) T
el nous sommes ramenés a chercher la limite de - e cette limite

peut se déterminer a l'aide du lnroduil, simplement infini qui re-
présente H(u); elle est égalc a H' (o) et nous avons démontré
(n° 79) la relation
2 L ;
—H'(0o)= Hy(0) 8(0) 81(0).
L’expression de g, savoir

h{ (']|I'u} “,{n_]
R ”;(_:lj 8(o) /
se simplifie, si I'on remplace H'(o) par sa valeur tirée de la rela-

p
tion que nous venons de rappeler : g est alors donné par I'égalité

2K g z
—= =8i(o).

Jusqu'ici les périodes 2K et 27K’ ont été prises arbitrairement
et avec le méme degré de généralité que 20 et 20'. Dans ce
qui suit, 4 moins de spécifier le contraire, nous supposerons K
et K/ choisis de fagon que g soit égal a 1, c’est-a-dire nous sup-
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poserons remplie la condition

‘___,/z—_[? =0i(0)=1+29 +2g*+2g%+....

En tenant compte de cette condition, g =1, I'équation qui

[=]

donne la dérivée de snu devient

d
—snu = cnudnu.
du
Ainsi, a 'avenir, K et K/ ne seront plus des quantités indépen-
dantes : elles seront assujetties a vérifier la condition ci-dessus.

93. Dérivées successives. — En différentiant les expressions
de cn?u, dn?u, savoir
en2y =1— snu,

dn2w =1— A2snu,

on trouvera les dérivées de cnw, dnu.
Les dérivées des trois fonctions sont données par les formules

—— (snu)=cnudnu,
du

[
—(enu)=—snudnu,

du
d
—(dnu)=—/A2snucnu.
dhr,[‘ ) :
On peut aisément, en partant de ces formules, calculer les dé-
rivées successives de 'une des trois fonctions. On trouvera par
exemple, pour les dérivées de snu, des expressions de la forme

d2p+1

ey (snu)=(ay~+ aysn®u + assn*u +...+ apsn?Pu)cnu dnu,
d2p : \
dutp (snu)=(A¢+Asn?u—+ Aysntu ...+ Apsn?Pu)snu,

les coefficients étant des fonctions entiéres de k.

94. Développements en séries entiéres. — En appliquant la for-
mule de Maclaurin aux trois fonctions sn u, en &, dnwu et en faisant
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= (1’.‘ - -I-), on trouve
2 k

ud : i 5 X ul
snu=1u—2ke —s + §52(a2+3) ———= — 843 (a3 + 33a)
2.3 1.2.3.4.5 1.2

w? A8 b
s =1— — +(14+ 442 —e— — (1 + 442+ 16k%) ———
Gibiy= 1 1.2 ( - )1.'.J.‘5-i ( i » )1.2...11
k2 u? : uwh - . : us
oy el L BN TV G S\ DR L/EERRNY | T PR R el
L2 1.2.3.4 2,..0
et 'on démontre que ces développements sont valables quand le
module de « est moindre que la distance de I'origine a celui des
zéros de ©(u) qui en est le plus rapproché. On voit qu’en né-
gligeant u', cnu peut étre remplacé par cosu et dnu par cosku;
de plus, en négligeant #*, on peut remplacer snu par
sinuy/ 1+ k2
Y i e 2
05. Dérivées des fonctions inverses. Premiére idée de linver-
sion & Paide des fonctions de Jacobi. — De méme qu’en Trigono-
métrie les dérivées de sinu et cosz conduisent i celles des fone-
tions inverses arc sinz et arc cosz, les résultats précédents nous
fournissent les dérivées des fonctions inverses de snu, cnu, dnu.
Soit par exemple

(13) & = snu;

celte équation résolue par rapport i «# donne, pour u, deux va-
leurs dans un parallélogramme construit avec les périodes 4K
et 27K/, car snu est une fonction elliptique admettant ces deux
périodes et admettant deux poles simples dans ce parallélogramme.
L'une de ces valeurs étant appelée u, 'autre est 2 K — u; car

sn(2K — u)= snu.

Les racines de 1'équation (13) forment donc une double suite de
valeurs
u+4mK -+ 2niK', 2K —u+ fmK +2niK',

m et n désignant des entiers.
Nous appellerons plus spécialement « celle de ces valeurs qui,
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suivie par continuité, s’annule avec z et nous 'appellerons

(|i} U =argsnz

(I'égalité précédente s’énonce : u égale argument snz).

o] { i
Nous voulons calculer E;:—"_- Or (13) donne

dr
— =cnudnu =y(1—2*)(1— k*z?).
du

du 1

dx Vii—z2) (1 — k2
Telle est la dérivée de arg snx; elle est algébrique comme celle de
arcsinz. Comme # et 2 s'annulent en méme temps, I'équa-

tion (15) donne par I'intégration

>
o {r
(16) w= / L

Jo VO—az)(1— k2

Inversement, si I'on est en présence d’une équation de cette
forme, on en conclura

U = argsnr, &€= Snit.

(’est ce qu’on appelle faire 'inversion de 'intégrale (16).
On trouve de méme
darg enx
dx
darg dnzx

. +\/(i—at)(a?

L’intégrale (16) est appelée une intégrale elliptique de pre-
miére espéce, sous la forme normale de Legendre.

96. Dégénérescence. — Les fonctions sn, cn, dn se réduisent &

des fonctions circulaires ou exponentielles lorsque A2 est égal 4 o
ouai.

1° k2= o. L’équation (16) devient alors
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la fonction # = snu devient done 2 = sin u. Les fonclions

cnu =y 1— snu, dnu = /1— k*sntu

I deviennenl
enu = cosu, dnu =

1 On peul vérifier qu’alors les formules d'addition (g) et (10) se
réduisent aux formules donnant sin(w -+ ¢), cos(u 4 ¢).

2 k2—1. Alors on a d’aprés (16)

5 z
it I ’
" 0 g
1 ll.lll‘l
ap ! gt — p—H
r=E8ni = *
r'l’ el [
IIlli"
1 ¥ — 2
cni=dnu =y I—8sn*u = '{“.;___. 2 .”'
o 97. Relation entre pu et snu. La fonction snu que nous vou-

lons comparer a pu est celle dont le multiplicateur est égal a

U'unité, de sorte que, sil'on pose

s = 8snu,

= salisfait a i‘él[li:\{illll différentielle

A= 3 i £ b
—— =yu—u?)(1— k2u?).
3=} ) (
Alors les périodes 2 K et 2 (K’ de la fonction sn®u ne sont pas ar-
i bitraires. Elles doivent satisfaire a la condition
F‘; z‘; {

/ol ark g 3
iz =142+ 2g*+ 24 T ..

p . U5 . AN
il Au contraire les périodes 2w et 2 w' de pu sont prises arbitraire-
i i m' A =

" ment. (Un suppose seulement que dans le rapport 7= la partic réelle
(1]

est Imsiti\'u.)

o R : J I .
Considérons la fonction sn®s< ol A est une constante; cette
A

fonction admet comme périodes 2 K% et 2¢K/A. On peut déter-
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: erans s n s 2ol ;
miner A, K, K’ de fagon que les périodes de sn? Xawntde: valeurs
données & I'avance 20 et 20'. Sil'on prend

'
3]

3
(40]

la quantité ¢ est connue et larelation entre K et K’ déterminera K.
Au moyen de I'indéterminée A on pourra satisfaire & la condition

2KA=2w

: K
et, en se reportant a la valeur de K’ on trouvera

'

2iK'A = 2w,

Prenons alors la fonction pu construite avec les deux périodes

. T . . o
2w el 20/, et com ]'mrun5~1a a ——> qui admet les mémes pcrw{lcs.
A2sn? —

Dans un parallélogramme de périodes contenant le point o, ces
deux fonctions ont un seul pdle, le point w=o0, qui est un
pole double. On a, de plus, quand « tend vers zéro,

: £ . n?

limulpu=r1, Hof——— . g
)e‘ 9”’
\25n2

A
Les deux fonctions ont donc méme partie principale dans le voi-
sinage de u = o et la différence

|
pu— ————

. 173
Atsn?—
A

est une fonction doublement périodique aux périodes 20, 2w’ qui
reste finie dans un parallélogramme des périodes. Elle se réduit
donc & une constante C et ’on a

pu— AR

. w
Atsn? —
A

Pour déterminer la constante C, développons en série le premier
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membre dans le voisinage de u = o. On a (n° 94)

SN = U - "

I 1 I 1 = i :
= — = — + ——Faul+...
sn? u? [ )‘ u?* 3

et, d’autre part,
I it
pu=— +——=ul+
= 2%
Donc
! : ey 2 X
b=pUu—— — = — s Ut
113 ) A"
A= SIS =
A
& ’ R R i) : :
Faisant &« = 0, on a G 1T, d’ou la relation cherchée
% 3 A=
- k2 I I
PU =TT T 4
J A2 A2 .
SN* =

On sait que y = pu satisfait & I'équation différentielle

v\ 2 f
: ) =4ly—ea )y

e )l y—e3)= i,)"‘j — e =53

T
avec les conditions

e, =puw, e;=plw -+ w'), €5 = Ipm'.

Calculons ¢,, s, ey en fonction de A2 et de ) pour u = w,

e ;
}T:h’ SIS =1,
].
33

113
pour # = -+ ', = :
?

1+ A2 .-".l

ea=p(w+w)=——
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Aprés des réductions évidentes, on trouve les égalités

2 — k2 £ 2 k?—1 s 1+ k2
’ Algg= —r——3 At Bg=— ——a—

3 3 -

}.2(’] —

el on en déduit
. E1—¢€s
SESN R b 53
ey— €3 ey — €3
Dans le cas particulier ou I'on considére la fonction pu con-
struite avec les périodes 2K et 27K’ elles-mémes, on a A =1 et
la relation entre p et sn devient
|

DU = — -
i sn?u

98. Théoréme. — 7Zoute fonction elliptique aux périodes
2K et 2K’ est une fonction rationnelle de sn*u et de sa dé-

rivée asnu cnu dnw.

“n effet nous avons démontré (n° 49) que toute fonction ellip-
tique est une fonction rationnelle de pu et p'u. Comme la rela-

tion ci-dessus donne

: gsnuenu dnu
Pilli=——— —

snd o i
on voit que la fonction considérée, exprimée rationnellement en
pu et p'u, se transforme immédiatement en une fonction ration-
nelle de sn?u et de sa dérivée.

Si I'on considére en général une fonction elliptique avec des
périodes quelconques 2 w et 2w/, elle est une fonction rationnelle

g Al Al
de pu et p'u, c’est-i-dire de sn? 5 et de sa dérivée.

99. Développements de v et der’ en série. — Pour avoir un dé-
veloppement de 7, en série, nous partirons de la relation entre Cu
et Zu démontrée Chapitre II, n° 21 [équation (19)] et que nous
récrivons ici
O ={u—1Zu.

1]

t

En prenant les dérivées des deux membres et en faisant ensuite
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1 — ', nous trouvons

T
4 =—pu—2=u,
w J

I}IUS
T S
— = f';;—/‘ w.
(L]

7/ w' peul s'obtenir en faisant # = o dans

Z'(u—+w')= a l H'(u + o') ] = d |'t~:"|___u l
di

du | H(u+ w') O(u)

Or, du développement en produit infini de ©( u) obtenu au

= :
n°® 78, savoir

k : U X : ™ \
O(u)- \( 1— 24 CO5— q* ||I 11— 2q%cos - +g5)...,
y o) \ ) /

on déduit successivement

o'(u) 2 L i g3 . ’
o(u) . U ) 5o WU )
- 24 COS e —a a8 005 — gt
7 & 7 / & /§
{ 8'(u) . U
L -2 — Psin—
du ©(u) w
q q?
TU F ? TU e
I— 2qg COS~ -+ g3 1 — -g.c,z-‘ :'n_-'..( - - gb
L} ]

LE4)

P désignant une fonction de « qui reste finie pour u="o. Done

i 272 Q1 qn
/atr-} ) S -I ‘(i“___;,
W= dd (1 — ¢ ,I?'
€t, par suite,
) e AN qn i
+ eg=— - - Y = ——» q = e [ :
w w? s (L —g")*
n L e

Pour avoir le développement de 7', dans I'égalité précédente,

: : :‘JT“-‘—. ; e m.
remplacons w et o’ par w' el—w; g=¢ » devient go—=e
de plus e;= p(w’) devient ¢, = p(w), et nous obtenons

7' 27! Q) q0 -iT
—_ -ty =—— %) go=¢€ -,
w w'? d (1 — q§)?

n=1, 3, 3
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100. Exemples de décomposition en éléments simples et d’inté-
gration. — 1° Prenons d’abord la fonction

Slu)=-

oll @ est une constante qui n’est pas de la forme am K 4 aniK'.
Cette fonction est du second ordre; elle admet, dans un parallélo-
gramme des périodes 2K et 27K/, deux péles simples homologues
respectivement des points + @ et — a. Le résidu A relatif an pole
1 — a est
4 [
A =lim — T
Ssn*u—sn+=a
pour u = «. La limite de ce rapport s’obtient immédiatement en
prenant la limite du rapport des dérivées
1
Ae—m—8««— .«
asnacna dna
Le résidu relatif a I'autre pole « =— @ est — A. On a donc, en

;tppelanL B une constante,

flu)y=AZ(u—a)—AZL(u-+a)+ B,

ou, en remplacant A par sa valeur,

asnacnadna £
—  =Z(u—a)—L(u+a)+ G,

“sniu —snia
C désignant une autre constante. Nous déterminons C en faisant
= o, ce qui donne

; acnadna L
G =—- ——— +2Z(a).
sna

Cette valeur de G se simplifie si 'on se reporte a la définition

de sp i,
1 H(u)
SN = - =

Yk 0(u)’

qui donne, en prenant les dérivées logarithmiques des deux

membres,
enudnu ki, 0 (u)
ihesshaiibrembadi =y A7 i 7 ) =

SN U i (u)’
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on a done en changeant u en «

. 0'(a)
a=2- —. §
B(a)
d’ou la formule définitive
asnacnadna e ; B'(a)
(18) ——— =Z(u— a)—Z(u—+a)+o2—-—-
sniu —sn*a ¢ B(a)

Cette méme formule s’obtiendrait en regardant le premier
membre comme une fonction de a et le décomposant en ¢léments
simples.

En ilrl,n"gl‘airll les deux membres par |‘;1[)Imt'l a i, on a

— —— du = Log = + 2u {- const.

”'f)_cmrrn adna H(u—a) 0'(a)
sn?y —sna PH(u+a) O(a)

De méme en intégrant les deux membres de la formule (18)
par rapport 4 @ el remarquant que 2snd cna dna est la dérivée
de sn?a, on a

Log(sn?a —sn?u)= Log ”Lf! —u)+LogH(a+u)—=2 I,n;:l'}-: a) LogC,

C désignant une constante relativement & «a.

On en conclut

. " H(a—u)H(a +u
sn?g —sn?u = L - -

t‘!-"_i__cz ,1 v
et, en faisant @ = o,
C = 6Y( sn?u 1 82(0)
= N0 )= = R R
"H2 () &k 02(u)

D’oti la formule définitive

. } 62(o) Hla—u)H(a +u)
snta —sntu il vl A ELat S
A O (a)0(u)
melttant en évidence les zéros et les poles du premier membre.
2° Proposons-nous mainlenant de décomposer en éléments

simples la fonction
I

sn*u

qui admet, dans un parallélogramme des périodes, un péle double

homologue du point #=o. Comme, dans le domaine du point
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144 CHAPITRE 1V. — ETUDE SPECIALE DES NOTATIONS DE JACOBI.

=0, 0N 4

1 I - I
—— = — - fonction régulicre,
sn= i w=

on aura
I per L
(19) .—_—L'((()—.“ D,

sn?u
D désignant une constante que nous allons déterminer. Aupara-
vant, nous changerons dans la formule (19) w en u —+ (K', en nous
rappelant les relations suivanles

sn ( W tl(’) = m” 1

TRy 2 - (24 iK")
H(u+ tK')=1te O(u),

dont la seconde donne, en prenant les dérivées logarithmiques,

. L% 8'(w)
Z(u+iK)=— — + - 3
( ) 2K e(w)

d 8'(u)

£aie b= du _(-J['::f]

D’aprés cela, la relation (19) devient, par changement de «
en u -+ K/,
d O'(u)

kisn?yu =— —— - — =
du 0(u)

Faisant, dans cette derniére formule, ¥ = o el remarquant que
@'(0)= o, car O(u) est paire, on a

oy

e (o)

D =
D’ou les deux formules
0" (o)
)
8(o)

d e'(u) 8'(o)
" 8(o)

=—1Z'(u)+

= a8

On en déduit par l'intégration

* du RIS 8"(0)
— =— Z(u) +u ~+ const.,
snu B(o)

. e o0 o
k2 / sn?u du_—.-—-fﬂ-ﬂ-]- - au-“—}
3 e(uw) 0(o)

- conslt.
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Remarque. — La |!|‘c|ni('|‘c des formules (20) peut se déduire
. aussi comme cas limite de la formule (18). Il suffit pour cela de
diviser les deux membres de cette formule par 2a et de faire

1 tendre @ vers zéro.

101. Notations d’Abel. — Dans son |JI‘(’II1it.‘I‘ Mémoire, Abel a

f, F les fonctions sn, cn, dn. Plus tard, il a em-

désigné par o,

ployé la lettre A pour la fonction sn. Cette notation a été adoptée

par Briot et Bouquet, qui désignent les trois fonctions sn, cn, dn
i par A, [, v.

snu=Ai(u), cnu = p(u), dnu = v(u).

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV.

1. Démontrer les formules suivantes, qui sont des conséquences des for-

nesl ¢ mules d’additions :

2 8Nacn b z]ll b
T T
I — k*sn?asn?d

\ sn(a@—+b)+sn(a—b)=

aena enb
< T A
— k®sn?asn?d

odna dnb

(1) { cn(a+ b)+cn(a —6)

dn(a+b)+dn(a—0b) = — —
. 1 —Ak2sn?asn?d
sn?a —sn?b
— ’
1— A?sn?asn?d
1 dn2a dn?2db — L2
(2) { en(fa-+b)en(a—b) — ——
| k* 1 —Ak*sntasn?d
2h 4+ K'2
1)

\ sn(a -+ b6) sn(a—b) =

t2cnfa cn

’ dn(a+b)dn(a—b) = -

3

1— A?sna sn

2snacnadnb

f (3) sn(a—+b)en(a—b)+sn(a—b)cen(a+b) e e
I — k2sn2asn?d

dn(a—b) —cen(a —b) dnacenb —enadnbd
- Sni e f}? sna -+ snb
{ I: |
l{ 1+ dn(a — &) snacnb +snbena

ksn(a—b) dnb —dna
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146 EXERCICES SUR LE CHAPITRE 1IV.

2. Duplication de Vargument. — Faisant ¢ = u dans les formules

)

d’addition et écrivant s, ¢, d a la place de snu, cnu, dnu, il vient

’ _ ascd
snau = -i-T."—"\\"* ]

— k- ok e2+ k2ch
cna2l = — TR = J A Py TP — 2k

5

I 1 — 2 k2524 kgt k't —ok'rd?—+ d
dnau = . e : =
1 — kst - k't 4 2.d? — db

En posant S = snau, G =cnau, D =dnau, ces formules s’écrivent

— G s2d?2 '8 g2

— = - -3
I—T‘L: c?

Faisons u = — K, alors S =1, C=0, D = £'; donc
2

K 1 ( gk Ko
&I} — = 3 = c = - ) 1 —_— =Y K.
a5 2 \/i —+ &' " ‘,"f 1+ k' s 2 VA

3. Démontrer la formule de décomposition en éléments simples

k*snacnadnasn?u  @'(a) 1 [0 (u—a) O(u+a)
Blu—a) Blu+a)

I—Ak2sn?asn*u  O(a) 2

Cette formule peut se déduire de celle du n° 100 en y remplacant u par
w—+ iK',

4. Vérifier que I'on a

— /.'} snu du = Log(dnu + kenu).

Montrer qu'on peut de méme déterminer les constantes @, b, a', b’ de
facon que

r'.rj cnudu = Log(snu—+a'dnu),

b } dnudu= Log(cnu -+ b'snu).

Il suffit de différentier et d'identifier.
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5. Un cas particulier des surfaces minima. — Un exercice intéressant
quer la différentiation des fonctions elliptiques consiste & vérifier

pour appli
que la surface découverte par Schwarz (Gesammelle mathematische

Abhandlungen, vol. I, p. 77)

E “'—4-';"5—-

; ena —+ Cny - CN3 - CZ CNY CN3 = 0,
I . s
3 avee le module k= -, est une surface minimum dont la courbure totale
2
en chaque point est nulle, satisfaisant, par conséquent, & la condition
oin : 5 Sy
(14 q*)r—2pgs —+ (1 +p)t=o,

:ri p, q, s, t ayant leurs significations ordinaires de dérivées partielles de =
par rapport a x, ¥. Schwarz montre que cette condition équivaut a la

suivante

1 1 (1= ag¥ r —apgs + (1+ pH)Ht N DN AR
—_— - — = - i —'!,'(— - -—‘}——:;/1—-.—)0'3—}-!]2 — 4 —|=0;
21 G2 Vel= pt<=g* ox dy
oy et ps sont les rayons de courbure principaux de la surface, et I'on pose

gl in < P Wit

;{.-"[ e pi+ q° ‘r_.-"l + p? T g?
Le lecteur trouvera le détail du calcul de vérification dans I'Ouvrage de

Greenhill sur les Fonctions elliptiques, p. 35; Carré, 1895. |
|

Fn

6. Démontrer les relations

B

82(0) H(u+a) H(u—a)= 6*(a) H2(u)— H2(a) 0%(u),
9 02(o) B(u—+a) O(u—a)= 02(a) 02(u) — H2(a) H2(u), |

2

=03 (a) 07(u)— Hi(a) Hi (u),

# 82(0) B(u-+a) O(u a) = 0% a) HEIHI-:--”E(H’ ) H (1),
Hi(o)H (u+a)Hi(u—a)= 02(a) 0} (u)— 0*(a) 02(u),

Hy(0)0(a)8(u)H(u—a)—0(0) Hy(a)H(u)8i(u—a)
— 0(o)H(a)H(u)0(u—a),
Hi(a)0(a)H(u)0(u) -+ H(a)0,(a)H(uw)0;(u) !
= 0(o)Hy (o) H(u—a) 8(u-+a),
Il suffit de vérifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d’un |
des membres par 'autre est une fonction de w admettant les périodes 2K
et 2K’ et restant finie quel que soit
stante que 'on détermine en donnant a w une valeur particuliére.

u. Ce quotient est alors une con-
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CHAPITRE V.

LTUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu, QUAND K ET K'
SONT REELS. APPLICATIONS.

Nous nous proposons, en vue des applications, de faire, pour
les fonctions de Jacobi, une étude analogue a celle que nous avons
faite pour pu dans le Ghapitre IIL Nous supposerons, comme

r
] - L] ¥ . . g
dans ce Chapitre, que © et — sont réels, ce qul revient a sup-

poser K et K’ réels.
I. — K T K' REELS.

102. Le module est réel et moindre que 1. — La série qui dé-
finit & et &' montre que, K et K’ étant réels, & et &’ le sont aussi.

Comme on a

le module £ et le module complémentaire A’ sont réels et plus
I I

petits que 1.

103. Argument réel. — Considérons d’abord la fonction

1 H(u)
=S8Nl = ——= ——=-
va’;l- O(u)

Quand « varie en restant réel de o a K, 5 est réel puisque,
dans les développements en série trigonométrique de H () et © (w),
tout est réel; dans cet intervalle 5 varie d’'une maniére conlinue,
puisque ©(u) a pour racines amK 4+ (2n +1)iK/. De plus, la

dérivée
ds
l’f‘h’

= en o dnu

e, [: H},

garde un signe conslant, puisque les fonctions H;(w),
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O(u) ne s’annulent pour aucune valeur comprise entre o et K;
cette dérivée est égale & 1 pour w=0; done elle est constamment
posilive entre o et K. La fonction snu est croissante : elle est
nulle pour v =o et égale a 1 pour u = K.

De la variation de snu, on déduitcelle de cnu et dnu, quand «
varie de o 2 K. En effet

cnu = p"‘fl — Sn*u
varie de 1 a o, et
dnu =1 —k*snu
varie de 1 a /'
On conclut de 14 les varialions des trois fonctions dans tout in-
tervalle réel en se rappelant que snu est impaire, que cnu et dnu

sont paires, et que l'on a

sn(u—+2K)=—snu,
en(u -+ 2K)=—cnu,
dn(u—+2K)= dnu.

104. Argument de la forme ¢ + iK', ¢ réel. — L’égalité

( K 1
sn(v +tK') = ——
/’1‘ sn¢

donne immédiatement la variation de snu quand

u=v-+ iK'

et que ¢ varie de o 4 K. Comme sn¢ croit de o a 1, sn(v + ¢K')

, A e |
décroit de 4- o0 & oy

Les fonctions

enu =\ 1—sn?u, dnu =1 — k2 snu

sont purement imaginaires pour ces valeurs de .

105. Argument purement imaginaire. — Les séries trigono-
métriques définissant H, ©, H,, ®, montrent immédiatement que,
u étant réel, H(iw) est purement imaginaire; O(iu), H,(iu) et
0, (7u) sont réels. Donc, sniu est purement imaginaire; cniu et

dniu sont réels.
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Pour étudier les variations de ces fonctions et mettre ces pro-

priétés en évidence, nous nous servirons des formules du n° 80,

relatives 4 I’échange de K et K.

Ces formules permettent de ramener les fonctions sniw, cniu,
dniu, construites avec les périodes 2K et 27K/, a d’autres fone-
tions snu, cnu, dnwu, construites avec les périodes 2 K' et 2iK.

On a par définilion

8,(0) H(w) 8oy T . Hi(u)
> ey enuy = - . .

ET Hilo) Bw) Hy(o) — ©(u)

Transformons sn/u en nous servant des formules suivantes dé-
montrées n® 80
mnt
e SN H(u|K, (K')=A{H(u|K, iK),

Tt

e B Q(u|K, iK')=A H,(u|K, iK);

nous avons d’abord

H(iu|K, iK') . H(u|K!, iK)

6(u|K, iK) ' H(u|K, iK)
puis, d’une maniére analogue,

01(o|K, {K') 0,(o|K, iK)
—Illi_::|l§, iK'~ B8(o|K, K)’

et nous déduisons de la
st .sn(u|K', iK)
sn(iu|K, iK')=i———— ,_)!

; cn(u| K, iK)
en désignant par sn(«|K, /K') la fonction sn« construite avec les
périodes 2K et 27K’ et par sn(u«|K’, K) celle qui s’en déduit en
échangeant K et K/,

En raisonnant de méme et en employant des notations analogues

on démontrerait les deux autres formules

1
S R e 2
cn(u| K 7K)

dn(u|K', {K)

en(iu| K, {K')
dn(iu|K, iK') =

Ainsi, quand « est réel, la fonction sniu prend des valeurs
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purement imaginaires, tandis que cniu el dn fu sont réels. 11 serait
facile de suivre les variations de ces derniéres fonctions : il suffi-
rait pour cela d’étudier leurs variations quand u varie de o a K.
Ainsi la fonction en (w]K/, {K) varie de 1 a o, d’aprés ce qu'on a
yu pour les arguments réels; donc en(iu|K, ¢K') croit de 1 a +o0.
106. Argument de la forme K + iu, u réel. — Prenons mainte-
)8 nant un argument de la forme K - {u en supposant que u est réel
' et croit de o a4 K. On a d’abord

s 3 en(iw)
" sn(K + itu) = ———3;
dn(iu)

puis, en se servant des formules précédentes et mettant les périodes
en évidence, on trouve
sn(K + iu|K, iK') = — R
- { dn(u|K', iK)

La fonction est donc réelle et varie d’'une maniére continue
quand u varie de o a K/, ¢’est-a-dire de o & la demi-période réelle
de la fonction dnr qui figure au dénominateur. Appelons pour un
instant %, le module des fonctions elliptiques sn(u|K',7K),

- en(u|K/, iK), dn(«|K/, i{K) : nous avons vu que, quand u varie
de o A la demi-période réelle K, sn(u|K/, /K) croit de o a 1,
dn(u|K/,

croit de o a K/, la fonction

'K ) décroit constamment de 1 & \':I — k3. Dong, (il]aIlll u

sn(K + iu|K, iK")

’ a 1
croit constamment de 1 2 s .

1 V=]
) On peut trouver directement les valeurs extrémes de la fonc-

tion : pour u = o, elle est égale & 1 puisque snK =1; quand
-1 . . e g
] u =K/, elle devient égale a 7> comme le montre la formule

T L
sn(p + tK')- |

dans laquelle on fait ¢ = K. On doit done avoir

: — 'l L] ;‘.I = \/I_‘—T = ﬂ'l.

Vi—k K
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Le module des fonctions nouvelles sn(u|K', {K), ... est

donec A'.

107. Résumé.
ainsi. Soient Oz, Oy deux axes rectangulaires: prenons sur Oz
OA=K, sur Oy, OB=K'et soit C le quatriéme sommet du rec-
tangle construit sur OA et sur OB.

Les résultats précédents peuvent se résumer

< Lorsque le point dont affixe est # décrit successivement les
Aar - ) . . WL | -
cotés OA, AC, CB, la valeur de snu varie de 0 & 1, de 1 4 -, puis

de =3 .
.Cﬂ‘d—'—._(,

On formerait de méme pour cnu et dnu les Tableaux suivants,
en supposant toujours que le point mobile parcourt les c¢6tés du

rectangle OACB :

7 sy A (8} B
eIl imsas o 1 w0
R C A 0 B
an.. ..o 0 = I x
Fig. 7.
Y
B e
s By

108. Expression des périodes par des intégrales définies. — La

fonction
= SNnu

satisfait a 'équation différentielle

ds
an = Cnu dn i,
qui peut s’écrire
ds
| dt= " .
f V(i—3%)(1— k232
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Quand © varie de o 4 K, 5 est réel et croit constamment de o

a1 (n°103); 0on a donc

- iz
Kzf-_. HET o
Vit— 32)(1— k%3%)

i |}

D’autre part, si I'on pose

=K+ it
.-
» a . . “ -y A G
el si on fait varier ¢ de o & K/, snu croit constamment de ¢ a %3

on en déduit

)
-

~

&

f‘l\-l-" [ I 'llr.__ = — —
SV (= 32)(1— k*3?)

Or, en faisant le changement de variable

On voit que K/ est défini a aide du module complémentaire A’
comme K est défini a 'aide du module k; par suite, quand on
remplace & par &, on échange par la méme K et K’. C'est, sous
une autre forme, le résultat que nous avons déja trouvé, quand
nous avons vu que le module des fonctions sn(u|K/, {K), ... est
égal a K.

109. Relations entre K, K’ et #. — Les deux quantités K et K’

exprimées sous forme d’intégrales définies
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apparaissent comme des fonctions de la seule quantité k. Elles
sont done lides par une relation et ne sont pas indépendantes.
Cette relation est celle que 'on a établie, entre K et K/, pour
rendre le multiplicateur

# sn
g =Ilim pour =g,
u

¢gal a 1. Cette relation peut s’écrire (n°® 92)

/2K

(2) ‘f_-"' -_—= 8y(0).

Ainsi les fonctions K et K’ de £, définies par les relations (1),
vérifient cette relation.

Les fonctions sn, cn, dn, construites avec K et iK', sont donc
déterminées dés qu'on connait k. Aussi, au lieu de les écrire
sn(u|K, iK'), les écrit-on plus simplement sn(u, k), en(u, k),
dn(u, k). Par le changement de % en £/, K et K’ s’échangent.

Les fonctions sn(u|K’, {K), ... s’écriront donc sn(u, £'),
en(u, &), dn(w, k). Avec ces notations, les formules établies
plus haut pour I'argument purement imaginaire s’écrivent
i .sn(uw, k')
sn(iu, k) =i— e

s, cen(u, k')
cen(zw, &) :

i, )= ———————>

2R cn(u, k')

- dn(w, k")
dn(iw, k)= ————-

Gty ) cn(u, £')

Par exemple, si I'on se place dans un cas de dégéneérescence
(n°96), k= o0, 0n ak’'=1, etla deuxiéme formule donne

4 el
CoOSilU = —

Le module % peut prendre une valeur réelle quelconque com-
prise entre o et 1. En effet, dans la théorie que nous venons de
développer, nous avons vu que, les deux quantités réelles et
positives K et K’ élant choisies de fagon a vérifier I'équation (2),
le multiplicateur est égal & 1, et le module £ donné par

- Hy(o) oV g+ oV +... =
VE= il MR e D e K
0;(0) I+a2gt+2qgi-
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nous avons démontré ensuite que le module complémentaire £’

Sobtient en permutant K et K/, ce qui donne

b= ey
i aVgot+2yVgi+... —me
VE ____1_\ bt g e go=¢e K.

) r‘(l'; +aqgyt-.--

: K
Quand le rapport K est nul, ¢ = o0, k=03 quand ce rapport
R K s
est infini, qo= 0, k'= o0, k =1. Done, le rapport © variant de o
a oo, & varie de o & 1; il passe par toutes les valeurs inférieures & 1.
D’aprés la théorie que nous avons développée, les déterminations
de K et K’ qui font acquérir A une de ces valeurs sont données

yar les intéerales définies (1).
I g

110. Inversion. — Supposons que, & étant un nombre moindre

que 1, on ait trouvé entre u et z une relation de la forme

» 1z
{33 = [ — _____r S ——
( -'-'-'__I'.\i—ﬂisfl

On calculera les demi-périodes K et i K/ par les intégrales dé-
0,.

finies (1). On construira ensuite les fonctions H, 0, H,,

sn(u, k), en(u, k), do(u, k) correspondantes, et I'on aura

w = arg sns, z = snu,
V1— 3z =cnu, Vi— izt = dnu.
On aura ainsi réalisé ce qu’'on appelle U'inversion de l'inté-

grale (3).

111. Expression de K par une série hypergéométrique. — Dans
la formule qui définit K par une intégrale définie, faisons
s=sing : on aura

T

: S
K= / (1— A2 sino) 2 do.

“o

Développons, par la formule du binome, la quantité sous le
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signe d'intégration

.I.
2

(1— A% sin?g)

Done enfin

e 1\? (1-3\2 (1.3.5...an—1\2%,,
K= — [|+ (_) f e (_f fe o [ ————— .___) fx LRSS
2 2 \ 2.4 2.4.0...20 i

La série ainsi obtenue est un cas particulier de la série hyper-
géométrique de Gauss
cala+1)B(B 1) 2?

s Ty +1) 1.2

aff z
v

On a, en effet,

2

112. Valeurs réelles de pu, dans le cas o w et % sont réels, ratta-

chées 4 celles de sn*«. — Supposons que la fonction pu soit con-

r
3 o 0} . :
struite avec deux périodes 2w et 2w’ telles que © et — soient réels.
L

Nous avons étudié ce cas en détail. Nous pouvons, a titre d’exer-
cice, rattacher les résultats que nous avons obtenus a ceux du
présent paragraphe, en nous servant de la relation entre les fonc-

aénéral

tions p et sn. Nous avons trouvé en g

put=

2KA =2uw, 2 (K') =20’

I 89— €3

e ! A

= ?
e — €3 ey— €3

Dans le cas actuel, le polynome

438 — £

828 —
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W . ses racines réelles; le discriminant

A= gl—274]3
| 5 -
B est positif. De plus, e, > e; > es. Alors 32> o0; la valeur de 4£* '
est réelle et comprise entre o et 1; les périodes 2K et 2 tK' de la
fonction sn2x sont, la prvmil‘:rv réelle, la seconde purement ima-
[ ginairc‘ D’aprés cela rluuml u est réel, pu est évidemment réel.
Nous avons vu (n® 54) que, I'argument « étant purement ima-
4 ginaire, p « est encore réel; cela résulte de la formule
:.)"
'S pliu; g3, £3)=—p(u; &2, — &1)-
B Nous allons vérifier cette formule en nous servant de I'égalité qui _
& raméne pu ala fonction sn? . Cherchons I'expression de |
] o i
;t_. plu; &2 — 83)-
{ Quand on change g3 en — g7, dans I'équation
fjyE—Sy —E1— "
& on change les signes des trois racines ey, e€,, €; ou, en précisant,
i si e, es, 5 sont les racines de I’équation précédente rangées par
"‘ ordre de grandeur décroissante, les racines de I'équation
ver 4y — gy E Fy—=0,
. : - " 2
@8 angées aussi par ordre de grandeur décroissante, seront
0 J : :
| el=—e, €Ey=—=¢t;  E=—=¢
ik ,
le carré du module de p(u, g:— g3) est égal a
L € = Ca
€1— €3
On voit que cest le carré du complément du module de la fonc-
% \ . . " . l
tion p(u; g4y 23); le multiplicateur de p(u; g2y — g3) €st
- Gy I I ;
A= — - = - = A%,
ey — ey €, — €3

il est le méme que pour la fonction p(w; 22, g3)-
jue | { &2y 83

En résumé, changer g3 en — g3 revient & changer & en &', et
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I'on a
p(u; g1y — &s)=
et la formule a vérifier
pliu; g, &)=—p(u; &2, —

équivaut a celle-ci

. o 4 1o [
ou, en tenant compte de la relation A? 4 £'* =1 et en posant 3=V

I I
LR AR S
sn2(iv, k) ' sn%(v, k')
or cette égalité résulte immédiatement de la formule suivante, dé-
montrée au n® 105
; isn(e, k')
sn(iv, k)= ;—r v
cn(v, k')
Variation des valeurs réelles de pu. — Partons de la for-
Illlllc

€1— €3

pu=e3+ —

i)

i A x . u A . A
Quand 5 croit de o a K, sn 5 crofl de o 4 1; en méme temps u

croit de 0 a w et pu décroit de o0 2 ¢.
S 3 7 AR S e 3 e o
Si I'on pose 5 = K -~ it et si I'on fait varier ¢ de o & K/, sn? 5
- v é1— €3 A
varie de 1 &4 - — ———; en méme temps, on a
k2 €3 — €3 2

U=+ ify;

¢, croissant par valeurs réelles de o & ®’, pu va constamment en
décroissant depuis e, jusqu'a e,.
i u it : e . A L
Si I'on pose 5 = tK' - ¢ et si 'on fait croitre ¢ de o a K, sn? 5
. A el
décroit de » a

p ; en meéme LL!II'I[}S, on a

U=uw-1;
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¢, croissant par valeurs réelles de o & w, pu croit constamment de
€y a €a.

: gl . , '
Enfin posons u = it, faisons croitre ¢ de o a — el servons-nous

de la formule

plit; gay §3)=—p(L; &23— &3)s

r
2w

Les périodes de la fonclion écrite au second membre sont ——
[

et 2{w, puisqu’en changeant le signe de g, on change £ en A/, par

5 ; . w' . . :
suite K en K/, par suile © et o’ en — et iw. D’aprés cela, quand ¢
1
. , ' ren ‘.
varie de 0 & —> nous sommes dans un cas déja étudié; p(u; g2, —g3)
3 i PlU; §2; —&3)

décroit de I'infini a la plus grande des racines de I'équation

’

4y — L2y +E&3=0,

. ey Whe : . W ’ X :
c'est-a-dire — e3. Ainsi, ¢ variant de 0 a4 —» p(¢; g2, — g3) décroit
= PAE £

de 400 4 — e; et par suite p(u; 22, 23) croit de — oo 4 e3.
' g CLf ¥ 821 4 3

En résumé :

1° Quand « croit par valeurs réelles de o a w, pu décroil de

4o ae;

2° Quand on a = w —+ it et que ¢ croit par valeurs réelles
. w - . :
de o0 a = pu décroit de e, 4 e,
3° Quand on a #=w'+4¢ et que ¢ croit par valeurs réelles
de 0 &4 w, pu croit de ey 4 ey}
{° Quand on a w =it et que ¢ croit par valeurs réelles de o

. w' g x
a-— pu croit de — w0 & e3.

Cette discussion a été résumée au n° 57. Nous pouvons d’abord
en tirer cette conclusion que pu passe par toute valeur réelle.
D’ailleurs I'équation

pu— J)l-‘ = 0,

n'a que deux racines dans un parallélogramme des périodes,
puisque le premier membre est une fonction doublement pério-
dique admettant zéro comme pole double et n’admettant pas

d’autres poles dans un parallélogramme des périodes qui contient
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zéro. Les deux racines sont évidemment, a4 des multiples prés
des périodes, égales & + ¢ et — 9.

Nous avons ainsi défini toutes les valeurs de u pour lesquelles

la fonction pu est réelle.

Etude de la dérivée pour les valeurs qui rendent la fonction
réelle. — D’aprés 'équation

plu=/4(pu—e)(pu—e)(pu—es)

la dérivée p’ u est réelle q uand p « est supérieure & ¢, ou comprise
enlre e, et ey; elle est purement imaginaire dans les autres cas.
Voyons, avec plus de détails, comment se comporte la dérivée dans
les cas examinés dans le paragraphe précédent :

1° Quand u croit de 0 & w, pu décroit constamment; la dérivée
est réelle et négative;

2° Quand on a ¥ = w it et que ¢ croit de o a ‘%, pu décroit
constamment, p'« est purement imaginaire, la dérivée de pu par

z 3 ALl oy SR s v P
rapporl a t est négalive; celle dérivée est Lpu, ansi e esl
positive;

3> Quand on a u=w'+ ¢ et que ¢ croit de 0 & w, pu croit
constamment, p' « est réelle et positive.

Dans chacun des cas précédents on a examiné seulement un in-
tervalle correspondant & une demi-période. En se servant de ce
que la fonction pu est paire et admet les périodes 2w, 2w, on
vérifiera sans peine le résultal suivant, se rapportant aux cas ol pu
est réelle :

La dérivée change de signe quand la partie réelle de w passe
par un multiple de © ou quand le coefficient de ¢ passe par un

multiple de E‘;} .

II. — BIQUADRATIQUE GAUCHE. SURFACE DES ONDES.

113. Equations de la biquadratique. — La courbe définie par

les L"tluattitms
= sni,

(1) { ¥y =cnu,

z=dni,
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dans lesquelles u désigne un paramétre variable, est I'intersection
de deux surfaces du second degré, puisque ’on a entre z, y, = les

deux relations 5
f= 2 +y*—i1=o,

P — 8 -l
o=+ 52t —1=0
T

et, d’autre parl, on peut toujours, par une transformation homo-
graphique, ramener & cette forme les équations d’une biquadra-
tique gauche. Nous allons indiquer les propriétés les plus simples
de cette courbe, en nous servant de la représentation paramétrique
précédente.

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire choix
d'un systéme de périodes qui appartiennent a la fois aux trois
fonctions snu, enu, dnu. Or ces trois fonctions admettent toutes
les trois les deux périodes 4K et 4iK'. Envisagées a ce point de
vue, ce sont des fonctions elliptiques que 'on pourrait exprimer
rationnellement a I'aide de la fonction p(u|2K, 2¢K'), construite
avec ces mémes périodes, et de la dérivée de cette fonction.

Soit P un parallélogramme des périodes 4K et 47K’ construit
sur les deux périodes communes a snu, cnu, dnw. Nous allons
montrer d’abord qu’a chaque point M de la biquadratique, les re-
lations (1) fonl correspondre une seule valeur de « dans le parallé-
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan

0=y

nous obtiendrons quatre points M,;, My, M, M, en associant a
a—xy, les (quatre systémes de valeurs

y=*+y/i—2}, 3 =4/1— ktzl.
D’autre part, I'équation 2 = z, donne

Snu— =0,

la fonction elliptique snu — 2, ayant dans le parallélogramme P

des périodes 4K et 4i/K’ quatre pdles simples, & savoir les poles

de snu, y posséde quatre zéros u,, u., uy, ;. Sil'on prend suc-

cessivement ces quatre valeurs de u, 4 chacune d’elles correspond

un point de la courbe dans le plan # = z,. On obtient ainsi d’une

autre manitre les quatre points M;, My, My, M;. Si alors on fait
A, ET L. I
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choix d'un de ces points, le point M, par exemple, il lui corres-

pond dans le parallélogramme P une seule valeur de u, la valeur

v — .. Done & un point M, de la biquadratique correspond

1 I 4 I )

dans P, une seule valeur u, de w : dans le plan toul entier sur

lequel on ficure la variable u, il corres yond au point M, une
q 8 ; I

infinité de valeurs de « données par la formule

w=u+ fmK =+ friK,

m et n entiers. On a donc une 1*c[)1‘éscnlal.i0|1 paramn’:triquc par-

faite de la courbe.

Remarque. — Si I'on se donne la valeur de z, & = x,, et si
I'on appelle #, I'une des racines de I’équation sn u— x,=o dans P,

les autres g, i3, u; sont données par

SN —sniy=0;

elles sont homologues des points

2K —u 2t K' 4+ u 2K 4+2iK' — uy.
1 13 1

114. Forme de la courbe. — On apercoit immédiatement la
forme de la courbe, en remarquant qu’elle est symétrique par rap-
port aux plans de coordonnées, et qu'elle se projette sur 20y
suivant un cercle, sur O 5 suivant une ellipse, sur y O z suivant
une hyperbole.

Mais voyons comment il faut faire varier I’argument pour ob-
tenir tous les points réels de la courbe; z et y étant supposés réels,

la relation
- yi=1

montre que chacune des (uantités sn? u, en? u est plus petite que 1
et 'on en conclut que u est réel, a des multiples prés des quantités
2K et 27K,

Les formules relatives a la périodicité des fonctions sn, cn, dn
font voir que les points « et © +2 K sont symétriques par rapport
a I'axe Oz; les points w et u + 27K’ sont symélriques par rapport
al'axe Oz.

11 suffit donc déja de faire varier w de o & 2K. De plus les for-
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mules

-

sn(2K—u)=snu,

cn(2K —u)=—cnu,

dn(2K —u)=dnu

montrent que les points « et 2K — u sont symétriques par rap-
port au plan des zz. Nous ferons done varier « seulement depuis o
jusqu’a K. Nous obtenons ainsi un arc BA de la courbe situé au-
dessus du plan des zy, allant d’un sommet situé dans le plan
des y5 & un sommet situé dans le plan des zz. Il reste ensuite a

compléter la courbe en se servant des symétries indiquées.

115. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans
un méme plan. — L’équation que détermine les paramétres des

il B i B i

points d’intersection de la courbe avec le plan

Az +By+Cz+D=o
est

(2) Asnu-+Benu+Cdnue+D =o.

Le premier membre est une fonction doublement périodique aux

by périodes 4K et 47K’ admettant dans un parallélogramme des pé-
o riodes quatre infinis qui sont les zéros de ©(«), par exemple les
T points

,o:' A LRI By e (R T (5

La fonction (2) a donc dans un parallélogramme quatre zéros

-

Uyy Uy, Uy, u; correspondant aux quatre points d'intersection du

. =

plan avec la courbe. La somme des zéros ne différe de la somme

des infinis que par des multiples des périodes 4K et 4{K': ona
donc

A

(3) Uy U+ Uy + Uy = fmK 4+ K,

=

m et n entiers. Cette condition nécessaire pour que quatre points
soient dans un plan est suffisante. On le voit comme pour trois

2 ]
S SR,

points en ligne droite sur une cubique plane (n°359).

¥

=

Plans bitangents menés par une tangente donnée. — Soit u,
'H le paramétre du point de contact M, de la tangente donnée et « le
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paramétre du deuxiéme point de contact M, on a

au—+a2u=4mK+ jnikK,
w=—u+2mK-+aniK.
Comme deux valeurs de u qui ne différent que par des multiples
de 4K et 47K’ donnent le méme point, il suffit de donner a chacun
des nombres entiers m et n les valeurs o et 1 et, par suite de

considérer quatre valeurs de u, savoir

—uy, —u+2K, —u+ 2K, — u;+ 2K+ 20K,

1l y a donc quatre plans bitangents qui passent par la tangente
en M, ; les points de contact sont les symétriques du point M, par
rapport aux trois plans de coordonnées et par rapport & 'origine.
On voit de plus que les quatre plans bitangents menés par la
tangente en M, sont les plans tangents aux quatre cones du second

ordre passant par la l)iquadl‘utit_;uc (trois de ces cones se réduisent

ici 4 des cylindres).

1l est facile de déduire de la que le rapport anharmonique
des quatre plans bitangents menés par la tangente en M, reste
fize quand le point M, se déplace sur la courbe. En effet, les

équations des quatre cOnes sont

-532—1=0,

o — KBf=ao,
o - ,f =00,

Les équations des plans tangents au point M, sont de la forme

P=0 Q— kP = o,

0 =o, Q— P =o;

le rapport anharmonique de ces qualre plans est égal a &2. Il est
constant et I'on voit que sa valeur donne le carré du module des
fonctions elliptiques qui ont servi a la rr?l':r(':.-icnlulion paramé-
trique.

Si I'on prend la perspective de la biquadratique, le point de vue
étant au point M, de la courbe, on obtient une cubique qui passe
par la trace m, de la tangente en M,; les plans que I'on peul
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mener par celle tangente et les langenles a la courbe de l’cspacc
ont pour traces les tangentes & la cubique menées par le point ;.

D’ou ce théoréme :

D’ un point pris sur une cubique on peut encore mener quatre
tangentes & la cubique et le rapport anharmonique de ces
quatre tangentes est constant.

Points de rencontre de deux tangentes a la biquadra-
tique. — D’aprés ce que nous venons de voir, si deux tangentes
sont dans un méme plan et ne sont pas paralléles, leur point de
rencontre est situé dans 'un des plans de coordonnées. Pour avoir
le lieu de ceux de ces points qui sont situés dans le plan x = o,
par exemple, il suffit de chercher la courbe décrite dans ce plan
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadratique.
On trouve sans peine que ce lieu peut étre représenté par les
équations

] I

cnuw’ = dnu’
et qu’il est du quatriéme degré.

Cette ligne et les lignes analogues situées dans les autres plans
de coordonnées et le plan de I'infini sont les lignes doubles de la
surface du huiti¢éme ordre engendrée par les tangentes i la biqua-
dratique.

116. Plans osculateurs menés & la courbe par un point de la
courbe. — Supposons que lrois des quatre points d’intersection
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les
paramétres de ces qualre points devient

uy+3u=fjmK+ §niK'
ou bien

]

: R T
K4 —4tK
9

I suffit de donner a chacun des nombres entiers m et n les valeurs
0, 1, 2. Il y a donc neuf plans osculateurs menés a la courbe, par
le point M;. Quand on projette la courbe, le point de vue élant
en M,, les traces de ces plans deviennent les tangentes d’inflexion

de la cubique.
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Plans surosculateurs. Si les quatre points d’interseclion
de la courbe avec un plan viennent se confondre, la relation entre
les parameétres de ces quatre points devient

ju=4mK -+ 4nik’

ou bien
u=mK-+ niK'.

Chacun des entiers m et n pouvant prendre quatre valeurs o, 1,
2, 3, on trouve 16 points. Ces poinls sont les sommels de la

courbe : un des plans correspondants est la limite d’un plan bi-

tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre.

117. Détermination des surfaces du second ordre passant par la
biquadratique. — Considérons une corde joignant deux points
quelconques M,, M, de la biquadratique; il existe une surface du
second ordre S passant par la courbe gauche et admettant M, M,
comme génératrice rectiligne. Si 'on méne un plan par la corde
M, M, et si M, M sont les deux nouveaux points d’intersection
de la courbe par ce plan, la droite M| M), est une génératrice de
la surface S et une génératrice du second systéme, en appelant
premier systéme celui auquel appartient la droite M, M,. En
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points
M,, M,, M|, M| sont dans un méme plan

s+ uy -+ uy=fmK—+ fnil,

on voit qu'une génératrice d’un systéme déterminé de S ren-
contre la biquadratique en deux points dont les arguments
ont une somme constante.

La valeur de la constante change seulement de signe quand on
passe d’un systéme de génératrices a 'autre pour une méme surface
du second ordre; elle est égale a une (.h.-mi—périotlc o, 2K, 2K/,
ou 2K 4 27K’ quand la surface est 'un des quatre cones du
second ordre qui passent par la biquadratique.

Comme application, nous allons considérer des polygones dont

les cOtés sont des généralrices d'une surface S passant par la bi-

quadratique et dont les sommels sont sur la courbe, et nous cher-

cherons la condition pour qu'un polygone ainsi défini se ferme.

Les arguments de deux sommets consécutifs sont liés par les
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relations suivantes, dont les deux formes correspondent aux deux
systémes de génératrices,

U+ s =0,
—(us+ u3)= G,
us+ u, =G,

—(uy+ ug)=C,

le signe de congruence = signifiant que I'égalité a lieu a des mul-
tiples prés des périodes 4K et 4 {K'. Si 'on veut, par exemple,
avoir un quadrilatére, on exprimera que u; ne différe de u, que
par des multiples des périodes 4K et 4 iK’. En ajoutant membre

4 membre les équations précédentes on trouve

4C=4mK-+ 4 niK’,

C doit étre un quart de période. Les quadril:m‘rrcs ne se ferment

que si la surface considérée correspond a une telle détermination
de C et ils se ferment toujours pour une surface ainsi définie.

Il résulte de ce qui |:réc:‘-(]e qu’une surface du second ordre
passant par la |:ir[uanh‘zl!i{'|uc est caractérisée par un argument

elliptique défini au signe prés.

118. Equation de la surface des ondes. — Cette surface peut
étre définie de la facon suivante. Etant donné un ellipsoide qui,
apporté & trois axes rectangulaires, a pour équation

2

G s
[+ 4

on le coupe par un plan variable passant par le centre

Az +By+Cz=o0

et, sur la normale au plan menée par le centre, on porte a partir de
I I ; I

ce point des longueurs égales aux axes de la section.

L’équation qui donne les longueurs des axes de la section est

w2 (2

|
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Pour 'un des points z, y, 5 correspondant au plan A, B, Con a

5 Zr+ yi4-3t=ri,

x° -+ y* -+ 52 on obtient

(224 y2+ 3?) (22 + B2yt -+ y2s?)

__(32_,_..{2)1-2‘1»:_(-',-2'_ 12)‘32}—2_(12_}_ F-)”.')‘;r".'

La trace de la surface sur chacun des plans de coordonnées se
décompose en deux coniques. Il est facile de le voir en se reportant
a la définition géométrique des points du lieu. Sil’on coupe Pellip-
soide par un plan tournant autour de I'un des axes, Oy par
exemple, I'un des axes de la section est constamment égal a I'axe
moyen B, l'autre est un diamétre de D'ellipse principale située
dans le plan zO2. Les points correspondants du lieu sont dans

le plan 0z et ils sont situés sur un cercle de centre O et de

rayon 3 et sur 'ellipse que I’on obtient en faisant tourner d’un
angle droit I'ellipse pl‘incipalc. La trace de la surface est donc re-
présentée par I'ensemble des deux équations

a a [a
v i

y=0, (a+s1—pBt)(atat+y

on trouverait de méme pour les autres traces

- (L

s . arl L | % 1 2 .. MR
z =0, {2yt — ) (et <= ity

7 —a, (yi+s2—a?)(f2y2+ y2s2 — [

Ceci conduit & mettre I’équation de la surface sous la forme

-0 2

( (224 y2+ 32— B2) (a2at+ P2y?+ y252 — a2y?)

_;_(:3',-1_12)(3-:_

$)

(Vest cette forme dont nous aurons surtout a nous servir. Il est
évident que l'on aurait une forme analogue corr-cspondant E
chacun des autres plans de coordonnées.
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119. Expression des coordonnées d’un point de la surface en
fonction de deux paramétres elliptiques. — On peut exprimer les
coordonnées d'un point variable de la surface en fonction de deux

paramétres elliptiques au moyen des formules

x=Bsn(u, k)dnle,1),

ﬁ Jr= zen(w, k)en(e, ),
A

s=uadn(u, k)sn(v, ),

; le module 4 des fonctions de 'argument « et le module  des fone-
J tions de I'argument ¢ étant définis par les égalités

R2.— g2 2
:Ei -

% k vt g1’ ke

ou 'on suppose
x 4./

Nous écrirons les formules précédcntes sous la forme abrégée

vl
ny
o
s ¢
'_ﬂ; x = fBsdy,
* ¥ = aciy,
T : '
g
e
ol
i

z = a dsy,

en attribuant l'indice 1 aux fonctions de 'argument .
Vérifions d’abord que les valeurs de z, y, s données par ces
égalités satisfont a I'équation de la surface quels que soient u et ¢.
En élevant au carré les deux membres de chaque égalité et en

K| . i iy oo
“ exprimant les fonctions elliptiques de chaque argument a 'aide
du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement

2= 3252 — B22525,
b > :
3 y?— o = —a?s?— a?si 4+ a?s?sy,
32 = a?s? — a2 k2s2s}
On en déduit
214 yi+ 32— f=(Pr—at)(s?—1),
T

2021 (3241 =2 252 — 2 8 B2y (s )
a?z?+4 B2y2 4+ |'4..’—:1"-°_.1—’{;’3—,1'}(.\1—-[],

el comme on a posé

yri=a2(1—s?)(1—si),
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on voit que I'on a bien, quels que soient s et sy,

(22 + 2+ gro F)E}('X?J."l—l— :32‘},2_,_ -‘.2;-1_ 12-{2) — 32_. a?) [:T%.__. _.g-z)yg_

120. Intervalles dans lesquels il suffit de faire varier la partie
réelle et le coefficient de ¢ de chacun des arguments pour avoir
toute la surface. — Les trois fonclions snu, cnu, dnu admettent
comme périodes 4K et 4/K’; de méme, les trois fonctions sng,
cng, dne admettent les périodes 4L et 4L/ (en supposant que L
et L' correspondent & / comme K et K" a k). Mais les formules

sn(u—+2K)=— snu, dn(¢ + 2iL') =—dny,
en(u+2K)=—cnu, en(v+2iL') =—cny,

dn{e +~2K)= dnu, sn(v¢ +2tL') = sny,

montrent que les arguments
u-2K, »+2¢L!
donnent le méme point que les arguments

U

On verrait de méme que

u—+2tK', v+2aL

donnent le méme point que

et I'on peut conclure de 1a qu'il suffit de faire varier la partie ima-
ginaire de « entre deux valeurs différant de 27K’ et la partie ima-

ginaire de ¢ entre deux valeurs différant de 2L/.

121. Les lignes paramétriques sont orthogonales. — Les lignes
obtenues en faisant varier un seul des paramétres et ¢ sont des
])i:'|llzldml.fqu(‘:‘» ('{.‘Oc"f' n°1 .13). Nous allons démontrer que les deux
familles de lignes ainsi définies sont orthogonales.

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels & 2,
Y 5, pour un point de la ligne obtenue en faisant varier le para-
métre u; les quantités correspondantes sont proportionnelles & z,,

Yos 5, pour 'autre ligne; nous avons donc a vérifier que I'on a,
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pour un systéme quelconque de valeurs de u et de ¢,

BT s g
Zy Tyt YuYet Sufe= 0.

Calculons ces dérivées :

z), = Beddy, x,=— B 1255y ¢y,
Vi =— xsdey, Yo =— aesydy,
3, = — ak?sesy, 7, = ade, d;.

Dans chacun des produils Z,Z,, Y. z 3, on trouve en

facteur
sedsy ey dy,

et I'égalité a vérifier se réduit a I'identité

— B2t at—atkl=o0,

évidente, si l'on se rappelle que = _ k' (n° 1 19).
3 ¢ )

192. Points singuliers. — Nous avons vu que la trace de la
surface sur 'un des plans de coordonnées se décompose en deux
coniques; les quatre points communs a ces deux coniques sont
des points coniques de la surface. Considérons, en l::n'liuuh(-r, la
trace sur le plan z0z. On doit avoir

Y=y cnucne = 0.

Pour cnu — 0, on a s2=1, et 'équation (n° 119),
2+ yi 3t — P = pr—a2)(st—1)

montre que les points correspondants du lieu sont les points du

cercle
. :13 = 0.

re=1, el |_:"({t|ulii)n

2% .9 a2 e A2N] o2
ka2 1 2 =2 2y = a2 (y2— 312)(st—1)

montre que les points correspondants du lieu sont les poinls de

i’(_‘.l]ipsf'

[’un des points d’intersection du cercle et de l'ellipse est donné
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par les valeurs des paramétres u et ¢ telles que 'on a a la fois

cnu =0, cn¢ = 0.

Mais chacune des trois dérivées z/,, ¥, Zu ., contient en facleur ¢
ou ¢, etil en est de méme pour z,, ¥,, 5,. Donc, les développe-
ments de x, y, 3, suivant les puissances dc.~. accroissements Au, Ap

donnés aux paramétres & partir du point considéré, commencent

par des termes du second degré; le point est point conique de la

surface. On vérifie sans peine que ses coordonnées annulent les
trois dérivées f,, f,, /. du premier membre de I'équation de la
surface.

Nous avons ainsi quatre points doubles réels dans le plan z0z.
On les obtient comme points du lieu lorsqu’on coupe I'ellipsoide E
par un plan passant par 'axe moyen et donnant comme section
un cercle.

On trouverait de méme quatre points coniques ‘de la surface
dans chacun des autres plans de coordonnées et il résulte de la
définition géométrique des points du lieu qu’il n’y a pas d’autres
points coniques a distance finie. La forme de I’équation de la sur-
face eonduit a considérer comme points coniques les points a l'in-
fini sur les quatre génératrices communes aux deux cones

x4 y24-32=o, alx?-4 B2y o

On a donc en tout seize points singuliers; quatre de ces points
SCI{]C]'I]CHL sontL l‘CL‘lb . ce sont I{,b (llldll(. [JUI.D'.S COD][[UC:: ::ll,ll[,:v
dans le plan z0y.
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123. Plans tangents singuliers. — Un plan perpendiculaire a
un plan principal, et dont la trace sur ce plan est une tangente
commune aux deux coniques en Icsqucllcs se décompose la sec-
tion principale correspondante, est un plan tangent singulier : il
touche la surface en une infinité de points situés sur un cercle.
Considérons, en particulier, la trace de la surface sur le plan

des xz

(]

nl

-
=]

F. x?4+3t— B2=o, = ;—d'—l':ﬂ‘
5 ! il
et cherchons d’abord les tangentes communes i ces deux coniques.
b Si une droite

Ur 4+ ws—+1=20

est tangente a chacune de ces conir]ues, on a
o+ frew2=1, viul4 a?wl=1.

En résolvant ces deux équations, on obtient

Bu=:=tk,

=

L! i - ’ E
une de ces Langcnlea a donc l\[’llll‘ {!l’[ll&[l{)ll

(£

ke +k's— 5= 0.

S S PSEI— Y —

Coupons la surface par le plan perpendiculaire a z0z et ayant
pour trace cette tangeute commune. En remplacant dans I'équa-
tion du plan z et 5 par leurs valeurs en fonction des paramétres
elliptiques, nous avons, entre les paramétres d’un point de la sec-
tion, la relation

[#]

kBsdy+ Kads;— § =o,

]

* .
= =, cette relation peut s’
¥

el, comme on a A’ écrire

fu’-)'fh = 1'(!5, — 1= 0.

Pour vérifier que la ligne définie par cette relation est une
! conique comptée deux fois, nous allons la couper par une surface

¢ const,
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et montrer que les points d’intersection sont deux & deux con-
fondus. Les valeurs de s et de d correspondant aux points d’inter-
section sont données par les deux dquulions

ksdy + ldsy =1,

kist+4 d? =1.

Or, I’équation du second degré qui donne les valeurs de s a ses
deux racines égales; tandis que si 'on avait coupé la surface par un
plan quelconque paralléle a Oy, le méme calcul aurait conduit a

deux valeurs distinctes de s. Donc le plan

ke +Kzs=28

coupe la surface suivant une conique comptée deux fois et, comme
il n’y a pas de ligne double sur la surface, il est tangent tout le

long de cette conique.
On peat vérifier le résultat précédent au moyen d’un calcul
plus symétrique, en formant une combinaison homogéne des deux

équations précédentes en s et d, savoir
(ks d2) (1252 + d}) — (ksdy+ dls )= o.

5

Cette équation donne les valeurs de 5 Or, en transformant le
c
premier membre d’aprés I'identité
(A B?)(A2 + B'?) — (AB'-+ BA")? = (AA'— BB')%,

on voit qu’il se réduit a
(Klssy— ddy )2,

et lon retrouve que les points d’intersection sont deux a deux
confondus. Mais on peut, en outre, déduire de ce calcul une
forme de I'équation de la surface mettant en évidence les plans
tangents singuliers perpendiculaires au plan 502. Nous avons

remarqué qu’on a l'identité
1 —(ksd, + dlsy)*= (klssy— ddy )?,
en supposant s et d d’une part, s, et d, d’autre part, liés par les

relations
kst di=1, B2si+di=1.
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ih Cette identité peut s’écrire
— (ksdy—+ dlsy—1)(ksdy+ dlsy+1) = (klss,— dd, )?,
et, en y changeant s, en —s;, on en déduit

— (ksdy— dlsy—1)(ksdy— dlsy+1) = (kiss,+ dd, ).

hy Multiplions membre a membre ces deux identités et désignons
"'lp les parenthéses situées dans les premiers membres par ¢, ¢,
" 4,, ¢, nous obtenons la nouvelle identité

q192939:=\ k2i2s2s] — d*d?)?,
qui peut encore s’éerire
" q1q2q3qs = (k2524 [2s]—1)?,

et qui donne la forme cherchée de I'équation de la surface; il

Tt suffit d'y remplacer s, d, s, d, en fonction des coordonnées z,
8 ), = du point correspondant de la surface;
qr=ksd,+ ls;d —1
devient
- I -
Q1= ; (kz + k's—B);
V]
{2y ¢35 ¢4 se transforment d’une fagon analogue. D’autre part
sl k2st—1
{
devient (n° 119), en désignant par A et p des constantes,
oz, ¥, 5) = PRIELICE S 3-1)-2__. .l,-:_;-z__ 12,3'!'J i ‘.,_-:(_r-zv;_yz_._ 32— a?)—1,
il et 'on obtient pour la surface I'équation
! Q1 Q:Q: Qi = 9%
¥ Cette équation montre d'abord que la section de la surface des
ondes par le plan Q,= o est la conique section de la surface ¢

par le méme plan, comptée deux fois. Gette conique est un cercle,
car en cherchant les plans réels qui donnent des sections cir-
culaires dans la surface ©, on Lrouve que ces plans sont pul‘all{-ius

¥

aux deux plans
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ou bien
kaxt—Fk'2z2=o0,

(kx + K'3z)(kx—kz)=o.

Nous avons trouvé quatre plans tangents singuliers correspon-
dantau plan 50z on en trouverait de méme quatre autres corres-
pondant aux deux autres plans de coordonnées, et quatre autres

qu’on peut définir comme les plans tangents communs aux deux
cones
x4 y2+ 5'=o0, a?x?+ B2+ 1252 =o.
On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacun touche la

surface tout le long d’une conique.

124. Forme de la surface. Distribution des valeurs des para-
métres. — La fig. 8 (') indique les sections de la surface par les
trois plans de coordonnées. La surface se compose de deux
nappes réunies par quatre points coniques et dont I'une est tout
entiére située a 'intérieur de 'autre.

Elle est représentée, en perspective, dans la fig. 9 : on a

Fig. 9.

(') Ces figures sont empruntées au Traité de Geometrie de MM. Rouché et
de Comberousse; Gauthier-Villars.
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On a représenté ( fig. 10) le corps solide ou noyau qui serait 1e-

Fig. 10.

couvert par la nappe intérieure seule, et ( fig. 11) la section
la surface par un plan passant par les quatre poinls coniques.

Fig. 11.

Cherchons entre quelles limites varient s et s,. D’aprés la
relation

4yt — = (B2 — 22)s?,

si nous coupons la surface par une sphére concentrique, tout le
long de I'intersection s reste constant, z, y, 5 sont a des facteurs
constants prés égaux & dy, ¢y, s;; l'intersection est une biquadra-
tique. Le carré du rayon de la sphére peut éire représenté par

2— a4 (32— a?)sd

Pour que la sphére rencontre la surface, il faut que p* soil

positif et compris entre 22 et y2 : s2 doit donc étre positif el com-

- I
pris entre o et ;-
zl

A. ET L.
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Quand s? varie de o & 1, la biquadratique formée de deux ovales
séparées par le plan y Oz décrit la nappe intérieure de la surface,.

. ¥ & . ' : 4 - d
Quand 52 varie de 1 & = la biquadratique formée de deux ovales
=

séparées par le plan 2 Oy décrit la nappe exlérieure.

De méme, d’aprés la relation

—a2fr=a2(y2— B2)st,

. o . I ’
on voit que s; varie entre o el 7+ A une valeur donnée de s,

correspondent des poinls situés sur une biquadratique; quand s}
varie de o a 1 la biquadratique formée de deux ovales séparées
par Oy dcéerit la nappe inlérieure; quand s7 varie de 1 a le la
biquadratique formée de deux ovales séparées par Oz décerit la
nappe extérieure.

On déduit aisément de ce qui précéde le moyen de déterminer
la nature des arguments qui correspondent & un point pris sur
I'une des nappes de la surface et la position du chemin décrit par
le point M d’argaments et ¢, quand on fait varier un seul de ces
arguments.

Prenons, par exemple, un point M, sur la nappe intérieure et
dans le triédre des coordonnées positives; 'un des systémes d’ar-
guments correspondants sera formé de deux valeurs réelles u,, v,
telles que I'on ait

o< uy<K, o< vi<L.

Nous avons déja remarqué que le méme point est donné par les

valeurs

(2K —uy, 2L — py)
des arguments, et il est évident qu’on peut partir de M, avec le
systéme o, ¢o et revenir au méme point avec le systeme
(2K — uy, 2. — ¢;) en faisant varier successivement un seul des
arguments.

Voyons, en détail, comment se déplace le point M d’argu-
ment #, ¢, quand, u restant égal a wu,, ¢ varie de ¢, & 2L — ¢,
puis, quand, ¢ restant égal a o . — ¢, w varie de w, 4 2 K — u,.
Pour u = u,, on a une biquadratique formée de deux ovales que
sépare le plan des yz. Comme nous ne considérons que des va-
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu. 17

leurs pasili\'cs de ¢, le point M restera sur l'ovale de droite;
soit G, cette ovale. De méme, pour ¢ = ¢y, on a une biquadratique
formée. de deux ovales séparées par le plan des zy. Le point M
restera sur 'ovale située au-dessus de ce plan; soit C, cette ovale.
Cela posé, quand ¢ varie de ¢, & L, puis de L & aL — ¢, le
point M se déplace sur C, depuis M, jusqu’au point le plus haut
de Povale, traverse le plan des sz et vient en M|, symétrique
de M, par rapport a ce plan. Quand ensuite « varie de u, a K,
puis de K a2 K —u,, le point M se déplace sur C, depuis M} jus-
qu’au point de la courbe G, située dans le plan 50z et dont 'z
est positive, traverse le plan 5Oz et revient en M, (fig. 12).

Fig. 12.

Rl’!['llflt‘f]llf]ll.ﬁ encore que les points de C, ot la tangente est pa-
rallele & Oy sont sur le cercle

4 Ra
o .3'1_—_0,
i

ou plus exactemenl sur 'un des deux arcs de ce cercle qui appar-
tiennent 4 la trace de la nappe intérieure; les points de C, ou la
tangente est paralléle & Oy sont sur Pellipse

22 w252 — 22

( [*= 0,

ou mieux sur I'un des deux ares de cette cllipse, qui appartiennent
a la trace de la nappe intérieure.
Pour un point de la nappe extérieure 'un des systémes de va-

leurs de u, ¢ est de la forme

i K-+ ia', ¢ =L 4 &b,
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o et b étant réels ; Pautre systéme est alors formé des valeurs con-

juguées
2K —u=K—ida, oL—p¢=L—1ib.

On verra, comme dans le cas précédent, comment on peut

passer d’une maniére continue du prcmim‘ systéme au second.

Remarque. — Le fait qu'a un point donné correspondent
deux systémes distincts de valeurs de « et ¢, donne lieu & une
complication analogue, d’une certaine facon, a celle qu'on ren-
contre dans I’étude des fonctions algébriques. La discussion pré-
cédente montre comment on pour rait faire disparaitre, en partie,

cette complicalion, en considérant la surface des ondes comme
formée de deux feuillets réunis suivant des lignes joignant deux

des points coniques.

IIl. — PENDULE SIMPLE. ErasTiouE PLANE. CORDE A SAUTER.
MouvEMENT A LA Poinsor.

193. Pendule simple. — Quoique la théorie du pendule simple

se déduise comme cas parLiculicr de celle du [mndulc sphériquc
o

que nous avons traitée a Iaide des fonctions p et &, nous la

reprenons ici a titre d’application des fonctions sn, cn, dn.

Prenons un axe O3 vertical et dirigé vers le haut, I'origine
étant au point de suspension du pendule, et supposons le mobile

lancé du point le plus bas M,(z=—1{) avec une vitesse initiale vo;
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le théoréme des forces vives donne

vi=a2g(a—3) avec a=—1+4 -

1° Supposons d’abord que la droite II(s = a) coupe le cercle
en A, A/, c’est-a-dire que 1'on ait @ << I, ou ¢4 << O\E Le mou-
vement consistera alors en oscillations isochrones entre A et A'.
Prenons pour variable I'angle M, OM = . Nous avons

5 =— lcosh, a=— [ cosa,

en appelant o. I'angle d’écart maximum M, OA. L’expression de la

vitesse est
ds [ df

P o= Ll

e _;{(‘
et 'équation des forces vives devient

/BN 2
2 — ) =agl(cosh —cosa),
'-\r/f,) 220(cosh cosa ),

qu’on peut écrire
/ [ df\2
{_ dt ) o

“ 4

d’oti

2 \f}r dt = — ae i

U]

7 ol

‘ sin? - —sin?-
/ 2 2

Nous prendrons le signe - en supposant que le mobile monte.
En comptant le temps a partir du moment o le mobile part

de M, et en posant

Al 5

sin— = wsin—,

2 2

on a
H 1 4 \
/g dut X
JEt= —— —3 (f.‘” = sin? - }
i v*’- I — i — kru?) 2/
. ( )(1— A2u?) \

o

On est ainsi ramené & une intégrale elliptique et 1'équation ci-

(ICSSUS l'Lr'.SU[LI{_'. [}{U' l'ﬂ])[)()l‘l au I!E'.lll s ecrire

= sn (f \//E);

b
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sin [—i = sin :—i sn (:‘/%).
r.‘rasg — v/il.l sn?¢ \@ = dn (! \/g)

on obtient ainsi les coordonnées Zsinfl et /cosfl du mobile en

c'esl-a-dire

fonction uniforme du temps.
Pour avoir le temps T que mel le mobile 4 aller de M, en A, 1l
faut faire varier 0 de o & @, ¢’est-a-dire « de o & 1; donc, en posant
1

K.‘-_' —

du
B — — 2
Vie—u?)(1— ku?)

o

- I 5 3 - : :
on aura pour T la valeur K‘;’r — ct la durée de l'oscillation simple
/

= T s . O . :
sera 2[\‘/{—; Si l'on ajoute cette quantité a t, le mobile doit

prendre la position M’ symétrique de M et sin) doit changer de
signe, ce qui fournit une vérification de la formule

sn(z +~2K) =—snaz.

2° Il nous faut maintenant considérer le cas ou la droite I ne
rencontre pas le cercle, c¢’est-i-dire ot 'on a @ > /. L’équation
des forces vives v2—=2 g (a-— 5) peut s’écrire

02 s
2 (%) =ag(a+ [cosh) = :a(;,'(c: + I —21sin? -)

N\ 2

, [ db ‘3_ ! R 1
(-(d}) B 2,,{<£—;--f)(i—ﬂ~st1|-;)

al
a-—+{’°

grand que /. En résolvant par rapport a d¢, posant

en posant k*= k* est plus petit que 1 puisque @ est plus

iogl \/-T;’{ a-1)
== Y70\ s
2 [

ik . ST
et prenant u = sin ~ comme nouvelle variable, il vient

5 ¥ du
= .

J o=k
. YA )(
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d’oti, en résolvant par rapport & u, c’est-d-dire en faisant I'in-

yersion
5 . B = i
u=sn(Art), sin — = sn(A ). i
. ‘ 2 if
On en déduit it
Ul
- s sttt A i
“4 cos— =y 1—sn*(AL)y=cn(Al). 1
2 f
- . - ..'
| Le temps T que met le mobile & arriver au point le p]us haut i

M s'obtient en faisant varier § de o & =, c’est-a-dire « de o & 13 il est
K

donc -+ -

e

30 Il reste enfin a traiter le cas intermédiaire ou la droite Il

serait tangente & la circonférence donnée : @ = /. On peut alors

ﬁ effectuer les intégrations & I'aide de fonctions exponentielles (cas
de dégénérescence), car le module £ des fonctions elliptiques "
1] précédentes devient égal & 1. Revenons, en effet, a I'équation -

des forces vives v?—= 2 g(a — z), nous I’écrirons .

= 2=

p{ BN o T ens( l 2
WL —aoo(l+1cosh) =42l cos?—
k(“) ag(f-+bonsh) = §gécost =,

et, en intégrant,

==
=
-

o t =log !.anj_;(.r,: 3 f]»
b |
La constante d’intégration est nulle puisque ¢ doit s'annuler A
avec 0. Lorsque ¢ croit indéfiniment, O tend en croissant vers la |
limite =; le mobile s’approche indéfiniment du point le plus haut i
sans jamais l'atteindre. On a alors ;]
sin i (J}J_(I-.}.i cﬂx‘-{—J A ‘l';
l’ et T TP ¥ Ya T e et 4

: e
A étant égal a ‘/ S

Remarque sur Uinterprétation de la période imaginaire
2iK/. — Placons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (1°),
ot le'pendule oscille entre les points A et A’. Supposons que la
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur 'arc supé- I

| rieur Az A’, entre les mémes points A et A’. Pour avoir les for-
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mules relatives & ce nouveau mouvement, il suffit de changer,
dans les formules du premier cas (1°), « en =— « et, par suite, de

. o . - Il o
remplacer le module k = sin = par son complémentaire A’ = cos - .
2 2

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvement
sont done construites avec le module complémentaire de £ et, en

particulier, la durée de la nouvelle oscillation simple est 2 [\" -
=]

(Comptes rendus, t. LXXXVII, p. 1074).

126. Elastique plane sans pression. — Nous avons déja vu
(n°® 68) que le probléme de I'élastique gauche conduit aux mémes
équations que I’étude du mouvement d’un corps pesant de révo-
lution, suspendua par un point de son axe.

En particulier, le probléme de I'élastique plane sans pression
conduit aux mémes équations que l'étude du mouvement d’un
pendule simple. C’est ce que nous allons montrer rapidement.

Imaginons une tige élastique dont la fibre moyenne affecte a
I'état naturel, la forme d'une courbe plane connue C, et soit Po

la valeur du rayon de courbure en un point M de cette courbe.
Supposons ensuite qu'on déforme la tige en faisant agir sur elle
des forces quelconques, mais de telle fagon que la fibre moyenne
reste plane et prenne une nouvelle forme C. Le rayon de courbure
en M devient alors p. Dans cette position d’équilibre contraint,
les forces élastiques sont déterminées d’apreés les lois suivantes :

Si I'on coupait la tige en M, pour maintenir I'équilibre il
faudrait appliquer a la section en M une force T dans le plan de
la courbe C et un couple dont I'axe est perpendiculaire & ce plan
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et dont le moment N est proportionnel & la variation de la cour-
i g4l
bure - — —:
e Po
. | 1Y
l\:[?’( -——)9
PP

B désignant un coefficienl constant qui tl{-pcnd de la nature de

la tige.
Nous traiterons ici le cas simple ol la tige est primitivement
S 1 < - * 2
rectiligne, — = o, et ou l'on fait agir seulement sur ses extré-

-0

mités M, et M, deux forces T, et T situées dans le plan de la
courbe d’équilibre et deux couples N, et N, ayant leurs axes nor-
maux 4 ce plan. Les deuz forcesT, et T, sont égales et opposées,
car les seules forces extérieures appliquées & la tige en équilibre
étant les forces T, et T, et les couples Ny et Ny, la somme des
projections de ces forces sur un axe quelconque doit étre nulle.
Les forces T, et T, forment alors un couple qui fait équilibre
aux couples N; et N,.

Prenons pour axe Oz une droite paralléle a et A5 Soit M
un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige était coupée
en M la partie M, M serait en équilibre sous l'action des forces
extérieures suivantes : 1° la force T, et le couple N, agissant sur
Iextrémité M,; 2° une force T et un couple N agissant sur M; le

couple N a pour moment

puisque nous supposons — = 0.
=0
Ces forces extérieures appliquées a I'arc M, M se font équilibre.
Donc, T est égal et opposé a T,. En outre, la somme des mo-

ments de. toutes les forces extérieures, par rapport a un point du

plan doit étre nulle. En prenant la somme des moments par

rapport & O, nous avons

Tiyy1— Ty —Ni+N=o,
od e s iy : B : : .
ou, en remplacant T par T, et N par =, une équation de la forme
P

I

0| -
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186 CHAPITRE V.
¢? désignant une constante positive et & une autre constante. On
peut toujours déplacer I'axe des z parallélement & lui-méme de
facon a faire disparaitre cette derniére constante et a ramener
ainsi 'équation de la courbe i la forme

Yy

c?

Nous allons montrer que, lorsqu’un point décrit la courbe élas-
tique avec une vitesse constante, la normale en ce point oscille
comme un pendule autour de la perpendiculaire abaissée de ce
point sur la ligne d’action des forces T, c’est-a-dire sur Oz (4).

Soit, en effet, f 'angle de la normale en M avec cette perpendi-
culaire; si le point mobile se déplace de ds la normale tourne de

I'angle df et I'on a

d’ou, par différentiation,

(1) LR i
L dst ~ ¢ ds c? j

o1 § _,'.; 1. .
Sil'on pose - = -!-f. on retrouve luquallon du mouvement
7 )
pendulaire
d2 &,
i L
dit? {

Pour intégrer ’équation (1), multiplions les deux membres

dl) T s
var — et intégrons : 1l vient
I ds o

di\2 2
- = — f ——
(cl.\'r (:3(005 i

p désignant une constante arbitraire. On a alors

e? . di e —

S et C:?Q".E = cy/2(cos0 + ).
Trois cas sont a distinguer, correspondant aux Lrois cas ren-
contrés dans le pendule simple, suivant que 1 est compris entre

— 1 et -+ 1, supérieur & 1, ou égal A 1.

(') Comparer & GREENHILL, Fonctions elliptiques.
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Premier cas. — Dans le premier cas on peut poser

. =— cosa.

L’angle 0 varie de — « & 4+ «; la courbure et 'ordonnée ¥
s’annulent pour § = .

On a ainsi la forme de la courbe (fig. 14, I). Les points cor-
respondant & ===« sont les points B et B'. Cette forme de
courbe correspond au mouvement oscillatoire du pendule.

On a trouvé dans ce cas, pour le pendule,

2D /&
sin— = ksntf/ 2,
2 \/ l
o o N
avec A =sin_- On a donc actuellement par le méme calcul, en

e .4
faisant =

Calculons enfin z en fonction de s, on a

dr oo s
— =08 =1—2s8int - =1 —ak2sn2~.
; ¢

ds 2

D’ou, en intégrant de o 4 s et se rappelant la formule du n° 100

I ry (
e'(u) 0"(o)
f ksnudu =— — U ——=>
2 B(w) B(o)

8la) [ §

t—)(

) ( i
¥ - L= =

[ 0" (o) \ .-")
sli—2——= ]+ 2 -

\ C

Deuziéme cas. — Sil'on a p.>>1, 0 peut varier de 0 & 2% :

i S i . A
DLE ne s’annulent jamais; la courbe a la forme II de la fig. 14.
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188 CHAPITRE V.

Ce cas correspond an mouvement révolutif du pendule. On
achéverait le calcul comme dans le cas précédent, en employant
les mémes transformations que pour le mouvement révolutif du
pendule simple.

Troisiéme cas. — Si p =1, on se trouve dans un cas de dégé-
nérescence. On a alors

£l 2 { f
(=) = = cos?=,
\ ds ¢? 2

§ 0
- = Log tan;:_‘(- -+
c 2 |

|
Y = 2CCO05— =
3 2

et +e ¢©

1] \ 0 b
dx = cosl ds = (-1 cos?— — 1) ds = 2¢ cos > (.,' — d,

&

A F] p:.
F=2Cc81l—- —§=2C —
9 5 =8

e +e ¢©

La courbe est alors asymptote & I'axe Oz, comme on le voit en
faisant tendre § vers &= =, et s vers == co.

127. Corde a sauter. — Imaginons une corde homogéne dont
on tient les deux extrémités et qu’on fait tourner trés vite autour
de la droite joignant ces deux extrémités. On peut alors négliger
Paction de la pesanteur sur les divers éléments de la corde et
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou-
vement. Par rapport & un systéme d’axes tournant avec la corde,
cette figure permanente est une position d’équilibre relauf.
D’aprés la théorie de I'équilibre relatif, on doit exprimer qu’il y
a équilibre entre les forces agissant réellement sur chaque élé-
ment de la corde et les forces centrifuges.

La force centrifuge agissant sur un élément de masse m est
perpendiculaire a I'axe de rotation et répulsive; elle a pour inten-
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“i sité mw?r, w désignant la vitesse angulaire constante de la rota-
ﬁ- tion et 7 la distance de I’élément m a 'axe.
g, En prenant I'axe de rotation pour axe Oz, on est donc ramené

A un l)t‘oljlf-mc sur [’é:'[uilil}r(r des fils que I'on peut énoncer ainsi :

iiq Un fil est attaché en deuzx points de l’axe Oz et chaque
élément du fil est repoussé par 'axe proportionnellement a sa

longueur et a sa distance & ['axe.

Toutes les forces qui agissent sur le fil rencontrant I'axe O z, le
moment de la tension par rapport a cet axe est constant tout le |
long du fil ; mais, comme le fil est attaché en deux points de I'axe,
le moment de la tension aux extrémités est nul; ce moment est i

donec constamment nul et I'on a I

{ dz dv\
T(y— —3z— ) =0
| [_‘i .ft‘.\' !{,\‘ )} 3
3 Al
f] o
dyv dz |
I_ — ':' = 0, _1" = m :-, |; ;
| m étant une constante. La figure d’équilibre est’donc dans un plan il
| passant par I'axe Oz. Prenons ce plan pour plan des zy, la force

' agissant sur I'élément ds est perpendiculaire a Oz, répulsive et

prﬂ]‘:m‘lir)mltrlit) a I'ordonnée y

Y ds = py ds. s

Les équations d’équilibre sont done '
i

e '

d l:.\l i ) + L) ds =0 '

il

"y r ,ff.?‘.‘ 9 3 . I

la premiére donne T — = A, ou l'on peut toujours supposer A -
ds ? i

positif en complant les arcs s dans un sens tel que z croisse .

avec s; en portant cette valeur de T dans la deuxi¢me équation et J
'

posant

]

dy
=¥,

dr

on a I'équation
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190 CHAPITRE V.

et en intégrant
Fr S ST _1'2 b2

Vit = —,

a? a?

bh* désignant une constante nécessairement positive puisque le
premier membre est positif. Isolant le radical, élevant au carré et

dy
remetlant l}ol]l‘ ‘},_r sa \’HICUI' ——3 0N a
dxr

a? dy

de =t ——— .
\‘/l\,’j::_..}:zjz‘_ at
Comme le fil est attaché & I'axe O.x, I'équation doit donner une
valeur réelle pour ' quand y = o, donc 62> a?. En désignant
par ¢(y), le polynome bicarré placé sous le radical, on a

¢(y) = (0 + a2 — y?) (52— a2— y2);

J partant de zéro ne peut varier qu’entre —/b*—a? et +-/b*—a’.
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attaché en O
(fig. 15) et qu'il soit situé dans I'angle ¥Oz : alors 2 croit

Fig. 15.

¥|

ol

dx
d’abord avec y, —=
o ! I(/"V

fc) T = {‘J_ﬂi(/y’ .
Vo(y)

v

est positif, et 'on a

¥ croissant, x croit, jusqu'a ce que y = \/b? — a?; z atteint alors

_jﬂ“_“~f¢z
5 Velr)

on a ainsi la branche OA,; la tangente en A, est horizontale. A

la valeur

partir de cette valeur, y décroit et, pour que x continue A croitre,

branche A, M, O, symétrique de la premiére OMA, par rapport a
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu. 191
l'ordonnée A, By, car & des variations égales de y correspondent
des variations égales de z. Pour y = o0 on obtient le point O,
d’abscisse 2&; puis, y devenant négatif peut décroitre jusqu’a la
valeur — \/6*— a*, 'abscisse croit toujours jusqu’a la valeur 3§,

ce qui donne le point A,, ol la tangente est horizontale. Ensuite y

augmente de nouveau de \-"'_;";-3--— a*i + \;",:-_— a?; il faut prendre,
a pzu'lir de A,, le signe ++ devant le radical, et I'on obtient
I'arc A, O,A, coupant 'axe au point O, d’abscisse 4 £, etc. Les
branches de courbe ainsi oblenues successivement sont loutes
égales a la premiére. La courbe est donc analogue & une sé-
nusoide.

Intégrons les équations par les fonctions elliptiques. Faisons

dans I'équation (C) de la courbe

U— bl— at > a2
r= 1y bt— a?, = I, i —kR=k= -
(l} ¥ ¥ b2+ a b2 at’

elle prend la forme suivante :
.T'\,-"f: e [‘r dt
ak’ s va— )1 — k2e2)’

) 1= ity
- y=ybt—atsn —:--

— s —
: ak’

Ainsi la courbe donne la représentation graphique de la varia-
tion de la fonction sn.

La différentielle ds de ’arc de courbe est

! Iz \ 2 {b2— v2) dy
s = ‘_/ L+ (I ) dy = e (.'}-_—'—"
/ dy Vel(y)
. o . .- f %\ ®
en faisant dans cette formule la substitution (1) ci-dessus, on
trouve pour l'abscisse § du point A, et la longueur A de I'arc OA,
les deux expressions

' ak . dt ak'
— e ————— = [\‘
N \_..__,_1 Vii—2)(1 _,{:!(-:.] V2

{.'2) {

? : a { (14 k2— ak2e?) dt
A= e ] |
ka2, Vio—2)(1— k22

i

vy

car le point A, s’obtient en faisant £ =1.
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192 CHAPITRE V.

-~ - " I e ’ F 3 = o
Quand ) et § sont donnés (A étant supérieur a g, car I'arc OA,
a sa projection OB,), les constantes @ et k* ont un

est supérieur
de valeurs, sous la condition A< 1. En effet, en

seul systéme
L r L i oL
calculant A — & et A -~ g, on trouve

Pour /2= o, le rapport du second membre est nul; 4* augmen-
tant, le numérateur augmente évidemment et le dénominateur

diminue, donc le rapport augmente et pour k?=1 le rapport
est 1. Ce rapport passe donc une fois et une seule fois par la va-

) IS
leur donnée . =+ La constante A% a donc une valeur et une

=g

seule; lexpression (2) de ¢ donne alors pour @ une seule va-

Détermination des constantes. — Le fil ayant une longueur
donnée [ et étant attaché au point O et au point O de l'axe Oz

d’abscisse «, il y a une infinité de cas possibles.
1° Le fil n’a qu'une seule onde entre O et O (fig. 16). Alors §

Fig. 16.

est 1a moitié de =z, A la moitié de /. Les quantités § et A étant
connues, la constante A2 a une seule valeur donnée par I'équa-

! d - ay/2
tion (3); puis @ = ——-
(d)’ | s KA'

s A==

2° Le fil a deux ondes entre O et O'. Alors § —= f
i

i N ) i
la méme valeur que dans le cas précédent, car s— est le méme
\
l—u ‘L ay/2
—; ensuite a = —»
l+a’ § KL
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE snu, cnu, dnu. 193

En général, sile fil a n ondes entre O et O/, £ - N )

oy 2

/2 a toujours la méme valeur, mais a = - -
L ; ankKi

Il y a donc une infinité de positions ii‘étlni[i}n‘z' qui sont toutes
|1mm‘)l]|i"ll't|||l'.~a de la |r|‘:‘mi1"|‘r- par rapport a O, les rapports
I 1

¥ v ’ 1
d’homothétie étant —5 =5 «--5 —-
2 ) I

198. Mouvements a la Poinsot. - Etudions le mouvement
d’un solide autour d’un I!ﬂi[ll. fixe O, dans le cas ot les forces ont
une résultante |||Ji:||u'r passant par le fmint. Q).

En prenant pour axes liés au corps les trois axes principaux
d’inertie relatifs au ]min[ 0, Ozyz, on a, pour déterminer les
composantes p, ¢, r de la rolation instantanée suivant ces axes,
les trois l'-t|n;|linr|.-i suivantes, dans lr-.cﬂjl:wfh:-; A, B, C sont les
moments d’inertie principaux (A>B™>C), D et p des con-

stantes arbitraires (s

.\j:f- - Bg? D 2,
A2 p2 32 g2 EXTEN
(0) R : B2q D2
.-‘ .’/ s
’ |:”.,r (A—U)pr =o0.

Nous tirerons p et r des deux fl!'i'lll‘lt.'l‘i".‘-i l_'w]u;llinns et, en les
portant dans la troisiéme, nous aurons une |":|[|e|[i(m différenticlle
du premier ordre en ¢. L’élimination de r entre les deux pre-

miéres :'-niu;i{irma' donne
.\fr"l A—0C)= |:r{3- B — ) = D{ ]!----(;,1::.-’.

|}':I[}1'f-.n' les grandeurs relatives de A, B, C, on voil que la difié-
rence 1) — C est essentiellement ]msf!i\'{' : elle ne }\i.)llr‘l‘élil,l"ll'l'
nulle que si les valeurs initiales p, et qo de p et g €taient nulles.
De ]‘(‘f{uuliun ci-dessus l'on tire
B(B—C)
2 — L 5 IR
ooy T J2—g2);

en I!f_).-iilill.

i L D(D—C)
= nt A
J R G)’

(') Voir Avrerr, Traite de Mecanique, t. 11, p. 199.
A. ET L. 13
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on aurait par un caleul semblable

B(A —B) % o
ol A lasss ity e A
Sl . Gra = 7/ $ i - e

le binome A — D étant essentiellement positif et ne pouvant étre
nul que sl go et 1y sont nuls.

Pour que p el r restent réels, 1l faut que ¢? reste inférieur a la
"2 et g?; pour reconnailre cette

=

plus petite des deux quantités

t]u:mlilf-. formons la dillérence 22— f* :

,D(A—C)(B—D)
*B(B—C)(A—B)

Le signe de 22— f? esl donc celui de B — D, signe connu par

les conditions initiales.

Pour fixer les idées, nous supposerons
3 — D >o, 22> [,

La variable ¢ doit alors varier entre — f et + f : donc r ne

s’annule jamais et conserve Loujours le méme signe, signe connu

yar la valeur initiale 7, : nous supposerons » > o. Au contraire,
| E

dgq

3 s : {7
P s annule toutes les fois que ¢ = e l‘[lmnd ¢ augmente, an est

[ 4
positif, la troisitme des équations (1) montre que p est alors
négalif; quand ¢ diminue, p est positif. Ces considérations fixent
i ltlmqllc instant les signes a |}:‘u|11|1‘£: devant les radicaux (lui
donnent p et r en fonction de ¢.

En portant ces valeurs de p et r dans la troisieme des équa-
tions (1), on trouve

dq / B C)(A—B) ,—; S . .
e |y o AW el G100 Giadl 40T

ou le radical est pl'is ]Ji_}:ﬁili\'unm|1l, Lant que g augmente, jlisqu'ﬂll
moment ot q atteint la valeur -1-_,)"; |1ui_~:: q décroissant de —'_—f a
— f, le radical doit étre pris négativement, et ainsi de suite.

On voit que ¢ est donné en fonction de ¢ par une intégrale que
nous raménerons & la forme considérée dans le Chapitre pré-
cédent, en posant

G oo L _ (A—B)XD—C)
: T (B—C)YA—D)
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Nous aurons ainsi, en résolvant par rapport a d¢ et intégrant,

n(z—.ﬁ,).—:{ — San
V(1—s?)(1—

“i
ou n désigne la constante positive

s = o /FE=DIE=)
Y ABC

et ¢, une nouvelle constante arbilraire, représentant I'époque
ot ¢ s'annule en croissant. Le module A* est moindre que 1
puisque g2 f*; il est égal au rapport anharmonique de A, B,
D).,

Ces formules donnent p, ¢, 7 en fonctions uniformes du temps.
En effet, en posant, pour abréger,

T=n(t—1),
I'inversion de I'intégrale elliptique donne

J= s>
DD =0
T S
; \ B(B—C)

sSnT,

5 BB — G . /D(D—=C)
RV vy pe AR et Vi vy
3(A—B)

D(A—D)
i

G(A=10) yi1—Atsnic =¢ :"'\f CA—0) dn~,

g

AT,
r=g
ol p. est positif et ou &, &” sont égaux a == 1.

D’aprés les propriétés des fonctions sn, cn, dn, ces formules
montrent que p et ¢ s’annulent périodiquement, tandis que r ne
s’annule jamais.

Si nous supposons 7>

0, r reste constamment positif et il faut
prendre ¢"—--1. Alors, d’aprés la troisiéme équation (1), on

S g de . ” . -
voilb Ilnlnﬂ({lill['.lllf_‘,lll lI"C —[: el ;) (](‘ll\‘c]ll elre (_If_f :'ii_',;'nc-'i conlraires,
¢ g

ce qui, d’aprés la formule

dsn= S eae e
-(!7-..1|1.L||,,

montre que ¢’ = — 1.

Les valeurs de p, ¢, r sont des fonctions périodiques de ¢ et
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196 CHAPITRE V.
admetlent la période
!‘l’.\'

n % Vi =T
i \ {_] =M1 ,{L

Quand le temps augmente de cette quantité, p, ¢, r reprennent

les mémes valeurs; I'axe instantané de rotation I‘!'}ll'l"[]:l alors sa

5

position primitive dans le corps, mais non dans I'espace, comme

nous le verrons plus loin.
[l faut maintenant calculer les trois angles d’Euler en fonclion

du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposerons qu’on ail

Fig. 17.
g 17

pris pour axe des 3, la direction invariable de I'axe O du mo-
ment résultant des (Iualli,iléﬁ de mouvement. Fecrivons que les
}u'nj(?l:timls dun segment Oz = [sur les axes mobiles sonlt respec-

tivement A p, Bg, Cr, nous aurons

{sinl sino = Ap,
{sinfl cosw = Bgqg,

f_ lcosh = Cr:

car les cosinus v, 7/, ¥’ des angles de Oz, Oy, Oz avec Oz, sont
sinfl sing, sinfl cosw et cosf. Ces équations donnent, sans inté-
gration, i et © en fonction de p, ¢, r et, par suite, en fonction
de ¢.

Caleul de Uangle de précession 4. — On a, d’aprés les équa-

tions du mouvement,

f;'." = 4D Ap?+ |§rffv ;

:\'—'1;'—‘ - 51g'i

Remplacons, dans celle expression, p et ¢ par leurs valeurs (3)
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et en?t par 1 sn?t; nous avons
ol D (B—C)— (B — A)sn2z
dt n A(B—0C) C(B— A)sniz i
Y ce i|1l‘:l|1 peut encore écrire, en ellectuant la division,
o : SR i
i dl wD wD (G AYCB —0) I
iy dtz = nG nG A(B—G) —C(B— A)sniz .

Pour meltre en évidence les poles de la fonction doublement
ériodique du second membre, déterminons un argument con-
i | g

' stant Zc vérifiant la relation

comme A =B, la valeur de snie est purement imaginaire : on

peuat done l:l‘umlrv, pour I‘:n'_f_;'lrmvnl ic, une valeur purement ima-
;‘inail‘v? et, par suile, pour ¢, une valeur réelle. Nous pourrons

:r]m-.-: :’-{'I‘il'i‘

dy. pD D (C—A)YB—C) 1

ay el G A) sn?ic —snirz

2 i
1
i

l}’uill‘{"s les relations élémentaires (]ni lient les fonctions sn, en,

dn d’un méme argument, on tire de (5
B{A—C) DA N

enlic = - dn2ic = —— —— .
(A —D)

G(A—B)"

Extravant les racines carrées et tenanl comple de la valeur de n,

on lrouve
A . : D (C—A)B —=0) |
isnicceniednic = —— 5 : e

3 nG G(B A) |
i

Il faudrait mettre un double signe devant le deuxiéme membre,

B

II]'rIIﬁ: comme on IH'III. l'Il'riIILtL'-l' It_' s1gne dl' J"f' sans 1]!](‘ I!‘H I‘{‘IEI“[HI.‘-’

anlérieures soient changées, on peut toujours prendre le signe —+-

2 . . ad s s
"]t‘\ill'll Il'. ri[.‘{'(\llt'l ]II{‘I]I}I]"['. |‘ l.'lll]'clill)fl ([lll f][blllli' -f'- s ecrit ill{)[‘:-'
aT

% dl w D isniec enie dnie
(6) st SR i 1 : s
iz nC sn?ie — sn2zt
Celte l-\[n‘vssi::n est maintenant aisée a lrlln"l-;'r{'r' : 1l suffi pour 4

cela de 1!.'-:-::1|1[m.~'='|‘ le second membre en éléments .-ir|}|nlt‘.~=. Or,

"
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nous avons établi, dans le n® 100, la formule

asnacnadna e . 0'(a)
- — —=Z(u—a)—Z(u+a)+2-—+—-
snfu — sn*a Bia)
On a donc, en faisant @ = ic, u =7, et désignant par A la

D ‘Ur:r)

conslante réelle — —
nt {!l i }

db i H(ie—=) ¢t H(ic4-7)

LIPSl W Al = - -t - - — .

dr 2 H(ie—=) 2 H(ic+ =)
Intéerant et supposant les axes choisis de telle facon que
= Pl : ;

s’annule avec 7, on a enfin

7] Y= AT+
2

Les trois angles f, o, 4 sont ainsi exprimés en fonction du
temps, et I'on peut déterminer la position du corps a un instant

quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s’expriment

par des fonctlions du temps qui sont ou uniformes ou racines

carrées de fonctions uniformes. Mais il est trés remarquable,
comme I’a montré Jacobi, que les neuf cosinus 2z, 3, v, o, Pail
It an

8", 4" sont des fonctions uniformes du temps. Ce résultat peut

Ly b

s’établic comme il suit. Les formules (4) donnent déja y, v, ¥’

en fonction uniforme de £. On en conclut

ou, en remplacant p? et ¢* par leurs valeurs,

/C(A —B)(D - A G T o
e / t\ Byl _\ .I C).
]I \——lJ\I;—l)\ C(Bb—A)

D’aprés I'expression du module A2 et les formules délinissant
sn2ic, cn?ic, dn?ic, on peul écrire

sinf = b
dnic

Mais on a obtenu la formule (n° '“l'”}

02(o) H(a —u)H(a + u)

sn?y = - b
k O a)B*(u) ?
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en 'y 1‘¢r!|1}nlu{_':ml. @ par < el u par ie, et I‘l’]llill‘l’lllklrll que, par déli-
O(o0) B(iec) = Hi(0)

tion, dnic = ——~ et \k+

5 T y On trouve
B,(0) ()

B (o)

Hi(o0) .
2 VH(x— ic) H(T =+ éc).

sinfl = - :
(8) 0,(ic)0(%)

D’autre part, I'expression (7) donne

; .

B AL Y /H{z—tc)

el — feidt / L
\ H(z -+ ¢ec)’

donc
s tHi(o) H{T — ic)
eliatn B s
B (1c) BiT)
A itHi(o) H(t + te)
e—iYsinl - i :
0,(ic) O(=7)
A l'aide de ces expressions on forme facilement les valeurs des

cosinus a, o', o’ 3, B/, #”, en fonclions du temps. Il suffit de

]mrlir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles
d’Euler et d’y T‘!_'IIIEII}I{IL‘I‘ ensuite les angles d’Euler par leurs va-
leurs en fonction de =.

Nous trouverons ip[u;; loin ces mémes cosinus par une autre
voie.

Cas de dégénérescence. — La valeur du module est donnée par

(A Bi(D —0)
/‘--.!_. =
(B—G)(A—D)

Ce module est nul quand A =D, c'est-a-dire quand D'ellipsoide
d'inertie est de révolution. Les fonctions :-llilzli{[n('s deviennen!t
alors des fonctions circulaires.

»

Le module est égal a V'unité (|t|;m:| D —=DB : dans ce cas les

angles f, o, 4 et les neuf cosinus s’expriment comme il suit : la

. . . (‘T & 2 . . . .
fonction s=—=sn < devient — - ou —¢ langiz, et les [onctions en=
et 4 e—T b !

et dnt se réduisent A V/I— s ou a . EEn introduisant un ar-

COSIT

gument purement imaginaire f¢ défini par la relation (5), c’est-
a-dire PN
; 1 B(A—C) }

tang?e - -
4 cusle (M1} A “_J
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; on remplacera la formule (6) par
dl uB tange 1
: d= nC | cos?c tang?e— tar
- e AT 5 uwB
1 1lul(Iunm-,vn1||1[‘;_"r:|nlvl.«h::ar;;nun[11:||‘ J.l:u'nnsl:mtv”' lange,
1
I
2 b sini« ET)
V] it — — Log i 4N
H 2 s1ny(c - 4% )
" On déduit de la les expressions des neuf cosinus.
129. Herpolhodie. — Dans la I'i‘]H‘("Sr‘II'lElIiU!I du mouvement,
! d’apres Poinsot, la polhodie estune courbe algébrique ; cherchons
' les équations de I'herpothodie ou lien du pole m sur le |n|u||
& fixe (').
I En appelant &, y, 5 les coordonnées du péle m par rapport aux

- - e . . N e ()] i
axes principaux d’inertie Oxys, on a, puisque le rapport oo oSt
constant et égal a /& ou 1y D,

7 i¥h o : r (0]

. oy D,
xr ¥ 3 Um =

(9)

(:"”"“[';”.'- ¢, r sonl des fonctions l’.Hint‘u‘uns de ¢, il en est de

I 2 e

méme de &, v, z. Les équations d’Euler, dans |1'5{{|1{"”C.~' on rem-

place p, g, r par .r'l;,n.‘"'ll, yuyD, suy/D, donnent
| H{.l' : H”l' == =
| (i) A= - uvD(C—=BYs=0, B4 pyD(A—C)sz=0, ==
‘ dt it k dt Y :

\|>]>u[i_)||,~; P la I:l‘:lit't‘[il!l] du im[nl O sur le |r|il|| lixe II, qtli

_ contient ’herpolhodie, et désignons par g et ¢ les coordonnées
it polaires d’un point m de la courbe rapportée au point P. Comme
|
?. OP = I_,

B
h _ . : !
on a les équations suivantles
|
{
|
|

(1I)

-

(') Voir AvrerL, Mécanique, L. 11, p. 212 el suivantes.
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dont la premiére exprime que Om Pm + OP , et dont les
derniéres sont les (-‘]n:nlinnﬁ de la fnr”llli“i', Résolvant ces équa-

Lions par rapporl a .r'—'.j'*, 5%, on a, en posant
A= (A Biy(B Y G A

(B Dy G DY) (C—DYA—D)
BCD : CAD

ABD
BC(C —B) CA(A G)
e = (62— a), 3t = (02— b)),
A i . A
(12
| _TABIRE Wt A
3 X o
Fig. 18
- X7

i
AN

Nous avons supposé A>SB>CetD r:nmln‘[q entre Bet C; alors A
est négatif, et I'on a @ > o, b>o0,c< 0. Donc 3? esl essentielle-
ment positif et ne s'annule jamais, ce qui esl d’accord avee le fail
que r ne s'annule jamais. Pour que z* et )* soient positifs, il faul

que p%— a soit positif et p?— b négatif : p* oscille done entre a
. .

el &, Ainsi le ravon vecteur de |.1||‘]'|JUHIHI“|' oscille entre un mi-

nimum y/e et un maximum y/b. En différentiant la |»|'['mit'-rt.' (

équations (11), on a

o (/'. I(.I;.r' _n{:' _u"!..'.
v :f]i; 2 ::{f . dt . " dt 2

ou, en tenanl comple des 1":1i|nlinn.-i (10),

B—C C—A A—B pAyDzys
\ ] G AR s

ds
o,

: n"f-

wyDays (
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(3 cette équation donne enfin, en remplacant z, y, 5 par leurs va-
’ leurs (12),
L) ;
! ds s
(13) p— =y Dy— (p? a)(e2— &) p* C}y
g Y ¥ I P
1 ll . - - ] -
1 equation qui permelirait de retrouver g2 en fonction de ¢ par une
A : ‘ : : :
fonclion (.'-”I]llli[l.l{'._:_ celle expression de .:~’ en fonction de ¢ nous
est (1("}{{ connue, ]:rlisqur'. x, ¥, 5 sonl des fonctions t.‘||ipliqu{35
ol de t.
Iin ;1|!|J(:|;||1I o/ I'angle [1{_1].‘ti|‘u que fait le rayon P m de ]‘h(!l'pn|—
hodie avec une direction li\(r_. on oblient ensuite l‘{’:l{llilliﬂll
1' dy
(14) 0?2 — n(p2+ E),
4 i/ Tt v
I =
P o Lt : (A—=D)}B—D)(C—D) : PRy
| ou E désigne la constante BCD » ¢'est-a-dire
-\ —abeD.
Les deux relations {'l."n'} et (1 i ) donnent : el o en fonction dun
temps. [’élimination de ¢t fournit |‘C'[]l|uliml différentielle de
I’herpolhodie
]
{ i (P24 E) dp
| (1 j) r.r"/ = - —— — 3
& 1 . / 9 @ 9
| pYDY—(p*—a)(p*— b)(p*—c)
|
i[ni donne "/ par une illlit‘l['&lllll'{'..
Ceci posé, nous allons vérifier que
l I’,r""f- = p cosy Lo r&fn'/A
: s'exprime en fonction uniforme du temps. On a d’abord immé-
! diatement p* en l'{-mplnq;mt, dans l'f'-quulifm (12),
':
; EaA=—I)
1 y= - - (p2— b),
] ¢ L :
| . ; 5
1 = par sa valeur en fonction du temps
I
¢ D—(
| e = - —sn2xz,
' % B(B—CGC)
" ! On Irouve ainsi
o (D—=C)YA—D) | (A—B)Y(D—C)
v CAD ABG LRy
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ou bien

(A—B)Y(D [ G
p* - ; (sn2% —sn2p),
: ABC ; i
en |'|05:1|1L
3 (A DB
SN*p = - .
\\ -fJ_.l“
Les relations
(A Bi(D — C)
cn?y =1—sn?yp, dn?p =1— k2?2 sn?p, k2

(BF—C)(A D)
donnent cu¢ et dn¢. Rapprochons les trois résultats suivants

3(A—D) ACB.— D) (B —= D)
cr dn?e =

-3 — N - - .
D(A—B) D(A —B) D{B ==

1
|

snip =

Pour obtenir 4 nous partirons de I'égalité (14) qui donne

r’r"f :f_ ]‘,
AT | S . R

dt : 52

a . . 1
et, en t‘cmphn;;m! 2° par sa valeur en fonctlion de 7 et dt par % dz

dy 1 L (A—D)(B—D) 1

dr n e D(A—B) sn¥z —sntp

Décomposons le second membre en éléments simples en nous
servant de la formule

2sn¢cne dne e'(v) H'(v—n) H (v -+7)

snip — snit g 8(v)  H(v—=) H(¢ +—17)

Nous déduirons d’abord des valeurs de sne¢, eng¢, dne et n la
relation

. . £ w2 [(A DYB—D)]?
sniecenle dn?e = — — )

el nous [}l}ll[‘l‘l’]]l:-i ensuike lr.'l'.I'll‘!'.

-rf/ 1L | .‘\Ill'i'lll'lllli‘
o e s SR
dz n t sn?t—sniy
puis
.dy ) e'(v) H'(z—v) H(z 4+¢
2% =it 4 g- S 5 :
dx n 0(v) H(t—v) H(z+v¢
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20 CHAPITRE V.
On déduit de la

S ee) R
ﬁ"‘i-].,, 'JI'HII:'_
2 “l"’

el = ¢
v désignant une constante arbitraire.
D’autre part, on a

(A B)(D —C)
; ABC

(snz

ou, d'aprés une formule déja rappelée,

C) 82(o) H(z—v¢)H(=
A 02(v)02%(7)

On voit alors que s2e2 est le carré d'une fonction uniforme et
1}

I’on oblient

i &) -
- I
= W S (et )

‘:I"“’.I. \i' | LY

OiT)

en |}0.~_¢'¢ml

(A—BYD—C) e2(o0) k*n® 0%(0) .
ABC koe)’ Dput kex(v)’

Nt=—

la quantité /& © (o) est égale & H'(0), comme il résulte de ce que
. . SN
I:t IJ.I]IJ'{' (Il' 7 - est 1 I}L!lll' U=0.0na [I"]Ill"-

in H'(o)

-.'J" ‘_f'|-; CICN

de sorte que, en définitive, I'herpolhodie est définie par I'équa-
tion
in_ H'(o) H(x —¢) ”‘[

5 etk = - — e
i e(v) B(z)

:J.\-’Jlj
En se reportant aux valeurs de sn?¢, cn?¢, dn2¢ en fonction

des données, on voilt que I’on a

1< snip <

k2

D’aprés cela ¢ — K est purement imaginaire. Celte remarque

nous conduit A poser
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el a 1‘1"|n|11:1::m-v par cette valeur dans I'u'-.-iuuli:m de |’i|:-1"111)||1t11]if_~.,
Cetle équation devient

in H'(o) Hi(t—a) .
wy/D Oi(a) B(=)

oeil
b

- i o] II ()

th = — T nit—1ty).

n 0(a)
at est [Jll['l.’lllf‘lll. [lll:l;_;[nuil‘l.e et A est réel, v est une constanle arbi-

traire réelle.

130. Vitesses de rotation autour des axes fixes. — Un point m
de I.IIUL"ILI”IU-I.{!{_' et 'extrémité w de la rotation instantanée sonl

en Iigzlc droite avec le |mi1|1 fixe O et I'on a vu i|lI.IPII a
w = 0 myh, ol Vi = /D,

Si donc, on appelle p; et ¢, les projections de la vitesse angu-
laire sur les axes fixes Oz, Oy, on aura
P1-+ f-f,’l =u .’_IJ_.-I.P r“_..(f
ol }}l{.‘“
H'(o) Hi(z —a)

" gilhT+v)

(2
By(a) 8(z)

PrL+iqy=—1u

C’est 4 un changement de notation pres la formule donnée par
M. Hermite (Sur quelques applications des Jonctions ellip-
tiques, p. 35). [’argument « qui figure dans la formule de

M. Hermite et I'argument @ employé ici sont liés par la relation
a=uw-+itKk.
131. Les neuf cosinus déduits de ’équation de I’herpolhodie.

— Comme on l'a déja remarqué (n° 128), Ap, “"{1 Cr sont les

projections du segment O = {= Dp. sur les axes mobiles. On a

donc
A B g Cr
: /J-:( = — = |}I'J..
Tl i i |
fluu
fALD )
yi=Fechnr, == [ —
| ‘ D(A—G)’
S BUD Y
~ = () snrt, ==l /= : L
r =~ n ? LS I}II; “;

JC(A — D)
EDEA=0)

» e
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Nous allons d’abord exprimer P, Q et R en fonction de 'argu-

ment ¢ qui figure dans I’équation de '’herpolhodie. On a

B(A—D) (A—B)YD-—-C0C)

(s — Ak2snle,

BB B A=D) "

puis l'identité

P2 en2t 4+ Q%sn?t + R*dn?z =1,

ot I'on fait successivement en2t=— o el dn%z = o, fait connaitre R
et P; on trouve ainsi

ik X i dne
¥ = — ——cngcnx, y'= ksnesnx, ' = — ——dnx,

{ W k
ou bien
Hy(edyHy(z) i H(e)H(z) e 0,(v)0(7)

" — by

: B(v)0(z) ~e(v)e(z)’ ~ T e(v)B(x)

el, en posant
v—K=a,

de sorte que (n° 129) a est purement imaginaire

H{a)H,(z) v Hy(a)H(x) 24 0(a)e,(z)
] 0(a)B(r)

| e et = - Y.Ly
B1(a)O(x) B (a)B(7)
Pour calculer les autres cosinus nous }'ll'l‘ll(]l'l]l’].‘i comme in-

connuces

o+ 8, a' —+ f,

Entre ces inconnues, on a les équations linéaires

(a4 i8)y =+ (&' +if )Y + (2" + B )y" = o,

v(a"+if") — " (2’ +iB) =—i(a + iB),

(@ +i8)p -+ (a'+ iB)q + (2 + iB')r = py+ iqy;

des deux premiéres, on déduit

et, en portant ces valeurs dans la derniére équation,

.,-yl ;o ars® o VLAY
{ Y 4y

(2 + :'f‘ijl(p—:— I e Sk n e I'.) = p;+ Iq.

A\ i |
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ETUDE DES VALEURS REELLES DE sn, cnu, dnu. 207
Si l'on tient compte des égalités

Ap=ly, Bag = (v, =iy,

1 1Y | I

ny s = ’-"{('__i:'?
(o +B) e . L.

" Il reste a exprimer en fonction de @ les quantités

/1 1Y I I

blim=—i=aln i = =5
i \D A/ G B
I

on peul le faire en se servant des relations suivantes

I
\ T TTant OR .ene dne
I I P cny
\ T
] He)8y(e) Hi(a)8(a)
- a4 3 .
Hi(e)O(¢) H(a)0,(a)
on a ainsi
{1 I . Hiy(a)B(a)
A — ) G ! ’
\D AJ H(a)0,(a)
I 3 . H(a)®,(a)
V4 [ | i : L
L B/ ”-ll'-rlelj.f.’l
el I Y =iy 3
P (RS U SR O T
gilp DI IT e TR
I—
Hi(a)O(a)H(z)0(z)+H(a)B(a) H(z)0(z)
—n - 3
0f(a)0*(z)+ H2(a) H} ()

Si l'on divise les deux termes de cette fraction par 02(a)02(<)
et si I'on y introduit les fonctions sn, cn, dn, elle devient, & un
facteur constant pres, égale i en(7— a) : sa valeur exacte est

B(o)H (0)H (z—a)

n "
8i(o0)0(z—a)
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208 EXERCICES SUR LE CHAPITRE Y.

et ’égalité qui définit 2 - ({3 peut s'éerire

H' (o) Hi(t—a) .5
5 = eilhe+y),

13

B(0) Hy(o)Hy(z—a) X
— (A1) - = P '”{I = — LI

Bt(0)B(z—a) 8;(a) OB(x)

En .«1||:|:|'im;11|[. les facteurs communs, el remarquant que

Hio) H,(0) e O R :
] - sont deux quantités égales a y, k, on a enfin

o

8 (0)
LB(0)0(7- - a)

B (aa)B(7)

et 'on en déduit o'+ 3/, o

Réunissons les valeurs des neuf cosinus

H(a)H(=) : 0,(0)B(z—a) ...,
i- = g4+1Q =1- —— eiT+v)
B(a)B(z) By(a)B(T)
H(a)H(7) : B(o)Bi(z—a) .5 ..,
SR 3 e 4" — — pEATEYE

Bi(a)B(7) i By(a)d(z)
O(a)0, () i Hi(o)H(z—a)
~ ey — €

y = o 2 EONT+ vl
Oy (e)B(=) B (a)Bi(t)

EXERCICES SUR LE CHAPITRE V.

1. Liznes géodésiques de la caténoide (surface engendrée par la révolu-
tion d’'une chainette autour de sa base).
Iaxe de révolution étant pris pour axe O3 et r désignant le rayon d'un

purullcl.: on a, pour I'équation de la surface,

On trouve que la projection des lignes géodésiques sur le plan des xy

a pour équation en coordonnées polaires

b dr
i ___/ { e
Virt—at)(r:—b2)

o g

?

b désignant une constante arbitraire et I'angle 0 étant compté a partir de

la direction asymptotique.




EXERCICES SUR LE CHAPITRE V.

1° Soit b > a. En posant
b
- =u
r L]

e ['"  du
Vit— u‘l)(l—/.'_"-a?-)

vo

Done
b

i =snl, s

Telle est 'équation de la courbe.
9° Soit & < @. En posant

9. Les neuf cosinus qui servent a définir la position relative de deux
triédres trirectangles peuvent s'exprimer en fonction de trois paramétres «,
#, A au moyen des formules suivantes
.0(0)0(u—a

: ) I
a+if=—1t — ——~ efh,

.H(a)H(u)
0,(a)6,(u)

Pk i S i
Bi(a)B(u)

Blo)0(u—a) -
.~ elA

Hy(a)H,;(u) S
—_— 2+ —
B (a)(u) i B(a)d(u)
O(a)d(u) = Hy(o) Hy(u —a) ,
% > e e i eik,

(=7 8,(a)6i(w)’ 0, (a)B;(u)

dans lesquelles on suppose u et A réels et @ purement imaginaire.
Il suffit de vérifier
=1,
(a+iBR+ (a—+if P+ (2+ if")2=o,
v(a+iB) Y (&' +if) Y («"+ ip%) =0,

(a+ iB)(a—iB) 4+ (&' + i (' —iB') + (a"+ IB")(a"— f") :
) P) B) ; ( f

(') GreENnILL, Fonctions elliptiques, p. 138.
A. g1 L.
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210 EXERCICES S8UR LE CHAPITRE V.

Cela résulte des identités suivantes

02(a)0} ur)—-ll“(a}[[lur) —-(-)“uz)l—)*(u) —~ H2(a) H2(u),

H,m)[il(u —-nr‘rUl{rt)U“ u)— 0 {0}{-‘)1[ w— :‘t}[[liu) Hi(uw)
=08(0)0(u—a)H(a)H(u),

03 (0) 0y (u—a) By (u—+a)= 0%(a) 62(u)+ H}(a) H} (u),

e2(o) O(u—a) O(u-+a) — 02(a)0}(u)—Hi(a)Hi(u),

H2(o)Hy(u—a)H(u—+a)=0f(a)0f(n)— 02(a) 02(u),

et d’'une autre identité qui se déduit de la premiére de celles-ci en y rem-
pla(}unt a par o et u par u — a.

3. Vérifier que les valeurs précédentes des neuf cosinus satisfont aux
I I
relations
(o — iB)(a"+ if") = —¥'{" + iT,
- L4 f: —_— ay - . -~y
u—f‘,_ +iB) =— A"y + 17,

(2 —iB) (o' +if)=— 1y +11,
équivalentes au systéme suivant

rJr..r.l P e
2o+ BB+ 'y

— 0,
t '

- ;j"z'r.

I R, ' ol

e+ B'B+-+y=0, ¢ = r;' o,
= | ?

'+ B apert =2 5 ' J
az' + BB 4+ vy =0, Y Ba'.

(D’aprés cela les deux triédres dont la position relative est définie a
T'aide de ces cosinus ont méme disposition.)
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CHAPITRE VI.

FONCTION p A PERIODES IMAGINAIRES CONJUGUEES.
DISCRIMINANT NEGATIF.

I. — LE DISCRIMINANT EST NEGATIF. VALEURS REELLES DE pu ET DE pu.

432. Objet de ce paragraphe. — Supposons qu’on ait pris pour
périodes primitives d’une fonction pu les quantités imaginaires
conjuguées : i

2 = Wy — wh, 25 = Wy —+ Wy,
wy désignant une quantité réelle et w) une quantité purement
imaginaire ; nous allons montrer que les invariants sont réels, que
la valeur de la fonction est réelle quand l'argument est réel ou
purement imaginaire et nous en déduirons que le discriminant

3

. S
g3 — 2743 est négalif.

133. Les invariants sont réels, — Les invariants sont donnés
par les égalités

S 5= 2 G
oo (2mwy+ 2nwz)+ l.iogJ_ (2mwy + 2nw;z )8
Comme les quantités

27 Wy ~+ 2N Wy, 2 Mg = 2T Wy

sont imaginaires conjuguées, on peut, dans chacune des séries
précédentes, associer deux a deux les termes de facon que leur
somme soit réelle. Donc les invariants g, et g3 sont réels.

134. Arguments réels, purement imaginaires, imaginaires con-
Jugués. — Arguments réels. — De méme dans la série

Fesif s E' I I
Lt o (v —w): w?

m : A
— et (e e i B S

S W= 2/Mmuw; -+ 2Ny,

n
w = o exclus.
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212 CHAPITRE VI.

si 'on suppose « réel, on peut associer deux & deux les termes de
facon que leur somme soit réelle. Donc, pour un argument réel,
la valeur de la fonction pu est réelle.

On voit de méme que la dérivée

a o I
pu=— — —2 Z e e
ud (w— w)

est réelle quand u est réel; elle garde un signe constant quand u

varie de 0 & w,, puisqu’elle ne devient ni nulle ni infinie dans cet

intervalle, et comme elle est négative pour u positif el trés pelit,
elle est constamment négative quand u varie de 0 @ w,; pu va
constamment en décroissant dcpuis ~+ o0 jusqu’a pws.

Argument purement imaginaire. — Pour voir si la fonction
p(iu) est réelle quand u est réel, remarquons que I'on change
seulement le signe de la fonction pu quand on multiplie par ¢
I’'argument et les deux périodes. On a donc

plin|wy, wy)=—p(u|iwg, iv;s),
ou
(AT wh

y= — — —

2 a2z’

puis, comme on peut toujours changer le signe d’une période,
pliv]wy, wy)=—p(u|in;, —iw;).

Pour la fonction du second membre les deux périodes sont ima-
ginaires conjuguées. Si donc u est réel on est ramené au cas
déja étudié,

En prenant les dérivées des deux membres de la relation que
nous venons d’obtenir, on trouve

ip'(tu|wy, wy)=—p'(u|iv, —iwg).

Les deux égalités précédentes montrent que si « est réel
p(iu | Wy, wy) est réel et p'(iu |w,, wy) purement imaginaire.

Ces égalités peuvent s’écrire, en mettant en évidence les inva-
riants &2 el g3 au lieu des [uEl'i(ulcs wy el wy,

pliu; g, &3)=—p(u; &2, — &3),

Ep'(iu; &1, &3)=—p'(¥; &2, — &3);
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ces formules résultent de ce que, si ’'on remplace

Wy, oy

par

LWy, — iy,

dans les séries qui donnent g, et g3, g» ne change pas et
reproduit multiplié par — 1.

Arguments imaginaires conjugués. — A deux valeurs u et u,
imaginaires conjuguées de "argument correspondent, pour la fonc-
tion, deux valeurs #maginaires conjuguées. En effet, on a

L ! I
Pl = w ""E [(T_ “,-f_i
I : 1
Puy= 'H—‘:‘ o o 2 I:{_;"':r____ ir-')f e

Il s’agit de montrer que, sil'on change 7 en — ¢ dans 'expression

de pu,, cette expression se change en pu.
Si I'on change ¢ en — 7 dans la deuxiéme série on trouve, en dé-

signant par w, la quantité imaginaire conjuguée de ¢,

1 +2’ 1 Pl
u? (u—wy): wi]’

il reste donc & vérifier que I'on

E' I:(u. —] w )2 ar :;I_i:l = Er [I 13 —Invo)z i uITﬁ]

cela résulte de ce que la quantité imaginaire conjuguée de

Ww=2muw;-2nW;3

est la quantité
W= 2mwy—+ 20wy,

et que, dans chacune des sommes précédentes, m et n prennent
toutes les valeurs entiéres (w = o exclus). On peut donc passer de
la valeur de pu a la valeur de pu, en changeant 7 en — i; ces deux
valeurs sont imaginaires conjuguées. Clest ce que nous voulions
vérifier,

135. Parmi les racines e, e., e;, I'une ¢, est réelle et les deux
autres imaginaires conjuguées. Le discriminant est négatif. — Nous

SCD LYON 1




214 CHAPITRE VI.

pouvons maintenant vérifier que les racines du polynomeen pu
4(pu)— gapu— g3

sont I'une réelle et les deux autres imaginaires conjuguées. Ce po-
lynome étant égal a (p'u)?, ses racines sont

€1 = puy, €3 = pug, ey = p(w;—+ty)
ou bien

wy W 5
e=p(=—7 ) . = )5 ey = pus.

On voit déja que la derniére est réelle, puisque w, est réel; la
premiére racine peut s’obtenir en prenant la formule d’addition
V2 4+ p'2e —ap'up'e
plu+t+v)=—pu—pv -+ %— "——JT-J-— ’
4(pu—pv)

et en y faisant

pu et p'usont réelles; po est réelle et p'v purement imaginaire.
Donc e, = pw, est imaginaire. La méme formule montre que
e3=puwy est la quantité imaginaire conjuguée de ¢, (ce qui devait
étre puisque w, et w, sont des quantités imaginaires conjuguées.)

Puisque, sur les trois racines e,, €,, €3, 1l y en a une réelle et
deux imaginaires conjuguées, le discriminant g) — 27 g3 est né-
gatif.

Distinction des racines imaginaires par le signe du coeffi-
cient de i. — Nous pouvons distinguer les deux racines imagi-
naires en considérant, dans chacune d’elles, le signe du coefficient
de 7.

Wa

’
- y . L w

La racine e, s’obtient en faisant « — —2, ¢ — — —2 dans la va-
2 2

leur précédente de p(u —+ ¢); le coefficient de ¢ dans le résultat a

le siene de 2] !¢ nOT ' . soatif e
> sig — zpup, et, comme p'w est négatf pour u = =

le signe a considérer est celui de

111'9 = 'l'.})' il : ip Y.
L i 2 ; 2 L BLES
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'

w . . .
comme I'argument —* est purement imaginaire, servons-nous de

la formule
ip'(iu; &2, &3)=—PpP'(U: &2, — &3)}

nous trouverons

.

il 0% , [ 0y
v . L, .
ip 2:0216’3 --'—P(_”’-,gz: 53 ).

Or le signe du second membre est le signe -, puisque, quand «

varie en restant réel de o a %E"-; p'(u; g2y — &) est constamment
négatif.

Donc, pour la racine ey, le coefficient de ¢ a le signe -+ ; pour la
racine ey, le coefficient de Z a le signe —.

Remarque. — On a, quel que soit «,
plu—+wy)=plu-+ wy).
En effet, la période 2 w, étant égale & w; — w’,, on peut écrire
! l 8 = 27 I

plu+wy)=p(u+ wh-+20;)=p(u-+ w).

136. Valeurs de « pour lesquelles p « et p'u sont réelles toutes
les deux. — Nous avons vu que, qu:md w croit de zéro 4 wa, pu
et p'u sont réelles toutes les deux : p'w varie d’une maniére con-
tinue de — oo a zéro, pu décroit constamment de -0 jusqu’a
€s= pw,. Nous voulons maintenant définir toutes les valeurs de u
qui rendent réelles pu et p'u. Considérons la relation

piu) =4(pu—e)(pu—e)(pu—es);

si pu est réel, le premier et le troisitme facteur sont imaginaires
conjugués, leur produit est positif : pour que p’u soit réel il faut
que 'on ait

pu > ea.

Soit @ une valeur réelle plus grande que e,; il y a un argument
réel ¢, compris entre o et w,, pour lequel on a

pu=a;

toutes les autres solutions de cette équation sont données par la
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formule
w==tp¢+amw 4+ 2nuw;,

m et n étant des nombres entiers.

On conclut de la que, si un argument « rend réelles la fonc-
tion pu etsa dérivée p'u, on peut toujours, en ajoutant des pé-
riodes, le ramener a étre réel et compris entre — w, et 4 w,.

II. — EXPRESSION DES PERIODES PAR DES INTEGRALES DEFINIES DE LA FORME
NORMALE DE LEGENDRE, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF.

137. Expression des périodes en fonction des invariants. — Les
périodes.étant, comme plus haut, définies par les égalités

2wy = Wy — W, 23 = Wy Wy,

on a vu que, si z croit de 0 a w,, pu décroit constamment de +- oo
a e,. L’équation différentielle a laquelle satisfait la fonction z= pu
étant mise sous la forme

dx
dbt = —

fad— gy — &a

on obtient, en faisant croitre « de 0 & w,, 1'égalité

st dzr
(1}:! = — =— =
. ‘,-f.i 23— gox— 23

k|

qui donne I'expression de w, en fonction de g2 ‘l de g5.
Pour avoir I'expression correspondante de 22 = remarquons (ue

si I'on remplace les périodes 2w, et 2w, par lcs suivanles

i Qg . Wy 5
25y = = ~-Toy, —2lW3= —= — [y,
i

il faut remplacer
par

'
Wy

1z n T r ’ e,
L’égalité précédente dcwent, par ce changcment,

T e
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138. Les intégrales donnant les valeurs de v, et % ramenées i

la forme canonique de Legendre. — L’intégrale qui donne la va-
leur de v, peut s’écrire

f‘ dr
g = — s el
25 :q/(;r—el)(:r‘——cg)(.r—ucu)

Faisons le changement de variable

-9

X — €3 = 3%,

I'intégrale devient

1)(s2+ey3—e3)

Les quantités e; — e, et e; — e; sonl imaginaires conjuguées. Po-

sons
es— e3= p(cos +-isind) p>o0,
es— ey =p(cosy — gsing) o< < .
Ayant pris p positif, nous pouvons choisir 4 entre o et =,
puisque e; désigne la racine imaginaire pour laquelle le coefficient
de ¢ est positif. Le polynome bicarré qui se trouve sous le radical

peut alors s’écrire
z*+2z%p cosy +

de sorte qu’en posant

le coefficient différentiel de la nouvelle intégrale ne fait que
changer de signe quand on pose

b= —
7

et que I'on néglige ensuite 'accent. On en déduit

[' dt L
Jo V(41— \/U'-‘*l)
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et il n’y a plus qu’a poser

2t

<]
——— =sing t=tang -+,
1 -+ L2 ' S 2

pour obtenir I'égalité

- : de
o YI—Aisinie

dans laquelle I'intégrale est de la forme normale de Legendre
(voir n° 111).

Transformons de méme 'intégrale

"_’-z_e:[‘ e e d %
¢ i jod— g+ g o ay(z+ e )(w+eg)(x+e3)

2
En faisant le changement de variable
T =—ey-+ 3%,

(!)'.E [‘t ds
L V(F e — )52 | e —es)

i]

il vient

yuis, en introduisant, comme dans ce qui préceéde, le module et
b ? ?
'argument des quantités imaginaires conjuguées ¢, — €a, €3 — €s,

@

r
LU P

L

Posons

nous trouverons
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et, en tenant compte de I'égalité

.[ \/U"—-l}‘:ﬂw”" \/:—&ﬁ Sintg

nous obtenons pom —* une expression de la forme cherchée.

Réunissons les deux formules qui viennent d'étre démontrées
q

- g ds .. ¥

wsyp = — k}=sin? L,

Ll e 1 9
MI—K‘; sin?g g

w (14 ; d
2 ‘/i‘_ ] A'IQZCOSQX!
\/1 - I‘I n?g 2

p et Y étant définis par les égalités

es— e3= p(cosd + ¢sind), > o0,

es— ey = p(cosy — Zsind), o<db <,
Ces derniéres intégrales, dans lesquelles on fait
sing =3

prennent la forme des intégrales qui donnent K et K’ dans le

n° 108.

Lg , . oy,
w,l- — Des égalités précédentes on
2

iy [

Wy
f \/I—Azsm ‘P

- tw 2
et l'on voit que le rapport —~ augmente constamment quand A}
e

déduit

croit de o & 1, car le numérateur augmente et le dénominateur
diminue. Ce rapport est égal  zéro pour A7 = o, il estégal a +-o0
pour Ak} = 1; il passe donc une fois et une fois seulement par une
valeur positive donnée quand 4% croit de o & 1.

On peut alors vérifier, en se servant des seules intégrales ci-
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'
a

g (0] 2
dessus, que, si les valeurs de wy et de - - sont données, chacune

3 : 4 LWy
des racines e,, €., e; a une valeur unique. En effet —- ayant une
; oy

valeur positive donnée, A} a une valeur unique comprise entre o
et 1; k? étant ainsi déterminé, I'égalité qui définit w,, par exemple,
montre que \; a une valeur unique, le radical étant pris avec le
signe . Pour passer de la aux valeurs de e,, €., e; remarquons

que cos? et siny, définis par
cosy = &' — k§, sind =2k A}, o<

sont déterminés sans ambiguité. Alors les égalités

e;-t €3 €3= 0, €y — €3 = i’a{‘-‘“‘“?-i-fsint",a),

es—ep = p(cosd — Esing)

déterminent une valeur uniqu(‘. pour chacune des racines ey, e, 3.

III. — RETOUR A LA FONCTION p A DISCRIMINANT POSITIF. EXPRESSIONS
DES PERIODES SOUS LA FORME CANONIQUE DE LEGENDRE.

140. Les intégrales qui définissent les périodes ramenées & la
forme canonique de Legendre. — Nous allons ramener a la forme

: e BN 0]
canonique de Legendre les intégrales qui définissent © el 77

dans le cas ol ey, ¢, €3 sont réelles. (Foir n* 53 et 54).
On a d’abord

e dzr A dr

e2) (2 — es)

Vie—giz—8: Jy, We—e=

ey
Dans cette intégrale, faisons le changement de variable

202ds
dz=— ——7-»

&5

g étant une constante indéterminée; 1'élément de Iintégrale
devient

Dans le produit qui figure sous le radical le premier facteur se
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réduira & 1 — z*, si nous posons

gr=e;— ey,

et le second facteur deviendra alors (1 — A*z?) en posant

€g— €3
Er— 3.
& — 63
k2 est un nombre positif et plus petit que un : le coefficient dif-
férentiel a donc la forme cherchée. En mettant maintenant les

nouvelles limites de 'intégrale, nous trouvons

ce qui est la forme cherchée.
Transformons de méme l'intégrale

w' f+ i dz j'*m dr
o — — - — — — —;
¢ el Vixs— gox + 23 et Viz+e)(x—+ e )(x+ e3)

en faisant le changement de variable

2

r=—e+ =

’ de =—282—

3

I'élément de 'intégrale devient

—dz

sous le radical, le second facteur devient égal & 1 — 3% si nous
posons
2= ey — e3,

et le premier facteur devient alors 1 — A’25% en posant

€y — €1
— ’
€1— €3

k'* est positif et plus petit que 1. Nous avons donc

m'_f’ dsz
i T ) =) (—krar)
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s,

Réunissons les deux résultats précédents, en faisant dans les

intégrales le changement de variable z = sing, nous avons

]

v 2 do
wEg = ' - Pl
I Vi1— A?sin?g
| k3
A w' b do
] e
‘l ¢ YT R Asiito
L ! : g Cg— €y ' €;— €3 ] :
. g=ve —éy k2 = ’ k't = — =,
i ; ¢1— €3 €y — €3

On nomme g le multiplicateur; 4 est le module, A" le module

l:(lﬂ'rl.)]L".Illl’,"lllaiil‘l'“

& E ' = A .
{ 141. Variation du rapport -—- — Considérons, maintenant, le
rapport
b
l‘r}l
To) o
!
b En raisonnant comme au n° 139 on reconnait que, si A% croit de o
r
! Wl X : \
ar,le rapport — décroit constamment de <+ a o.
Lw
|I)$;l[)i‘t"s cela, on peul encore vérifier l|n"i| n'y a ||:1"u|1 seul
systéme de valeurs de A2 et de g pour lequel les intégrales o
w' - T . u a
et — prennent des valeurs données, sil'on suppose g positif et A2
7 :
5 : 5 w' )
’ pris entre o et 1. En effet, le rapport — ayanl une valeur donnée,
(1] -
= i JF o Ia ? : = = & 9 r
: il n'y a pour A2 qu’une seule valeur comprise entre o et 1; &* étant
4 déterminé, I'égalité qui donne la valeur de gw, par exemple,
donnera pour g une valeur unique.
1 . !. i ’ ’ g I3 . ’ .
Les quantites k? et g etant déterminées, on a immédiatement
! €1 — €34 €g — €3.
! La somme de ces quantités donne — 3 ey, puis des différences
h connues ¢, — €3, €, — ey on déduit e, et e,.
- |
:
"
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IV. — CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. APPLICATION GEOMETRIQUE.

142. Etude delacourbe # =pu, ¥y =p'u, Y2 =423 — g2 — g3. —
Nous insisterons seulement sur les différences que le cas de A<<o
présente avec le cas déja étudié de A > o.

Si z et y sont tous deux réels, on peut toujours, en ajoutant
des périodes, ramener I'argument a étre réel et compris entre
— w3 et + &, (n° 136). Quand on change v en —u, x ne change
pas, ¥ change de signe; la courbe est donc symétrique par rap-
port a Oz et il suffit de faire varier « de 0 & w,.

Quand u croit de 0 & w,, ¥ est négatif, 2 décroit constamment
de + o a e,. La tangente au point situé sur Oz est paralléle
a Oy ; la direction asymptotique est celle de Oy. On a donc la
forme de courbe indiquée par la fig. 19.

Fig. 19.

La courbe n’a pas de points en dehors de la branche infinie,
comme cela se présentait dans le cas du discriminant positif.

Tangentes paralléles @ Oz. — Les points ou la tangente est
parallele a O z sont donnés par I'équation

J)”(cc):(}.x'?—-éggzu, =P,
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Quand g, est négatif, il n’y a pas de points ot la tangente soil
paralléle a O 2.

Quand g, est positif, les deux valeurs de z qui annulent p"y
sont réelles; mais pour qu'a une valeur réelle de x corresponde

une valeur réelle de y, il faut que I'on ait

€3.

Nous avons donc a chercher, en supposant g, o, combien
I’équation

v oy 1
p'u=06x——g1=0
; 2

a de racines plus grandes que ¢, et nous sommes ainsi conduits 4
substituer e, a la place de # dans le polynome entier en z qui

donne la valeur de p”u.
Ce polynome se présente sous une forme plus commode, si 'on

dérive par rapport a u les deux membres de 'tdentité
ptu=f(x—e)(z—e)(x—e;), 9y =D,

On trouve, aprés avoir supprimé le facteur commun pu,

-pu (z—es)x—e3)+(x—ey )( & e3)+(xr—eg)(x—es)
2 \

et la valeur du polynome pour z = e, est

(ea—er)(ea—e3);
comme les deux facteurs e, — ey, €, — e; sont imaginaires con-
jugués, le résultat de la substitution est positif. Donc e, est supé-
rieur 4 la plus grande racine ou inférieur a la plus petite, et comme
ces deux racines sont de signes contraires, c’est le premier cas
qui se présente quand e, est positif et le second quand e, est né-

gatif. Le signe de e, est le méme que celul de g3 puisque I'on a
£3= €163 6.

En définitive, pour qu’il existe sur la courbe des points ou la
tangente est paralléle a Oz, il faut et il suffit que I'on ait

3 0.
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Dans le cas contraire la courbe présente la forme de la fig. 1.

Tangentes menées d’un point P. — Sile point P a pour pa-
ramétre ¢, les points de contact ont pour paramétres

@ ¢ ¢ ¢
Hn=—';’ R|=—£—|—UJ1, ug:—_;-t-w.—k-ws, !&3—:—;-}-{:},.

Comme ¢ est réel et que w, et w; sont imaginaires conjugués,
uy et uy sont réels, u, et u; imaginaires conjugués.

Ainsi, par un point de la courbe, on ne peut mener que deux
tangentes réelles 4 la courbe.

V. — DISCRIMINANT NEGATIF; APPLICATION AU MOUVEMENT D'UN PROJECTILE
DANS UN MILIEU DONT LA RESISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE
LA VITESSE (!).

143. Equations différentielles et intégrales premiéres. — Pre-
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour direc-
tion de I'axe des z, la direction de la vitesse initiale, pour axe
des y la verticale descendante. Soit o I’angle de Oz avec I’hori-
zontale, o étant regardé comme positif quand Oz est au-dessus

de I’horizon : I'angle des axes est alors ; ~+ a. La résistance de

I'air est une force dirigée en sens inverse de la vitesse, et égale a
cv?, v désignant la vitesse, et ¢ une constante.

En désignant par z et y les coordonnées du mobile, et par s
I'arc décrit sur la trajectoire a partir d’une origine fixe, la force
due & la résistance du milieu a pour projections sur les axes

Oz, Oy
y ds\3 dx ds\3 dy
@y i e

.(1’-5 ¢ —e (%N Y
P 7 e s '\dc) dt’

\

ou bien

et les équations du mouvement sont

2z : (r{i‘- 2 dr
P T I M

N

d*y o .<f{s)? dy

- ot b B g

(') Voir GrEENRILL, Fonctions elliptiques, traduction de Griess, p. 375.
A 2T L 1)
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226
Eliminons entre les équations (1) et (2) les termes qui pro-
viennent de la résistance; il vient
de dy dy dz _ _d=z
dt det dt am " °ar’
bi ¢ dy
- gant k= —
ou bien, en posa l T
3) di dp
(3) LR T

D’autre part, en remplacant, dans 'équation (1), ds par sa va-

| leur tirée de
| ds® = dy*— 2dy dx sina + dx?,
|
: nous trouvons
| y
| d*x dax\? .
! s B ui—using 41
22 =) (0 )
! y R
puis, en lenant compte de P’équation (3),
v £ ( dz\—* d*z (12— 3 p sing +1 dp
—_= | = — = (pui—opusina + S S
(4) c \dt gy e ' ) at
Les deux membres de I’équation (4) sont les dérivées de fone-
tions qui s’obtiennent immédiatement. Intégrons de o a ¢, il vient
1 2 [[dz\? fdx\—% 1 iy
— —— — (—--— = - u¥— plsina + p,
3¢ |\dt) \dt /o i )
en remarquant que, d’aprés le choix des axes, p. = o pour £ =0.
Nous supposerons la vitesse initiale trés grande, et nous néglige-
| 1 g [dx\-? s :
| rons le terme = = ( -+ de sorte que, en posant = = w? et
3c\dt/o ¢
{ P = p?—3p2sina + 3,
. on a
1 e (}.?' e |
5 — =wP 3.
(5) =T
' L’équation (3) donne alors
P Lo
! S dt=P 3dp,
{ W
)
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et, en intégrant,

du

(p?— 3p2sina + 312)

D’autre part, en remarquant que 'équation (3) peut s’écrire

dx o i
et en y remplacant —; par sa valeur tirée de (5), on trouve

-1 dr = Ir%dr;.
wd J
puis : 2
Sidy =pP dy,
et enfin, en intégrant,

=§ s f”_. P Sk
¥ ’ s ?

Y0 (pd—3ulsina +3p)?

I

£ _ ""'. —3 4 g ¥, wdp
“jy-.f pl d.x.._'[}‘ = e

.
(p3— 3 p2sina + )3
{ ! t

Les équations (7) et (8) définissent la trajectoire au moyen de
la variable auxiliaire et |’lf'r|ualion (6) donne la valeur de ¢ pour
chaque position du mobile. On voit de suite que le polynome

P=p(p?—3psinag + 3)

n’a d’autres racines réelles que zéro, et 'on en conclut aisément
que, quand & croit de 0 a 4o, ¢ et y deviennent infinis, et x
tend vers une limite : nous désignerons cette limite par a. Il est,
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite
et que w est la valeur de cette limite. En effet, I'équation (5)
montre que, pour . =00, on a
: dr
w=limp G
et P'égalité

[ ds\ 2 doxg ., . e
‘{!FJI = (d_f) (p2—2psina




208 CHAPITRE VI.

t it 3 dz . vant une limite g
montre ensuile que, P — ) ) 7

a une limite qui est

la méme.
Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite

x = a, et lorsque le mobile descend indéfiniment sur la branche

de courbe asymptote a cetle droite, la vitesse tend vers une

valeur limite w.

144. Intégration par les fonctions elliptiques. — On peut ra-
mener l'intégrale qm donne la valeur de ’:;—_ (équation 7) 4 une
intégrale elliptique ayant la forme canonique de M. Weierstrass.

Pour cela, faisons la substitation

1
m2P? L rlui’-—'i.usma—!—'_’n
55— - B=mb————————
.U. !L'

m étant un facteur constant arbitraire. Nous pourrons déterminer
gs de fagon que, dans 'expression

(4m® — g3)p2—12mb psing +12m"

£ =8 L) /
L R o & 5 4
e

le trinome du second degré en p soit carré parfait; il suffit de

poser
4 mb — g3 = 3mb sin®a,
d’ou
&3 = m®(4—3sin?a).
Il vient alors
= 9 — psina

VEs — g3 = my3——
1
1

et, en différentiant,
6s'dz = a2m? V3 dp.

Vi — gs 5
Celte équation peut s’écrire

m3 \.ﬁﬂ, dp 1 dr

en prenant m*= j, on a donc, en définitive,

z /""' ds
J. Vie—g
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On en conclut
£x
(9) 'w_g',c':g:s)»
puis, d’aprés 'expression de dz,

pt Zw\  psina—2
B Y - .
w? I

Quand z est égal d I'abscisse @ de 'asymptote verticale, u=o, ona

fga sine
P )= =

J)'(i’—j) —p

!

et, par suite,

D’aprés cette derniére équation, on a

2

a
3

i

et en intégrant

3 J‘rﬁ:)
] wi )
0 ’
('est I'équation de la trajectoire.
e . ox o 3
Ecrivons « et ¢ au lieu de 2 et de >, I'équation prend la
wi wi

forme
(11) gy " 6predu
w? = fy pv—pu 5

et nous allons pouvoir l'intégrer en appliquant la régle du n° 50.
Pour rendre le dénominateur rationnel, multiplions par p'v—+p'u
les deux termes de la fraction sous le signe somme et tenons

compte de ce que, g, étant nul, on a

pv —pu = 4(piv —piu),

= f(pv—pu)(epv —pu)(etpe —pu),

¢ et 2* étant les racines cubiques imaginaires de I'unité

- 1 -+ .r'\/? e L .E'\a"f.‘_
St L e —

o 2
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|
{ En opérant la décomposition en fractions simples, on a
Gple 6pe(p'e—+pu)
' pev—pu- 4(plv— plu)
| G5y 4 _pekpte on pdple i Gpv Al
| ) ) p¢ —pu 2 EpY—pu 2 epv—pu
i 1plo+pu 1 _plev)+pu 1 , p(ee)+pu
| - T2 pv—pu 2 plev)—pu 2 p(etv)—pu’
|
| sar si dans la formule d’homogénéité
H" ! [ ! a .
P(=5 18 1n8gs ) = p? p(u; & &3);
\:J' I
1' 2 ; _ : Sl
i on fait g,=o0 et p.=¢ puis p.=¢?, et sil’on remarque que - =<,
on trouve
plus; o, g3) =2 p(u; o, £3),
plue; 0, g3) =cep(u; o, &3),
| puis, en prenant les dérivées

p'(ue?; o0, g3) = p'(u; 0, &3

p'(ue; 0, g3) = p'(u; 0, &3)-

Des équations (11) et (12), on conclul
\ / \ ;1

n r r r ’
(13) gy /‘ (I pe+pu ©pse+pu .
3 — = oo e e o = e
i 2 pv—pu 2 pev—pu

Mais, si dans la formule d’addition pour {u [n° 44, éq. (65)],

on change ¢ en — g, il vient

1 pu+p'e
mer ! =f(u—e¢)—Lu—+ L.
2 pu—py t 4 »

Dans cette égalité changeons ¢ en ¢ puis en e2¢ et remarquons
que, d’aprés la formule d’homogénéité (n° 36), {(ev)=<2Lv et

' S o
{(s2¢) = Lo, nous obtenons

1 p'u—+p'ee

(i e ¥ : 3 ¥
Ll — EQ Cu E*L P,
2 pu—pse - / R
' 3 [
1 pu-+peiy -
=i et L 2 — 2R ) w—+ el
2 pu— petp . <

. D’apres cela I'équation (13) peut s’écrire, en tenant compte de
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ce que 1 ¢ &* est nul,

n
”'—}: =f [—3Cv—C(u—p)—cl{u—ep)—e?{(u—ctv) du,
W 0

et lon obtient enfin

g(e—u) d(ey —u
__gy:—3u’;u—lm;:-'---——3L0g—( )--—5‘-'Log—
w 7 gy Gev

L’expression du temps ¢ se trouve au moyen de I'équation (6)
qui donne, par un calcul analogue,

gt " 6pepu

Sy T
—
w PP

du

"y r y o e r A =B n'
I puUu-+p¢e I YEP+P U 1 YEP+DP U
; f L I I 47 pu . | ] )rfh‘,
0 A

\2 pv—pu T pee—pu 2 petv—pu
d’oti

g(v—u) Glee—u
o —I;u:—d£ —i-—e?lmgi- -—)—z
5 s GEP

145. Développement de y et de ¢ en séries entiéres ordonnées

. . x .
suivant les puissances de u=g .- — Lorsqu’on se propose de dé-
velopper y et ¢ suivant les puissances entiéres de u, il est
commode d’employer la fonction

g(v — u)

2 G

U(u, p) = —————eulv,
i v

qui est égale & 1 pour z = o. Il vient alors

&) -

ke Log ¥ (u, ¢) — e Log ¢(u, ev) —e?Log Y(u, ¢ v,

rt : :
% = — Log 4 (u, v) —?Log ¢ (u, ev) — eLog y(u, e¢).

Prenons les dérivées logarithmiques et développons suivant les

puissances de « par la formule de Taylor :

1 b M u? ud .
il —t(v—u)F+lov=—upv+ —pv—gp ¢+....
U du > }+& ] 21! 314
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en intégrant de nouveau, on obtient

2 3 v
(18) Logd(u, v) =— Bopea ”—r}s’v e

D¢ -} — P .. ..
2l EY Ak

Donc, en remarquant que go==0 et pe¢ =cpp

u? e ut z
(19) Log 4(u, ev) =— STEPY —e—?}-’v-— ?a*p Pousy

(20) Log 4 (u, e?v) =— f;sp”v....
4.

On en conclut

¥ o W 7
&E = ]IV_PMV_.__IJ}H?;;
w 71

gt - W? us
= =3|—pr — —=p"v¢
w a! J :113

Dans ces formules, on doit poser

_ 8=

i =0 e =
p Y &2 ) &3

[ 5 T . 2
py = z» JJV:ESII'I?X_. pv=5»
9

Le discriminant étant négatif, les périodes de p s’expriment &
'aide des formules des n® 137 et suivants.
Les dérivées p"¢, p”v, .

.. se calculent par voie récurrente, en
dérivant un nombre quelconque de fois la relation

(plu)=4p3u—g;

et faisant ensuite uz = .
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CHAPITRE VII.

INTEGRALES ELLIPTIQUES. REDUCTION A LA FORME NORMALE
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION.

I. — INTEGRALES ELLIPTIQUES.

146. Exemple élémentaire de la méthode employée pour cal-
culer les intégrales elliptiques. — On démontre, dans les éléments
du Calcul intégral, que I'intégrale d’une fonction rationnelle de z
etde laracine carrée d'un trinome du second degré \E: x:42bx—+c
peut étre ramenée, par un changement de variable, a I'intégrale
d'une fonction rationnelle ou a I'intégrale d’une fonction trigono-
métrique.

Plagons-nous a ce dernier point de vue, pour rattacher a des
notions élémentaires le probléme que nous traitons dans ce
Chapitre. Soit

(1) [R(.r, y)dx

une intégrale ot R(z, ) désigne une fonction rationnelle de =
ety, y étant lié a 2 par I'équation

(2) y=vazr+2bz+ec.

Si I'on fait un changement de variable, en prenant comme nou-
velle variable « l'intégrale

) i rdie
St e

1 ; . diiTa . :

Uintégrale proposée (1) devient l'intégrale d’'une fonction trigo-
: 8

nométrique. Pour le vérifier, écrivons

y=v=a|/—(a+ o)’ B2,
\ a |

a?
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et p()sOIH
b \/i’):— ac
Pl e T Ly

a a

‘.-"}— a = A,

L allia b .
il vient, en choisissant pour z, la valeur — — qui annule z,

- b .
A = S s = sinhu,
1 Ml

b \/l;'—'— s A .
— — 4+ ————sinAu, y = —yb*—accoshu,
a@ @ h @

dr = y du.

Avec cette nouvelle variable u, I'intégrale (1) devient 'intégrale
d’une fonction rationnelle de sin)lu« et coshu, intégrale que I'on
sait calculer.
ge géométrique, on peut dire que I'équa-
tion (2) représente une conique, et que les formules (4) ex-

En employant un langa

priment les coordonnées d’un point de cette conique en fonctions
uniformes de u.

147. Intégrales elliptiques. — Considérons une intégrale de la
forme

(5) [.R(.-r', y) dz,

ot R(x, ) est une fonction rationnelle des deux variables x et y
liées par la relation

(6) ¥ = @@ + @y T+ 6y 7+ fas T + ay,

dans laquelle le polynome sous le radical est du quatriéme ou du
troisiéme degré. Une intégrale de ce genre s’appelle une intégrale
elliptigue. Les intégrales elliptiques ont fait 'objet des recherches
de Legendre, avant la découverte des fonctions elliptiques par
Abel. Pour les calculer, on peut faire un changement de variable
en prenant comme nouvelle variable « 'intégrale

x
1r
(7 :;-:f (T-
Jr, F

Les quantités x et y deviennent alors, comme nous le mon-
trerons, des fonctions elliptiques de « et le calcul de I'intégrale (5)
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est ramené au calcul de I'intégrale d'une fonction elliptique, calcul
que I'on sait faire & 'aide de la décomposition en éléments simples.

En employant un langage géométrique, on peut dire que les
coordonnées 2 et y d’un point de la courbe (6) s’expriment par
des fonctions elliptiques de la variable u, ce qui permet de trans-
former 'intégrale (5) en l'intégrale d’une fonction elliptique.

148. Premidres réductions de Vintégrale elliptique. — Dans la
fonction rationnelle R (z, y) on peut toujours remplacer les puis-
sances paires de y par les puissances du polynome

yi=ayrt+ fa1xd+ bayr? + fazx + ay,
et ramener cette fonction a la forme
P =0y
B 3
Pi+Qiy
P, Q, P,, Q, désignant des polynomes en x. Si 'on multiplie et
divise par P, — Q,y en remplacant encore y? par sa valeur, on
obtient une expression de la forme

R(z)+yRi(2),

ot R(z) et R,(z) sont des fonctions rationnelles de x. L'inté-
grale I se partage alors en deux parties

I —-fl{(:z;')d.z: -i—f)’ R, (z)d=z,

dont la premiére s’obtient immédiatement, comme lintégrale
d'une fonction rationnelle. Quant i la seconde nous I'écrirons, en
multipliant et divisant I’élément différentiel par y,
S{z)
o X

dz,
S(z) étant une fonction rationnelle de =
S(z)=yRi(=).
Il. — ForME NORMALE DE LEGENDRE. INTEGRALES DE JAcoBl.

149. Forme normale de Legendre. — On dit qu'une intégrale
ell:pliquc est ramenée a la forme normale de Legendre quand la

|
|

|
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.
{ racine carrée y est de la forme
v =P
: ot £ désigne une constante appelée le module. Dans les re-
cherches théoriques, cette constante & a une valeur quelconque
{ réelle ou imaginaire; dans les applications & la Géométrie, 4 la
; Physique, & la Mécanique, on peut, comme nous le verrons, la
. supposer réelle et moindre que I'unité. i
La racine carrée y ayant cette forme, voyons comment on peut [
f calculer une intégrale de la forme :
J : |
'| [ r}/ﬂi‘;‘-} dzx, [
a laquelle on peut réduire toute intégrale elliptique, d’aprés le
paragraphe précédent. Actuellement on peut encore, par des pro-
! cédés algébriques, simplifier cette intégrale, en profitant de ce
que y est la racine carrée d’un polynome bicarré. La fonction
rationnelle S () peut toujours s’écrire
R(x?) + 2z Ry(x?),
|
o & et &, sont des fonctions rationnelles de z*. L'intégrale
s’écrit alors F
R(z)dr xR,y (x?) dr
.
I La deuxi¢me intégrale se raméne immédiatement 4 une intégrale
.‘ ¢lémentaire par la substitution
| S
! qui donne I’expression
8 * Ry(s)ds ,
‘ ,_[feﬁl—u :_J.' I

ot le polynome sous le radical n’est plus que du second degré en 5. r
Finalement, on est donc ramené a I'intégrale |

R(x2)dx e —
S =55 r=va=aa—Fa) ;

A —— e
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Si I’on y fait le changement de variable

u:f d_x: [ s o, e S & =sen(u, k)
o i J Vu—a22)(1— k2a?)

elle devient
fﬁ(snf u) du,

intégrale d'une fonction elliptique aux périodes 2K et 27/K'. Pour
la calculer, il faut décomposer la fonction elliptique en éléments
simples, en procédant comme nous avons fait au n° 50 dans une
question qui, au fond, est identique a la question actuelle. On
décomposera d’abord la fonction rationnelle de 22, &(z?), en

fractions simples
b

Czim
S Aig sl San ol By
=2 Z—a " (@—ay T (@'—e)r]’

. s 1 . .
ol nous mettons & part les termes en z et en — quand ils exislent;

b,
Rzt)=cy+ c1224.. .+ Cp@*P + Sgrtngy thea et

la somme X est alors relative aux racines « qui sont différentes de
Zér0.

Faisant ensuite z =— snu, on sera ramené a calculer les inté-
grales des types suivants

T du
(8) fsnzh:dn, jsn'u Al [ﬂn"u’ ceey fﬁll""&dh’-,

ol n est un entier positif ou négatif,

(9) _du du L du
sniu—a’ a)r’ . (511‘3::.—::}!”

ol « est différent de zéro. Ces intégrales sont faciles & obtenir par
la décomposition en éléments simples.

On peut, par voie récurrente, ramener toutes les intégrales du *

type (8) a la premiére de ce type. Quant aux intégrales du
lype (9), elles se déduisent de la premiére en la différentiant par
rapport & «. De la I'importance particuliére des premiéres inté-
grales de chaque type. Nous allons les calculer.
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150. Intégrales de premiére, deuxiéme et troisiéme espéce, d’a-
prés Legendre et Jacobi. — 1° On appelle intégrale de premiére

. o : b ’
espece | IIll!'.:__;’l‘ﬁ]C

{ qui devient, quand on y faitz = snu,
n
k2 f sn?u du.
i

Cette intégrale, que Jacobi désigne par Z(u), a pour valeur (n° 100)

8"(0) e'(u)
J L e ——
e(o) O(uw)
Quand « augmente de 2K ou de 2/K’ I’expression que nous
venons de trouver pour l'intégrale de deuxiéme espéce éprouve

des accroissements constants

0"(0) : ¢ 0"(o) o
2] =2K —— 20’ = 2 iK' | —— 4+ ——
] (o ; 3 [ e (0) 2 KK’ J 2

que lU'on appelle modules de périodicité de Uintégrale de
deuzxiéme espéce. On en déduit la relation
(@ ) g el
2

3° On appelle intégrale de troisiéme espéce l'intégrale

{"r dx
EE=r

wn

qui devient, quand on y fait z = sn u,

/' s du
snu —ea’
0 Sn*u - 4

ol « est différent de zéro. Pour la calculer, déterminons un argu-

(¥
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ment a par la condition

sniq = a,

nous aurons & calculer I'intégrale

/‘” du
—— 2
snfp—sn?a

g

qui est donnée par la formule suivante établie au n° 100

snacnadna 1 H'(u—a) t H(u-+a) 6'(a)

snfu—snta 2 Hu—a) 2 Hu+a) 6(a)’

f" snacnadnadu 1 Lo H(a—u) : 0'(a)
~Log i

sn?u — snia H(a +u) 6(a)

Si, dans la formule de décomposition (10) on change u en u—+ 7K',
elle devient, d’aprés la relation

sn(u—+iK')= e

et la formule donnant H(u + /K') en fonction de © (u),

k*snacnadnasn?u 1 O(u—a) 1 O(u—+a) 0O'(a)

1— k?snfasntu @ 2 O(u—a) 2 0(u+a) (-)(a).

Pour désigner lintégrale du premier membre prise de o & u,
Jacobi emploie la notation I u, @) :

snu du

e
— J2s SR o e AP
I(u,a)=ktsnacnadna /‘ o g T

</
ﬁ(rr—ﬂ d e'(a)

1
= - LOf -+ U -
u,lunt)[a.fuj O(a)

4° Formule récurrente pour le calcul de fsn“’ udu. — En

v

calculant I'expression

d ELl
— [sn2r—3u cnudnu ],
du

et désignant, pour abréger, par s la fonction sn«, on trouve

(2n — 3)s2n—4(1 — s2)(1 — k2s2)— s2n—2(1 — k?s?)— k2sin—1(1— s2)
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ou en ordonnant
(2n —3)stn—*—(2n — 2)(1+ Ak2)s2n—24(2n —1)k2s2n,
En intégrant on a

sn?—3ycnudnu =(2n —3) /‘.f'-‘“—" du
v

_{g_n_-),)(|-5—A-3)fszf""3du +(_9,n-:)/c2f.13"du,

formule qui permet de calculer toutes les intégrales f.s‘?“ du (que

n soit positif ou négatif) en fonction des deux premiéres corres-
pondant & n = o0, et n =1.

III. — REDUGTION A LA FORME NORMALE DE LEGENDRE.

151. Cas d’un polynome bicarré. — Soit I'intégrale elliptique

q
{' S(x) 5 oy
A

ou S(z) est une fonction rationnelle de z, et y la racine carrée
d’un polynome bicarré

¥ =yAz*+2Bz?+C.
On peut encore écrire, comme dans le paragraphe précédent,
S(z)= R(2?)+ z K, (2?),

ou & et &, sont des fonctions rationnelles de 2. L'intégrale prend

f i [ f a8 () o
¥ e

La deuxiéme intégrale devient une intégrale élémentaire par la

alors la forme

substitution

=z,

Il reste donc a calculer I'intégrale

I = / R(x2) dz
. ¥
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Si I'on nes’astreint pas i n’introduire que des éléments réels, cette
intégrale se raméne immédiatement 3 la forme normale de Le-
gendre. On a, en effet, en décomposant le polynome bicarré en

facteurs AN !
¥ =yVA (22 —22)(p—a?),

2 et 3 pouvant étre imaginaires. Si 'on fait ensuite

=2z,

y=aBVA /=)= ka),

et lintégrale devient

I -" R(a2z2)dz

BYVA ll Vio— 32)(1— k232)

elle est réduite & la forme normale de Legendre et on la calcule,
comme dans le paragraphe précédent, en faisant

z=sn(u, k).
Alors on a

ya—ax2=acnu,

ktz?= B dnu,

y=a8yAcnudnu,

I i .
= — ] R (=22sn?u) du.

BvAy

152. Réduction 4 la forme normale en quantités réelles, dans le

]

cas d’un polynome bicarré de la forme A(w?—+a)(2?+3); A, z et §
étant réels. — Supposons que I'on ail

Yy = /Azt + 2Bx? + G,

A, B, C étant réels et B2 — AC ln_l.x'iLiI‘: on peut alors écrire

y =yVA(z '+ a)(2+ B),

a , L < o ! s a = g
% et 3 étant réels. Plusieurs cas sont a distinguer suivant les signes

des quantités A, « et B. Comme on peut toujours, devant le ra-

dical, mettre /== A en facteur, on a pour y les Lypes suivants ol a
A. ET L. 6

i
|
i
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et b désignent des quantités réelles
(1) ¥ = ‘_.a"._”-;_ 22 (0 — ),
" {”] b :\J"’fr_ .rri-f-_—..":.ll_ = )
( III) ";':\."'f.r!:- -x2)(@x*
(IV)
(V)
Voici, pour chacun de ces types, une substitution réelle propre a
ramener l'intégrale
Dy 9
R(x?)
I = / dx
(¥ l
. a la forme canonique de Legendre.
Typel. — Soit
i .'."!k“.:},.-‘— x?)( 62— x?), a! = b2,
La quantité y devant étre réelle, z2 est extérieur & 'intervalle
a?, b*. Deux cas sont & distinguer suivant que z* est inférieur a b?
, ou supérieur a a®.
Premier cas : 22 << b*. — On faitx = b3z; ell'ona
e R 3 b2
y = aby/(1—22)(1—A &2
o ) riﬂ
Le radical est done ramené & la forme demandée avec un module
réel moindre que ’unité. Faisant ensuite
2 = 85N H:
on a
x = bsnu, v"rr:i-'- = b cnu, Vait—x*=adnu,
N abenw dnu,
I 2 2] il
| | = / R (62 sn?u) du.
o) 3

Posons

Deuxiéme cas : x> a*. -

a
T = —3 3,
nous avons
e k o= a=
SCD LYON 1
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Le radical est encore ramené & la forme demandée, et en posant
z—sni, ona
cnu
=a y
snu

,enuednu
= a? —

Rt t
sneuw

Type 1I. — Soit

y=y(at— 2*)(z*— b?), a?> b2,

Pour que y soit réel, il faut que 22 soit compris entre a* et b2.
suffit de faire

3

a?— x? =22,

pour ramener l'intégrale

a I'intégrale

[‘ Ria— z2'?) dz'
= e e -]
J Vi(at—az2?)(ar— b2— 2'?)

qui rentre dans le type I.

T'ype 11I. — L'intégrale

» R (22
{ i dr, x*< a?
Via:— z?2)(xr+ b2)

u

se rameéne de méme au type I par la substitution

qui donne I'intégrale
o

b RAlat— ') :
—_ —— e .

J V(a*—x')(a?+ bi— z?)

T}-‘p(ﬂ iy, — ’intégrale

R(x2)

, & —— E ...__.'._:t‘lr.-f‘,
\,-’fl\ﬁ— a?)(@xr+ b)
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rant s’écrire
pouvant

= e

= o I .
est du type Il sil'on y considére — comme la variable. On la ra-

dz

ménera donc au type I par la substitution

. I 2
e -{—: =T -.

a?

Type V. — Enfin l'intégrale

V(izi+ a?)(@?+ b2)

o/

se raméne également au type I par la substitution

224 a?= x'?,
qui la transforme en

R(x"?— a2?) dz' v .
s A >,

Vizt—a*)(x?— a?+ b?)

w

153. Réduction & la forme canonique de Legendre en quantités
réelles quand y est la racine carrée d'un polynome du quatriéme
degré.

Nous allons montrer que I'on peut toujours, par une
substitution réelle, transformer un polynome du quatri¢me degré
a coefficients réels en un polynome bicarré de la forme

A(z?+a)(22+ l'rj. )

f étant réels. On sera alors ramené au cas précédent.

A, a et
On sait qu'un polynome du quatri¢me degré, a coefficients réels,
peut étre décomposé, au moins d’une maniére, en un produit de

facteurs réels du second degré. On peut donec supposer

y= \-"((..f. r—+amx—+n)(e*+2px+v),

) —4= I ’
f _,_T -, ¢ étant la nouvelle

C, m, n, 1, v étant réels. Faisons z —
variable, p et ¢ deux constantes. En substituant dans y et rédui-

sant au méme dénominateur, nous aurons sous le radical le pro-
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duit de deux trinomes en ¢. Déterminons p et ¢ de facon que ces
(rinomes ne contiennent pas de termes du premier degré en ¢ :
nous aurons les deux équations

( pg+m(p+¢q)+n=o,

(”) fpl]-f" :J'(P_‘_(j)—F'f =0,

quidonncnl
n—y my —n I'J.

Ptgi= PE=

g :
p—m p—m

Les. quantités p et ¢ sont donc racines d’une équation du
second degré; pour qu'elles soient réelles, il faut et il suffit que
la quantité

P ui2 £ e 1
A=(n—v) fp—m)(my nw)

soit positive. Nous allons vérifier que, si le polynome du qua-
trieme degré en z n’est décomposable que d’une fagon en fac-
teurs réels du second degré A, est positif; et que si cette décom-
position est possible de plusieurs fagons, on peut toujours la faire
de telle maniére que A soit positif. En effet, appelons «, b, c, d
les quatre racines de ce polynome, @ et b étant les racines de
22+ omax -+ n, c et d celles de 22+ apz 4 v. On a

am=—(a-+b), n = ab, ap=—(c+d) == e

Substituant dans A, on trouve
A=(a—c)la—d)(b—c)(b—d).

Si @, b, ¢, d sont imaginaires, @ et b sont conjugués, ¢ et d aussi;
A est positif.
Si @ et b sont réels, ¢ et d imaginaires conjugués, A est positif.
Si les quatre racines sont réelles, on peut décomposer le poly-
nome du quatriéme degré en z de trois fagons différentes en deux
facteurs réels du second degré : supposons qu’on ait fait la décom-
position de fagon que a > b >c¢ >d; alors A est positil.

Ainsi, dans tous les cas, aprés l'introduction de la nouvelle va-
riable 7, » prend la forme

_ VA(2+a)(2+B)

: (A, a, B étant réels);
(14+1t)2 T ¢
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et I'intégrale

devient

(g / ..‘7—__..(“'
s VA(22+a)(240)

On la raménera a la forme canonique de Legendre par une des
transformations indiquées dans le numéro précéden t.

Remarque. — Sil’on considére  comme I'abscisse d’un point
sur une droite, la détermination des valeurs de p et ¢ revient a la
recherche des abscisses des points qui divisent harmoniquement
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des
deux trinomes

X24-2mae +n, TA+2pT+ V.

154. Cas ou le polynome sous le radical est du troisidéme degré.
— Sil’on a une intégrale elliptique

5 S(x)dx
/" :r-;)rr‘

y=vVaz’+3bz*+ 3¢z + d,

on peuat encore, par une substitution réelle, ramener cette inté-
grale & la forme canonique de Legendre. Le polynome sous le ra-
dical ayant toujours une racine réelle a, il suffit de faire
r—o =12,

pour étre ramené a une intégrale dans laquelle figure la racine
carrée d’un polynome bicarré en t.

Mais, dans ce cas, il est plus simple d’employer la forme nor-
male de M. Weierstrass, comme on le verra dans le Chapitre sui-
vant.
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REDUCTION A LA FORME NORMALE DE M. WEIERSTRASS. INVERSION.

[. — LE POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU TROISIEME DEGRE.

135. Réduction  la forme normale. — Soil a calculer 'intégrale
o

R(z)dx e g e :
—22%7, ot X est un polynéme du troisiéme degré
VX

X=ar*+3bzt+3cr+d
Sinous effectuons dans X la substitution

r=—msa-—+ n,

nous pourrons disposer des constantes m et n de facon que le
polynome Z transformé de X soit de la forme

P
i1 i 52~

2, et g5 désignant des coefficients constants. On reconnail immeé-

diatement qu’il suffit de poser

ami= 4.

On voit alors que I'on est ramené a considérer une intégrale

Siz)ds
e : S
=3 o = o

voyget=—g%e 58

S(z) désignant une fonction rationnelle de =. On dit qu'une in-
tégrale de cette forme est de la forme canonique de M. Weier-

slrass,

".
)
;
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Si I'on pose ensuite

on en tire, en faisant I'inversion,
5=p(u; g &)

et I'intégrale elliptique I devient

I = /‘H['pm die,

S(pu) étant une fonction rationnelle de pu. On calculera cette
intégrale par la méthode de décomposition en éléments simples,
comme on l'a expliqué au n° 50.

Les périodes de la fonction pu se calculent d’aprés les formules

du Chapitre VI.

156. Remarques sur Vinversion. — Nous avons vu, dés le début
de cet (?)m'ragc, que, si I'on construit la fonetion pu avee deux
pél‘im](‘s arbitraires 2w et 2w’ de rapporl iln.’lginnil‘l?, celte fone-
tion z = pu vérifie une équation de la forme

(1) (H’J N2 FE

I) = = 4 F'— 0935 — L3,
4 -.\cfu) ' 3 j
82 el g3 étant des constantes définies en fonction des périodes
par cerlaines séries. Inversement, étant donuée une équation de
cette forme ol g, et gy ont des valeurs déterminées choisies

arbitrairement, on peut toujours coosivrvive une fonction

PLU; &2y &3 vérifiant celte cquation. Cela résulte, comme nous
I'avons déja remarqué au n° 34, de ce que la fonction d'u est re-
présentée par une série entiére en u, 2., o4 convergente {'[Il()”i.'f"-

(ue solent ces quantités et que la fonction

vérifie I'équation (1) quels que soient g, et g,.
Nous allons rappeler comment, 2, et gy ayant des valeurs

réelles quelconques, on peut calculer une paire de périodes pri-
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mitives de pu et vérifier que la fonction pu, constlruite avec ces

périodes, satisfait bien & I'équation (1).

Premier cas : Discriminant positif. — Supposons que dans
I’équation

dz\2 P
) =43 — 15—

du

(1)

» el g, soient réels et que le discriminant du second membre
3

22— 27 g; soit posil.if. Les racines e, €., ; sont réelles.
éterminons les valeurs w et ' par les égalités

w' i = v
de sorte que © et — sont des quantités réelles et positives, et
construisons la fonction pu qui admet pour périodes primitives

20, 20
Cetle fonction pu satisfait & une équation différentielle

(%\)q = 438 — G353 — Gy,

\

dans laquelle G, et G, ont des valeurs réelles rendant le discri-

minant G} — 275 G3 positif. Il s’agit de démontrer que I'on a
Gy = g&s.

Pour cela, rappelons queles demi-périodes o et o' de la fonction
pu peuvent se déduire des coefficients (Icl’l_".limllion différentielle

vérifiée par cette fonction au moyen des égalités

ds
- G

dz

= ?

31— G35+ G

en dési;.‘;‘nanl par E, la plus grande et par E; la plus petite des
racines du polynome 43*— G,z — G,. En comparant ces ex-
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. w' . 53 . P
pressions de v el de 'T aux intégrales (2) et (3) qui ont servi de

définition a ces quantités, on est conduit aux égalilés

4=
f Vi
/

o

\"f-i Z9-

L
Mais, d’aprés le raisonnement fait au n° 141, les égalités pré-
cédentes exigent que 'on ait
Ei=e, Ly 2, E; = e3,
et, parsuite,

G 3= &3-

Donc I'équation différentielle donnée est vérifiée par la fone-
: : e b w'
tion pu qui admet pour périodes primitives 2w et 20, w et — se
déduisant des coefficients de I'équation donnée & 'aide des inté-

oS
grales (2) et (3).

Deuxiive cas : Diseriminant négatif. — Elant donnée I'équa-
tion différentielle

(J ff-; ‘.' 2
Ldu )
dans laquelle g, et g4 sont réels, et tels que I'on ait

5 -
A=gl—278} <o,

nous allons construire une fonction pu vérifiant celle équation
différentielle.
Soient e, la racine réelle, e,, es les deux racines imaginaires
¥y

vnnl|u;_'n='*v.5 de 4% — a5 — g3= 0; posons
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et construisons lafonction p # qui admet pour périodes primitives

20, 2W3.
Cette fonction pu satisfait 4 une équation différentielle

dz\? n
(di_(:) =ja"— qu—G;g »

les périodes 2w, 2w; élant imaginaires conjuguées, on sait que
G, et G, sont réels et que le polynome 4z — G,z — G, admel
une seule racine réelle : soient E, la racine réelle, E,, E; les ra-

cines imaginaires conjuguées de ce polynome; de plus, on a

i dz
\/i 23— Goz— G5

/""" ds
< B, \/l?ji,_, 3z —+ I:;
Il s’agit de démontrer que G, et G, sont égaux respectivement

a0 o,
4 09 CL‘.__‘;.

D’aprés ce qui précéde, on doit avoir

{. + = A 1 /., = 00 - {;
o ~ G0 IS 77 ey e sy ey

\f[..'»-—-f.,’u‘.., — g )& — €3)

Ve,

dsz _/": . dz
3 & Y_E, \.«”1_;-'-— l'];ﬁ(:— 52 )(5 + Ea

Mais nous avons va (n° 139) que ces égalités ne peuvent avoir
lieu que si E;, E;, E; sont égaux respectivement a e, e, e; el

par suite sil'on a
G-]: 52 {;3:-'-?',
Donc la fonction pu que nous avons constraite avec les pé-
riodes 2w,, 2w, satisfait 4 I’équation différen tielle donnée.

. — LE pOoLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU QUATRIEME DEGRE. PREMIER

MODE DE REDUCTION OU L'ON NE SE PREOCCUPE PAS DE LA REALITE.
On a déja donné n° 152 une méthode pour faire I'inversion de

A v s . : ; .
lmlgcgralcj—; en se servant des fonctions de Jacobi. Mais,
(%)
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pour appliquer cette méthode dans le cas général, il faut décom-
poser F(s) en un [n‘ocluil de deux facteurs du second degré, ce
qui conduit a résoudre une équation du troisieme degré. 1l y a
| intérét a éviter celte question auxiliaire, surtout lorsque le poly-
nome du quatriéme degré F(z) n’a pas ses coefficients numé-
riques el contient des constantes arbitraires, comme cela se pré-
_ sente souvent dans les problémes de Mécanique. Cette difficulté
& se trouve écartée quand on fait I'inversion en se servant des fone-

tions de M. Weierstrass.

137. Cas particulier. — Parmi les formes diverses que peut
) prendre la formule d’addition de la fonction pu, nous avons ob-
| tenu la suivante (n° 45)
1 0 [/pu—p'e\

u—plu+y)= - =
! F 2 ou l: pu—pv/

! Si donc on pose
I I JI’N—|5'1'

[ (1) §o=s =
2 pu—pw

2

en regardant ¢ comme une constante et £ comme une fonction de u,

| _ cette fonction vérifie équation différentielle

4 dt \ 2 .
(;',” ) =lpu—p(u+v ).

Nous allons exprimer le second membre en fonction de ¢ et vé-
rifier qu'il est un polynome du quatriéme degré en ¢.

Dans tout ce qui suit nous rendrons les résultals plus faciles a
retenir en (‘.m[_llo)':im une !‘C|1:‘t.?501‘11;1li01'1 g("t)ll'lt"ll'i{]ll{.'.
P Considérons la cubique

{ ) s = .|.f"i—‘.'_|"i,!.'-—_:,’-r.

décrite par le point de coordonnées

[ x=PpU, Jo=pu,

cubique étudiée aux n°* 58 et suivants. Coupons celte courbe par
une sécanle p:is:'-iemi. par un I}Ui:!i fixe P de Iu‘n'unn‘:ll‘c ¢ el an
[mint variable de parametre u; le coefficient uugllln[['c de la sé-
i cante est

N _pu—p'y

a - —e 4
i =R |
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et le troisieme point d’intersection a pour paramétre — (u ~+ ¢)
(n°60). Nous avons obtenu dans le n° 60 des formules qu’on peut
écrire, en y remplacant @ par 2¢,

[pu—pe]+[plu+v)—p(v)]=12—3py,

y : P P
[pu—pellplu+v)—p(v)] = I){jm p—atp'v);

ces identités montrent que pu — p¢ et p(u -+ ¢)— pe sont ra-
cines d'une équation du second degré ayant pour coefficients des
polynomes en ¢. En élevant la premiére au carré et en en retran-
chant le quadruple de la seconde, on a
[pe—p(u—+e)=(2—3pe)2—a(p'v —atp'e),

et Péquation différentielle que vérifie £ peut s’écrire

[ dt\?

T — f 1
( du) S(0):

en posant
S()=(2—=3py)—a(p"v—atp'e).

Les racines de ce polynome f(¢) sont les moitiés des coefficients
angulaires des tangentes menées du point P a la cubique; en effet,
si ¢ devient égal 4 une de ces racines, on a pu= p(u + ¢), et
la sécante de coefficient angulaire 2¢ coupe la cubique en deux
|minl:i confondus.

En résumé, si ¢ est défini en fonction de u par I'équation

dt
du = —
V()
¢ peut s’exprimer en fonction uniforme doublement périodique

de u par la formule (1) et il en est de méme de \/f(Z), qui es

égale &

et - . i . 5 "
- On exprime ce résultat en disant qu'on a résolu le pro-
il

bléme de l'inversion pour le polynome f(¢). Ce polynome du

quatri¢me dwr_;'l'é en ¢ ne renferme pas de Lerme en ¢* et contient
trois conslantes '.'ll‘hil.t‘:tircs, iltli sont ]’;ll'gumt'lll. ¢ et les deux inva-
riants £ et gy de la fonction p.

Nous allons voir que, si le polynome sous le radical est un po-
lynome du :lu;alrif-mc degré fIm'lt:rmrlm.‘, on peul toujours, aprés

en avoir fait disparaitre le terme en ¢%, U'identifier avec f(¢). Le
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254 CHAPITRE VIII.
cas particulier que nous venons de traiter nous donnera donc la
solution du probléme de I'inversion pour un polynome du qua-

trieme degré quelconque.

158. Le cas général ramené au cas particulier précédent.

Soit un polynome donné du quatriéme degré

o(t) = - G 12+ Jagl + oy,

débarrassé du terme en ¢3. En I'identifiant avec le polynome f(¢) du
numéro précédent, on trouve, en vertu de 2p’v=12p?p — g,,

Py =— aa, p'e = a3, L:— Ipv = ay.
La derniére de ces éegalités peut étre remplacée par la suivante
o

9
21

= oy Ja

et I'on voit que les trois constantes po, p'v et g, se trouvent dé-
terminées. La valeur de g, peut se déduire de I’équation

P2e = §pv — g2pv — &35
elle est égale a

&3 = g, — ai — al.

On a done, pour identifier les deux polynomes, les relations
concordanles
&a= o3+ 3al, &y= daoy— a3 — ad,
Py =—da, p'e=a;.
Ces relations définissent les deux invariants g, et g et 'argu-
ment constant ¢.
Si le polynome donné est un polynome F(z) renfermant un

terme du troisiéme degré
F(s)=ays*+4fa; 33+ 6a3+ faz 5 + a,,
on fera disparaitre le second terme en posant

ay

S =1— —

ey

»
on a alors

F(z)=ag(t+6agt?+ fagt +a3) = ap 5(2),
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| ou |
agds— al Azs— Sy @) s+ -)_r':'l‘ i g
fy= ————— oy = Lot
""._. uu
a, al faja a3+ bagasai—3al {
o . y 7 i i
as

: . : - 1
On trouve enfin, pour g. et g3, les expressions sulvanles
- I i\
- S 11
Ha= e :,.t-; = — B
r"l_l‘ .
1 . 14
i o= datty— %3 — ad = — i
ay, I
en posant |
S=aya,— jaa; f
] Hy ; ] 4
I'=ayasa,+ 2a,a:a;— al — agal— aja;. Wiy
H{’.r}.*.r'u‘g.’rr’, — S et T sont les invariants du p{jnl}'nom:: !
"
o5t + a1 38+ 6a.32+ faz s + a,. {

Si l'on calcule les valeurs particuliéres de S et de T pour le po-
I}'nomc i
f(t)=t"—06py + 4Lp'v + g2 — 3p2y, h

: on trouve g, et g, ]
On obtiendrait donc immédiatement les relations donnant g,

el &3 en (";‘:JJHUL les valeurs des invariants des deux Imh'lwlnr;‘n' b
que I'on veut identifier. !
Les expressions de pe et de p'v en fonction de ay, a,, as, a;,

a, s'obliennent de méme en I‘i.'.ltl!l]il(}illll. Glg, Oy, Uz, par leurs va—
leurs; on peut alors énoncer la régle suivante : il
'}
§
159. Régle. — Soit !_'-{:) un |m|l}'n{}mc du (quatriéme degré (|
quelconque
F(z)=ays*+ 4a; 33+ 6as 32+ fays + ay,
dil
. o - . . - —_— i
et soient S et T les fonctions suivantes des coefficients de ce po-
lynome
S =aga,— ja,a;+ '}N':‘._, ' |

T =ayasa,+2a,asa;— al — agal— ala,.

. ——

|
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Si I'on prend les fonctions elliptiques ayant pour invariants
S T

£y, =— e

&2 3 3= —3
aj @y

et un argument constant ¢ défini par les égalités

.
al— aga; : aat) — Jagayds
= i 2 i

pv=— 3 Pv= — m —
ag ay

et si 'on pose

L@y T pln—pe
*T ay a2 pu—pv
on a
VE(z) = yas[pu— plu+v)],
l]lll:i
L dz u ’/’ ds
—.du = — ) — = | ——>
Vag VFE(3) vas J vE(3z)

ce qui donne la solution du probléme de I'inversion pour le poly-

\

A un point de vue géométrique, ces formules peuvent aussi

nome du quatriéme degré F(

s'interpréter comme 1l suit :
Si l'on considére la courbe du quatriéme ordre

les coordonnées Z et 5 d’'un point de celte courbe peuvent s'ex- ‘

primer en fonctions uniformes du paramétre « par les formules

ay 1 pu—pe
et S e

a, 2 pu—py

Z=vya,[pu—p(u-+v).

DISCRIMINANT POSITIF.

[II. — INVERSION EN QUANTITES REELLI

160. Expression elliptique des racines d’'un polynome du qua-
triéme degré. — D’aprés ce qui préceéde, élant donné un polynome

du quatrieme degré

F(z)=aos*+ fa; 33+ 6ay 52+ jass + a,,
st l'on pose
ay I plu—p'e
.- == o et .
gy 2 JPH '—j]L'
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les invariants des fonctions elliptiques et ’argument constant ¢
étant convenablement choisis, le polynome F(z) prend la forme

F(s)=ao[pu—p(u-+v)2.

Cette forme permet de trouver simplement les valeurs de I’ar-
gument & qui correspondent aux racines de F(z). Pour I'une de
ces valeurs, on doit avoir

pu—plu+v)=o,
ou bien
U+v="tu-+o2mw-+anw,
m et n étant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le
signe -+, puisque ¢ n’est pas un multiple des périodes. En prenant
le signe —, on lrouve
5

U=— - +mw-+ nw',
5

et il suffit de considérer les (uatre valeurs suivantes de « :

I+ y » : © ,
Uyg=— —» W)= - ot y 9 - e R 4 1 Hyg=— — + w.
" 9 . % 2

161. Discussion relative a la réalité des racines. Cas ou le dis-
criminant est positif. — Nous supposerons dans ce qui suit que
les coefficients de F(z) sont réels, de sorte que, lorsqu’on fait
I'inversion, g5 et g3 sont réels. De plus, nous nous limitons pour
le moment au cas ou le discriminant est positif. La courbe

pi=Xrr P =D U

se compose d’une ovale et d’une branche infinie. Les valeurs
de po et p'v étant réelles, ¢ est le paramétre d’un point réel de la
courbe. L'une des périodes o est réelle, 'autre ' purement ima-
ginaire.

Les arguments ,, i, %s, Uy sont les paramétres des points de
contact des tangentes menées i la cubique z = pu, y = p'u par

le point de paramétre ¢; les valeurs correspondantes de

] pu—p'e
T2 pu—py
sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et 'on
A. ET L. s
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voit, en se reportant  'expression de 5 en fonction de u, que le
nombre des racines réelles de F(z) est égal au nombre des tan-
genles réelles qu'on peut mener a la cubique par le point de para-
méetre .

Nous avons vu (n° 63) que les quatre tangentes sont ou toutes
réelles, ou toutes imaginaires suivant que le point ¢ apparlient &
la branche infinie ou i 'ovale, c’est-d-dire (n° 63) suivant qu’on

a a la fois

pv >0, p'v >0,

ou que 'une au moins de ces inégalités n’est pas vérifiée.
D’aprés la valeur de p¢ en fonction des coefficients du poly-

nome, on peut énoncer ce résultat ainsi :

Dans le cas du discriminant positif, le polynome ¥ (3) a ses
quatre racines réelles, si l'on a a la fois

9 9

al — a,ay > 0, 12(a} — agas)*— Sai > o.

Si Pune de ces inégalités n'est pas vérifiée, le polynome a ses

quatre racines imaginaires.
Les quatre racines rangées par ordre de grandeur. — Dé-

SIgIlOllS par

Sa,y

les valeurs de z et par
to, 1y, 1fa, I3

les valeurs de ¢ qui correspondent aux arguments

Ugy, Uy, Uz, Usz.

Dans le cas ot les quatre racines sont réelles, les quatre valeurs
de z sont rangées dans le méme ordre que les valeurs correspon-
dantes de ¢.

Or on peut voir sur la figure (fig. 20) dans quel ordre sont
rangés les coefficients angulaires des quatre tangentes menées du
point P de paramétre ¢, en remarquant que chacune de ces tan-
gentes n’a d’autre point sur la courbe que le point P et son point
de contact. En supposant

o< v < W,

on voit (fig. 20) que les valeurs de ¢ sont rangées dans 1'ordre
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| suivant

et, par suite, on a

i
i
| h
b
162. Inversion en quantités réelles. — Supposons que l'on ail
fait 'inversion de l'intégrale
ds
J VF(z )

par la méthode des n> 158 et 159. Cherchons quelles valeurs de «
y . e — -
i 'on doit prendre pour que z et \/F(z) soient réels tous les deux.

1° Cas ot les quatre racines sont imaginaires. — Alors F(3)

: est toujours du signe de @,. Si donc @, est négaltil, \/F(z) n’est
i g : gatif, \/F (3

jamais réel en méme temps que 3. Si @, est positif, il suflit que z
3 . e . 3 2 3
l soit réel pour que \/F(z) le soit, c’est-a-dire que

1 plu—p'v
T 2 pu—pe

, soit réel. Or, puisque les quatre racines sont imaginaires, le

|
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260 CHAPITRE VIIL.
point P, de paramétre ¢, appartient a I'ovale. Si nous menons par
ce poinl P une sécante de coefficient angulaire 2¢, cette sécante
rencontre toujours, quel que soit ¢, la courbe en un autre point
appartenant a I'ovale et en un point appartenant a la branche in-
finie. En d’autres termes, 4 une valeur réelle de ¢ correspondent
pour u« une valeur réelle et une valeur de la forme a + o', @ étant
réel.

Ainsi, quand les quatre racines sont imaginaires, il 'y a
de solution que si a, est positif; on doit prendre alors u réel
ou 1w — w' réel.

2* Cas ou les quatre racines sont réelles. — Le point de
paramétre ¢ est alors sur la branche infinie de la cubique, comme
dans ]a_/r'g'. 20.

L'argument ¢ peut alors étre supposé réel et compris entre —w
et w (n° 63).

Nous ferons la discussion en supposant

o< p< W,

ce qui est d’accord avec la figure, et nous écrirons

F(z)=ag(s—3)(5—33)(s—mm)(s—351)

les racines se succédant dans le pmt_lnil suivant l'ordre de grandeur
décroissante.
Soit d’abord @, > 0. Comme 3 est supposé réel, pour que

VF(z) le soit, 1l faut que 3 vérifie 'une des inégalités suivantes :

-~ o e =
S > 30 337 4 = D3y

ou bien que ¢ vérifie 'une des suivantes

t >y, i3>t > by, = Ly

Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous

menons par P une sécante de coefficient angulaire ¢ et si 'on a
t =1y ou t < ty,

les deux points variables d'intersection appartiennent & la branche
infinie : les valeurs correspondantes de u sont réelles. Si l'on a

Ly >t2> Uy,
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»s deux points variables d’intersection appartiennent a 'ovale et,
es aet I Il
pour chacun d’eux, # — ' est réel. Ainsi, quand a, est positif,
on doit /Jrr'mh‘r* w réel ou bien u — w' réel.

Soit maintenant ¢, < o, on doit avoir
fg >t ly ou ta { fy.

Si l'une ou l'autre de ces inégalités est vérifiée, la sécante
menée par P et dont le coeflicient angulaire est 2 ¢ ne rencontre |1|1£-

la courbe: les abscisses des deux |}|r]||[r~ variables d’intersection
pu, p(u—+¢)

doivent étre imaginaires conjuguées. Or, si nous posons u=a- bi,
a et b étant réels, la formule d’addition montre que p(a —+ bi)

et pla bi) sont imaginaires conjugués; il faut done que l'on ait
ou bien
e a -+ bi {a— biy4+2mw 4+ 2nw

m et n étant des nombres entiers. On ne peut pas |'1|‘:.'n[II'L.‘ le

signe +, car, en égalant les parties réelles, on trouverait

¢v=2muw,
ce qui n’a pas lieu; on doit donc prendre le signe — et I'on a, par
suite,
V20 =12mw-+2nw';

n doit étre nul, puisque ¢ et a sont supposés réels, et I'égalité
peut s’écrire

N o i,

ou il suffit de considérer pour m les valeurs o et 1.
Nous trouvons done, comme condition nécessaire, que u doit

étre de I'une des formes suivantes

. (S -
u = —+tbh. u e 1) = T
2 2

b étant réel. Nous allons vérifier que celle condition est suffisante.

On voit d’abord que, si « a l'une des formes précédentes, ¢ est

ol e
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262 CHAPITRE VIII.

réel. En effet, on a, d’aprés l'interprétation géométrique de ¢
comme demi-coefficient angulaire de la sécante,

1 p'u—puy

L= . uy=—(u-+v).
2 pu— piy
Si
v :
U=———+1ib,
lo !
Uy = — (——;—;ﬁ)— — - —ib;

w el w, sont imaginaires conjugués; il en est de méme de pu et

de pu,, puis de p'u et de p'u, : donc ¢ est réel. Si

¢ .
ih=— - w—+ b,
2
o g
uy=—/[-+w-+ h’)).
(% .
Uy 420 =— — 4+ w—itbh.
2

Done pu et pu, d'une part, p'u et p'u,, d’autre part, sont ima-
ginaires conjugués, ¢ est encore réel. Dans les deux cas, la sécanle
de coefficient angulaire 2¢, menée par P, rencontre la cubique en

deux points imaginaires. Il faut done que I'on ait

h>=t>1

ou ta >t > 1.

Donc enfin, pour une valeur de « de 'une des deux formes consi-
dérées, z et \/F(z) sont réels tous les deux.
Ainsi, dans le cas owt les quatre racines sont réelles et ott a,

’ . g . e i . 1 (&)
est Hr‘;f(.*{.fj, on dott j-"u‘r_.’.*rc(".!‘ﬂ i+ = (s17 bien u —+ — ) pm'ff—

meint !..".*?Hé"l}! atre.

La démonstration a été faite en supposant 0 << ¢ << w. Le résultat

est encore vrai si ¢ est compris entre o el — w.

163. Résumé. — Le discriminant étant positif, si I'on veut que

z et \/I'(z) soient réels tous les deux, la forme de 'argument «

est donnée par la régle suivante

1° Les quatre racines de ¥ (z) sont imaginaires. — Si a, est
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positif, on doit prendre « réel ou bien u — w' réel; si a, est né-
i i
gatif il n’y a pas de solution.

9 Les quatre racines de ¥ (3) sont réelles. — Si a, est po-
sitif, on doit prendre u réel ou bien u — ' réel. Si a, est négatif,

. 14 . ¢ . . .
on doit prendre u + - ou bien u+- -~ — w purement imaginaire.

Ces cas 1° et 2° sont les seuls qui peuvent se présenler r[uan(l

le discriminant est positif.

IV. — INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT NEGATIF.

164. Racines de F(z). — Soit, comme précédemment, le poly-

nome du quatrieme degré a coefficients réels
o

F(z)= a3+ fa, 33+ 6as 32+ fazs + a.

Les quantités g» et g3 étant calculées comme plus haut en fonction
des coefficients de ce polynome, nous supposons maintenant le
discriminant g3 — 27 g3 négatif.

Nous désignerons, comme au n° 132, par v, et w; un couple de
périodes primitives de la fonction p, périodes que l'on peut sup-
poser actuellement imaginaires conjuguées

2 Wy = Wy— Wy, 2 g = Wy W,

w, désignant une quantité réelle et ®, une quantité purement
imaginaire.
On voit immédiatement, comme au n° 160, que, si I'on pose

ay

@y 2 pu—pp

id ]"I_” —p'e

les invariants de la fonction p et I'argument constant ¢ étant con-
venablement choisis, les racines du polynome F(z) correspondent
aux arguments

v ¢ v
Uy=— — Uyg=— — -+ Wy, Uy =— — - Wy -+ W3, Uy = — — —+ w;.
2 p 2 2
Nous supposons que les coefficients de F(z) sont réels ; alors
les quantités qui ont servi a définir po et p'¢ sont réelles, et I’on
peut toujours supposer ¢ réel et compris entre — wy et Wy,

|
1
{
l
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264 CHAPITRE VIIIL.
On voit done que F(z) a deux racines réelles correspondant
aux arguments

Uy= — - -+ Wy,

et deux racines imaginaires conjuguées correspondant aux argu-
menls

—_— — 0 = Wy Wy
<, Uy= ——— -

b

Si 'on considére la courbe
F=pu, W= nu

précédemment étudiée (n° 142), on sait que celte courbe n’a pas
de points réels en dehors de la hranche infinie représentée sur
la fig. 19. Le point P de paramétre ¢ est un point de cette branche.

Par ce point on peut mener a la courbe deux tangentes réelles.
Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont les valeurs
que prend le rapport

?
2 pu—pvp

pour & = w, et = u,, valeurs que nous désignerons par ¢, et f,.
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons

0 <0< tyg]

on voit alors sur la fig. 19 que I'on a

et 'on en conclut

165. Inversion en quantités réelles. — Cherchons quelles va-

leurs de w il faut prendre pour que z cl\f"'l"_("::soicnl réels tous les

deux. Comme on a
F{:s):ag(s—;.J}(;—::}(;—,;,‘](:—,;_{\,
el que 5, et 53 sont imaginaires conjugués, il suffit, si z est déja

réel, que 'on ait

ap(s—3p)(5—33)>0.

1° Sapposons d’abord que a, est positif : il faut que 5 vérifie
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'une des inégalités

= - ou 3

L1
i+

el par suite que ¢ vérifie 'une des inégalités
4 ly ou < Iy}

une sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal
i at, rencontre alors la courbe en deux points réels.

Donc si a, est positif, on doit prendre u réel.

2° Supposons maintenanl que a, est négatif; ¢ doit vérifier la
double inégalité

la< L < Uy

la sécante, menée par P et dont le coefficient angulaire est égal
4 2¢, ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va-
riables d’intersection

pu, p(u-+¢)

doivent élre imaginaires conjuguées, (est cette condition {|||!'4
dans le cas actuel, va nous déterminer la forme de w«.

Posons u —=a + bi, a et b étant réels p(a—+ bi) et p(a — bi)
sont des ('{ll;lllli[(?r& imaginaires conjuguées : on le vérifie 4 I'aide de
la formule d’addition. On doit donc avoir

p(v+a—+ bi)=p(a—bi)
el, par suilte,
v+a+bi="*(a b))+ 2muwy -+ 2 nw;.
Prenons d’'abord le signe — ; 1’égalité devient

2a +—-v=2Mwuy+ 2nw;

= m(w; — wh )+ n(wy—+ w,).

Comme a et ¢ sont réels, on doit avoir n = m, et 1’égalité résolue
par rapport 4 @ devient

5

a=—  ~+ muw,;

2
. ~ " (&
il suffit de donner a4 m les valeurs o et 1. Pour m = o, u + = esl

. . . ¢ . N oy
purement 1maginaire. I‘O[I]‘ m=1, -+ —esl UL',TI! da une quanll!c
2 s
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266 CHAPITRE VIIL

purement imaginaire augmentée de w,. Mais ce cas rentre dans le
précédent si 'on remarque que (n°® 135

plwa+ u)=p(wy -+ u).

Réciproquement il est facile de vérifier que, pour un argument
de la forme
(4]

- +1b,
2

ot b désigne un nombre réel, ¢ est réel el compris entre Z, et ¢,.
En effet, puisque 2 £ est le coefficient angulaire de la sécante allant
du point P dont le paramétre est ¢ au point dont le paramétre est u,
0on a -

1 plu—piug

il it S el Uy = (i —+v).
2 pit— ply

Si l'on prend

- ;'f).j — — ‘) =i

et 'on voit que pu et pu, d’une part, p'u et p'w, d’autre part,
sont des quantités imaginaires conjuguées. Donc ¢ est réel. De
plus la sécante menée par P et de coefficient angulaire 2 ¢, rencon-
trant encore la courbe en deux points dont les abscisses sont des
(uantités imaginaires, ¢ est nécessairement compris entre £, et la.
Donc 4 une valeur de « de la forme considérée correspondent
des valeurs réelles de z et de \W:-)

Nous avons choisi le signe dans 1'égalité exprimant que pu
et p(u--v) sont imaginaires conjuguées. En choisissant le signe -+
dans la méme égalité, on serait conduit & des arguments pour les-
quels pu et p(u+ ¢) seraient bien encore des quantités imagi-

naires conjuguées, mais ne rendant pas réels s el VE(3).

. . ’ . ‘ . ©
linsi, quand a, est négatif, il faut prendre u = purement

f'.*r.*ag.fmu}'c.
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166. Résumé. — Pour que z et \/F(z) soient réels tous les

deux :
Quand a, est positif, il faut prendre « réel;

’ Y. ¢ . .
Quand a, est negatll, il faut pl'cndl'c [ e purement imagi-
naire.

V. — Mgrnope pE M. HERMITE.

[67. Méthode générale. — M. Hermite a donné le moyen de
-amener & la forme canonique adoptée par M. Weierstrass une in-

- dx r 3 rop
tégrale [ — dans laquelle X désigne un polynome général du
- ¢\ L: . o

quatriéme degré. Nous indiquerons, a titre d'exercice, cette mé-

thode dont nous n’aurons pas i faire usage. Soil

X =aqpzt+fayx3+6a, 2+ jazx

un polynome et H le hessien de ce polynome,

H=(aya:—aj)z*+ 2(aya;— a,as)x?

+(apa,+ 2a,a3— 3al)x+a(a,a,— a:a3)x + asa, — aj.

Sil’on pose

on aura

2 / /X - I J i”.:,‘-—— ;: —

. [y

S et T désignant les invariants du polynome X
S=wya,— jayaz+ 3ai,
T =ajasa,+2a1asa;— aj — ayal — aja,,
Pour s’en assurer, il suffit de substituer £ dans I'intégrale du
deuxiéme membre et d’admettre I'identité suivante, facile a vérifier

quand le polynome X est bicarré,

ol (LEY gl o s
o e e i
en désignant par 4J le jacobien des polynomes X et H

oH X

=X —H —
£ A ox

:JJ_‘

SCD LYON 1/




268 CHAPITRE IX. — REDUCTION A LA FORME NORMALE, ETG.
Cas J,r.-ru‘u'.r'!.r/.r'r'f', Ainsi on vériliera aisément que I’on a

en ]lll-.llﬂ
L m( ah 1) I ym?)a H
y = x4 bmaxt 1 \
Cela résulte des identités
o G R e gl il o
||_|”,;-.. II'I:--‘.;-‘ (2t — D],
i
rdH oX ) 10 I
'(x B ) rt 1) (22 —1
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CHAPITRE

APPLICATIONS DIVERSES TRAITEES AVEC LA NOTATION
DE M. WEIERSTRASS.

— COURBE ELASTIQUE PLANE ET SANS PRESSION.

168. Mise en équations. — Nous avons déja traité celte question
au n° 126 a I’'aide des fonctions de Jacobi; nous allons la I'E']]l‘{'ﬂ{[l‘l‘

en nous servant des [onctions de M. Weierstrass et nous en pré-

parerons l'n}r]liff‘.;llfnn au cas du I:t‘i:im:_‘. droit chargé debout. On

pourra, de cette facon, comparer les deux systémes de notations
en les ;lpl)[ii{llalnl a un meme :'\'{'mllh'u

L’équation qui donne la forme de la courbe élastique dans la
position d’équilibre contraint et qui a été obtenue au n® 126 peul

s’écrire avec un changement de notation

C désignant un coeflicient posilil’['l a la mesure d’'une longueur

que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont liées a la con-

stante ¢ employée au n° 126 par la relation

On trouvera, 4 la page suivante, un Tableau de formules que
I'on passera & une premiére lecture : ce Tableau donne le résumé

des formules établies dans ce paragraphe.
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270 CHAPITRE 1X.

TABLEAU DE FORMULES. ( Courbe élastique plane et sans pression.)

1 el s
- =9}
(1) 2 il

(2)
(3)
3 V 1 ' 1
|_'.-|] L _—...__-[ .
a 2 pu—es
(5) (pu—es)[plu+ws)—es]=(e1—es)(es—es),
(6) (pu—ey)+[plu+wy)—ey] == — e,
=
Pas A y=[p( LG/
(7) ot —-H’-,-J 1(ea—e)(ea—e3)=|plu—twy)—pu|i= — ) f
7 o ; : 1)(ea—es) =} 1)—} -1
I { dy\2
(8) — = — _-_}_)
. ds |
(9) adu = (Gids,
" o 1 dx S .
(10) et (11) — — == —Jeé=puU+ p(u-+wy)—2e,,
' a du al £ i '
i o 4 o
(12) = i|Cu~+ C(u—+ wy)+ 2uey |+ const.,
€
o W .
(13) U =— =t
2
(14)
x '
LT3} — =1
a
v 14
|(J =
(16) e
¢ g
/ AN — I 2
(17) = .
(£
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169. Intégration par les fonctions elliptiques. — La relation (1) [
peut étre considérée comme une équation différentielle du second '|
ordre de la courbe. Nous allons intégrer cette équation. En dé-
signant par s I'arc de la courbe compté a partir d'une origine fixe ‘
et par O angle de Ox avec la tangente supposée menée dans le '
sens qui correspond aux arcs croissants ( fig. 14, p. 184), on a

(f.,{-‘ (f_p 3 . i
— = cos0, =L = sin#. l
s ds 1 |
De la l]l‘emii‘l‘e égalité I'on déduit, par différentiation, !
/)
2 (s

B | el i
ds? ds ]
. S dl) I |
puis, en remplacant sinf) et - = - par leurs valeurs, KE
2 : ds o (d
f {

diz C dy !

—_— = Y 4
ds? av ds )

N

Intégrons, ce qui donne

it
(2) 4 uX wn 1
£ ds T a? 2 1

dsignant une nouvelle constante, e tons 'expression ainsi :
D désignant une nouvelle constante, et portons 'expression ainsi

dx .
obtenue de - dans la relation q

ds |
(dy\? dr\? ! i
(Ti=a=5) |
ds | \ ds |
il vient
f eyt 2 \ 2
(3) (‘_.-_) .—;—(C'}__---]_l)‘ ;
\ ds a? |
170. Inversion. — En remarquant que le polynome du qua- ‘|
triéme degré dont on veut faire 'inversion est bicarré, on est con- i1

duita appliquer de la facon suivante la méthode donnée au n°® 157. .

Posons, en adoptant les notations du Chap. VI, §1,

(4) Y = — e _:].I'i..._;

a 2 pu— e I
on sait que l'on a !
(5) (pu—es)|plu—+wy)—e]=(ea—e1)(ea— €3),

-V'ﬂ
(6) (Ph‘—(fg)':'"lj.}(t(-l—{r)-‘a)—--l?g]:"ﬂlz — 3y |r
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/s

et, par suite,

{" e y y=[p( | 2 I ( dy\?
i | = —_JEa —_ ea—e1)(ea—e3)=|plU—+wy)—pU|~= - 1 B .
(7 al ) 1 €2 1 3)=LF I ai\du

Pour identifier le polynome du quatriéme degré qui forme le
premier membre de cette égalité avec le second membre de I'éga-
lité (3), nous mettrons cette égalité (3) sous la forme

[ y2 Dy s I 1 [dy\?
b ] e - e — y
Kt ( a? C ’I (0t G2 { ds /

et il nous suffira ensuite de poser

I ; §
s Eg=— €4 )L Eg— €3 ),
& G2 (RY 1 ]
d |
D ‘
f 3 - )8y = €4 €s €3 €3
G 2 ‘
On voit que e, — €3 el e3— e, sonl les racines d’'une t_"quz‘lliun du
second degré dont le discriminant est
M (D2—
1 Gz
(]
Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D2< 1. On
! reconnait aisément que cette inégalité doit étre vérifiée si la courbe
(1] . 4 . . .
! présente un point d’inflexion, comme cela a lieu pour le prisme
| droit chargé debout : en effet, pour que p puisse devenir infini, il
1 : : - dy : . B
[ |'t.l|.1! flll{‘ V I}Lll."!.‘:’l‘. .‘iillll]“]l.'f' sdns I'EHL_' ( lli’\‘lL'l‘Il)E'. Hlla',;'ln'zlll"c.
- as b <
A |
; ¢’est-a-dire, d’aprés (8), que D2 — 1 soit négatif. Cette hypothése
) correspond au premier cas du n® 126. Alors, e, étantréel, e, etey
{ sont imaginaires conjugués; on peut prendre, comme périodes pri-
| mitives de la fonction pu, deux quantités imaginaires conjuguées :
P nous les {i(rsi'-'nrm.-; par w, el w; et nous conservons les notations
) du § I, Chap. VI.
i Ayant ainsi identifié les premiers membres des égalités (7)
[ et (8), nous avons
! | _fd.r} : _J_("_/.}: 2
of a? \ du G2\ ds
| el par suite
‘ l
(9) adu = Cids,
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en supposant convenablement choisi le sens dans lequel I'arc s
esl compté.
. T a D
Dans I’égalité (2) remplagons ds par =~du et — par sa valeur
=2 - 2 (oF G
— 3eg, 1l vient
e sy 2
o) a du at

e, en tenant compte de la relation (6),

t dz

(11)

- — =puU—+p(U -+ w;)—2e,.
a du L '

On a immédiatement 'intégrale du second membre et l'on trouve

(12)

pour que y et ‘ f I — { (J;— = l)} soient Lous les deux réels.
La relation déja établie
adu=Cids
montre que u« est nécessairement imaginaire. Posons
u=rh+it,

heet t désignant des quantités réelles.
On a trouvé, en faisant l'inversion,

{92 dy '\ 2 !
— — 4D = — ;2 J— L == g ) ]2
I (C“1 I ) (dzz) Cpu —p(u+ wy)]?,

el il en résulte

‘// ( 13) = tC[p(h + it)— p(wy+ h +it)].

D’aprés cela, P(wy+ h +it) doit étre la quantité imaginaire
conjuguée de p(h - it), on doit donc avoir
Plos+h+it)=p(h—it)
el par suile

e A it =£(h—it)+ 2mw;+ 20wy,
A er L.
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274 CHAPITRE IX.
m et n désignant des nombres entiers. Si 'on pre nait le signe -+
h ||1~.p.1ru|lrall et ¢ ne pourrait varier d’une maniére continue. Ign

prenant le signe —, I’ égalité devient
ah+ we= m(wy— wy )+ N (we—+wy):

e premier membre étant réel, il faut que n = m et 'on trouve

alors
e

h=—— + muw,.
2

"

o \ r LUV

Il suffit de donner & m les valeurs o et 1. Pour m = o, 4+ —

2

. . . a .

est purement imaginaire. Pour m =1, u+ —- nesl plus purement

imaginaire ; mais ce cas se raméne au précédent, a cause de la for-
mule

plu-+wy)=plu-+ wh ).

On aura donc, en résumé, a prendre pour u« des valeurs de la

forme

(13) w=—— +1it,
2

¢ étant une variable réelle.
Remarquons de suite que I'égalité
adu=Cids
devient
l"Iil adt = C ds.
172. Expressions de z et de y. — Remplacons u par sa valeur
en fonction de ¢ dans les relations (12) et (4); 1l vient

- x | Wa Wa
N1 —"'f[:.('—;ff—: ————n’)|—'.u,
@ \' 2 Y, 2X

en supposant I'axe des y choisi de fagon que x = o pour =0,

puis
3 E g e
v | “’)

(JE;_I L i it B
i f g

a JI(_,_‘_}T__.;J)——})U)'

Cette valeur de y peut s’écrire successivement en se servant des
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relations (65) et (64) du n° 44

e AL _
i Gy

- LU T)
p(i)—p o

A, yo désignant des constantes et y, étant la valeur que prend y

pour 0.

173. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier ¢. — En
tenant compte de la périodicité des fonctions de ¢ qui figurent
dans les expressions de z et de y, cherchons dans quel intervalle
il suffit de faire varier la variable réelle ¢.

Quand on change ¢ en ¢+ -i}-'-(;g-,y ne change pas, 2 augmente
de la quantité constante 4/ définie par I'égalité

h

— = i(ny+ eawy) = i(n3— 71+ esw}),
a % i -

(18)

oil I'on a posé
m = L(wy), 2= {(wg).

r
i . 5 e R

Il suffit de faire varier ¢ de ¢, & ¢, ‘,—2- Si I'on change ¢ en
—t, ¥ ne change pas, # change de signe. Donc si I'on faisait

5 wh ) s .
varier ¢t de — ke —f, la branche de courbe ainsi obtenue serait
symétrique par rapport a Oy ; il suffit de faire varier ¢ de o & 2.
) F

On peut encore restreindre cet intervalle; soient ¢, et Z, deux

: = fl)r.;
\-a|eurs dC L a_}-‘unL pour dClnl—SD}l]lT]C 2—;

soient 2y, y, eL &y, ¥» les coordonnées des points correspondants,
on a

st =1, :L—(:r.',=;—.r,)=h.
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276 CHAPITRE IX.
& étant la constante ‘définie par I'égalité (18). Donc, si I'on faisait
varier ¢ de o & (-23, la branche de courbe ainsi obtenue aurait pour
centre le point y = o, 2 = h : il suffit de faire varier ¢ de o & '—:-%’,.

Considérons les points de la courbe qui correspondent aux va-

; ' W
leurs extrémes de cet inlervalle (0, )—:) Pour t = -)—: onay=o
7 ) .

d’aprés la formule (16) et

% 5 h
= = i(fwg—lw+whes) = —
a p a

d’aprés la formule (15). Ce point y = o, = & est le centre dont
nous venons de constater I'existence. Ce point est en méme temps
un point d’inflexion, comme cela résulte de la formule

C ,

_ = l——-

P

Pour =0, on a 2 =0 et ¥ = y,. Cherchons la tangente au

tlg

point correspondant de la courbe. Si I'on fait u = — ok it dans

les égalités (7) et (11), elles deviennent

(19) é?;; '{P(-——H)—p(-—q-u/)]

(20) Tﬁ— 22 i t /2 —3
= t“—p(—: -+ p —‘--E)—}l‘."z yr—3

dy dz 2
On voitque, peur t=o0, - estnul et —- est égala o (Ip% -—‘pmg),

quantité plus grande que zéro. Donc la tangente est parallele a Oz,
c’est-a-dire a la direction de la force élastique ; de plus, comme Oy
est un axe de symétrie, le point correspondant & ¢= o est un
sommet.

174. Construction de la courbe. — Supposons maintenanl que ¢

croit de 0 4 2. A cause de I’ égalité

Cds = adt,
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s ya constamment en croissant. L’égalité

, e
=t
Yo 2

2

S TG
pPlt)— pDi—
2

montre que ) va sans cesse en décroissant; nous avons déja re-
marqué que y parl de y, pour arriver a zéro; il en résulte que y,
est posilif et que la valeur absolue de y décroit constamment.
Pour voir comment varie z reportons-nous a I'égalité (20) qui
donne la valeur de -r;':;‘- Puisque la valeur absolue de y va sans
cesse en décroissant, il en est de méme de f:T: Pour ¢t = o, la va-
)

do G o ety dx ;
leur de F est positive; pour ¢ = =5 ¥ étant nul, = est égal
dx

4 — 3e,. Donc si l'on a e; <l o, a’s. est constamment positive, si

dz ;, A . i
Pona e;>o0, — décroit constamment depuis une valeur positive

jusqu’a une valeur négative et change une fois de signe dans I'in-

W . . :
tervalle (o, Ej) En faisant varier ¢ au dehors de cet intervalle,

on a des arcs de courbes se déduisant du précédent par symétrie
par rapport a Oy et par rapport & des centres situés sur Oz ayant
pour abscisses = A, =2k, ..., = nh.

Nous pouvons maintenant reconnaitre la forme de la courbe en

supposant successivement que ¢ est négatif, nul ou positf.

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23.
A
idy
b a
ay A
a
ay
l(* 5
| o
|| b
T .
ay T a,

1 . . - o -
Ces trois cas conduisent aux formes des fig. 21, 22 et 23. Dans
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278 CHAPITRE 1X.

la fig. 14 (1), p. 184, on a représenté seulement un arc tel que
Pavc @) ba, de la fig. 21. Dans ces nouvelles figures nous suppo-
sons I'axe Oy horizontal.

II. — PRISME DROIT CHARGE DEBOUT.

175. Enoncé de la question. — Une verge élastique droite, dans
son état naturel, est encastrée verticalement i I'une de ses extré-
mités M,. L’autre extrémité M, supporte un poids P. On demande
la forme de la verge élastique dans la position d’équilibre.

Ce probléme est un cas particulier du précédent. Dans le cas
actuel, il n’y a pas de couple appliqué en M, : le moment fléchissant

. B SR : :
en ce point, — est donc nul, ¢ est infini; le point M, est un poinl
P o E Y ’ 1 p

d’inflexion. Au méme point M, la force élastique est directement
opposée au poids P : elle est donc verticale et dirigée de bas en
haut. En M,, d’aprés la facon dont la tige est supposée encastrée,
la tangente est verticale, et par suite paralléle a la force élastique.
D’aprés ce que nous avons vu n® 173, le point M, est un sommet
tel que a (fig. 21, 22, 23).

On pourra donc prendre les valeurs suivantes du paramétre ¢ :

t =o, pour le point My,

W :
f:(p_n—a—l_};?—; pour le point M,

n désignant un nombre entier et positif. Soit / la longueur de

Parc M, M, ; puisque ds = :—I,dt, on devra avoir

(1) { O an g
= G

a 21

Ecrivons maintenant que la force élastique est égale et direc-
tement opposée au poids P et rappelons-nous que, en mettant le
probléme en équation, nous avons posé (n° 126)

D G

& gt B
Nous trouvons comme nouvelle condition

{'2.) PZO‘BC:

a?
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car T, qui est constant tout le long de la fibre moyenne du prisme,

est ici égale a P.

176. Nombre de solutions. — Entre les deux égalités (1) et (2)
¢liminons @ et remplacons G par sa valeur

I T
- = '3.\/( ea—e€y)(ea—eyz),

nous trouvons la condition

(3) Pi:=(2n f—l)ili([—':{f J_ V(es—e1)(ea— es)

qui ne dépend plus que des éléments elliptiques et des données
numériques qui définissent 'expérience. La discussion de cette
égalité nous conduira au nombre des solutions du probléme.

Celle égalité peut s’écrire

k', étant une quantité réelle comprise entre o et 1, el p ayant pour

valeur

= ‘/: e (’[__I_I P 25);
comme on le voit en multipliant membre & membre les expressions
de e, — e, et e; — e du n° 138. Le deuxiéme membre de I'équa-

tion (4) est donc le carré de I'expression

dy

Jo V1 —K2sinly
qui est supérieure i 1, car elle croit constamment de 1 & o0
quand £} croit de o a 1. D’aprés cela, I’équation de condition (4)
donne pour 4'? une seule valeur comprise entre o et 1 sil'on a
(P

B(2n —+1)*n?
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ou bien

>(2n-+1).

d al, /P : :
S1 done :_:-\/_li est compris entre (2v-+1) el (2v—+3), en

faisant successivement

=T

on aura v équations en A'* admettant chacune une racine comprise
entre o el 1 et, par suile, il y aura v positions d’équilibre. Sj
I'on a

/

2l /T
B

il n’existe plus de valeur de £* comprise entre o et 1; il n’y a plus

]
]

de forme d’équilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le
prisme droit chargé debout est en équilibre stable.

II. — Course I‘E]..\STIQI.'E PLANE S0US PRESSION NORMALE UNIFORME.

177. Enoncé et mise en équation. — Il s’agit de trouver la
figure d’équilibre d’une verge élastique qui dans son état naturel
était de forme rectiligne ou circulaire et qui est soumise a 'action
de forces définies de la facon suivante : A chacune des extrémités
de Iélastique agissent u