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Lol Lok 20 F
J AT cru quen réuniflant fous un méme titre &
dans un méme volume ce que jai publié depuis
trois ans , il écoit 3 propos de développer avec quel-
que éte,ndue I'objet de mon travail , & ce que. jai
exccute du plan que je m’étois formé. -
I n’eft queftion dans ce que jai donné que de
Calcul intégral ; & fans marréeer 3 aucune mé-
thode, ni 3 aucun cas particulier, je ne l'ai envifagé
que dans fa plus grande généralité | afin d'en appro.
fondir mieux la nature , de parvenir a des méthodes
auxquelles rien ne ptic échapper , & de donner aux
Géometres un moyen quelquefois long, mais tou-
jourssiir, de parvenir A la folution de tous Jes ro=
blémes particuliers qui en dépendent. Les fuccef-
feurs de Newton ont enrichj lanalyfe de I'Infinj
d'un grand nombre de méthodes ingénieufes &
profondes quils ont appliquées avec fucces ) des
problémes trés compliqués, mais le Calcul en lui-
méme a été trds rarement lobjet de leurs recher-
ches. Jean Bernoulli 2 ajouté aux découvertes de.
Newton celle du Calcul des fonctions logarichmi..
ques & exponenticlles : on_doit 2 M. d'Alembere, .
le Calcul des différences particlles, Galeul fi impor-, -
a
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tant par fes ufages dans la théorie du- mouvement
des fluides ou des corps flexibles. Les découvertes
de MM. Fontaine & Euler fur les é ¢quations de
condition , & différentes remarques importantes ré-
Pandues dans leurs OQuyra ges étoient encore pour
moi des fecours bien preaeux Cleft dela que je
fuis parti & que | "al env1fage le Calcul intégral duns’
les trois hipothefes des différences évanouiffantes ,
des différences finies & des différences pamelles.
L apphcanon des fuites infinies ou indéfinies a I'in-
tegratlon les méthodes d'approximation , & I'ufage
de toutes ces methodes pour les problémes de Dy-
namique ont été enfuite L'objer de mes réflexions :
en voici le réfultat.

Une equmon différentielle érant donnée , on
doit examirer {1 elle a une intégrale, chercher en—
fuite cette 1ntegrale en difcuter la nature ; enfin
comme l'intégration introduit des arb1tra1res il faue
les déterminer. Dans le cas ou les dlﬁerences font
évanouiflantes , il faut favoir d'abord quand une
fonétion d1ﬂerent1elle d'un nombre quelconque
de variables & d'un ordre quelconque, eft une
différentielle exacte d’'une fon&ion d’un ordre im-
médiatement inféricur ou ﬁmplement inférieur ,

Calautineé- ou finie, Je recherche donc les é ¢quations de condi-

al,
%&fmv.Pg ’

tion qui dowent avoir lieu dans ce cas, & je trouve
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quelles fe peuvent donner fous une forme afles
fimple , & qui n'exige point, lorfqu'il n’eft pas
queftion d'une intégrale immédiatement infériey.
re, quon connoifle les intégrales intermédiaires,
Je tire de ces conditions une maniere de repré-
fenter une fon&ion qui eft une différentielle exacte
fous une forme qui la rende intégrable par la mé-
thode des quadratures appliquées 3 un nombre
quelconque de variables, Cette méthode réduit
immédiatement 3 une feule intégration celle des
différentielles exaces de quantités d’un ordre moins
élevé de plufieurs unieés | toutes les fois qu'aucune
différence n’eft fuppofée conftante. En effet dans
ce cas les intégrales intermédiaires font algébriques;;
mais {1 une différence eft fuppofée conftante, alors
les intégrales intermédiaires peuvent contenir des
fonctions logarithmiques. Soit dx cette différence,

V lafon&ion propofée, B fon intégrale, o N,

gt _
dB
omaura - = [V ; & appellant B’ la feconde
. AER ([lj, . . \
intégrale 7 =/ N, &ainfi de fuite , ou [N

ne contient point de tranfcendante, fans quoi ¥~
en’ contiendrdit ; mais /7 [N peut en contenir,
Aurefte, on peut trouver /; IV fans intégration.

Prenant en effer P =— d B , retranchant de ¥ les

Calcul inté-

gral, pag, 23
& 22, .




gral, pag. 22

v

valeurs de —f—ig dy, % dp, % dq, &c. qui font
‘données, & divifant le refte par dx, onaura dun
_d_li
dx
& conféquemment donnée par Thypothefe.
Connoiflant une fois les équations de condition
pour les fonctions qui font des différentielles exac-
tes , il m'eft aié de connoitre celles que je dois
avoir pour qu'une équation différentielle propofée
ait une intégrale , ou d'un ordre immédiatement
inférieur , ou fini. En effet , il n’y a aucune fonction
différentielle , qui, multipliée par une autre fonc-
tion , ne devienne une diftérentielle exadte , la fonc-
tion qui multiplie pouvant &tre une différence quel-
conque divifée par la propofée , & dontla propofée
eft faite égale a zéro; cette fonction devient infi-
nie, A moins que le numérateur , qui eft une diffé-
rentielle exacte, ne devienne aufli zéro : donc tou-
tes les fois quune différence exacte eft nulle en
méme tems que la propofée , on peut fuppofer que
le facteur ne devient point infini lorfque la pro-
Eofée égale zéro ; donc en ce cas on peut, dans les
équations de condition identiques , fuppofer que
tous les termes qui font multipliés par la propofee ,
& qui contiennent des fonctions dépendantes du
fa&eur , font nuls lorfque la fonéion propofée eft

coté 22 | & delautre fa valeur exprimee en V,
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égalée i zéro. Mais {1 on a une équation identique,
& qu'on fafle une fuppofition dans quelques uns
destermes, il eft clair que dans la méme hypothefe
le refte devient nul; donc ce qui refte de I’équation
de condition eft nul lorfque la propofée l'eft, ou
bien eft identique : ces principes me conduifent i
des équations de condition qui n'exigent pour au-
cun cas la connoiflance des intégrales. J'ai dit que
lorfqu’une équation éroit poflible , le numérateur
du facteur pouvoir étre une diférentielle exadte qui
devient nulle en méme tems que la propofée ; &
cela peucarriver de plufieurs manieres, ou immé-—
diatement, lorfque la valeur de la plus haute diffé-
rence prife de la propofée rend nulle cette diffé-
rentielle exa&e , ou bien lorfque ces deux fon&ions
deviennent enfemble égales a zéro; en fuppofant
nulle une fon&ion d’un ordre inférieur, I'équation
différentielle n’a alors qu'une intégrale incomplette
qui ne contient point d’arbitraires, & qui eft cette
-méme fonétion dont je viens de parler : dans ce cas
les équations de condition fe trouvent avoir lieq
—en vertu de la fuppofition de cette fonction égale
a zéro, ce qui donne moyen de le diftinguer des
autres , & de trouver cette fon&ion méme par la
comparaifon des équations de condition avec la

_propofée.
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Le cas des folutions incomplettes eft le feul ou
Pon puifle fans intégration réfoudre une équation
différentielle, car dans tout autre il faut que la {o-
Jution contienne des arbitraires & quelquefois des
tranfcendantes. Jobferverai encore que la {fuppo-
firion de la propofée égale azéro dans I'équation de
condition , eft dautant plus néceffaire , que fi je
cherche immédiatement les valeurs des différences
\ partielles du facteur, & queje les trouve , ce quau-
| dela du premier ordre je ne crois pas poflible en
]‘\ général , jaurai le méme réfultat que par ma me-
| thode, {i par hafard elles font finies ; mais elles fe-
1 ront naturellement , ce me femble ¢, ceft-a-dire,
1 auront une valeur indéterminée dans une infinité
| de cas. Je crois &tre le premier qui at réfolu ce pro-
| bléme , du moins je n’en connois aucune autre {olu-
| \ tion que la mienne. ‘
|| ot ATaide des principes que jérablis , je démontre
|| gnl, pag.259 analytiquement que toute équation du premier or-
' dre entre deux variables a une folution complerte ;
‘\ que toute équation dun ordre quelconque entre
| deux variables ou une différence , eft fuppofée coni-
o tante & généralement intégrable. '

Lorfqu'on faic qu'une équation admet une fo-
‘lution générale , ileft queftion de'ld trouver, &
la folution générale de ce probleme {e doit natu-
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rellement tirer de la nature de la différentiation.
Il eft aifé de voir d’abord que cette opération ne
peut faire difparoitre que des conftantes, & qu'on
retrouve dans la différentielle les mémes fon&ions
que dans lintégrale , 4 moins quune foncion

tranfcendante n’ait une différentielle algébrique |

ouune différentielle qui ne contienne point de nou-
velle tranfcendante. On trouve pour le premier cas
une f{uite indéfinie delogarithmes alaquelle on peut
ajouter une conftante qui refte arbitraire ; & pour
le fecond on trouve une exponentielle qui a pour

expofant une fonction comme la précédente , plus-

une fonction algébrique, & ceft la méme confl
tante qui refte arbitraire ; en forte que dans le pre-
mier cas on a la fomme d'un nombre indéfini de lo.
garithmes ; & dans lefecond le produitd’'un nombre
indéfni d’expenentielles & d'interfcendantes.

On pourroit prouver qu'unetelle fonétion loga-
rithmique eft la féale dont la différence foit algé-
brique, par lathéorie de I'intégration des fon&ions
rationnelles qu'ont donnée Jean Bernoulli & M.
d’Alembert, La méme chofe fuit également de la
nature de la queftion : en effet, fi on confidere une
fon&ion tranfcendante indépendamment de toute
fuppofition , elle' ne peut érre quune fonétion fuf-
ceptible d’une valeur réelle > qui ne foit point don-

Calcul incée
gral, pag. 37,
38 : &voyez
IErrata géné-
ral joint 2 cete
te Préface.
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née par une équation algébrique , & qui puiffe con-
tenir o ou co fans &tre o ni oo , ou des expofans ab-
{olument indéterminés. Cela pofé , {i on cherche
les formes que peut avoir une telle fon&ion qui
foit fimple , & qu'on les veuille aflujettir a cette
condition , on ne trouve quexg +Z, fon&ion qu'on
fait ecre un logarithme. Quant au fecond cas, on
prouveroit également que la fonétion que jai indi-
quée eft la feule qui puifle convenir : en effet, foit
cette tran{cendante une fon&ion de X quejappelle
¥, jaurai par lhypothefe y donné par une équa-
tion du premier ordreen y, dy & d X, d X étant
algébrique : donc X ne peut contenir que des fonc-
tions legarithmiques ou entre y : donc y ne peut

. X
contenir qu.e €.k

On peut aux fon&ions tranfcendantes dont je
patle ici en fubftituer qui naiffent de la confidéra-
tion du cercle ; en effet, la fonégtion logarithmique
peut étre regardée comme la fomme d'un nombre
indéfini d’angles dont les cofinus foient des fonc-
tions algébriques , & qui foient multipliées par des
coefhiciens conftans : & la feconde efpece de fonc-
tion eft une exponentielle dont une pareille fonc-
tion eft 'expofant, ¢'eft-a~dire ,a caufe de I'expref~
fion des cofinus en exponentielles , le cofinus d'une
{uite
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fuire d'angles comme ci-deflus, plus un angle égal
a une fonéion algébrique. Indépendamment de
Iucilicé dont peut cere le changement , lorfque des
tranfcendantes {e préfentent compofées d'imaginai-
res , jen tire des conféquences utiles {ur la forme
des intégrales regardées comme repréfentant des
courbes. On peut remarquer encore qu'il fuic de-13
quil n'y a que deux lignes de nature différente , la
droite & la circulaire ; & qu'il arrive précifément
que les tranfcendantes , qui. analytiquement ont
une expreflion faufle, fe trouvent en avoir une
vraie geometriquement , & que celles qui ne font
pas conftructibles par le cercle fe trouvent I'&tre par
'hyperbole. Si on confidere une équation du pre-
mier ordre , les deux clafles rentrenc I'une dans I'au-
tre ; mais {1 on confidere les ordres fupérieurs , &
quon fuppofe les tranfcendantes fans diffiérences ,
alors il y en aura un nombre égal a I'expofant de
lordre de ['équation , ce qui, appellant 7 cet ex-

pofant, donneunnombre 2"~ * de formes différen-
tes. Dans mon Calcul intégral j'ai fuppofé un nom.-

bre 3”7 de formes , parceque je diftinguois la for-

Caleul inté«

gral , p. 41.

me interfcendante de la forme exponentielle : miais -

je crois cette nouvelle divifion préférable’; plus
commode dans la pratique & plus naturelle. Ce

b
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Cal cul mtc:-
gral ,

il\’

Calcul inté-

gral, p. 44 &
fiiv,

Calcul inté-
gral, pag: 5o,
§I 5, &c. &
voyez I'Erra.

ta déja cité;
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- que je dis au méme endroit fur la maniere dont
* font cempofées ces tranfcendantes pour les diffé-
rens ordres fuffit pour montrer de quelle maniere
peut étre formee l'intégrale finie d'une équatlon
différentielle d'un ordre quelconque, & ce que les
différenciations {ucceflives peuvent faire évanouit
des fonétions qui fe trouvoient originairement dans
l'intégrale , & dont les différences font confondues.
dans la dlﬁerent1elle.

Apres avoir déterminé ce qui dlﬁmgue entre:
elles les é ¢quations. integrales des différens ordres,
)examme chaque ordre en particulier, & ce qm
naic du différent degre ou peuvent monter les dif-
férences dans 1equa.t1on mife {ous une forme ra-
tionnelle. Pour le premier ordre, il ne peut fe trou-
ver dans I’ mtégmle de radicaux plus élevés que ceux
du degre oumontent les différences ; & les radicaux
de ce dégré ne peuvent fe trouver encore dans la
fon&ion tranfcendante ou looar1thm1que {ans &tre-
la racine d'une méme équation algébrique de cet
ordre : la fomme enfin de tous les expofans de ces.
radicaux:, sils font moins élevés, doir égaler lex-
pofant de ce degré. Pour les ordres fupérieurs, il
ne peut fe trouver dans la tranfcendante de la pre-
miere intégrale , ni dans la fon&ion différentielle
algébrique, de radicaux plus €levés que l'expofant
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de la plus haute différence : il ne peut non plusy
entrer dans la feconde intégrale, de radicaux plus
¢levés que I'expofant de la plus haute différence de
la premiere , divifé par celui du radical qui entre
dans la premiere tranfcendante , & ainfi de fuice.
Je pafle de-lia examiner en particulier les équa-
tions du premier ordre fans radicaux 5 & jetrouve,
par un procédé tres fimple , les formes générales
d’intégrales qui les peuvent produire : mais il peut
arriver que les formes générales d'incégrales pour
un dégré , donnent des équations différentielles
d’un dégré inférieur ; & cela, foit parceque les coef-
ficiens des rangs {upérieurs deviennent nuls tous 3
la fois , foit parcequ'ils fon tels que la propofée ait
un fa&eur. Cet abaiffement n'a lieu de la premiere
maniere , que julqud un cerrain point ;5 mais celui
de la feconde eft indéfini. C'eft 3 M. de la Grange
que je dois cette remarque. Cela pofé, fi I'on veus
conftruire une Table d'intégrales, il fauc aux for-
mes générales , pour chaque cas, ajourter par ordre
ces nouvelles intégrales, que, pour le cas indéfini,
il faue mettre fous une forme indéfinie ; ce qui fera
d'autant moins difficile quil y a lien de croire
que, pour chaque cas, le nombre des fon&ions
logarithmiques eft fixé. Je penfe auflique le nombre
des formes pour les intégrales purement algébriques

by

Calcul inté-
gral, pag. sy
& fuivantes,
Voy. aufli 'er-

Eoet)
rata ciic,

Eclairciffe-
ment fur le
Calcul inté-
gral, joint au
Probléme des
trois Corps ,
pag! 68 & fui-
vantes.

Eclaircifles
ment, p. 75,
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n'eft pas indéfini; mais je n'en ai aucune preuve

retaircie. Concluante. On parviendra aufli par-la a trouver

meat, p-74 pour chaque dégré l'intégrale de la différentielle ,

les coefficiens érant quelconques; mais cette inté-

grale aura une forme fautive dans les cas particu-

liers ou l'intégrale doit &tre plus élevée. Ces re-

cherches entrainent tant d’embarras, f{ur-tout {t

(ce que je ne crois pas, quoique le contraire ne

foit pas démontré ) 1l arrivoit que le nombre des

logarithmiques ne flt point déterminé pour chaque

ml’;ctiafi);gff;; cas, que j’z}i cru devoir chercher quelque autre

& 77, moyen général de trouver l'intégrale d'une equa-

tion propofée. Ft d'abord , foit cetre équation du

premier ordre & fans radicaux ; il eft clair que, la

multipliant par une fonction rationnelle qui ait un

numérateur & un dénominateur indéfini, elle de-

vient une différentielle exate = or, dans le cas des

différentielles exactes, le dégré ou monte naturel-

lement I'équation différentielle , n’eft aflujetti qu’a

Iabaiffement de la premiere efpece, qui n'eft pas

indéfinie ; & par conféquent le nombre des formes

d’intégrales générales pour un nombre quelconque

| de variables, eft alors, pour chaque équation, fini

| & déterminé; & l'on trouvera, en les effayant,

! celle qui convient.
|
|
|

SiI'équation contient un ou plufieurs radicaux.,,
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je la multiplie par des fuites ou ces radicaux entrent,
comme les autres variables, & jen détermine les
cocfhiciens , pour que la propofée foit une diffééren-
tielle exacte. Je regarde enfuite ces radicaux comme
de nouvelles variables ; & a caufe que leur diffé-
rence eft une fon&ion rationnelle des variables de
leurs différences, & de la nouvelle variable egale
au radical , jajoute a I'équation une fon&ion in-
définie , multipliée par la différence de cette nou-
velle variable, moins la méme fonétion mutipliée
par fa valeur ; je détermine les coefficiens, en f{up-
pofant que la propofée foit une difiérentielle exacke
de toutes ces variables, ce qui doit néceffairement
avorr lieu : par-la je réduis la propofée 3 une ¢qua-
tion fans radicaux entre plufieurs variables, qui s'in-
tegre par la méthode que je viens d'expofer. On
auroit pu , avant de chercher le faGeur , fubftituer
les {uites qui font difparoitre les radicaux, les dé-
terminer d’apres la condition que la propofée foit
poflible , les nouvelles variables étant regardées
comme telles : alors on auroit une ¢équation fans
radicaux , qu’il faudroit enfuite rendre une diffé-
rentielle exa&e. Au refte, un radical qui contien-

droit fous lui d'autres radicaux, peut €tte ici traité

comme un radical fimple.
Paflant aux équations des ordres plus élevés, il

Eclairciffc-
ment, pag.78
& 79.
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faue remarquer quelles peuvent &tre telles quau-
cune des différences ne foit fuppofée conftante, ou
quune le foit. Dans le premier cas, larbitraire
peut €tre ou une conftante finie, ou une conftante
finie multipliée par une différentielle quelconque,
qu'on fuppofe conftante. Dans le fecond, elle eft
une conftante finie, ou une conftante finie multi-
plice par la différentielle conftante. Dans le pre-
mier, les intégrations fucceflives peuvent intro-
duire une nouvelle variable dans I'intégrale ; mais
cela n'a point lieu dans le fecond, & il Sy trouve
feulement des fontions femblables de la variable
dont la différence y eft fuppofée conftante : cepen-
dant, la propofée ayant une intégrale exale ,-on
peut, pour le premier cas, fuppofer conftante une
des différentielles, intégrer en conféquence; &
intégrale fera la méme que celle de la propofée ,
a cela pres, quaux fondions de la variable dont la
différence eft conftante , il faut fubftituer des fonc-
tions femblables d'une variable quelconque, dans

les termes qui {font nés de l’intégration par Paddi-

Eclairciffe- tion des arbitraires. Si donc j'ai une équation ain-

s

tégrer, d’un ordre quelconque, je la mets fous
une forme telle que les plus hautes différences ne
montent quau premier dégré ; & regardant les dif-
ferences divifées parla différence conftante, comme
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de nouvelles variables, ce qui m'eft permis , je
cherche i la rendre une différentielle exale, en la
multipliant par une fon&ion rationnelle indénie
de toutes les variables , dont je dérermine les coeffi-
ciens par les équations de condition que ['on a pour
ce cas : je la mets enfuite dans la forme qu'elle doit
avoir pour &tre intégrée par rapportaux différences
regardées comme de nouvelles variables ; & alors
elle eft dans le cas des équations du premier ordre,
& s'integre de méme. 1l faut obferver que les fonc-
tions irrationnelles qui contiennent les variables de
I'équation & leurs différences , doivent entrer dans:
la fuite indéfinie, de méme que ces variables &
leurs différences, & quon réduira la propofée a
n'avoir plus que des fon&ions rationnelles , par la
mérhode que jai indiquée ci-deflus. En regardant
les différences comme de nouvelles variables , il eft
aifé de saflurer, 1° que la premiere équation inté-
grale de lordre inférieur d'une unité, donne une
valeur algébrique de la tranfcendante quiy entre;,
& que fubftituant cette valeur dans la feconde in..
tégrale de 'ordre inférieur de deux unicés , elle ne:
contient plus qu'une tranfcendante 5 & que met-
tant dans la troifieme intégrale les valeurs algébri-
ques des deux tranfcendantes que donnent les deux:
premieres, il n'en reftera plus quune feule,, &
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Caleul ineé- 2infi A Iinfini; de forte quon a autant d'équationts
gral,pag 43 Jo Pordre immédiatement inférieur, toutes inté-
aoer®77 grales de la propofée, quil y a dunités dans l'ex-
pofant de l'ordre de diftérences , & qu'on peut les
fuppofer toutes de la méme forme : 2°. que ces
équations ¢rant fuppofées toutes connues, on en

peut tirer la vraie intégrale de la Propofée , parce-

quil y en a une dans laquelle la tranfcendante eft

finie, & que prenant de celle-13 la valeur de la plus

haure différence, & fubftituant dans toutes, on en

trouve encore une ot la tranfcendante eft aufli fans
différence, & ainfi de fuite; & il en fera de meéme

des conftantes. 3°. La fuite que rend la propofce
différentielle exae, aura donc un pareil nombre

de valeurs ; & les trouvant toutes fucceflivement,

& intégrant chaque équation qui en ré{ulte ,comme

je lai dit ci-deflus, on aura lintégrale cherchée.

Au refte, les termes qui ont des expofans indéter~

minés , les tranfcendantes qui fe crouvent dans la
propofée , fe traiteront précifément comme les ra-

dicaux, & on en réduira également l'intégration a

celle d'une équation rationnelle du premier ordre.

caleutint- M. Euler a remarqué qu'une équation différentielle
g P87 avoit quelquefois  certaines {olutions particulieres
ui ne fe trouvoient pas dans intégrale générale.
Yindique le moyen de les trouver. 1l confiftea pro-

duire
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duire la propofée par la différenciation de fon in-
tégrale, & a égaler A zéro tous les faGteurs finis g
ou d’un ordre moindre , par lefquels il a fallu di-
vifer les différences, afin quelles donnaffent la pro-
pofée. Toutes ces équations, en effet, la réfolvent,
& ne doivent point entrer dans Iexpreflion de I'in-
tégrale générale. Telle eft la méthode d'intégrer
que je préfente aux Géometres : elle eft abfolument
générale, &, fi je ne me trompe, aufli {imple
que le permet la nature de ce calcul; il ne faue
dailleurs, pour sen fervir d’apres les formules
que jai développées dans mes Ouyrages, que les
connoiflances les plus élémentaires du Calcul de
I'nfini : je crois méme que {i l'on avoit & chercher
lintégrale d’une ¢quation tant foit peu compli-
quée, le procédé de cette méthode feroit- fouvent
plus court & plus {ir que celui des méthodes indi-
rectes quon pouvoit choifir.

On peut, en artendant la conftruGion des Ta-
bles nécefaires pour fe fervir de cette méthode
employer celle des frations rationnelles , en ob-
{ervant feulement quil faur répéeer l'opération au-
tant de fois quil y a de variables , les ajouter en-
femble, en ne prenant quune feule fois les termes
-quelles ont communs. Cette méthode f& trouve

6
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expofée dans le Calcul intégral de M. de Bougain-
ville, feconde Partie.
On voit que, pour rendre la méthode générale,
il faut connoitre , 1° les équations de condition
our tous les cas: 2°. le Théoreme de l]a Remarque 11
du Calcul intégral, page 21: 3% le nombre & la
nature des tranfcendantes qui peuvent entret dans
une intégrale, & lamaniere donton en peur tirer les
différentes intégrales de l'ordre inférieur qui appar-
tiennent a chaque équation : fans cette connoif-
fance, on ne feroit jamais fiir d'intégrer ; caron
ne peut favoir, fans connoitre l'intégrale , {iune
équation différenticlle en a une algébrique 5 & une
méthode qui n'enfeigneroit qua trouver ces inté-
grales , ne feroit prefque d'aucun ufage : 4°. la ma-
niere de rappeller les tranfcendantes , les expofans
indéerminés & les radicaux 3 une forme ration-
nelle, du moins pour les ordres fupérieurs. Mais
cette derniere connoiffance étoit moins indifpen-
Gible. Je crois mavoir été précédé par perfonne
dans les méthodes que je propofe pour tous ces
points, non plus que dans la conftrucion des Ta-

Edairifie- bles, pour lefquelles je dois a M. de la Grange

g o m'avoir fait appercevoir des correCtions qui y

éroient néceflaires.
Lorfquel'on a une équation finie & algébrique ,
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on en peut toujours déduire une des coordonnées
égale a une foncion algébrique des autres; & il
ne fauc pour cela que réfoudre une ¢quation algé-
brique a une variable, ce qui fe peut en général :

on peut méme, par quelques obfervations aflez {im-

ples, voir quelles formes conviennent 2 ces équa-
tions pour les différens dégrés, s'affurer que le nom-
bre en eft fini, & trouver enfuite quelle eft celle
qui convient, en les eflayant fucceflivement. Il
n'en eft pas deméme des équations finies ol il entre
des tranfcendantes qui contiennent toutes les va-
riables, toures les fois qu'elles ne peuvent fe rap-
peller a une équation algebrique, ou quon ne peut
taire enforte, en transformant les tranfcendantes 4
- quune des variables ne ¢y trouve plus. Silon vou-
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loit que réciproquement on et 'ung en laurre, il

faudroit que certe opération plt s'exécuter pour
chaque variable. 1l fuit de-13 que les ¢quations in-
tégrales d'une différentielle donnée font de deux
fortes : on peut tirer des unes la valeur d'une des
coordonnées ¢gale a une fonction des autres ; cela
eft impoflible dans les autres. Ces deux cas {e peu-
vent diftinguer par des équations de condition
d'une efpece particuliere ; & jindique la maniere
dont il faudroit s’y prendre pour y parvenir. Ces
équations font a l'égard des équations abfurdes, ce

cy
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que font A I'égard des imaginaires les fondtions
irrationnelles ou tranfcendantes ; ceft-a-dire quion
peut toujours conftruire ces ¢quations, du mg\;ins
par un mouvement continu; quon peut meme
trouver par approximation leur valeur, & que cette
valeur ne doit pas méme contenir plus de tranfcen-
dantes que l'intégrale infoluble qui y répond. J'exa-
mine aufli la méthode de {éparer les indéterminées
par des fubftitutions. Je trouve quelle eft générale
en elle-méme ; que les réfultats ou elle conduit,
donnent des équations féparces, dont la conftruc-
tion une fois {fuppofée, conduita la poflibilite de
la conftruétion des équations différentielles qui ne
font point abfurdes. De I'abfurdité d'une équation
différentielle, on na pointdroit de conclure I'im-
poflibilité du probléme qui y répond , parcequ’en
général cela peut fimplement fignifier que le pro-
bléme eft plus que dérerminé, & qu'il faut avoir en.
core une nouvelle équation ; ou bien, {ila propofée
eft dun ordre fupérieur, & quil n’y ait aucune
différence conftante,, qu'il faut avoir une équation,
toujours poflible, entre une des variables, & une
autre quelconque , dont la différentielle foit conf-
tante, & qui ne fe trouve point dans la propofée.
Si une équation difiérenticlle eft telle que T'on
peut tirer de fon intégrale y égal 2 une fonction




de x, lorfquelle cft entre ces deux variables 5208
peut rechercher quelle eft cette fontion de x, qui,
fubftituée dans I'équation propofée, peut la rendre
identique, en déterminant feulement fes coefli
ciens. Il eft clair quune telle fonétion doit ére
repréfentée par une fuice indéfinie qui sarrére a
un certain terme. Je trouve la forme générale quiil
faut donner 3 cette fuite pour un ordre donné
parceq;;e je trouve une maniere de mettre les diffé-
rentes ronctionstran{cendantes fous une forme fem.
blable, qui ne differe d’une forme algébrique qulen
~ce que les coefhiciens ou les expofans qui font dans
Lune finis ou rationnels , fe trouvent dans I'autre
irrationnels & infinis. Je confidere ici les tranfcen.
dantes, foit comme des logarithmes & des expo-
nenticlles ou interfcendantes , foit comme des an-
gles & des cofinus : & comme cette maniere de
chercher l'intégrale pourroit &tre wurile , & quielle
{fuppofe ici la folution des ¢quations déterminées
¢ tous les dégrés ( probléme tres compliqué ), jin- -
dique le moyen de sen pafler, du moins poir: 7~
trouver I'intégrale , fi ce n'eft pour la détermina-
tion des coefliciens. Soient en général x, y;.7; les &
variables qui doivent entrer dansune tran{cendante’”

Y . S - ¥ R dr‘ ﬁf;iv ;
qu une différenciation fait évamouir, on a e

Adx+Bdy+ Cdy, A, B C éanc algtbi>—
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ques ; & b érant zéro lorfque la tran{cendante eft
une exponentielle. Cette réflexion donne un nou-
veau moyen de fimplifier la méthode dont je vais
parler. '

On peut, par la fimple fubfticution de x +y
— 7 dans une équation en y & 1, o dg eft fup-
pofé conftant, préparer toute équation différen-
rielle entre y & x quien peut réfulter , 4 avolr pour
intégrale y égale 2 une {uite infinie, entiere &
rationnelle de x : & {1 Ton cherche le terme gé-
néral dune telle fuite, on le trouve, pour chaque
ordre , par une formule analogue,, mais trés com-
pliquee. Cette formule contient un nombre inde-
fini de termes, qui varie pour les différentes valeurs
quondonne i l'expofant du terme général. Comme
il feroit trés avantageux, lor{que cela eft poflible,
de lavoir exprimé par une fon&tion finie de ce
méme expofant, qui contient des tranfcendantes
lorfque cela eft néceffaire , je remarque que cetee
expreflion eft égale a la racme d’une ¢quation dif-
ferentielle ordinaire d'un certain ordre , ou, ce qui
eft plus fimple, d'une équation aux différences fi-
nies : alors il eft aifé de voir que, quelle que fore
Pexpreflion,elle eft égale a cette racine, équation
érant intégrable fi Pexpreflion eft rédukible 2 un
nombre fini de termes, & mérant que conftruc-
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tible fi elle ne l'eft pas. La fommation d'une {uite
pour un nombre indéfini de termes, & linterpo-
lation, fe trouvent également dépendre d'une pa-
reille intégration. Si, aprés avoir ainfi dérerminé
la forme du terme genéral de la fuite qui répond 4
une équation différentielle d'un ordre & d'un dé-
gré déterminés, on fuppole une fon&ion qui con-
tienne les eranfcendantes convenables 3 lordre don-
né, ou les variables montent 3 un dégré inconnu ,
mais déterminé, & quoncherche la forme du terme
général, on la trouvera donnée ¢galement par une
fonction indéfinie, quon recherchera i réduire 3
une foncion finie, ou du moins, {1 cela eft im-
poflible, 4 une fonction indéfinie de la méme forme
que celle du terme général de la fuite qui répond a
I'équation différentielle , afin que par la comparai-
fon de ces deux termss, on détermine les coeffi-
ciens inconnus & le dégré de lintégrale.

Apres avoir donné une méthode d’intégrer, 3
laquelle aucune équation ne puifle fe fouftraire ;
aprés en avoir diflcuré quelques autres quis’y rap-
pellent , & dont aucune neft plus fimple, érane
prife dans fa généralité, il ne me refie plus qua
parler de la dérermination des conftantes que la
différenciation fait difparoitre , & que l'intégration
hifle arbigraires. Cette dérermination qui n'eft
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d'ufage que lorfquil eft queftion de réfoudre un
probléme particulier, n'eft aflujettie qu'a une feule
loi ; ceft que l'arbitraire doit &tre conitante lor{que
temrea M. les changeantes font fuppofées varier : le refte dé-
d’Alembere , . 5 . <12/ .
oL+ pend des fuppofitions quon peut faire. Sil'‘équation
&toit entre variables dont la différence ne fit point
Caleulinet- Conftante , & quelle fe trouvat d'un ordre fupé-
gal-P 33 pieyr | alors I'intégrale pourroit contenir une nou-
velle variable, dont la différence feroit conftante.
Les coefficiens de cette variable font des arbitraires
conftantes : elle-mé&me refte arbitraire, & doit etre
déterminée par certaines conditions du probléme,
étrangeres a l'équation propofée.

posieme L méthode générale eft quelquefois tréslongue;

§e§ Ss&cf‘fﬁff > on ne connoit point de méthodes particulieres plus
courtes : & fi alors une méthode d'approximation
ey eft fufiifante pour le but quon fe propofe; il eft
Ne1x, ~ plus commode de renoncer aux méthodes exactes,
& de lemployer. Jentre dans un affez grand dé-

tail fur ces méthodes, qui, malgré je nefais quelle
incertitude dont peut-€tre on ne peut les débarraf=

fer, font fi utiles dans les problemes qui regardent

le mouvement des planetes, & conféquemment {1
intérefantes dans un tems ot cette matiere eft l'objet

Lerred M. des recherches des plus grands Géometres. Ce que
dalembert s e trouve de plus avantagenx, eft une équation

: différentielle
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différentielle dont Ia forme générale, lorfquon ne
cherche qu'une valeur approchée, fetrouve, A laide
de diverfes remarques, intégrable par une méthode
plus fimple, plus courte & plus commode que la
méthode générale , & qui s'étend méme 3 d’autres
cas aflez écendus. Il eft fur-tour avantageux de trou-
ver 'expreflion approchée fous fa vraie forme , ou
fous une forme qui n’induife pas en erreur : & je
me fers pour cela, avec affez de fucces, des prin-
cipes généraux que jai donnés fur les formes des
équations intégrales , & la nature de leurs fonc.
tions tranfcendances. ‘ .

Julqu'au tems de Defcartes , la Géométrie avoit
fait une fcience {éparée de I'Algebre, qui ne s’exer-
coit que fur des nombres. Ce grand homme réunit
lune & lautre , & toutes deux firent des progras
immenfes : il tenta méme avec fuceds de les ap-
pliquer A la connoiffance de Ia Nature. Newton
le fuivit de prés , perfetionna I'Analyfe & la Géo-
métrie , inventa les nouveaux Calculs ; & faififfane
le vrai principe qui lie le Calcul 3 Ia Méchanique,
& la Méchanique a l'explication des phénomenes
créa , pour aing dire , une nouvelle fcience. Ce fur
I'époque d'une révolution dans cette partie des con-
noiflances humaines. La écherefle des Mathéma-
tiques, qui rebutoit une foule d'efprits, a ceffé
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d’ttre un obftacle, dés quelles font devenues la
route des découvertes les plus brillantes & les plus
utiles de la Philofophie naturelle. Deftime pu-
blique , les fuffrages méme des Géometres , ont été
le prix des applications heureufes de I'Analyfe ,
plutdt que des découvertes analytiques; & les Sa-
vans, dont la gloire eft la feule récompenfe, fe
font en cela foumis 3 l'opinion deleur fiecle. Qu'on
me permette cependant de dire que je crois cette
maniere de faire des découvertes , peu favorable au
vrai progrés de la fcience. 1l me femble quil eft
plus naturel de perfectionner , autant qu'on le peur,
Linftrument dont on veut fe fervir, & I'employer
enfuite, que de fe propofer un objet particulier
& préparer linfrrument pour ce feul objet. Il me
femble que Ceft ainfi que chez Newton les décou-
vertes purement analytiquesen précéderent lappli-
cation. Cleft aufli la route que jai fuivie, ‘en di-
rigeant d'abord mes efforts vers les difficuleés du
Calcul intégral pris en lui-méme, fans fonger en-
core 2 en faire quelque application. Jai cherché
enfuite 4 faire quelque application de mes prin-
cipes, & voici ce quejai trouve.

Suppofant d’abord qu'un point placé dans Tef-
pace, & dont la pofition y eft donnée a chaque
inftanc par trois coordonnées perpendiculaires , {oit
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animé de trois forces dont les direGions foient pa~
ralleles 4 ces coordonnées, & en foient des fone-
tions; il eft clair que la courbe a double courbure
quil décrit, eft toujours donnée par des équations
poflibles, & quainfi le probléme l'eft néceflairement
auflt. Je trouveréciproquement quelescourbesétant
données , 'expreflion des forces eft également pofli-
ble; & que , quant au nombre & a la nature des
tranfcendantes, elles fe trouvent &tre les mémes dans
Pexpreflion des forces & dans I'équation des cour-
bes; que celles-ci en contiennent autant que celles-
la, & en peuvent contenir deux de plus; & quen-
fin, quelles que foient les courbes décrites par un
fylteme de points , on peut, lorfque le nombre des
tranfcendantes n'eft que le double de celui des
points, trouver certaines forces générales qui s’exer-
cent fur chacun de ces points, dont l'expreflion
foit algébrique & convienne 4 chacun, en alter-
nant les coordonnées & les coefficiens conftans.
Cetre derniere rematque eft importante pour la
recherche des caufes des phénomenes.

M. d’Alembert eft le premier qui ait rappellé a
un feul principe unique tous les problémes dela
Dynamique. Cette découverte importantera ppelle
a de fimples difficultés danalyfe, toutes celles du
calcul des mouvemens des corps. M. d¢la Grange,

dij
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en généralifant celui de la moindre a&tion , & en
le combinant avec celui de la confervation des
forces vives , a donné une méchode fort ﬁmple &
fort ¢légante de trouver, dans tous les cas, les é équa-
tions des problémes. Jai cherché a les tirer, par
une méthode femblable , d'un pr1nc1pe plus dne&
& 1ndependanc des caufes finales ; & je déduis de
ce pr1nc1pe purement mechamque que la confer-
vation des forces vives , & le principe de la moindre
aétion , ont lieu en general dans tous les mouve-
mens; qu ainfi ces pr1nc1pes {ont de vrais principes

;mechamques {uites néceflaires de la nature des

corps. Je crois que mon principe eft a peu pres
celui que M. de la Grange a employ¢ dans fa Piece
{ur la libration de la Lune, long-tems avant que je
moccupaffe de cet oblet e o oo prin-
cipes, pu1fes dans les mémes notions , conduifant
aux mémes réfultats, ne peuvent différer entre eux
que dans la maniere de les envifager oude les com-
biner, & dans I'expreflion plutdt que dans la réa-
l1te.

Je trouve, pour le mouvement des pomts qm
s'attirent rec1proquement , un fyftéme d'équations

dont chacune contient toutes les coordonnées, &
':le tems, dont le nombre egale celui des coordon-

nees. Qn peut , par des éliminations , parvenir &
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une équation entre le tems & une des coordonnées ;
& par conféquent le probléme peut fe réfoudre par
la méthode générale : mais ici elle peut étre {im-
plifiée, premiérement, parcequ’ayant une des coor-
données donnée en ¢, on a toutes les autres en al-
ternant feulement dans les coefficiens » les quantités
conftantes qui fe rapportent 3 chaque point; fe-
condement , I'ordre de I'équation étant m, & le
nombre d’équations 7, celui des tran{cendantes ne
Peut étre que mn. Il fuic de-I que, fuppofant 4s
variable & I'édliminant, ce qui donne 7 — 1 J’¢é-
quations entre les coordonnées de Tordre m—+ 1,
le nombre des tranfcendantes eft 7 — 1 . 7 - 1. Je
fuppofe que les tranfcendantes, dans chaque équa-
tion entre deux variables, qui alors doit tre pofli-
ble, contiennent les deux coordonnées, ellesferont
différentes dans chacune des ¢quations intégrales ;
elles n’y pourront donc &tre quau nombre 7 + 1 s
qui eft indépendant du nombre des points, & 3
dans le cas que je confidere : mais £; elles ne con-
‘tiennent qu'une des variables > alorsil y ena aurant
de différentes que de variables, c’eft-3_dire qu'elles
ne peuvent etre qu'en nombre pour chaque va-
siable, parcequ’a caufe de
il feroit contre Thypothefe quil fit 72 4 1 5 m eft
iciz : & par conféquent , dans Ja premiere hypo-
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thefe, quel que foit 7, PPordre de I'équation ferale
troifieme , & le quatrieme dans la {feconde. Sije
confidere une équation en l'une des coordonnées ,
& lé tems dont I'élément eft fuppofé conftant, elle
eft de Pordre 77, & a une folution complette. Soit
12 coordonnée x 3 fi j'ai x égal 2 une fonétion de ¢,
le nombre des tranfcendantes pourra &cre mn,
Eourvu quelles foient les mémes dans les autres
équations femblables , & les arbitraires aufli les
memes. Si I'on a feulement une équarion en x,
dx, & t,; fans que x ou dx entrent dans les
tranfcendantes, leur nombre ne pourra etre que

n.m— 14+ 1, avec les mémes conditions. Silon
a feulement une pareille équation en x, do,ddx
& t, le nombre des tranfcendantes ne pourrasetre
n.m—2412; & ficela n'alieu qua l'equation
de lordre m, on n'en aura quun nombre m, in-
dépendant du nombre 7 des points, & les tranf-
cendantes pourront n'éere que femblables dans les
diverfes équations , & contiendront les deux va-
riables. Ce cas eft celui que j'ai fpécialement con-
fidéré dans mon Ouvrage, & je fupplée ici a ce
que jaurois diy dire des autres. On peut, par une
‘méthode pardiculiere, trouver , pour une valeur
quelconque de 7, Iéquation du quatrieme ordre ,
pour laquelle on ne doit prendre que les équations
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d'oi dr, comme variable, a été &liminé. Si Ton
n'avoit éliminé que 4z, {fuppofé conftant, & quon
fuivit la méme méthode , on pourroit parvenir aux
mémes réfultacs, &, dans le cas ot 'on a % par une
équation algébrique d’un ordre moindre que mn,
trouver une équation entre deux coordonnées, f4-
parable immédiatement, & d'ot 'on tireroit cette
¢quation en x & dz. On voit de- I3 que l'ordre des
équations de l'orbite eft en général indépendant de
7, & ne peut €tre ici au-deflus du quatrieme, mais
quil peut entrer dans les  arbitrires une variable
dont la différence eft conftante ; & que {uppofant
que ceft le tems, on a cette variable donnée par
une €quation dont ordre peut dépendre de 72 5 &
quil en feroit de méme de routeattre fuppofition.
Je remarquerai encore ; quefilonaxenz, & nm
tranfcendantes, & quundes points devienne zéro,
quel quil foic, le nombre n’eft plusquen— 3. -
d'ou il fuit que les 3 m' dernicres tranfcendantes

doivent avoir pour coefhicient le produit de toutes

les mafles, de méme que les 3 m fuivantes dojvent
avoir pour coeflicient le produit de toutes les fom-
mes de ces maffes ajoutées deux 3 deux; & ainfi de
fuite.- Enfin’; d'aprés'cé que je viens de dire, on
parviendra toujours & connottre | 4 preore, la forme

des intégrales , avant de les trouver elles-mémes
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puifque le nombre des tranfcendantes dépend de
lordre des équations {éparées quon peut avoir
entre ¢ & les coordonnées.

En {uppofant, au lieude points, descorps d'une
figure quelconque, dont toutes les particules sat-
tirent , on a des équations auxquelles on peut, par
lapplication des mémes principes , trouver des ré-
{ultats femblables, a quelques légers changemens
prés. Je n'en ai confidéré les équations , comme
celles des points {imples, que dans Ihypothefe des
tranfcendantes non [éparées 5 ainfi il fau joindre
A ce que jai dic alors , des réflexions femblables a
celles que je viens de faire. Au refte cette matiere,
Ceft-a-dire lintégration d'un {yftéme d'équations
différentielles , dans lefquelles les variables de cha-
que équation ne font point {éparces de celles des
autres , & demandent a I'€tre par des éliminations
fucceflives, étoit abfolument neuve. Fai indiqué,
les principes généraux 3 mais je ne me flatte point,
davoir dit , 2 beaucoup prés, tout ce quily a d'in-
téreffant {ur ce fujet. J'ajouterai feulement ici, pour
éclaircir ce que jai dit, quindépendamment de
toute hypothefe, chaque équation en deux va-
riables quelconques peut contenir toutes les tranf-
cendantes du fyfttme 3 quainfi fon équation diffé-
rentielle doit &ure de I'ordre convenable a cela, &
quon
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qu'on ne doit pas Etre furpris d’avoir toutes équa-
tionsde cet ordre , quoiqu’il n’y ait réellement dans

toutes , quautant de tranfcendantes & d’arbitraires

quune feuleen peut contenir.

On trouvera, dans  ce que je dis des méchodes
d'approximations, quelques réflexions particulieres
fur ce qui regarde leur application aux problémes
qui concernent le mouvement des corps.

Jai joint aux difiérentes théories que je viens
d’expliquer, quelques remarques fur les maxima &
minima des quantités données par des équations
différentielles. Les equations réduites en formules
qui les donnent ; fe trouvent 8tre les m&mes que
thes €quations de condirion pour les différentielles ;
& je montre que cette identicé n'eft pas Peffec du
hafard , mais celui de la narare ‘de ces deux pro-
blémes, dont une méme analyfe donne la folurion.
Jai aufli difcuté en dérail lintégracion d’une forme
particuliere d'équations , & l'on peut regarder ce
morceau comme un exemple , & en méme tems
comme une {implification de la méchode générale,
H'y a grande apparence quil n'y a point de claffes
d’équations pour lintégration , defquelles’on ne
puifle fe procurer un pareil avantage; & quiconque
aura’ bien faifi lés principes généraux ,  trouvera’,
fans beaucoup de difficuleé , ce quil'yaura 3'faire

| e
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dans les occafions particulieres. L'équation que je
confidere , me fournit de plus Ioccafion de faire
quelques réexions fur le facteur par lequel on peut
multiplier une fonétion différentielle , pour la ren-
dre une différentielle exa&te. ( Foyez fur le méme
objet le quatrieme volume des Opufcules de M. d'A-
lembert, ot jai puifé une de ces réflexions. )

Au lieu de fuppofer que des quantités augmen-
tent & diminuent de maniere que leurs incrémens,
plus petits quaucune quantité finie, fe trouvent
avoir entre eux dcs rapports dépendans de ceux
quont entre elles les variables elles-mé&mes ; on peut
{fuppofer que ces incrémens foient finis, & qu'une
équation entre eux & les variables naifle de celle

ai exifte entre elles, ou ferve a la trouver. Il ya
une différence remarquable entre ces deux fuppo-
fitions. Dans la premiere , les rapports des diffé-
rences font feuls aflujettis au calcul ; & par confé-
quent peu importe de connoitre la valeur abfolue
dune delles : dans la feconde , on calcule les diffé-
rences elles-mémes ; & il faut par conféquent que
la grandeur abfolue d'une différence a laquelle les
autres fe rapportent , foit donnée par une hypo-
thefe, ou quelle refte arbitraire. Sielle refte arbi-
traire, alors 'équation gux différences finies {e traite
comme les équationsaux différences évanouiflantes:
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i elle ne l'eft pas, la théorie en deviens beaucoup‘
plus compliquée & plus difficile. Dans ce dernier
cas, ou la différence finie d’une des variables eft
donnée par une équation, il s'en trouve réellement
deux entre les variables & leurs difiérences; & ceft
une efpece de paradoxe analytique, que deux équa-
tions qui aient lieu en méme tems, & qui, fans
étre rédudibles i une feule > paroiflent ne point
limiter I'étendue de la folation « mais il eft aifé de
lever cette difficulté. En effet, ce n'eft pas l'in~
tégrale trouvée qui eft la véritable (olution de ces
équations, ceft feulement les valeurs données par
cetee intégrale de variables dépendantes de x, par
exemple, lorfque o augmente fucceflivement de
certaines quantités données par les valeurs anté-
rieures de x & des autres variables. Ce n'eft point
réellement une courbe qui eft le lieu de I'équation
lorfqu'elle ne contient que deux variibles, mais ce
font les fommets des angles d’'un polygone infcric
dans la courbe : ce ne font pas toutes les valeurs de
y répondant i tous les x, mais une infinité de y
répondant a une infinité de pris fuivant une cer-
taine loi. La folution f& trouve donc , dans cetre
hypothefe, ‘moins étendue d'une dimenfion , de
méme que dans une équation ordinaire, lorfque
le nombre des variables eft diminué d'une unicé.

ez]‘v
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Soit, par exemple,, I'équation 2xJx 42y Y+
dxt 9y = o ; il eft clair que {on intégrale eft
x4 yt==a’, & que'le licu'en eft un cetcle dont
Je rayon eft arbitraire. Soit 2xgx 42y Iy
7 —dytm= ol 80 W= b lintégrale eft ‘encore
x4 y>=a". Mais prenant a volonté une valeur
de x & fa coordonnée ¥ ; le lieu de I'équation'ne
fera que les valeurs de y répondant 0% %', Gu'of
aura en prenant {ueceflivement fur Taxe, de coté
& dautre | des quantités égalesa b.

Tai fuivi, pour ces deux efpeces d’équations , le
méme ordre que dans mon travail fur les €quations
aux différences infiniment petites + mais j'ai confi-
déré les équations aux différences finies de la pre=

mialc;igxtj; miere e’fPece fous deux points de vue différens. ] S
grals P8 7X jocai dabord confidérées fous la forme de la fuite
infinie qni les repréfente', & dont les différens ter—

mes homogengs, quant au dégré des differences,
lorfqu'ils font pris chacun {¢parement, deviennent
fucceflivemenc d'un dégré plus élevé d'une unie.

carcatime Je trouve dans cette hypothefe les équations de
gal, p-74% condition qui doivent avoir lien dans les différens
cas, & elles fe trouvent étre données également

fous la forme d’une {uite infinie dont la loi eft don-

ectaircifie- née, Quant A lintégration de I'équation , qui fe

fnent, pag. 8

o O, :
& 81, trouve étre poffible, je la trouve etre abfolument




'

PH R EAF1ALCGlLE, XxXVij
la ‘meme que celle de I'équation quon auroiten y
fuppofant lesdifférences infiniment petites; & en
obfervantquae, s difiérenciant une fon&ion & fup-

pofantiles différences finiesy onme peut faire évas

nouir dés fon@ionstran{cendantes. 1 eft clairquon
retrouve toujours dansla différentielle le nombre
& la forme des tranfcendantes qui-peavent:fer orou-

veridans Fintégralé 318 'méme; comme: Fon oa
ETTITRETTR T ‘ Yk IX
AP, JUERTE QUR B e o sl o f g AR SHEL oy

X X

. X4 X Y
——p—==e" ", il eft clair que , - pour les avoir elles-

(4 i
memes, on.nauroit 2 intégrer que X ou %-? 3
quantités dohnées. L'intégration de.ces équations
eft donc plus facile que celle des équations ordi-
naires ; parceque la fuppofition des différences in-
finiment petites fait évanouir des clémens dont la
connoiflance feroit néceflaire/pour; srouver linté-
grale. La coiifidération des. équations aux. diffé-
rences finies ;. fans fuppofer ce developpement en
{uite/infinie , ‘me donne des équations de condi-
tion bien, plus fumples , comme ce que jai.dic du
rapport \quil yayeitentre ces formules,& célles qui
donnent les maxima & les minima des fonétions
doanées_par des équations difiérentielles, & indé-
pendamment de Ja {uppofition que les différences

Calcul inté-
gral, pag. 72,
& Eclaircifie-
meat, p. 83.

|

Eclairciffe ‘I’
ment, pag. 8 ,‘
& 82. i

Calcul inté
gral , p. 83. (i
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{oient infiniment petites ; on peut, pour le cas des
différences finies , en tirer les mémes conféquences
& la méme urilité. L'oa voit de plus , que la forme
de lintégrale y étant toujours une & donnée im-
médiatement, onn’a qua la fubfticuer , & cher-
| cher I'intégrale par la détermination des coefficiens.
| ey, | Les principes qui fervent a la théorie des équa-
fAlembert , tions aux diftérences finies abfolues , me fervent a

yn T g2y : yis

€eablir celle des différences finies hypothétiques.
On trouve les équations de condition qui font né-
ceflaires pour que ces équations foient poflibles. Il
eft facile de voir qu'elles font toujours conftructi-
| 1hid, N°. V. bles; mais I'un ne fuic pas toujours de l'autre ; &
}3 Putilité la plus réelle de la recherche de ces condi-
tions une fois réduites en formules , feroit de mon-
trer s'il y a des casou un probléme dont on connoit
une infinité de folutions pour des valeurs particu-
lieres, ne peut étre donné par une équation ana-
lytique, & quels font ces cas. La différenciation
faic difparoitre ici, non feulement des fonéions
tranf{cendantes , mais méme des fonctions arbitrai-
res. Les unes & les autres {e trouvent par des équa-
tions tres fimples, indépendamment de l'intégra-
tion de la propofée ; &, cette opération une fois
faite, la forme de l'intégrale eft connue, & une

fimple fubfticution fuﬂitopour la trouver. lly a
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méme bien des cas ou lintégration fe fait par des
moyens abfolument élémentaires. ;

Les équations aux différences partielles & 2 rrois
variables ont été enfin 'objet de mes recherches, J'a
trouvé, par I'application de mes principes, lemoyen
de diftinguer avant l’intégration celles qui font in-
tégrales, & d'avoir enfuite ces intégrales par une

méthode analogue 2 celle que jai donnée pour les

équations différentielles ordinaires » &quineft plus
longue que parceque ces intégrales font, par lana-
ture méme du probléme, néceflairement plus com-
pliquées. Pour y parvenir, jai recherché d’abord
quelles en devoient &tre les formes 5 & jai trouvé ,
quindépendamment des fonctions tranfcendantes
de la méme nature que celles qui entrent dans les
integrales des équations ordinaires , elles pouvoient
contenir encore des fonéions arbitraires de fonc-
tions données.

Confidérant enfuite Ia nature de ces foncions,
il eftaifé de voir que, fi j’ai une équation de l'ordre
7, & toutes fes intégrales fucceflives jufqu’a lineé-
grale finie, dans chacune defquelles les tranfeen.
dantes ne contiennent pas de différentielles, je pou-
rai, en éliminant cestranfcendantes » & n'en haiflane
fucceflivement que celles quune feule différencia.
tion fait évanouir, avoir 7 — 1 d’équations diffé-

Lettre a M, ||
d’Alembert
N°, VIIL

Calcul inté- ,i‘
gral, p. 86 & |
87. |

Téid, p. g5
& f{uiv, |

Eclaircifle-
ment, p, 8o. i
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1 PREFACGCE

rentes de Pordre 7222 15 o 168 anfeendantes con=
tiennent des différences-andlt de-Yordre ne=1o 1l
faur donc avoir d’abord une méthode générale d'in-
tégrer les équations pour le- premier ordre. Jen at
indiqué une pour celles qui ne doivent pas contenir
de radicaux , & en voici'une autre qui gétend a tous
les cas. Je remarque d'abord que la forme dinté-,
grale pour ces éQquations n'eft pas unique;, & que
deux formes différentes peuventetre egalement lin-
tégrale d'une ¢quarion du premier ordre. Cette dif-
ficulté ne rend pas la folution - plus difficile , 'mais
beaucoup plus longue , parcequiil faudoic eflayer
les deux formes I'une apres Tautre alternativement.
i ’
Il eft donc' avontageux de-les réduire a une f{eule.
En voici le moyen. Soitune équation donnée en
x,9,3,dx,dy,d1, & %; jepréndsAa’gq—Ba’x
4+ Cdy+Ddr=o0,A% dx+ Bdx~+ D3 dx
=03 & il faur que , ces deux fonéions €rant des
différentielles exalkes, & ard‘:_—b 12 WGP x
C'dy, jaie la propofce, qui ne contienne plus ni 7
nidr. A, B, C, D font des fonctioss de x , v,
7,.r, qui ne peuvent contenir de radicaux d'un

ordre plus élevé que celui deidz ou Z—% dansia pro-
pofée ; &.A, B, C, fontde pareilles fon&ions de

X
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x5 ¥, 7 Cela pofé, lorfque ; faifant @ + &' =
/1;,[? —%—5’:5}, C+C/:C: d“*'"dl:‘D’ la

dy+bdx s cdy 4 ddr
propofée pourra érre 24 — Ly Aer,
{ r

ad g4 Fdx 4-cdy4-dd £

o o =0, onauwaF flady+
aaa’x-v'—b'dx-l-d’adx : ,
bdx—+cdy+ ddr+fddy +bdx +cdy+ddr
=0, il faut que ady +bdx + cdy +ddr foit
une différentielle exadte; & les équations peuvent
avoir lieu , foit: 7 érant quelconque , foit 7 étant
S Ady + Bdx + Cdy, lorfquelle eft algébri-
que. On auroit pu avoir dr =ady4bdx+ cdy
+ddr, & on peut toujours le fuppofer lorfqu’on
connoita, b, ¢,d ; autrement on aura [ Ady +Bdx
+Cdy +Ddr=o, qui pourra contenir deux

arbitraires ou deux tranfcen dantes, a caufe de f-a r‘:’:é |

= [(Ady + Bdx + C'dy. Dans les équations
de condition, pour qu'une équation de cette forme
ait une intégrale poflible, on pourra, en éliminant

(j . s » 3
les °X &'Faide de la valeur quen donne la propofée,
parvenir a une équation du fecond ordre aue diffé:
rences ordinaires , toutes les fois que l'intégrale ne
doit pas contenir de fon&ions arbicraires; Pour ap-
: P /4 S ° P
pliquer notre méthode aux ordres {u perieurs il faue.
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feulement obferver, 1°. que pour lordre 7, Ceft le
dégré desd"z ou it

=X qui regle celui des radicaux;

2.2, "qiie les fonéions qui font finies pour le pre-
mier ordre, contiennent les différences de I'ordre

n— 1., & cellesde g, depuis 4"~'¢ jufqua j:_‘__%; :

3°. quau lieu de la fonction Ady + Bdx +Cdy
4 Ddr, on a2 une fon&ion de lordre 7, de 7,

de la différence %t & fes différences , & ainfi de
dr—13 . .

= & fa différences; y & fes diffie-

rencesy &, dx quon peut fuppofer conftant, &

7 & dr qui doit €tre une différentielle exadte d'une

{uite jufqua

fonéion de Pordre inférieur; & que %:_7 doit étre
égal 3 une pareille fonction de x, v, 7, & des
mémes différences. Il faut obferver ici que dans ce
cas, comme dans celui des équations aux différences
ordinaires, il faur que les équationsde Lordre 7 — 1
foient réellement différentes. Pour les équations or-
dinaires, il fuffic, fi Iintégrale cft algebrique, que
A & A' étant les difiérenticlles exales de ces deux
équations, ‘Ail,-a—'C ne foit pas l'intégrale; & dans
les autres cas, que les différentielles de trois de ces
’ . N > , y
équations intégrales de Pordre n— 1 érant 4, A,
A’, on nait point A'=mA-+nd, m, n érant
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des nombres conftans § & ainfi de fuite. Pour les
équations de l'efpece de celle=ci, il faur, z%Ia
méme condition que ci-deffus; a caufe des ingé-
grales algébriques ; 2°. pour les autres , s'affurer fi r
pris dans une de ces équations, n’eft pas fonétion
de 7 pris dans l'autre , & quejappelle ¥, 3°. Sicela
eft, & quaucune des deux ne contenne de fone-
tions arbitraires il faut saffurer i lune divifée par
l'autre avant lintégration , neft pas lincégrale de
la propofée ; &'il y en atrois, i la troifiemen’eft
pas égale 4 la fomme du produit de chacune des
deux autres par des quantités conftantes. 4%, Sielles
contiennent des fonctions arbitraires ry 7, il faut
que, metrantdans la valeurde la fonétion de7; ala
place de la plus haute différence , fa valeur prife de
I'équation en 7, il n'en réfulee pas une €quation en
r & 7, ou immédiatement , ou en égalant & zéro
une foncion des variables, qui , égalée i une conf- -
fante, foit I'integrale de la fonction des variablfas 2
¢gale a la fonctionde ». 5°. Lorfque cela n'atrive
pas, & que cependant 7 eft fonction de 7, il peut
arriver que , les équations écant trouvées & les in-
wgrales prifes comme je l'ai dit ci<deflus , ‘on ‘nlaic
lintégrale finie qu'en {fuppofantentre F.r & F'.v
= F".r, une équation qu’il {eroit inutile d'intégtet.
Ces intégrales au nombre de 7 érantaufli trouvées,

Sy
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on poufra‘toujours avoir I'intégrale finie, en cher-
chant a éliminer les différences.

LewedM, - A prcs avoir touvé lés intégrales, il ne me refte

d'Alembert
N°, VIII.

> plus quid déterminer les fon&ions qui 'y reftentar:
bicraires , mais qui, ‘pour les cas particuliers, ont
une valeur déterminée. Cette dérermination;, d’a-
pres les différentes conditions qu'on peut choifir
n'eft pasa beaucoup pres aufli/facile que celle des
conftantes dans les ¢quations ordinaires. Je donne
le moyen de rappeller ce probléme a I'intégration
des équations aux différences finies, ou-la diffé-
:rence d'une des variables eft donnée. Il y 2 méme
sune maniere de choifir les conditions ; qui ne de-
:manderoit- que Tintégration d'une équation dif-

calaat inet. Térentielle ordinaire. Ces fon&ions arbitraires font

gral, pag. 91.

tellement indéterminées , qu'elles ne font pas méme
aflujerties en'tout a la_loi de: continuité, & qu’il

Lewre 2. -futhit quielles foient données par une'équation diffé-

& Alembert
NS VI,

> rentielle poffible entre la fon&ion que jappelle F,

& la quantité done elle eft fon&ion.

Je n'ai dic quiun-mot de quelques autres équa-
-tions aux differences partielles. Onfent.qu'on peut
faire des hypothefes a l'infini , dont chacune don-
neroit, une nouvelle clafle de ces équations : mais
les mémes méchodes s’y appliqueront, en faifant le
changement .quindique lanalogie. Cet avantage

%
L ’
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d’embrafler , pour ainfi dire, luniverfalité de Ia -
{cience , & de donner les folutions dans toute leur
étendue , caraGérifle les méchodes diretes & en fait
le prix.

Cette Préface eft 'analyfe fidele de ce que con-
tiennent mes trois Ouvrages. Jai eu foin d'éclaircir
& de corriger plufieurs endroits , & je fens bien
quil y auroit encore beaucoup 2 faire ; néanmoins
je ferai content & croirai n'avoir pas ét€ inutileaux
{ciences, {i ces méthodes, perfeGionnées par des
mains habiles, deviennent un jour un inftrument
utile pour des découvertes importantes. Je n’ai faic
quindiquer la route quil faut {uivre ; mais fans ofer
y entrer :

Fungar vice: cotis, acutum

Reddere que ferrum valet , exfors ipfa fecands.




CORRECTIONS ET ADDITIONS.

PREFraAceE

PA.GE iv, ligne 14(,) mertez (). Ibid, & dont , mezteg
fidonc. Lignerxg (; )mettez(,).

Pagev, ligne 16 ( ;) meuez(,). Ligne 17(,) metzez ( ;).

Page vj, ligne 1y, ai, lifez ait. Lig. 22, drez la virgule.
Lig. 23, &, 4fez eft.

Pageix, ligne 3, le, liféz ce.

Page xij, ligne21, indéfinie, Zfez indéfini.

Page xx, ligne 18, drez que.

Page xxij , ligne 3, dont jevais parler, Zfez dont je viens
de parler. Ligne. 5, y, lifez g. Ligne 18, contient,
lifez contiennc.

Pagexxiij, ligne 12, recherchera, /ifez cherchera,

Page xxxj, ligne 11 5 arbitrires, /ifez arbitraires.

Page xxxij , ligne derniere, a cela, lifez pour cela.

Page xxxvj, lisac ¢, w—=b  lifez dx =K

Page xxxvij, ligne 20(, ) meztez ( ;). Lignes pénultieme &
dernicre , independamment , lifcz eff indépendant.

CALEUL-INTECR AL

Page 38, ligne 8 , fonéion algébrique, 4/ez fonltion
dont la différenticlle eftalgébrique.

. ox,y, & ’ bx,y,&cr
Papelfo., livne 1526 7’2275 mettez e 10

Page 52, ajoutey a la fin : Cette maniere de dérerminer
le dégré des dx, 4y, &c. demande, pour les ordres fu.
perieurs, les mémes précautions que la méthode que je
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donne dans 'article {uivant pour déterminer le dégré des
%, y. Ainfi il vaut micux intégrer en cherchant les inté-
grales de Pordre # — 1 pour une équation que l'ordre a,
que de chercher immédiatement Pintégrale finie,

Page 63, ligne 5, @ commencer par la fin, ajoutez : Cer-
taines valeurs particulieres, données aux coefliciens de
Pintégrale, peuvent abaiffer le dégre de la diférentielle ,
foit en faifant difparoftre les rangs fupéricurs, foit en lui
donnant un faleur. Le premier abaiffement eft déter-
miné; le fecond ne peut I'écre que par Iintégration. On
peur dreffer des Tables pour le premier, & elles fuffiront
pour les différentielles exackes. Celles que je viens de don-
ner , {ufliront aufli pour les différenticlles exadtes & ho-
mogenes, cas olt toutes les équations peuvent fe rappeller.

Page 70, ligne 11, ajourey : D’autant que ces équations
cntre les coefliciens fe préfeatent fous une forme indéfinie.

AT e dd
Page 86, lignc7 , & compterde lafin, 4, _E{’ mettez
B

e

Page 88, ligne 5, 4 compterde lafin, au lien de Donc,
&c. mettez Dans PR PAL! s ©X, ¥, 7, eft une fon&ion
femblable a celles de la méme efpecey dont-jai parlé
page 38, c’elt-a-dire, dont la différentielle cft algébrique,
Donc, &ec. ‘

PROBLEME DEs TrRo1s CoRrps.

_ Page 11 ; ligne 7, avant Cela pofé, mettez : Cette ma-
ntere d’¢liminer en fuppofant ¢ conftant , conduit nata-

rellement & des équations quin’ont pas d’intégrale finie :




xlvii
- d'olr il fuir que pour avoir celles qui en ac unettcnt, il faur,
au lieu des équations ci-deflus , prendre celles qu'on anroie
A By ; o1 : O 2l
en éliminant, dt eram: ﬁmpofe varr ble , celt-a-dife,

aprésavoir fubfhtuea i fec, a’ &ec.

5

Page 20, ligne 8 , a‘nres contenue, gjoutez : Comme
Péquation olt 4t conftant a écé éliminé , donne unede
ces intégrales, & que celle ou dz traité comme variable a
¢€té éliminé , donne l'autre , la méthode la plus fure fera
de les chercher chacune dans celle qui lui convient.

Page 20, ligne 22 aprés tous , ajoutez : Tout cecin’a
lieu que dms le cas ou les tranfcendantes contiennent
routes lesvariables. Sielles ne contiennent que ¢, ou bien
une {eule des coordonnées, I’équation entre £ & une coor-
donnée eft d’un ordre dépendant de celui des variables,
& I'équation entrg deux coordonnées peut €tre du quas
trieme. Foyey la Préface, pagesxxix & [uivantes.

Page 34, ligne 21, gjoutez : Je n’ai encore conflidéréd
ici que les cas ou les tran{cendantes contiennent toutes
variables : dans les autres cas, 'ordre de I'équation entre 2
& une coordonnée dépend du nombre des variables, &
Péquation entre deux coordonnées peut &tre du quatrieme.

Page 74, ligne 6, aprés la citation', ajoute; : 1l me
femble qu'on pourroit cependant faire le raifonnement
{uivant. Soit 4 dx—+ B dy unc équation didérenticlle qui
admet une intégrale, queclle que foit la valeur de {es coef-
ficiens , & foit trouvée cette intégrale , il eft clair que la
propofée n’en aura de plus élevées pour des valeurs parri-
culieres des cocfliciens, que:lorfquelles rendront ceux de
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la différentielle exale de Pintégrale 2 ou o3 ce qui ne

donne quun nombre fini d’équations. Subftituant dans la
propofée les valeurs qu’on en tire pour un des coefliciens,
-J’aurai un nombre fini d’équations ol il y a un coeflicient
déterminé. Je les integre chacune fans déterminer les au-
tres coefliciens ; & traitant chacune de ces équations
comme la propofée, j’aurai 4 intégrer un nombre fini d’é-
quations ot deux coefficiens feront déterminds. Conti-
nuant les mémes opérations, je parviendrai & un nombre
toujours finid’équations ol il n’y aura plus qu'un coeffi-
cient d’indérerminé, Intégrantalors chaque équation fans
le déterminer , je trouverai quil n’aura quun nombre fini
de valeurs qui rendent Iintégrale fautive. Le nombre de
toutes les intégrales fera donc aufli fini & déterminé. L’é-
lévation ultéricurc desintégrales pour les différens dégrés
ne feroit donc indéfinie que dans ce fens, qu'on ne peut
favoir jufqu’o elle s’étend, fans avoir procédé 3 Pinte-
gration de toutes les équations o clle a lien, On pourroit
donc avoir une Table qui ne contiendroic qu’un nombre
fini de cas, lorfque la forme de Iéquation feroit telle,
qu’elle auroit toujours une intégrale complette , fans dé-
terminer aucun des coefficiens quiy feroient indéterminds.
Mais la méthode que je vais propofer pour sen pafler,
feratoujours la plus commode pour intégrer, & ferviroie
utilement,, quand méme cetre réflexion ne s'étendroit pas
a tous les cas. '

c75, ligne 1, aprés infinicé sajourez : du moinsen ap-
=nce, lorfque équation propofée eft poflible en général,

g




Page 79, ligne 13, du premier ordre, mettez du pre-
mier ordre & du premier dégré.

LetTRE A M. D’»ALEMBERT.

Page 5, ligne 2, & compter de la fin , eft , lifez foit.

Page 11, ligne 23, les, Zfez ces.

Page 16, ligne 25, ajoutez : Sur quoi il faut obferver
que , lorfque jai uneéquation en y , dy, ddy, &c. fans
aucune autre variable , il peut arriver qu’en intégrant cette
équation , jaic dans intégrale une variable’quelconque ¢,
dont la différence foit conftante; que fi jai une femblable
équation en x , dont lintégrale contienne aufli ¢, jaurai
réellement x eny, quoiqu’il paroifle que j'aie feulement
x & y donnés par des équations dérerminées. 1l {uit de-[a
qwon ne doit point regarder comme déterminés les pro-
blémes pour lefquels on a deux équations différentielles
en x, y, aucuncdifférence n’érant conftante ; ni comme
abfurdes les équations o les équations de condition n’ont
lieu quen fuppofant égales une foncion différentielle
de y & une de x.

Page 17, ligne 14, cas, mettez cofinus.

Page 20, L. 15, 4]a placede A.cof. =X+ XV —1,

mettez A.cof. =X+ XV —1. Ligne 17, idem. Li-
gne 18, L. X" Vs, lfez 1. X"V —1.

Page 21, ligne 4 , multiplides, lifez multipliés.

Page 22, ligne 2, variables, /fez réelles.

Page 34 (numérotée 24) , ligne 23, y, lifez g.

Page 36, ligne7, indéterminé , /iféz indéterminds.




Page 39, ligne 1, —%—-{ Hertesye:

Page 42, lxgnc 1, fra&ionnelle, Zzﬁ:{ rationnelle. g

Page 44, ligne 4 , la formule doit étre s =m A col.=
X+nAdcoll=X+.-++X"+ N,

Page 48, ligne 3, deez fonction. lbid. ligne 17, or,
lifez alors. , )

Page 50, lignes17& 26, x, mettez X.-

Pa"r‘ 545 lmnedcrmcre n , mettez 7.

Pagesz, ligne 5, ne X'ta lifez ' a Ligne 23 ;

DT InH ’ 3
repris, /zfez encore.

Page 54, ligne 22, ajoutey : 11y a des équations ou les
métch hodes ci s dleflin’ e peuvent s’appliquer quaprés une
fubftirution ; & fi’on veut f{e fervir, pour les ordres {u-
périeurs , de ce que jai dit pour le premier, il n’y aura
point de nouvelle difficulté que les mémes principes ne
puiflent réfoudre.

Page 56, ligne 13, différenticlle, /zfeg aux différences
évanouiflantes.

Page 59, ligne 18, orez &. Ligne 20, & uneautre en
FX+ FX', life &unc autre en F X, + F' X]

Page 62, ligne 7, fai, lifez jaie.

Page 65, ligne 7, merrez IX.

Page73, lignes, X, mettez x.

Page 76, ligne17, ¢, lifez c.

Page 78, ligne18, que, ez que, fi

Page83, ligne 16, ne contient d’angles, /fez ne con=
contient point d’angles.
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J’A t lu, parordre de Monfeigneur le Vice-Chancelier, un Ma-
nufcrit qui a pour titce , Lettre fur le Syftéme du Monde & furle
Calcul intégral , par M. le Marquis e CoNpORCET. Il m’a paru que
cet Ouvrage feroit vu avec plailir par les Mathématiciens, & je n'y
at rien trouve d'aillcurs qui puifle en empécher I'impreflion. A Paris
le 8 Aot 1768. BEZOUT.

PRl KA ke BB BRiD L

LOUIS, PAR LA GRACE DE Di1EU, RO1 PE FRANCE ET DE NAVARRE.
A nos amés & féaux Confeillers, les Gens tenans nos Cours de Parlement , Maittes des Re~
quétes ordinaires de notre Hotel , Grand Confeil , Prévor de Paris, Baillifs, Sénéchaux , leurs
Licutenans Civils & autres nos Jufticiers , qu’il appartiendra. S AL u T: Notre amé le fieur
Marquisde ConpoRcET Nous a fait expofer qu’il défireroit faire imprimer & donner au
Public: un Quvrage intitlé: Lettre fur le Syfiéme du Monde précedé d'une Préface , s'il Nous
plaifoit lui accorder nos Lettres de Permiflion puor ce néceflaire. A cEs cauUsEs, voulant
favorablement traiter PExpofant, Nous lui avons permis & petmettons par ces préfentes ,
de faite imprimer ledit Ouvrage autant de fois que bon lui femblera , & de le faire vendre
& débiter par tout notre Royaume pendant ke tems de trois années confecutives , d compter
dujour dec la date des Préfentes. Earsons défenfes & tous Imprimeurs, Libraires, & autres
perfonnes, de quelqie qualité & condition qu’elles foient , d’en introduire d’impreflion étran-
gere dans aucun lieu de notre obéiflance. A 1A cHARGE que ces Préfentes feront enregiftrées
tout au long fur le regiftre de la Communauté des Imprimeurs & Libraires de Paris, dans
trois mois de la date d’iceiles , que Iimpreffion dudic Ouvrage fera faite dans notre Royaume
& non ailleurs , en bon papier & beaux carafteres; que I'Impérrant fe conformera en tout
aux Réglemens de la Librairie , & notamment d celui du 1o Avril 1725, & peine de déchéance
de la préfente Permiffion ; quavant de Pexpofer en vente, le Manufirit qui aura fervi de
copie 4 limpreffion dudit Guvrage , fera remis dans le méme état o0 PApprobation y aura
- &té donnée , & mains de notre tres cher & féal Chevalier , Chancelier de France , le fieur
pE LavoicNoN , & quiil en fera enfuite remis deux exemplaires dans notre Bibliotheque
publique, un dans celle de notre Chiteau du Louvre , un dans celle dudit fieur DE LAMO1GNON 5
& un dans celle de notre trés cher & féal Chevalier ; Vice-Chancelier , & Garde des Sceaux
de France, le fleur pE MAUPEOU : le rout 4 peine de nullité des Préfentes. DU CONTENU
defquelles Vous MaNDpons & ecnjoignons , de faire jouir ledit Expofant & fes ayans caufes ,
pleinement & paifiblement , fans fouffric qu’il leur {oit fait aucun trouble ou empéchement.
Voutroxs qu'a la Copic des préfentes qui fera imprimée tout au long au commencement ou
a la fin dudit Ouvrage , foi fait ajoutée comme a loriginal. ComMANDONS au premier notre
Huffier ou Sergent fur ce requis de faire pour 'exécution d’icelles tous adtes requis & nécef-
faires, fans demander autre permiffion; & nonobftant clameur de haro, charte Normande ,
& Lettres A ce contraires: Car tel eft notre plaific. ConNE 4 Paris le quatorzieme jour du mois
de Septembre 'an mil fept cent foixante-huit, & de notre regne le cinquante-quatrieme.

P.A'R*E Ee RFOATEN§ ON € O-NSEF Le
Signé, LE BEGUE,

Regitré fur le Regitre XVII de la Chambre Royale ¢ Syndicale des Libraires ¢ Imprimenss
de Paris, n°. 4, fol. 517, conformement au Réglement de 1723 5 qui fait défenfes art.41, &
toutes perfonnes de quelgue qualité ¢ condition gqwelles foient , antres que les Lidbraives ¢ Ime
primenrs , de vendre , debiter , faire afficher ancuns Livres pour les vendre en leurs noms , foit
quils 5en difent llfj Autenrs on antrement , €& a la charge de fournir @ la [(ufdite Chamire nenf
exemplaives preferits par Vart. 108 du méme Riglemens. A Paris ce 19 Septembre 1768.

Signé, BR1ASSON, Syadic.
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Par M. 1.E Marouis pE CONDORCET.

Ec his principiis , via ad majora fternitur. NEwTON s in fine
Tradaris de quadraturd curvarum.

AnEaa 1T S,
DE 'IMPRIMERIE DE DIDOT.

M. DCC, LXY,
Avec  Approbation & Permiffion.







AVERTISSEMENT.

. M FoNTAINE avoit eu la bonté de me
communiquer, avant l'impreflion de fes Mémoi-
res , le Théoréme fondamental qui sy trouve pag.
24, & dont je me fuis fervi pag. 29, de méme
que Introduction a la nouvelle Méthode de Cal-
cul Intégral qu'on y trouve pag. 89. Sa troifieme
Table, pag. 150, donne » pour le cas ou I'intégrale
eft algébrique , les premiers termes des {uites d’é-
quations qu'on trouvera ici pag. 54 & fuivantes:
mais elles font ici réduites 3 un nombre fini de for.
mes, ce qui eft effentiel pour ma. Théorie,

2°. La formule de la page 72 pour les différen-
ces finies a &é donnée & Jémbatrée d’'une maniere
tres ingénieufe pour lecas'ot @ ne contient qu'une
variable,, par M. d’Alembert , dans fes Recherches
Jur le Syfléme du Monde. On la trouve aufli dans Jes
Inflitutions de M. Euler.

3°. Les équations aux différences partielles ,

ajj
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pour lefquelles je donne quelques principes, ont
été dabord traitées fous un point de vue différent
dans la Differtation de M. d’Alembert fur la caufe
générale des Vents. On y trouve plufieurs de ces
équations intégrées par une méthode trés ingénieu-
fe, qui joint I'élégance d la fimplicité. MM. Euler
& de la Grange en ont réfolu depuis quelques-unes
par dautres méthodes. Celle de ce dernier a une
tres grande généralité, & fon Auteur l'a appliquée
a des équations tres compliquées.




EXTRAIT DES REGISTRES
de I Académie Royale des Sciences .

Du 2. Mai 1765.

NOU S , Commiflaires nommés parl’Académie , avons
examiné un Traité du Calen! Intégral par M. le Mar-
quis de Condorcet. Cet Ouvrage eft divifé en deux
Parties, dont la premiere traite des équations différen-
ticlles aux différences infiniment petites , & la feconde
confidere les différences finies. Comme toute €équation
différentielle neft pas toujours {ufceptible d’une inté-
grale finie , que fouvent méme elle n’admet pas une
intégrale de Pordre immédiatement inférieur ; M, de
Condorcet s'occupe d’abord de la recherche des condi-
tions qui doivent avoir licu pour qu'une fon&ion , oy
une equation différentielle propofée, ait une intégrale,
Il traite cette matiere de la maniere Ia plus générale
foic qu'on ait fuppofé, ou non, une des différentielles
conftante , 3 quelque degré que montent les variables
& leurs difl¥rentielles » & en tel nombre que. puiflent
€tre ces 'variables.

Lorfqu'une équation eft fufceptible d'une intégrale ,
ily a entre cette équation & fon intégrale, une relation
qui , quoiquelle foit une fuite du principe de la diffg-
renciation , exige néanmoins de I'adrefle & beaucoup de
connoiffances de calcul , pour ctre réduite en dquation,
Ceeft cette relation que M. de Condorcet enfeigne 4
trouver. Mais cette relation donneroit encore peu de
connoiffance fur Pintégrabilité de I’équation propofée ,
fi, par des réflexions ultérieures, on ne parvenoit point
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x réduire Péquation , ou les équations qui expriment cette
méme relation , & ne renfermer d’autres quantités que
celles qui appartiennent 4 I'équation propofée méme ,
qui eft ici la feule chofe connue. M. de Condorcet en
vient 3 bout : enforte quil réfout pleinement ce pro-
bléme général : Erant donnée une équation différentielle
de tel ordre que ce foit , & qui renferme tant de variables
qu'on voudra , déterminer [i cette équation , dans l'état o
elle ¢ft propofée , admet , ou non , une intégrale d’'un degré
immeédiatement inférieur. La folution qu'il donne de ce
probléme , joint au mérite de Putilité, celui de I'¢elégance
& de la généralité. M. de Condorcet remarque que les
formules qui expriment les conditions cherchées , font
abfolument les mémes que celles qui expriment les condi-
tions qui doivent avoir lieu entre pluficurs variables qui
entrent dans une fon&ion intégrale indéfinie, pour que
cette fonéion devienne un maximum ou ‘un minimum.
Les queftions de cette derniere efpece ont été traitées
par MM. Euler & de la Grange. M. de Condorcet fait
voir que lidentité des formules eft fondce fur Pidentité
analytique des deux fortes de queftions. Lorfqu'an pro-
bléme eft poflible, ceft déja avoir fait un pas utile vers
fa folution , que d’avoir démontré que I'équation diffé-
rentielle qui Pexprime , admet une intégrale du degre
immédiatement inférieur. Mais il peur arriver fouvent
quune équation fufceptible d’une pareille intégrale, ex-
prime une chofe impoffible , & par conféquent n"admette
point d’intégrale finie. Ceft donc un travail fort" utile
que de dérerminer dans quels’cas'une €quation propofée
peut &tre amenée aune intégrale finie. Cette recherche 5
qui paroit d’abord affez épineufe, & qui en effet cxige
une certaine fagacité, trouve affcz naturellement {a fo-
lution par la méthode de M. de Condorcer. 1l n'eft pas
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néceflaire de trouver toutes les intdgrales fucceffives.
M. de Condorcet donne la relation que doivent avoir
les parties de I'équation propofée , pour que la condition
demandée ait lieu.

De ces recherches qui renferment un tres grand
nombre de réflexions utiles & d’opérations ingénieufes ,
M. de Condorcer pafle 4 la méthode geénérale de trouver
Pintégrale d’une équation différenticllc propofée. Il exa-
mine quel peut Eere le nombre & la- nature des fonctions
tran{cendantes qui. peuvent entrer duns cerre équation
intégrale , comment ces fon&ions tranfcendarntes ont pu
difparoitre dans les différenciations fuceflives. I| donne
les moyens de préparer des équations générales , repré-
fentatives de lintégrale, & qui, par différentes combi-
naifons qu’il. indique , puiffent enfin -deévenir I’équation
différenticlle propofée. Ce n’eft que par la le&ure de 'Ou-
vrage méme, qu'on peut {e former une idée fuffifante de
Pétenduc de ces méthodes : il nous fuffit de dire quelles
s'appliquent A toute équation différenticlle.

Dans la feconde Partie , qui , comme nous 'avons déja
dit , traite des différences finies » M. de Condorcer 5 Apres
avoir expliqué la nature de ces différences , traite de Pin-
tégration des équations qui renferment ces quantités. 11
faic voir qwon ne doit efpérer Pintégration de ces fortes
d’équations, que dans le cas ol la {uppofition que la dif-
férence foit infiniment petite les rendroit intégrables :
mais cette condition | quoiqu’eflenticlle |, n’eft pas la
feule 2 laquelle Pintégrabilité foit afljettie. Ceeft pour-
quoi M. de Condorcet s'occupe epfuite de la recherche
des conditions néceflaires pour qu’une équation A diffé-
rences finies ait pour intégrale une fon&tion d’un ordre
inférieur , & méme une fon&ion fans différences.

A la fuite de ce travail, M. de Condorcet a ajouté un
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cflai fur les équations différentielles qui contiennent des
différences partielles. On appelle ainfi les équations qui
expriment la relation entre la différentielle d’unc quan-
ticé prife en faifant varier quelques-unes de fes parties feu-
lement. M. de Condorcer donne les moyens de recon-
noitre dans quels cas ces fortes d’équations font intégra-
bles , & d’en trouver intégrale , lorfque cela eft poffible.
La nature des’ objets fur lefquels roule cer Ouvrage ,
ne permet guere, dans un extrait , vn plus grand déve-
loppement firr 1a finetle & la profondeur des vues que
fuppofent les méthodes dont I'Auteur fait ufage, & qui,
pour la plupart , lui font propres. Non feulement cet
Ouvrage fuppofe dans I’Auteur des connoiffances de cal-
cul tres érendues , & quiil ‘eft trés rare de trouver A pareil
degré dans un age aufli peu avancé ; mais il annonce
encore les plus grands talens , & les plus dignes d’étre
excités par Papprobation de ’Académie. Fait & Paris,

ce22 Mai1765. Signé , D’ALEMBERT & BEZOUT.,

Je certifie le préfent Extrait conforme & fon original &
au jugement de I Académic. A Paris , ce 29 Maz 1765,

GRANDIJEAN DE FOUCHY,

Secretaire perpétuel de 'Académie Royale des Sciences.

DU




DUCALCUL
INTEGRAL.

}E me propofe dans cet Ouvrage de donner une mé-
thode ‘générale de déterminer Pintégrale finie d’une
€quation différenticlle donnée. Je le divife en deux
Parties. Je traiterai dans la premiere , avec aflez d’é-
tendue , des équations différentielles ordinaires - je don-
nerai dans la feconde quelques principes pour appliquer
la théoric expliquée dans la premiere aux équations
aux différences finies, & 3 celles ol une méme varia-
ble, égalée A une fon&ion de plufieurs autres , a é:é
fucceflivement fuppofée varier avec chacune d’entre elles.

Partie 1. A
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REMIERE PARTIE

*intégration des équations différentielles
aux différences infiniment petites.

el 0

De

PAR réfoudre , ou intégrer une équation différen-
tielle , jentens , trouver Péquation finie , qui, par un
nombre de différentiations fucceffives égal a I'expofant
de Pordre de la propofée , la peut produire 5 ou trouver
du moins une équation finie, telle, que tirant de cette
équation la valeur d'une des variables , & fubftituant
cette valeur ‘pour la variable dans la propofée, celle-ci
devienne nulle par elle- méme. Pappellerai dans la fuite
une telle équation finic I'intégrale finie , ou fimplement.
V'intégrale de la propofée.

Tentens encore , dans un autre fens, par réfoudre
ou intégrer une équation différentielle , trouver une équa-
tion d’un ordre moindre d’une unité, qui, parfa diffé-
rentiation , produife la propofée , ou qui du moins la
téfolve : & jappellerai une telle équation Pintégrale de
la propofée dun ordre inférienr dune unité , ou fimple-
ment de Lordre inférieur. :

Si, par des différentiations fucceflives, une équation
finie a produit une équation diff¢rentielle d’un ordre 7,
il y aura néceflairement un nombre 7 des conftantes
qui entroieng dans les coefficiens de 1’équation finic »

|
E
|
|
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qui ne fe trouveront plus dans ceux de Péquation dif-
férentielle ; & par conféquent , en repaflant de cette
équation différentielle & fon intégrale finic | les conf
tantes refteront néceflairement indétermindes : il y aura
done¢ dans Pintégrale finie un nombre 2 de conftantes
arbitraires ; & il ne pourra y en avoir davantage.

Mais fi je prends le terme d’intégrale dans le fens le
plus érendu , ceft-d-dire | pour une équation finie qui
refolve une équation différentielle propofée, il m’eft aif¢é
de voir , avec un peu d’attention , que , s'il ne peut y
avoir dans les coefficiens de ’équation finie plus de confz
tantes arbitraires que Pexpofant de Pordre de Péquation
ne contient d’unités , il fe peur faire au contraire qu’il
y en ait moins, ou méme quil n’y en ait pas du tout,
Les intégrales, prifes dans ce fens, feront donc géné-
rales ou particulieres, & les folutions quelles donnent,
complettes ou incomplettes, Les intégrales feront génd-
rales & les folutions complettes , lorfquelles renferme-
ront un nombre d’arbitraires égal & I'expofant de P'ordre
de Péquation différentielle. Les intégrales feront parti-
calieres & les folutions incompletees , lorfquielles en'ren-
fermeront moins. :

Jignore i , en combinant & volonté des variables &
leurs différentielles d’un ordre quelconque , il narrive
pas fouvent que la fon&ion ainfi formée ne foit la dif.
ferentielle exale daucune fontion finie »-ouméme d’ay-
cune fonCtion d’un erdre inférienr d’dne unitd > ou que
Péquation qu'on a cn égalant cette fonGion & zéro S
n’ait aucune intégrale , foit finie , foit de Tordre infé-

A ij
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rieur , ow n’en ait que de particulieres. Il parolc méme
naturel que cela foit ainfi. Ceflt pourquoi , avant de
chercher 4 irftégrer une équation ou une fon&ion, ileft
a propos de gaflurer i elle a une intégrale, & pour cela
de trouver certaines conditions dependantcs de la forme
générale d’une fonttion ou équation différenticlle qui
aient toujours lieu , & qui n’aient jamais lieu que dans
ce cas.

Je divife donc cette p1emiere Partie en deux Setions.
Je donnerai dans la premiere lc réfulrat de mes recher-
ches fur ces conditions, Je traiterai dans la feconde
de lintégration des équations que j'aurai reconnu, par
les: méthodes de Ja premiere , avoir des intégrales finies

poflibles.

PREMIERE SECTION

De la recherche des conditions qui doivent avoir
lieu pour qu’une fon&lion ou équation difté-
rentielie propofée ait une intégrale.

J= crois que toutes les recherches qu'on peut faire fur
la forme que doit avoir une fonction ou une équation dif-
férentielle pour €tre intégrable, fe réduifent a celles qui
font I'objet des problémes f{uivans, dont les quatre pre-
miers roulent fur les fon&ions, & les trois derniers fur
les équations différentielles.
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Comme il n’y a encore que quelques Géometres qui
fe foient familiarifés avec la matiere que je traite ici ,
je crois quiil n'eft pas hors de propos d’avertir , 1°. que
par €quation de condition , j’entends une équation qui
doit avoir lieu pour quune fon&ion ou équation diffé-
renticlle ait une intégrale. 2°. Que par équation iden-
tique , jentends une équation telle, que dans Ja fonc-
tion égaléea zero , tous les termes fe détruifent. 3°. Que
Pexpre(fion jz— exprime la différence de ¥ prife en ne
faifant varier que x , & divifde par dx. 4°. Qucﬁ}i{g’-
exprime la difference de —Z;V prife en nefaifant varier que
x 5 & divifée par dx, ou la difiédrence de —;%V prife
en ne faifant varier que ¥, & divifée par dy , ce qui
revient au méme. Enfin que d % exprime la diffe-
rence de %-f—: prife en faifant tout varier. Cette expli-
catiion {uffit pour faire entendre la valeur de toutes les
autres expreflions {emblables.

ProsrEmME L

TRrRoUVER I'équation qui doit avoir lieu pour qu'une
fon&ion différenticlle dun ordre quelconque de deux
variables x , y , ou dx eft fuppofé conftant , foit la
différentielle exale d’une fon&ion des mémes variables
d’un ordre moins élevé d’une unitd.

Sorution. Soit ¥ la fonction propofée, B la fonc-
tion de ordre inféricur dont ¥ doit &tre la différence,
Je fais dans ¥ & dans B dx =p, dy=p,dp=o,
a caufe de dx conftant, ddy=dp =4, diy = d*p’
=dy=r , dy=dp=d'd=dr=5s, & ainfi de
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fuite : jaurai donc ¥ & B fon&ions de x, ¥, p, 1, 9575
s/, &c. la derniere de ces lettres p, ¢/, 7, ¢, &e. qui fe
trouve dans # ne devant pas fe trouver dans 8, parce-
que B eft dun ordre inféricur & ¥; & cette fubf’ntw—
tion me donnera moyen de dx{’unouer ks pypy a7y 8,
&c. qui fe trouvent dans B, de ceux que la dlﬁcren-
tiation introduit dans d B.

Cela pofé, jaurai par la fuppoﬁtion 5

V=dB=22 dx+2dy +Sap+ 25 ag + 7,

&c. & mettant dans cctte valeur de Vpour dx , dy,
dp, a’c]’, dr, &(c leurs vaieurs, j’aurai

V_._d p—%— p+ g+ ,r—i—d, 3’y KE,

forme que dolt neccﬁéxremnt avoir ¥V pour étre la dif-
férentielle exa&te de la fon&ion B. Pour parvenir a tirer
de - 11 équation de condition que je cherche, je diffé-
rencie les deux membres de lequanon c1-deﬂus. 7
premier me donne,

dV—=Ndx—+ N dy—i— Pdp+Qdg +Rdr—+ §ds,
&c.

ou N, N, P, Q, R, S, &c. font des quantités con-

1U€Ss. Le fccond me donne

~d—§ p—i—%p'—%—%g'—i— »;;? r'—%-—fig—s', &t ==

S e g f e g e T el dx
+%p+%§p’+5%,q'+;y—ddi,r’ jy“'f,s &e. dy
—*—;—f—%—-;;ip—&-j;ﬁp'—k gﬁ g+ ;;}%,r'—!—g}%l—i, s,

&c. d'p'
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dq'dxp+ dg'dyp h dq'dp'q 3 ay* IS dq'dr's >

ddB ddB

P TR LY e
i

g—i—-drdqr—l— S

dr? >

/
didsl i s

& reduifant , en mettant pour les fuites qui mul:xphent
les dx, dy, dp/, dq, dr, ds', &c. leurs valeurs d

iB 4B dB dB AB dB dB dB
ddy ! dy+ddp" dp dq> dg dr?dr7 &C'
jaurai

dB dB 4B dB -

oY ~p+ 2t 9’+ 15, &Koo=

d.-z;dx+d%dy+j—_§+d . dp +,,,,_*__d cz’ —+

_d_B_.}_a’—Z—'E(L’ ,—-i-.ig ° ° . ° ° (. o a’-’ 5 &C‘

d B d
Mais puifque ¥ - & p—l—-igp’—l—j:f i { : ¥4

&c. doivent étre une méme chofe , leurs d fferences
doivent étre égales terme 4 terme : j’aurai donc

dB il a’B
dB dB
/.
P-——dy—i—a'dp,
dB dB
’-——d—p,-—i—c{dq,
' dB dB
R—_dq, +a’d}‘/
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dquations qui donnent les valeurs que doivent avoir iV,

N, P, @, R, S, &c pour que ¥ foir la différen-
tielle exacte de B. Je remarque maintenant que , dans
cette fuite d’équations , le fecond membre de la pre-

miere & de la derniere ne peuvent avoir quwun terme,

e dB 4B dB 4B :
& qulainfi chaque O ety ) Wl X fe trouve dans

une équation , & fa différence dans une autre. Met-
tant donc ces équations fous cette forme,

' dB
=d-
B dB
DD
dy dp
e 4 4B . dB
C{Q--—ﬂ' 2’17-+d-dq’
dB dB
S Rl 5 2 4w s,
D R'== 49"‘"‘{ e

;ir‘ R dB
S =gt o el o

j'aurai, en retranchant alrernativement 'une de lautre,
N' — dP + J’-Q’ — &R+ d+§', &c.=o0 : équation
identique qui doit avoir lieu pour que V foir la diffé-
rentielle exale d’une fon&ion d’un ordre inférieur d’une
unité , & qui eft par conféquent l’équatibn de condi-
tion cherchée.

ProstrimeE IL

TrouvER les équations de condition qui doivent
avoir lieu pour quune fon&ion différenticlle d’un ordre
quelconque de deux variables x, ¥ , out aucune des dif-
férences premieres n’eft fuppofée conftante , foit la dif-

férentielle
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férentielle exatte dune fon&ion des mémes variables
d’un ordre moins élevé d’une unité.

SoruTtioN. Soit, comme ci-deflus, # la fon&ion
différenticlle propofée , B la fon&ion d’un ordre infé-
rieur dont ¥ doit &re la diférenticlle exa&e : je fais,
comme dans le probléme précédent, dx=p, dp=—yq,
dg=rydr=1s3&c. dy=yp'; dp'==q, d¢'=r, dr—=
s, &c. & B & V feront fon&ions de x, y, p, P s
s,%c. p, ¢,7r, s, &c. les dernieres de ces lettres qui
fe trouvent dans V ne {e trouvant pas dans B, parceque
B doit ére d’un ordre inférieur d’une unité. Jaurai

donc par la {uppofition
V._..dB-—-—dx—}—dde—kdB cz’g+ dr, &ec.

a’y—}- 7 dp——{— 77 d + dr’, &c.
& ﬁlbﬂ:ltuant pourdx, dp, dg, a’r, &e. leuxs valeurs
Ps s Ind, X & pour dy, dp/, dg'; dr, &c. leurs
valeurs ¢/, 4. 7, &, &c. jaurai

dB dB 4B dB :
l/___‘i_x_p+.:i?q+_’+_ > 8’C.
dB Y a’B

forme que dmt avoir . V pour étre une dd?er_entielle
exalte. :

Maintenant pour avoir les équations de condition ,
je prends, ‘comme dans le problénic précédent, la dif-
férence de chacun des membres de lequauon ci- dcﬂhs,
& jai dune pate
d W = Na’x—i—Pa’p—i—Qa’q—l—Ra’r—{—Sa’s &ec.

' +Na’y+P’a’p ~+ Qdg+=R'd/ +S’a’s &¢.
Partie I, B
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ouNV,P,Q,; R, S, &e. N, P, O R, S, &es

font donnes =8 de Iautre , en redulfant comific €ie

deflus
ke dB : dB
.__--ﬁp g+ r—‘._._._._.j’ 8Z.C-

dB dB 5
a’*"——}“‘ iy 9+-— "*‘Tf ¥y &e.

a’——d —+- +a’ dp+ —+—d———dq—-!—»

—

+d ({ + - o . - ds, &C, i e
2B AP a8 aydB:
+a’ a’y—i— —1—4‘“9 S A ey +a’—— dq 4=
dB 4B it dBv ¥
W—!_ ';17(17"‘1"—2"7 L L C[S, &e.

Mais puifque ¥~ doit étre uné meéme chofe que

dB

p+ q+dBr—+- Sy
vdB ¥ 7 ;
‘+—d—yl’+ 9—",1""*‘ drs &e.

feurs différences dowent étre eoales terme 4 térme. Jau-
rai donc ces deux f{uites dequanons

N= % - N"'::gg
p=2E L 448 P"'__jf +dj—:i
Q=%§+ —‘f;i;i ik i
: i v 5
_R:::—f %g- R':;—% 'a’TiT,-.
S:%g - st 5"-7‘;7 s sl

équatlons qui me donnent les formes que doivent avoir

sP,Q,R,S, & N, P, @, R, §, & pour
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que ¥ foit unc différenticlle exa&e. Je ;cma;quc ggc,
o : B

dans ces fuites d’équations ’, chaque ——, 77y 77 @

B 4B 4B dB 4B
—7» &c. ou S5t R &ec. {e trouve une

fois, & fa différence une autre fois, parceque chaque
premiere €quation & chaque derniere n’ont qu’un terme.
Jaurai done les équations

N—dP+ ddQ—d R+ d*+S, &c. =0

N'—dP+ddQ —dR~+d+§, &. =0
équations identiques qui doivent avoir lieu pour que
V (oit la différenticlle exa&e d'une fonéion B, C. Q.
EF.T. :

ProsremEIIL

TroUVER les équations de condition pour quune
fonction différenticlle d’un ordre quelconque, & con-
tenant un nombre quelconque de variables x, v, #,
7, &c. foit la différenticlle exacte d’une fon&tion d’un
ordre inférieur d’une unité. :

SoruTion. Je nme mets ici ce probléme , qui n’a au-
cune difficuleé aprés-ce quon a vu ci- deflas, que pour
expliquer comment la méthode que jai détaillée pour
deux variables sétend 4 un nombre quelconque.

Soit dong toujours ¥ la fonction propofée , B fon
intégrale : je fais

dy=p;dp=4q,d9=r,dr=s, &

dy=1yp ,dp =g ,dd =1r,dr =4, &c

du=p", dp'= ¢, df'= Fy &7 ==¢  TEE

e{{ — Pl'f/, dP///: g(/l’ .dqf/f: rf,/Y, drl/l: ‘31‘/1, &C°
B ij
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& ainfi de fuite; & jai

dB 4B 4B 4B
V=dB=—p + § S g e

dp. dg dr
+'§?B ’-1—5—59’—{-5—5,/ %];s’,&cc.
e P - e 2
B e B B
== R0

forme que doit avoir ¥ pour €tre une différentielle

exalte. Faifant donc les mémes réflexions que ci-deflus,

jaurai

a’V:Na’x—i—-Pa’p +Q49 +Rdr +S8ds | &c.
+Ndy +Pdp +Qdg + R dr + §'ds, &e.
~+ N'du—+ P'dp’ + Q'dg" +R'dr + §"ds", &ec.
_l_N/ﬂ d { + P/// dp/// + QI// d?’” _|_ R/// d'r/I/ + S/// d s///, & c.
-+ &c. . o . . o . =

d%dx—k% — a’-% dp —+ %PE -+ d%—qB—a’q -+

e —

4B B dB

'Tq—+dwd'r i ThL el ds ’ &c.

: dB dB 2B . , dB dB , ,
+d__dy llly—*"?y-""[‘ dT’p' tZ’P = o dpl+d7?dg ke
dB dB / dB /

dq +dg5 dr i o e 94 0 55

CI_B dB d B ” d B dB "
+ddu c{u—I—E—i—a’--dP,,a'p—{—-gp—,, C{—d‘?,JQ"*"
d
‘?;/T +d*d"€d’r’l—l—% ¢ o = QIS”, &C.
dB dB . -d'B dB "y -
dB dB dB

POy Sl o PR L )
-+ &c.,
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& comme ces deux valéurs de 4V doivent Etre éoales
terme A terme , jaurai autant de fuites femblables d’¢-
quations , que jaurai eu de variables ; & chaque fuite
me donnera une équation de condition de la méme
forme. Jaurai donc les équations identiques

N —dP 4+ ddQ — R +d+8 | &c. =

N —dP 4 ddQ— R + d+8' [ &c. =o

N'" —dP" + ddQ'— d3}R" 4+ d+§8", &c. = o

N" — dP" 4~ ddQ"— d3R" + d+§8", &c. =0
& ainfi de fuite pour chaque variable. C. Q. F. T.

IO Mo 0T E Ay,

Ex fuivant Panalyfe du probléme précédent , il eft
aifé de voir que , fi une des différences du premier ordre
elic éré fuppofée conftante , on auroit eu les mémes
équations de condition , excepté celle qui fe rapporte 4 Ja
variable dont la différence a écé {fuppolée conftante : en-
forte que , i aucune différence n’eft fuppofée conftante,
le nombre des équations de condition eft égal A celui
des variables 5 autrement il lui eft inféricur d’une unicé.

RemMmarouve I
LorsQUE ¥ = dB , V eft néceflaitement de Ia

forme »%p+j—§~q—+—~%r+%§s,&c.
r +j—§p’+j—5,,g’+%/+—§§3',&cn
e %p"—{— %5—, q" + Zf, = —j% s &e,
—+ % P+ % ¢+ 35,, '+ Z?’f =&y

-+ &c.
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On en auroit donc pu conclure d’abord , que les
dernicres différences qui ne fe trouvent pas dans B,
ne peuvent &cre dans 7 que fous une forme linéaire
mais cette condition eft renfermée dans nos équations
de condition. En effec , fi les différences les plus éle-
vées {e trouvoient dans les derniers termes de la valeur de
d ¥V, qui donnent les derniers termes de ces équations ,
il n’y auroit alors aucune fon&ion dans les termes pré-
cédens , qui plic donner dans I'équation des différences
aufli élevées que celles que produifent les différentiations
de ces derniers termes ; & par conféquent on ne pour-
roit faire difparoitre ces différences , & I'équation ne
fauroit étre identique.

REMARQuUE IIL

Ceux qui connoiflent les équations de condition qu’a
donné M. Fontaine pour les équations différentielles du
premier ordre, ne feront peut-étre pas fachés de voir
ici Iidentité de fes formules & des miennes , quoique
trouvées par des méthodes routes différentes.

M. Fontaine , dans fa premijere méthode de calcul
intégral , démontre [ Théo. 2 & 3] que, {i unefonction
Adx 4 Bdy + Cdu+ Ddy,
par exemple, 4, B, C, D érant des fonctions finies,
eft la différentielle exalte d’une fonétion finie des mémeg

variables , 'on ales équations identiques

Al sy, B JBEEC wd By LGP EMT 4L
@Y T dne du | hhdx ) NIRNT U d¥ vdu T dy ?
L8 o B d 854D

£2TT “ By dg "(uds
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© Qr, dans ce cas [Probléme 3] nous avons
V= Ap + Bp -+ Cp'+ Dy’
& pour équations de condition
N — dP = o, ou, mettant pour V& P leurs valeurs

e S, o g i Al da

dx dy B px du dz dz At O
N P = 0., ©u :

dA 3 dB ,,/dC dB (/3 d.D d.B
Pyl 230 B @gb Tuimmo Ll Tl e
N dP%= o, 00

A ac SERST Jr oYy APTOg

o T 15 By o a e hinn noly TR0
& enfin
N"— JP"— o, ou

aa D B iD 2 106 ZD

F el oyl Ay el T 0 AT QU E B

Mais les p, 7y P’y P> nc fe trouvent pas dans 4, B,
C, D, & les équations ci-deflus doivent €tre identi-
ques : done chacun des coefliciens de p, pep . o' dolt
&tre nul par lui-méme : donc trois quelconques de mes
équations donnent la quatrieme & les fix de 1a méthode
de M. Fontaine.. B R T

Il en feroit de méme pour tout autre nombre de va-
riables.

Si Ja fon&ion eft été Adx + B dy , on n'auroic cu

pour équations que N —dP =o

- s A5 N —dP'=o
qui deviennent '+ .» s . p k. B
g ' : dx dy
p dA dB

et ————

F —;17 dx —
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ce qui ne donne que P'équation de condition conntiue
dd __ 4B
dy, T g%

REmMmarovelV,

Lrs formules des équations de condition que jai
données dans les problémes précédens , font identique-
ment les mémes que , dans leurs excellens Ouvrages,
MM. Euler & de la Grange donnent pour les équa-
tions qui doivent avoir licu entre les.variables s pour
qu'une fonction intégrale indéfinic [ ¥ foit un maxi-
mum ; ou un- minimum. Cet accord eft fondé fur une
identité analytique entre les deux queftions que je vais
expofer. :

Voici d’abord le procédé de M. de Ia Grange.

Soit /¥ une fon&ion intégrale indéfinie , qui doit
€tre un’ maximum | 64 an’' 'minimum. Je {fuppofe que
¥V devienne en général 7 4~ V', dans le cas du mi-
nimum, on maximum , [V — OV devra &re [V, &
par conféquent O V = o. LR :

dV = Ndx + Pdp +Qdq '+ 'R dr, &c.

+ N'dy + P'dp + Qdy + Rdr, &ec.

& par conféquent L 435 t ks
OV = Ndx+ Pdp + Qo4 + Ror, &c.
+ N0y + PRy + Qo9 "+ Ror, &e."

—+= .
N, P, Q3+ R & N's R, @, R, &c. reftant tou-

jours
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jours les mémes , & les dx, Op, 0¢, Or, &c. Dy,
op',0¢, 07, &c. érant des différences abfolument
indépendantes de celles qui fe trouvent dans ¥.

- Mettant donc pour p, ¢, r, &c. P, ¢, 7, &c. leurs
valeurs, jaurai J
JOV=[/N3x+Pddx+ Qdd*x+ Rddx, &c.

+ NOoy+Pody+Qdd*y+ Rddy, &c.

b . . ° . o =0
€quation qui doit €rre identique. Je remarque main-
tenant que, par rapport aux différences affécées ‘de la
caraltériftique d auxquelles fe rapporte le figne [, cette
fonction eft intégrable par parties; & Péquation devient
alors JAox +B0y+ &c. +Z =0,
4, B, &c. ne contenant point de dx ou 0y, & par
conféquent n*érant plus réduibles: jaurai donc, pour
qu'elle puifle €cre identique, 4, B, &c. nuls par cux-
mémes , & conféquemment les équations 4 = o, B
=0, &c. entre les variables : jaurai aufli chaque terme
de Z égal 2 zero. Mais comme ils ne font plus fous le
figne d'intégration, il fuffic que ces équations aient licu
pour chaque valeur de (7.

Je fuppofe maintenant que ¥ doive &tre unc différen-
ticlle exaGte, '+ 0¥V, & par conféquent © ¥ feront
aufli des différenticlles exactes par rapport aux différen-
ces affeCtées de-la caraiériftique 4. Mais intdgrant o 7~
par partieS, j’aurai

JAOx 4= Bdy + &c. + Z.

Donc lorfque. ¥ fera une différenticlle exale , A 30
Partie 1. & ‘
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&c. feront nuls ; & jaurai les équations identiques A4
smon: Bz o e,

Les formules des équations de condition doivent donc
étre les mémes que celles des équations qui doivent
avoir lien entre les variables , lorfqu'une formule inté-
grale indéfinie eft un maximum, ou un minimum.

Si 4 dans le probléme de maximis & minimis , A
B , &c. éroient nuls par eux-mémes , il n’y auroit
donc aucune équation néceflaire entre les variables ; ce
quon fait dailleurs. Poyez 'Ouvrage de M. Euler ,
Theoréme premier.

On voit aufli que, dans le méme probléme , il y a
autant d’équations entre les variables, que de variables:
d’ou il fuit que le probléme n'eft poflible que lorfque
ces ¢équations fe réduifent & une de moins. En effet,
tout probléme ou Ton traite des formules qui renfer-
ment des différentielles des ordres fupérieurs , n’eft pof-
fible que lorfque , fuppofant une des différenticlles conf-
tante, la fontion ne change point; & cette condition
réduit les équations 4 une de moins: car, dans ce ¢as,
fi routes les équations de condition , hors une , font fup-
pofées avoir lieu, celle-ci en fuit néceflairement. Poyez

ci-deffus , Remarque 1. Voye; I'Ouvrage de M. de la
Grange, N°, VI1II,

ProsremMEIV.

TrRoUVER les équations de condition qui doivent
avoir lieu pour quune fon&ion différentielle d’un ordre
quelconque & comprenant un nombre quelconque de
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variables , foit la différentielle exa@e d'une fonlion
finie.

SoLuTION. Soit , comme ci-deflus la foncion pro-
pofée 7 ; B lafon&tion d'un ordre inférieur d'une unité,
dont ¥ doit &tre la différentielle exalte; B'la fonction
d’un ordre inférieur, dont B doit &tre la différentielle
exatke 3 B" la fon&ion d’'un ordre inférieur , dont B’
doit &ere la différenticlle exale ; & ainfi de fuite jul-
quh lintégrale finie.

Je fais

dV = N dx+ Pdp+Qdg+Rdr+S8ds, &c.
+ N'dy + . o e .
—+ N'du + . . . .
+.N”'a'{+ . . . .
- . . . . .

& jai r1°. par.le Probléme III, pour la variable x, I'¢-
quation de condition :
N—dP+d*Q—diR+d*§, &c. = o,
& une équation femblable pour chaque autre variable.
Fai 20, par le méme Probléme, pour la variable x ,
Péquation de condition

%—‘d%—kd" if__d;%’&&
Mais [Prob. I} P_—_—_%_J‘_d'%
Q=Z—f—+d%qﬁ
R= 24 aih
=%—If—+ oy

Cijj
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Faurai done —Zg :P——a’Q—i—a’zR——a’SS, &e.
§§=Q—da+fzzs, &e.

dB
T :R——a's, Réc.

q
B
=93, &c.
& fubftituant ces valeurs dans I'équation
dB dB , dB 4B
L, g dB BL ol
dx dp +d dq d &2 &e.

il en réfultera I'équation de condition
P —2dQ + 3d*R — 4438, &c. = o}
& j'aurai pour chaque variable une équation femblable.
3°. Jai, pour la variable x, I’équation de condition

dB dB , dB

e CZIFPT—*— d "‘ZT,&?.—O,
qui, par le N°. 2 | devient

dB

4B , dB e
Tp'—'—‘l’.dd—q——*—Sl{ d—r-,&c.-—o,
qui, en faifant les mémes fubftitutions que dans Je N°,

r3op dB dB dB .
précédent pour Tp > dg > Iy » &e. devient enfin

Q—3dR + 64§, &éi==53

& jaurai une équation de condition {femblable pour
chaque variable. '

On voit aifément que je puis continuer les mémes
opérations jufqu’a ce que je parvienne A une fonltion
finie, & quiainfi , fans avoir befoin de connojrre B, B
B”, &c. j'aurai les équations de condition cherchées.

ReEmMarou eI

Il fuir de ce qui précede, que jaurai autant de fuites
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d’équations que de variables , & moins qu’il n’y ‘ait une
différentielle fuppofec conftante , & qu ‘alors il y e
aura une de moms Le nombre des équations fera
dans chaque fuite , égal a P'expofant de T'ordre des dlf—
férences ; enforte que, pour la variable x , par exemple,
la premicre fera

N— dP+ d*Q— 4R+ d+§, &cc B
la2e P—2dQ+3d*R—44§, &c. =28l
la 3¢ Q—="3dR+64*§; &ei s & T =49
& ainfi de fuite , les coefficiens érant, dans la premiere,
les nombres conftans , dans la {econde , les nombres
naturels , dans la troifieme, les nombres triangulaires ,
les nombres pyramidaux dans la qmtrleme, & ainfi de

{uite.
ReEmMaroQU E Il

11 fuit des valeurs que j'ai trouvées dans le Probléme

AB o dB. AR n . A
précédent pour les — , Ty Woepwy) WP 3 &c. que , ﬁ

V eft une différentielle exalte de B jaurai’ *
V=P —dQ +d*R — &'§ |, &c. dx
+Q—dR 4+ d*S, &c. . - dp

W g, GO, tv e o Ea e

B

+S, &C. A s . ® L dr

4= . ° . ) ® ®
P s P R L dw c. dy
+ Q' —dR'+ 4*§, o e dp

R Uk s A 7
-+ S', &c. . @ ° . i d”
-—h@ . . e ° 9 * .
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continuant de méme pour chaque variable : & pour
avoir la valeur de B , je n’aurai qua intégrer la fonc-
tion précédente , comme différence d’une fonction de
BibPosi 1 540X Y Pocdsir's &e.

Si jlavois. 7 égale 4 la différence d’un ordre quelcon-
que d’une foa&lon finie | je n’aurai, fi, par exemple 4
la fon&ion eft du troifieme ordre , qu'a intégrer la fonc-
tion Rdx-—{—Ra’y—l—R”du—i—R”a’{ &c.
ou Sdx + S'afy—\— S'duw~ §"dz, &c.
fi clle.eft du quatrieme,, pour avoir cette fon&ion finie ,
3 laquelle il faudra, ajouter. les conftantes convenables.

PrRosLEME V.

TROUVER 1equation de condition qui doit avoir lieu
pour qu’ ‘une équation différenticlle A deux variables x
& v, ou aucunc des différentielles n'eft fuppofée conf-
tante, ait une intégrale de lordre infériear d’une unité,
 SoLuTION. Soit fait , comme ci-deflus, dx =p,
dp=1q, dg=r,&c, dy==p, Ph e R Y . 48
& que Iéquation propofée foit 7"=o. Je fuppofe que,
multlphant V par 4, fon&ion de x, p, g, r, &c. y,
£'s:9s Cs &c. A Vdevwnnc une dxﬂ’erentlcllc exacke ;

& il fufﬁt pour cela de fajre 4 = dV , B étant une

fon&tion quelconque de I'ordre inférieur. Jaurai donc,
par le Probléme TI; en faifant
dV_Ndx+Pd + Qa’g—|—Rdr &c.
~+.N'dy + P'a’_p + Q'dg + R'dY, &c.
& dA=Ndx+ndp-+ ¥dq—+ Pa’r, &ec.
~+.N'dy -+ 0dp+ ¥dg+ Pdr, &c.
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les équations de condition

N_AP + 4 Q—ad'R, &c. A—P —2dQ+

3d*R, &c. dA+Q—34dR, &c. d*A — R, &c.
di A, c.

4+ N —dI + d*¥ —d’p, &c. V=1 —21d% +
3d*p , &c. dA+v —3dp, &c. 42 F — Py &c.
B 8. w0

& N—dP +d'Q—d'R, &c. A—FP'—24Q+
3d* R, &c. dA+Q—3dR, &c. d*A — R/, &c.
d3A , &c.

N —dl + &% —d77, &e. V—1 —2d¥ +
3d*p , &c. dV +¥ —3dV, &c. d*V — 7, &c.
P Xt =0

équations que je puis toujours rendre identiques en fai-
fant A= f—,—,B—.

Pour avoir maintenant Péquation de condition que
je cherche, je remarque que I’équation " =o ne peut
&tre intégrable, dans quelque fens que ce foit , que lor{-
quune méme fon&tion égalée A zero rend ¥V & B nuls
en méme-tems. Mais il y a une telle fonéion , elle
rendra auffi égaux A zero les membres des €quations ci-
deflus , qui font multipliés par V,dV,d*V, &c. &
il ‘eft clair quelle ne peut les rendre nuls dans aucun
autre cas. Donc, fi Iéquation eft poffible, la fonction
affe@ée de ¥ dans chacune des équations ci-deflus
{era nulle par elle - méme, ou deviendra telle, en faifant
égale 3 zero une fon&ion quirende ¥ = o3 & il en
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fera de méme du premier terme de ces €quations , qui lui
cft identiquement égal. Jaurai donc les deux équations

NSO TR, %6 A+ P =330 %

3d*R, &c. d4d+Q—3dR ;| Xe. d*A— R, &c.
diA; &c. = o

N'—dP+ d~Q— DR, &e. A — Pl—2dQ +
34* R, &c. dA+ Q= 3dR, &c. d*4 _ R, ..
434, &c. = 0"

équations qui feront identiques , ou auront lieu en mame-
tems que Iéquation 7 = o, lorfque celle-ci aura une
intégrale. Donc éliminant 4 , jaurai une équarion ol
tout fera connu , & qui fera identique , ou aura lien
en méme- tems que ¥ = o , toutes les fois qu'il y.aura
une fonltion d’un ordre inférieur >, )Qui ,. €galée 3 zero,

fendra P 2=, C.O. F° T

RemarouveE

81 javois fuppofé '
dAV::[N]a'x—i—[P]a’p—-’r—[Q]dq—-}—[R]a’r, &ec.

=[N dy [P dpf+[Qldy+[ R dF, &c.
& que j'eufle fait égal & zero, dansles valeurs de [P],
Q1 [R] ; &e. [ P93 0Q, [R"], &c. le terme
multiplié par? ¥, le'réfultat edr éeé le méme. En effer,
ce terme e peut étre nul en méme- tems que ¥ | que
lorfque Péquation 7 = o eft pofiible. Cette rémarque
me donnera lien de fimplifier les calculs dans les Pro-
bl€mes {uivans. :

PrRoBLEME
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TROUVER les équations de condition qui doivent
avoir lieu pour qu'une équation différentielle d’un ordre
quelconque , comprenant un nombre quelconque de
variables , ait une intégrale de Pordre inférieut.

SoruTion. Lanalyfe de ce Probléme eft précifé-
ment la méme que celle du Probléme précédent, qu’il
eft facile d’appliquer 2 un nombre quelconque de va-
riables,

Soit donc les variables x, y, z, 7, &ec. Péquation
¥V =o. Je fuppofec que A ¥ devienne unc différentielle
exacte ; ce que je peux faire toujours en fuppofant A
== . Jaurai donc, en faifant
dAV=[Nldx+[Pldp +[Q1dg +[R]dr, &c:

+[Ndy 4+ [P dp +~[Q] 44 +[R']d/, &e.
+[N'|du+ [P dp'+ [Q"]dg'+[R"d/" , &c.
+[N///]al{+[P///} dp//‘/_*_[Q/”] dq///+ [R///J dr///, &C.
des équations de condition, femblables 4 celles du Pro-
bléme III : équations qui devront érre identiques , &

auxquelles je fatisferai toujours en faifant 4 — %}Bi.
Mais comme [équation ne peut &tre poffible , que lorf-
qu'une ‘méme fonion , égalée & zero , rend nuls B &
¥V en méme-tems, & que toutes les fois quil y a une
telle fon&ion , elle rend aufli nuls les termes muleipliés

par ¥ dans les valeurs de [ V], [ P], £@], [ R}, &e
LV 15l Beds L@ L, BR Ly e, LNV 30 1 24T, 10 ]

43
[R], & [N"], [P'], [Q"], [R"], &e. il dft
Partie I, D
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clair que , fuppofant ces termes tels dans les équa-
rions de condition qui font identiques , la fonction
qui reftera, égalée a zero, donnera une équation iden-
tique , ou une équation qui aura lieu en méme-tems
que ¥ = o. Mais, dans cetre fuppofition , les équa-
tions de condition deviennent

N —dP +d*Q— &R, &c. A— P — 2dQ +
3d*R, &c. dA+ Q—3dR, &c. &*4A— R, &c.
did Ke. =0

N'— clP’—l- 4+ Q — R, &c. A— P'— 2d4Q +
THSGO R a’A+Q——3a’R’ &c. d*A—TR’, &c.
e i o Rk

-N A d.P/l_*_ sz '—-'QISRU’ &C. A B /I de/l
3d* R", &c. dA+ Q'—3dR", &c. d* A — R, &c.
d’ A, &c.

N/// dPl/l__l__ dz. Q/// I/I &C A P(ﬂ 3aIQI/.’_*_
3d R//f, &C. dA +'Q(// 3£{R”/ &C d A R/I/
AR M)

& ainfi de fuite pour chaque variable. D’ou éliminant
A, jaurai des équations ou tout fera donné, qui feront
identiques, ou auront lieu en méme- tems que ¥'=o,

toutes les fois que cetre équation fera poffible , & qui
ne pourront &tre telles que dans ce cas. C. Q. F. T.

REMARQU E I

S1 aucune différentielle n’eft {uppofée conftante , le
nontbre des équations de condition fera égal A celui des
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variables diminué d’une unité 5 & fi une des différen-
tielles eft fuppofée conftante , cc nombre fera celui des
variables diminué de deux unités ; & 14 méme chofe
aura lieu pour les équations de la forme Adx + Bdy
~+ Cdu, &c. = o ( Remarque IlI, page 15).

RemMmaroueE IL

TouTE équation qui fatisfera aux conditions du
probléme fera poffible , ceft-a-dire , admettra une fo-
lution complette ou incomplette. Pour diftinguer ces
deux cas , je remarque 1°. que , pour que la folution
puifle &cre complette , il fauc que les différentielles de
Pordre le plus élevé puiflent &tre mifes fous une forme
linéaire,, & que les équations de condition qu'on trouve
pour cela par I'algebre ordinaire foient identiques. En
effet , quand d’ailleurs elles rendroient 7= o, comme
elles ne contiennent pas d’atbitraires , & quelles font
d’un ordre inféricur , elles ne peuvent fournir de folu-
tions complettes.

2°. Si cette condition a lieu , il faudra tirer de la
propofée toutes les équations linéaires quelle renferme,
prendre pour chacune & part les équations de condition,
& la folution pourra étre complette, lorfque, fubfti-
tuant dans ces équations la valeur d’une des plus hautes
différences prifc de la propofée, pour fa différence fu-
péricure, {a valeur tirée d’unc équation formée en €ga-
lant A zero la différentielle de la propofée, & ainfi de
fuite, les équations deviendront identiques , ou le feront
par elles=mémes 5 -car alors cette valeur ;. fubftituée dans

Dlj
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dB, rend dB = o ; & conléquemment A..--:i,—/li de-

vient d’un ordre inférieur 3 B : & intégrant 4V, on
a une intégrale générale.

Dans tout autre cas, intégrale ne peut €tre que par-
ticuliere ; car, de ce ‘que la valeur de'la diflérence fu-
périeure , prife de la propofée , ne rend pas dB=o,
. aucune fonction du méme ordre, égalée a zero, ne peut
rendre ¥~ & d B nuls en méme - tems , & par conféquent
aucune fonéion de lordre inférieur qui contienne une
arbicraire.

Il eft clair par [a nature du Probléme, & lon verra
en en f{uivant lanalyfe, que les équations de condition
qu’on trouveroit en fuivant pied 4 pied les opérations
indiquées dans cette Remarque , font contenues dans
les équations de condition générales du Probléme , &
qu’ainfi , plus fimplement, I'équation propofée admettra
une folution complette toutes les fois que les €quations
de condition feront identiques , ou le deviendront en
{ubfticuant , pour: les différences de lordre de I'équa-
tion , ou d’un ordre fupéricur , leurs valeurs tirées de
V=o0,dV =o0, &c. & n’en admettra que dans ce
cas, ce qui eft évident par {oi-méme; car alors on aura
une fonéion du méme ordre que ¥, qui érant égalée
3 zero, rendra ¥ & B = o; & l'on n’aura pas befoin
de recourir 3 une équation d’un ordre inférieur , qui
rende ¥ = o. Donc, &c.

ReEmaroue lll
So1T une équation dx + Ady +Bdy=o: 4&
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B leant des fonQions finies, jaural ¥ = p + Ap +
Bp'— o, & les équations de condition
N dB . | N.&dP
P i 2
N-_dP _ N'—dp”
B 27 P
olt mettant pour NV, P, N', P';, N", P’, leurs valeurs,
& ¢liminant p qui refte & Paide de Péquation p + Ap
+ Bp' =o, je n'aurai plus que I'équation
4B dA dA 4B
Yols 8 Do it
qui eft celle de M. Fontaine , & qui fera identique lor{-
que la propofée aura une intégrale générale, & aura lien
en méme-tems que la propofée lorfque lintégrale ne
fera que particuliere.

=0

b

REMAaROQUEIV.

Sort ¥V du premier ordre, & 4 deux variables feu-
lement : on pourra toujours mettre la propofée fous la
forme Adx 4 Bdy = o ; cas pour lequel ( Remar. L. }
il n’y a pas d’équations de condition : d’ou je' conclus
que , quel que foit 4 & B, cette équation admet une
{olution complette.

Si pourtant on vouloit le démontrer dire®ement , voici
comme il faudroit s’y prendre. Le Probléme II donne,

dans ce cas, I’équation de condition
N—aP _ N—aP
P o3 P’
Faifant difparoitre les dénominateurs , & multipliant

Np —pdBPp = Ny — JdP' Pp.
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Mais & caufe que les dx , dy fe trouvent toujours &
une méme dimenfion , on a a¥'=Pp+ Py, a dé-
fignant cette dimenfion. Donc, puifque ¥ = o , Pp
= — P''; & I'équation précédente devient
Np+N'p— pdP —p'dP = o.
Mais « « d¥V=Np—+ N'p ~+ Pdp+ Pdp = o.
Donc Iéquation précédente devient
Pdp+pdP~+Pdp +pdP'=adV = o.
Donc elle eft nulle lorfque ¥ = o, & cela fans avoir
‘befoin de fuppofer qu'une fonétion d’un ordre inférieur

rende ¥ = o. Donc la propofce admet une {olution
complette.

PrRosvrLEME VI

TRoOUVER les équations de condition qui doivent
avoir lieu pour quune équation différentielle d’un ordre
quelconque, comprenant un nombre quelconque de va-
riables , puifle avoir une intégrale finie,

SoLu TI0N. Soit toujours ¥=o. Je fuppofe,, comme
dans e Probléme VI, que # multiplié par A4 devienne
une différenticlle exalte , & que jaic AV = d B, en-
forte que B = o ait licu en méme-tems que ¥'=o : je
{uppofe encore que B multiplié par A’ devienne une
différenticlle exalte, & que jaic A'B = dB’, enforte
que B’ = o ait lieu en méme- tems que B = o, que
V = o, & ainfi de fuite jufqua ce qu'on parvienne a
une équation finie.

Cela, pofé , jaurai 1°. par le Probléme VI, pour la
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variable x , I’dquation
N —dP +d*Q — &R, &ec. A—-—-P-—zc{Q—%—
26" R, &. a’A—i—Q——-;dR &c. d*A — R, &e.
d’ A4, &c. ,
& une équation femblable pour *chacune des autres va-
riables ; enforte que, pour avoir les équations de con-
dition , il n’y a plus qua éliminer 4.

Faurai 2°. par le méme Probléme, pour que I'équa-

tion B — o {oit poflible par rapport a la variable x
leqmtlon

dB a8 ’ 4B 2B
—"1—x—'—'—d P +d17§‘,&C.A"—"d—F—‘za’—d_{3&c'

dd + -‘}?—, &ciah, Xy = 02
& une équation femblable pour chaque variable.

Prenant maintenant, par le Plobleme VYd , les.ya-

dB dB dB AV AV
Ieursdesdx,dp’dq, .nd ,a’dq,d'a,r,
&c. & faifant égaux 3 zero les tcrmes multipliés par V

d¥V , &c. ce qui peut toujours fe faire , lorfque l’e-
quation /"= o a une intégrale de l'ordre mferleuf &
ne peut fe faire que dans ce cas, jaurai ],’équation
AP —>2dAQ+ 3d* AR ,&c. A"~ AQ—3d AR,
&c. dA' + AR, &c. d* A, &c. = o,
& une équation {femblable pour chaque variable,
Jaurai 3°. pour que I’équation B’ = o foit poflible,
des équations femblables aux precedentes , €n mettant

A" pour A'; A' pour 4 dB dB » &c. pour P, Q,

dB 4B
&e. & pour =, G &c. leurs valeurs en {uppofant
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nuls les termes mulripliés par #7: & continuant ces ope-
rations jufqud ce que je parvienne a I’équation finie ,
jraurai les équations de condition cherchées, en élimi-
nant les 4, A', A", &c. ce qui n’a befoin que des
regles ordinaires de I'Algebre. C. Q. F. T.

REMaRQUE I

I1 fuit de Panalyfe du Probléme, que le nombre des
équations qui contiennent 4, A, A", &c. érant égal
au produit de Pexpofant de Pordre de Iéquation par le
nombre des variables, & celui des quantités 3 éliminer
érant égal au méme expofant, il en réfultera un nombre
d’équations de condition égal au produit de P'expofant
de lordre des différences par le nombre des variables
diminué de Punité. Et fi unc des différentielles eft {up-
pofée conftante , le nombre des équations fera encore
diminué d'un nombre égal & I'expofant de lordre de
Péquation.

REMarRQUE II

S1 Iéquation #=o admet une f{olution complette,
‘A peut e fappofée telle, que la valeur d’une des plus
hautes différences tirée de AV = dB {oit identique-
ment la m&me que la valeur de la méme différence tirée
de ¥ = o : fi donc B=—o0 a une folution complette,
tirant de ¥ = o, d¥ = o, &c. les valeurs d’une des
plus hautes différences , & de fes différences fupéricures,
& fubftituant dans les équations de condition , clles
deviendront identiques. :

On
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“"On peut appliquer ce raifonnement aux équations
des ordres inféricurs & B =6, & conclure ‘en général
que , lorfque toutes les équations de condition feront
identiques , ou deviendront telles en' 'y fubftituanc les
valeurs des plus hautes différences tirées de ¥ =0,
d¥V —=o , &c. la propofée aura une intégrale finic com-
plerte , & n’en aura qu'une incomplette dans tout au-
tre cas.

On voit aifément que , s'il n’y aveit que deux va-
riables & une différenticlle fuppofée conftante , la pro-
pofée admettroit toujours une folution complette.

RemMaroueEe [l

.S 1 léquation ¥~ = o étoit telle que P fir [ diffé-
rentielle -exa&e d’une fon&ion finié , équation 4uroit
une intégrale complette qu'on trouveroit en intégrant la
formule que je donne 4 la fin de la Remarque II, page
22.. Mais comme cette intégration ne¢ donne qu'une
arbitraire , au lieu d’un nombre égal 4 celui de I'expo-
fant de lordre de équation , je remarque., pour otef
tout nuage, que cctee arbitraire doit alors &tre {uppofée
dela forme . ax'" 402"+ . . .. 4 g

n érant expofant de Pordre de Iéquation , & &' pou-
-yant étre une variable quelconque dont la différence foit
conftante. , : e i
o o BRI Wl

LJE fuppofe que faic_uné équation ‘entre Z , a"ZA -
X, y7, &c. & leurs’ différences diui-ordre’ quelcon-

Pariie 1. |
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que, il eft clair que les équations que jaurai pour que
cette équation ait pour intégrale une équation entre x,
¥y s 7, &c. leurs différences, & Z, devront étre iden-
tiques , lorfque j’en aurai éliminé Z & 4Z a laide de
la propofée , & quainfi elles doivent étre Jes memes
que celles que P'on auroit eues, fi I'équation eic été dZ
= M, M étant une fon&ion fans Z , & par confé-
quent les mémes qu'on auroit pour que M foic une dif-
férenticlle exatte.

Soit denc une équation d’un ordre quelconque entre
Xy ¥y 7 & & Z, &que Z doive tre un maximum,
jaurai (Remarque IV , page 17) les équations qui de-
vront avoir lieu entre les variables , en éliminant les
Z,dZ, &c. des équations que donnera le Probléme
VII , pour que I'équation en Z , dZ puifle avoir une
intégrale en Z ; & il faudra de plus, quen fuppofant
que ces équations aient lieu entre les variables, on puiffe
avoir une intégrale de la propofée du premier ordre.
Donc toutes les équations du Probléme VII devront
avoir licu en méme-tems , & fe réduire , pour que le
Probléme de maximis foit poflible, a un nombre égal 3
celui des variables , en y comprenant la propofee; &
les équations qu'on aura alors en éliminant Z , 42,
&c. feront les équations cherchées.

Le cas ou la formule (7 devant étre uh maximum
¥ contiendroit une intégrale indéfinie , fe rappelle aifé-
ment au cas préfent : on pourroit auffi alors trouver les
¢quations par les Problémes I1I & IV. Sil y avoit une
équation qui dit avoir licu entre les x, ¥, 7, &c. on
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élimincroit, 4 I'aide de cettecéquation , une des varias
bles, & on traiteroit enfuite la formule comme ci-deflus.
M. de la Grange a étendu fa méthode 4 tous ces cas:

CoNgiu's T oN

Voivra, jecrois; comme je [ai‘annoncé, toutce
qu'on peut exiger {ur les équations de condition. Je puis
m’aflurer fi une équation différenticlle propofée a une
intégrale finie :' il ne me refte donc plus qu’a’ déeerminer
cette intégrale , lorfqu’il y en a'une :* cleft ‘ce“que je
me -propofe de faire dans la Seftion qui fuit.

SECOMNDE . SHCTIONT
Méthode générale de trouver Pintégrale d’une
équation différentielle propofée.

Querre que foir Péquation différentielle que l'on
me propofe d’intégrer , je puis la mettre fous une forme
telle quil ne s’y trouve plus que des puiffances éntieres
& pofitives des.différenticlles. Les coefficiens finis de
ces difFérentielles. ne peuvent &tre non plus que des fonc-
tions algébriques des variables - ; :

Xy, &e.r = lLox,y & s=1.dx,y, &c.r,
3 St ed)x,y\,'&c, ok e(b’x,y,. &c.r;

& ainfi de fuite, ® , ¢, &c. défignant des fon&ions al-
gebriques des variables ¥ 1y, &cion x, 3, &c. 7y &e.
E ij
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& il n’ ya point. de fontions analythues quon e puifle
réduire 2 cette forme; & je pourrai préparer lequatlon
enforte que ces coefficiens ne contiennent plus ni deé-
nominateurs ni radicaux.

J'appellerai une équation différentielle ainfi préparée,
une, equation rationnelle & ensiere | une équation algébri-
gue entre X, v, &c. leurs differences, & v, s, &c.

L'intégrale finic d'une telle équation pourra toujours
étre aufli une é»quar't-ion algébrique r-atic);n_nc;:llc & entiere
entie ¥ 5 -, &ce. Encs s bip &d.

- Une équation drﬁ‘erenmeﬂc étant - au‘;\ﬁ preparee, ]y
remarque quatre points qui la diftinguent_ de tout autre.

- 1% Lordre de Téquarion , & le nombre des fonc-
txons s S ;,,&CC. qui sy trouvent. .

514 degre ot y montent les” différénces , & ¢elui
des equaﬂons rationnglles entre %Y, &6 25%, y K6
r, <I) BEC. T <4y

. Le depré oliimotitent les x, y , &e. 7, s , &ec.
dans les copﬂimens des différentielles., & dans Ies coef—

ficiens des’ equatlons ratlonnclles & ‘entieres entre ¥ 5

¥ &c. D5 Xy, &c. Ty o', &c.

S Les cocfliciens con{’cans.

Et, de ces quatre points, je détermine quatre points
quit diftinguent lmtegrale de. cette €quation dlﬁ'eren-
tlelle de toute autre équation ‘finic.

.. Ec- nombrc des ‘fonctions 7, §, £, &c.

2° Le ‘degré des'@quations rat1onnellcs entre &, @,
@", &c. & les variables x , 5 &c. 7,552, .&c..& ie
degr¢ ol doivent montsr les 75 85 2518c:dans linttéx

A
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grale mife fous une forme rationnelle ‘& ordonnde par
ordre par rapport 4 ces fon@ions, en commengant par
la derniere.

3°. Le degré ou doivent monter les «, ¥s &c. dans
les cocfficiens des fonions rys ,.t, &c dans linté-
grale cherchée , mife fous une forme rationnelle &
entiere.

4°. Les coefficiens conftans. !

Cette Scction fe divife donc naturellement en quatre

ARrRTIrca.t L

Trouver le nombre & la nature des Sfondions tranfeendantes
qui peuvent entrer dans Uintégrale dune ¢quation.
différentielle propofée. _
J £ {uppofe que jlaic une fonction algébrique de x,
Y 5 &c. leurs «différentielles , & 7, fon&ion tranfcen-
dante de x, vy, &c. & que cette fon&ion fojt ¢galée
a zero. Si je différencie cette fon&ion » j-aural une fonc-
tion .algébrique d’un ordre fupérieur entre x, y, &c.
leurs différences, » & dr. ‘Donc, ¢galant cette fonc-
tion a zero, fi la valeur de 47 en x, ¥, &c. ne con-
tient pas de fonéion tranfcendante , ol n'en contient
point d'autre que r , je pourrai ¢liminer.7 3 laide des
deux équations, & Jaurai une fonétion algébrique des
variables x , y , &c.. & ‘leurs différences feulement .
d'un ordre plus élevé que, la -propofée , fon&ion égale
2 zcro'__: & cela ne peut arriver que dans ces deux cas,
pareeque je n'ai, pas d’équations A laide defquelles je




383 Duv CALCULINTEGRAL
puiffc ¢liminer les nouvelles  tranfcendantes que la dif-
férentiation auroit produites.

Je dis maintenant que le premier cas ne peut avoir
lieu que lorfque la fon&ion r = 1.a" 6" c? , &c. ou
ml.a4+nl.b~+pl.c,&c. a,b,c,&ec. érant des fonc-

tions algébriques, & m, n, p, &¢. des nombres méme

o Dx, Yy, XC
incommenfurables: & le fecond , lorfque r =e¢ Ey

@ défignant une fonction algébrique , on que r =

La" 6"t &e. e
ghe biets & g défignant un nombre irrationnel , {ans
quoi cette fonction feroit algébrique ; & la conftante
que la différentiation aura fait difparoitre, fe trouvera
Etre, pour le premier cas, dans les coefficiens de la pro-
pofée, & pour les autres, dans la fon&ion r ; dans le
premier , le terme conftant de la valeur de 7, tirée de
la propofée; dans {e fecond, lc terme conftant de @3
& dans la troifieme, le cocficient de 2 0 e ke

Cela pofé , foit 1° une équation du premier ordre
entre % , ¥, &c. dx, dy , &c. fans fon&ion tranfcen-
dante : il fuic de ce qui précede , que fon intégrale
finie ne peut Etre quune équation algébrique engre X,

1 g™ B P
A e & r=14a. b € ,&¢
oip g M ¥e
m,s P

e ik »eql.a b ¢y &c..
Mais il eft clair que repaffant des fogarithmes aux nom-
bres . ces trois formes” d’équations fe réduifent 2 la
A 2 % q ¢ p N
premicre. - Donc' Péquation ingégrale finic pourra tou-
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jouts €tre une équation algébrique entre x, y , &c. &
o e &ec.

m da n db m da n_db
=i T e d et PRI s
dy + &ec.

& par conféquent érant fans fon&ions tranfcendantes
& cette ¢quation pourra étre 7 égale} a4 une conftante ,
& par-1a fe réduire 4 une équation algébrique.

Cette derniere remarque sapplique également 4 ce
qui fuit,

20, Soit une équation du premier ordre entre X, Y3
&c. leurs différences, & 7 =1.2"5"c? , &c.

D x &c.
T e S A

e gl.a™b"c? | e

ou -
regardant » comme une nouvelle variable: il fuit de ce
qui précede, que Pintégrale finie de cette équation peut
toujours &tre une équation algébrique entre x , y, &c.
r, & s = l.a’m’é’"'c’p’, &c. d, ¥, ¢, &c. étant des
fon&tions algébriques de ¥,y 3-8c, A '

Soit aufli une équation difiérentielle du fecond ordre
entre. x, y, &c. & leurs différences du premier & fe-
cond ordre, fans fon&ion tran{cendante , fon intégrale
finic ne pourra étre qu'unc équation algébrique entre x 2
Y &e.r=1a"b"c?, &c. &'s=1a"6" ¥ ge.

ou e %> ¥ & ou. e fer
3

m;n p ey gm g p
gla™b" ¢ s &e: gLd7 V" ¢ 8.
ou e R ou e i

car, dans toute autre {fuppofition , on ne peut patvenir
a une équation du fecond ordre fans tranfcendante ; &

?
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pat conféquent Pintégrale pourra toujours e fappofés

une équation algébrique entre x, ¥y, &c. & .
r=Lla"b"cf ;- & s =1 dmET Y &e.

Ddx, y, &
ou ¢ s

eql.nmlincp, &e.

ou
Une des arbitraires fera le terme conftant de la valeur
de s, prife de 'équation intégrale : la feconde fera , pour
la premiere forme, le terme conftant de la valeur de 7,
prife. de I'équation algébrique du premier ordre , qu'on
a éntre x, ¥, &c. leurs différences , & r; pour la fe-
conde , le terme conftant de @ ; ‘pour la troifieme , le

coefficient de a'f’,b”c"’,'\&é.'

3°. Soit encore une éguation différenticlle du premier
otdid ntre 'y ¥ 5 8. lears différences, & 7, s, regars
dint 7 & s comme dé aouvelles viriables : il eft clair
par ce qui précede’, que Pintégrale en pourra toujours
etfe une équatioh algébrique-entie £ , ¥, &e. 755 &
feas ] g™ K ; &c. &'y &'y ¢’y &c.deant des fonc-
tions aleébriques de ®5 y, & 7, 5.

Séit ‘une équation” du fecond ordte et &0, ¥ ,2 &
leuss différences y & 7y fégardant 7 comme une nous
velle variable : il fuit de ee qui précede, que fon ineé
gralé firlie pourrta towjours:€rre unc €quation algébrique
entre X ; ¥ &Ear =14 gt ¥ - &s.

q)’\k ¥, &es
0oy Mo 3

’ /4 s b/"’ ‘1["
ol e?%*

B ¢ ehazAtaser sgh oo Lno ; jsrEl b
BT Lo 0T, k. Soit
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Soit ‘enfin une équation du troifieme ordre entre x,

¥ > &c. leurs différences des premier , fecond & troifieme

ordres , {ansfon&ion tranfcendante: Pintégrale ne pourra

jamais €tre qu'une équation algébrique entre %y ¥y,
&c.r=1a"b"c?, &c. s=L1ad"H" ¥, .

b S ed> x, ¥, &c. o erb’x,y,&c. r
>

eql.amb"cp, &c.

2
gLa b F | e

ou e “

; m// nl/ 7’
o P gl T &
%, y, &1, 's

ou - e :
1. @ m’ 12 ' [//P“ , &,
ou ef 3
& conféquemment 'pourra toujours Ltre {uppofée une
€quation algébrique entre © J1GM0014 30 IROL0e)
» m’ ! ’
&c. r=1La"b"c?, &c. s=la™¥" P&,
L) 5 o' x &c.
ST L e O £t o Ay
m,n p ’ ,m:b’n: /P' 2
Bty eql.a bc ,&c., Bi 8.91“ e, &

3
K=" " c”P”,' &, .
‘ce qui donne neuf formes' différentes d’intégrales. Une
des arbitraires fera le terme conftant. de la valeur de .
prife de lintégrale. La feconde, pour la premiere forme
de s, fera le terme conftant de la valeur de s , prife
de I'équation algébrique du premier ordre, qu'on a entre
X,¥, &c.rys; pour la feconde, le terme co'nfh:mt de
@'; pour la troifieme, le coefficient de '™ & " 7', &e.

La .troifieme. fera , pour la premicre forme de 7 > e

Parsie 1. g e
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terme conftant de la valeur de 7, prife de I'équation
algébrique du fecond ordre entre x, y, &c. & r; pour
la feconde, le terme con(’cant de ®; pour la troifieme,
le cocflicient de. @™ 6" <? , &e.

Il eft aifé d’appliquer le méme raifonnement aux equa
tions des ordres {upérieurs; & lon peut conclure en gé-
néral , 1°. que Pintégrale finie d’une équation de 'ordre
n neft fufceprible querde 377" de formes femblables

a celles que ai déterminées ci-deflus's 2°. que, ces

- formes pourront contenir un nombre z. de fon&ions

tranfcendantes, formées comme ci-deflus, & dans lef-
quelles entreront celles qui {e trouvent déja daas la pro-
imfée 503%: que’, -dans le cas . ou I'équation intégrale
contient ce nombre de fon&ions tranfcendantes , elle
a néceflairément aufli un nombre égal d’arbitraires, qui
fe trouveront diftribuées dans les coefﬁcxens de I'équa-
tion intégrale , ou des fonctions tranfcendantes, felon la
natgre de celles ci, comme il 2 ¢eé remarqué ci-deflus.

Si donc une équation propofée meft fulceptible que
d’une folution incompletre , les formes générales de-
‘vront étre moins compofées ,. & ne pourront contenir
qu aatant de fonctions tranfcendantes quil don: refter
de conﬁantes arbitraires.

Lat thétne chols fuir 206 de Ta “Seltion précédente ;
car {t la propofée n’a point d’intégrale générale , en
comparaot avec la propofée les équations de condition,
je parviendrai a une équation d’un ordre mférieur, qui
n’aura ni nouvelle tranfcendante ai‘arbitraire , ‘& ‘qui
aura lieu en méme-tems que la propofée ; & de- la
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par le méme moyen ; 4 une équation 4 ou finie ; ou
qui admettra une folution complette , & ou il ne fe
trouvera ni arbitraire ni nouvelle tranfcendante , & qui
réfoudra la propofée: & je n’auraiplus, pour avoir I'in-
tégrale de la propofée 5. quwa_chercher .celle. de. cette
nouvelle équation.

, dans les opérations qu'on a été obligé de fure
pour mettre I'équation différenticlle fous la forme que
je confidere ici, on avoit eu befoin de la différencier,
ce qui a licu lorfque les fonltions tranfcendantes qui
fe ‘trouvent dans cette équation contiennent des diffé-
rences , ou lor{qu’il 'y trouve des formules fous le ﬁgne
d’i 1ntegrat10n Pintégrale fera d’'unc des formes trouvées
ci-deflus pour Pordre olt monte la propofee apres la
différentiationr. Mais'; dans le premier cas , il faudra
déterminer dans I’ mtegrale un nombre d’arbitraires égala’
celui dont Pexpofant de Pordre de la propofée fe trouve
augmente : car, fans cela, repaflant de lintégrale finie
3 propofée , i y refteroit des arbitraires; ce qui eft
contre Phypothefe. Il nen eft pas de il dans le fe-
cond cas, parceque chaque fon&ion fous le figne d’in-
tegration contient une arbitraire. :

Il fuit de ce qui précede, quune des intégrales d’un
ordre inférieur quelconque d’une équation des ordres
fupérieurs , qui a une intégrale finie , eft toujours une
€quation algébrique entre x, y, &c. leurs différences ,
& r, s, &c. 'mais que lés autres peuvent contenir des
fonctions tranfcendantes ot entrent dés ' différences |,
comme on peut sen aflurer en cherchant - produire

F ij
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ces équations par la différentiation de la forme générale
de Pintégrale finie de la propofée.

Slaceiics 2 a I

Du degre ou doivent monter lest, s , &c. dans léqua-
tion intégrale mife fous une forme rationnelle & entiere,
ceft-a-dire, débarrafféc de dénominateurs & de radi-

. /
caux , & auffi du degré ou des éguations entre ®, @5

Grcd o by & Tl A0 BRISSIR «4p) &

- JE ne fuppoferai ici, & dans PArticle fuivant , que
deux variables, pour abréger feulement; car il fera fa-
cile de voir que la méthode sapplique également a un
plus grand nombre , fans aucune nouvelle difficulte.

I.. Soit I'équation propofée du premier ordre, & fans
fon&tions tranfcendantes., Je fais difparoitre les déno-
minateurs & les radicaux ; & elle devient de la forme

Adx" +~Bdx""'dy .« . o 4 Pdy"=o,
A, B . .. P éant des fon&ions entieres & ration-
nelles de x , ¥, & 11 un nombre entier. Par I'Article
précédent , [intégrale de cette équation peur tou-
jours Etre une équation algébrique entre x, y, & r =
La"6%c?, &c.=ml.a+nlb+plc,&c a,b,c,
&c. érant des fon&tions algébriques: & par conféquent
I'équation intégrale pourra étre mife fous la forme
Er4+Gr '+ Hr' 7 "+Kr' "+ . =0
F; G'; H'| K’ érant des fon&ions algébriques fans dé-
nominateurs ni radicaux 3 enforte que prenant de cetee
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équation la valeur de 7, elle foit X ++ N, NV érant
Parbitraire, & X érant fans V: ce qui fait qu’on peut
changer la forme précédente en celle-ci,

Fr' 5 NFF T RN p A T B N s R S

. 2 3k 2 . 3

G G4r—1 NG = —'——————NG
-+ H - y—a2 NH
sbedc

F,G, H, &c. étant fans V. On aura aufli, ¥ caufe
de dr=4d1l.a"5"c? | &c. une équation
aa'ro—k—bdx-i—c;l;dro—x+c(1x"-+-fdxdy—+—gd_y’i
AP E T ekl aeie O

a,b,c, &c. érant ici des fon&ions algébriques de x,
v, fans radicaux & fans dénominateurs : & 3 laide de
la valeur de dr, qu'on tire de cette dernicre équation
on doit parvenir 4 une équation de la méme forme que
la propofée.

Je fuppofe d’abord 1= 1 : jaurai une équation dif-
férentielle o'} S IBAS eris A N)e Adx —+ Ba’y =o,
dont lintégrale fera + + « « Fr 4+ NF = o;

+ G
& jaurai s, . ie <%y adr4-bdaid-cdy = o,
ce qui donne e+ f=w0, b+ f = o, c+ f' = o,
&e. f, ' f"s &c. étant des fon&ions algébriques ra-
tionnelles & entieres de x , ¥ ;5° car toute autre fuppo-
fition donneroit 1 P> 1.
Je {uppofe en fecond lieu que IT = 2 : jaurai une

equation diff¢renticlle Adx* +Bdxdy +Cdyr—=o,
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Donc lintégrale fera Fr* -+ 2 NFr—+ N* F==0;
‘ -+ G + NG
~+ H
& jaurai . . - adr + bdx + cdy =o : «ce
qui donne g + f==6, 8+ f =o, ¢+ =0, &c.
Ou . . 0 s Fr+ NF=o0;
+ G
& jaurai adr*~+ bdx + cdydr +edx*+fdxdy
+ gdy* = o0::ce qui donne
fa*+ ga+h=o0 féz—l-g’é—l—lz’_o &c.
avec les conditions que f,-—--l% = —:}—,-—-——f = o
un nombre aufli indéfini de fonions fans radicaux ,
{emblables & celies du cas précédent.
- Ouenfin « o Fr:4-2NFr4+N*F=o;
' + G + NF
& jaurai adr* +~bdx + cdy dr +edx* + fdxdy
~+ gdy* ==o0 : ce qui denne , comme ci-deflus, '
fa* -+ gath=o, fb* + gb+ K=o, &c

avec un nembre auffi indéfini de fon&ions fins radi~ i
caux ; & il faudra que
G* H g h glz « B
—_—— - = = — — — &g,
4F* I o Y T f

& Tintégrale ne pourra &tre autre chofe ; car toute autre
fuppofition donne 1} 2. -

Je fuppofe en troifieme licu que 11 = 3 & jaurai
Péquation différentielle

Adx’ 4+~ Bdx*dy + Cdxdy* + Edy’ =o.
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Donc lintégrale fera

Frs 4~ 3NFr* 4+ s N*Er +~ N3F =o;

+ G + 2 NG + NG
—+ H +~ NH
+ K

& jaurai - . . adr+bdx+cdy = o: ce
quidonne + ¢ .+ a4f=—o0, b+ f =o0, &ec.
Ou bien l'intégrale fera- « Fr +~ N F —o;
+ G
& jaurai :
aa'r3—l—bdx+cdydrz+'edxl+fdxdy+gdy2dr
+ hdx3+ idx*dy + kdxdy* + [dyd== o
ce qui donne
Ja@+gat+ha+k=o,fb+gb* +Hb+ kK=o, &e.
&c. avec cetre condition , que les racines de toures
ces €quations foient commenfurables entre elles ; & de
plus un nombre aufli indéfini de fon&ions fans radicaux.
Ou enfin Pintégrale fera

Fri 4~ s NFr* + 3N*Fr+ N3F —=o;

-+ G + 2 NG <+ N*G
i +~ NH
—+ K
& jlaurai .

adri+bdx+odydri+edx* + fdxdy+gdy*dsr
+hdx} +idx*dy + kdxdy* + 1dyi= o:

ce qui donne
f@+gatthatk=o, fb4gh +kb+ K=o, &
& un nombre-aufli indéfini de fon&ions fans radi-
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caux , mais avec cette condition , que les racines;
tant de la propofée, que de ces équations du troificme
degré , feront commenfurables entre elles : & Pintégrale
ne pourra €tre autre chofe, car toute autre fuppofition
donneroit > 3.

Je parviendrai aifément par la méme méthode 4 dé-
terminer les formes que peut avoir Pintégrale pour les
cas oull = 4, 5, 6 , &c. & 4 en former des tables.
On voit en effet que, quel que foit 11, le degré de I'¢-
quation en r ne peut étre quun des fa&eurs de m, &
quil en eft de méme de I’équation en dr: d’ol il {uit
que le nombre de ces formes eft toujours fini. On voit
aufli qu’il pourra y avoir entre les variables & a, 4, ¢,
&c. autant de {uites d’équations, que 1T a de faleurs,
comptant pour pluficurs falteurs différens le méme fac-
teur , lorfque pour produire I il eft répéeé plus d’une
fois ; & chacune de ces fuites contiendra un nombre
indéfini d’¢quations. Quant aux conditions qui doivent
avoir lieu entre les coefliciens, foit de la propofée, foit
de des ¢quationsen a, 4 ¢, &c. pour que certaines
formes conviennent A la propofée , on pouta les trouver
facilement : & 1®. fi on veut que pluficurs équations ,
du cinquieme degré par exemple , aient lieu en méme-
tems pour I == 5, on fuppofera leurs racinés’com-
~menfurables entre -elles ; ce quitfe peut faire fans ‘ré-
foudre Péquation,- 2°, Si Ton veut'que'des ¢quations du
fecond degré aient lieu avec une du quatrieme; pour
que 1= 4, il faudra que I'équation du quatrieme ait
-pour racing la fomme desi racines de deux équations du

fecond

-
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fecond 5 & le refte comme ci-deflus : & pour avoir
alors les conditions, on naura pas non plus befoin de
refoudre Iéquation.

Si Péquation difFérentielle propofée étoit réfolue en
fa&eurs linéaires de dx & dy , alors, comme on con-
noitroit les radicaux qui entrent dans la compofition
des coefficiens., & qu'ils font les mémes que ceux qui
entrent dans la compofition de ceux de Pintégrale, on
fauroit immédiatement quelles font , entre toutes ces
formes , celles qu'on doit choifir.

I parott au premier coup d’ceil , que la méthode ne
donne aucun réfultar pour le cas le plus fimple, qui eft
celui ot Pintégrale eft algébrique : car , dans ce cas -
IT peut etre 1, 2, 3, 4, .&c. Mais avee un peu d’at-
tention, on verra que ce cas fe rappelle de lui-méme &
celui ot on auroit dans Fr+FN +G=o, F=—1,
G =o, & une équation en dr , telle quelle doit &tre
pour la valeur de im: & il n’y aura plus qua repafler
des logarithmes aux nombres, On en verra des exemples
dans PAre. II1,

IL Je fuppofe maintenant que équation propofée eft
du fecond ordre & de cette forme,

Ac{xn—i—]gcz'xn“ld_y—{— . . ddyP+A’c{xn_z+

B doe DT 5dypishe 5% ) () ahidarl | e % 5y (sbsiony
~dont elle eft fufceptible toutes les fois queelle admet
une folution complette. On a vu dans I'Article I , que

fon intégrale pouvoeit toujours étre {uppofée une équa-

Partie 1,
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quation algébrique entre

m’ n/ /
X mla b et A By LA B e &

e(bx, ¥, &c.

ou +

e 5 &
)

& fera par conféquent de la, forme

1 a"lbn
ou el

(1) Fri-Gr* "+ Hr" 7"+ « « sé+F/rw/+

G'rw’-l—f—ﬂlr@/_L—l— L So—q—i— e e — O

& jaurai aulli’ les équations

(2) a'a'sé’—i—b'dx—’r-c’c/y—'.—c'a’r e TR LG Sase

gadre A Bl GRS bt e S » e Ay
(3)Zpour le premier cas; &

gaa’r(9 —}-—ba’x—%—-ca’yrcz’re—I R i s i b
pour les deux queres 5 .4’y &, ¢, &cv aly b &e.
étant, des fon&ions de %,y , 25 & a4 &, ¢, &c.a,
b, c,&c. de x jiy feulement. Je différencie équa-
tion (1), jélimine s avec équation (2) , puis s avec
avec l'équation (1) ;& driavec I'équation (3), & jai
une équation (4) du premier ordre, ou il ne fe trouve
plus quex, ¥, r, dx & dy. Je différencie cette équa-
tion (4) : jélimine de cette différence dravec I'équa-
tion (3) 5 & r avee I'équation (4) 3 & jai une équation
différentielle du'fecond ordre, ‘quine contient plus que
%yy,dx, dy,ddy, fans fonltions tranfcendantes |,
& qui doit ¢tre de' la forme de la propofée: & pour fa-
tisfaire aux- €quations (2), (3), jaurai des équations en
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a0, oy o el e i) o or i Gpe. R e B,
X Y5 by X5 Y3002 0 I8
Tout cela pofé, fi je veux dreffer, pour cefecond ordre,
des tables femblables & ¢celles dont j’ai expofé ci-deflus les
principes , je n'aurai qu'a faire 1°. 0, 0, §, 8, fucceflive-
ment 1,2, 3,4, s &c.obferver les valeurs de 1 & P,
qui naiflent de chacune de ces {uppofitions , & les cas gé-
néraux ou la valeur de 11 & P peut s’abaifler 5 ce qui donne
des conditions générales entre les coefliciensen x ; y. 2°.
Je mettrai a coté de chaque valeur de i1 & de p leés formes
que j'aurai vu pouvoir leur convenir , avec les conditions ,
lorfqu’il y en a : & de plus, je mettraia coté de chaque va-
leur de ¢, 8, dans ces formes, les equatlons en &, ¢, a,
b,c, &c a, b, d, &c. que j'aurai trouvé leur convenir par
la. méme n‘efhode Il eft aifé de voir que le nombre de ces
formes ne peut étre que fini; caro & §'ne peuvent étre
plus grandsque 1 +1 ; de memc que le degré de lcqua-
tion (4) & 6 ne peuvent étre plus grands que'P.
Soit, par exemple , =0, P==1:onaura
Erlse Granm oo Digad ogpspShy o(bjsirraiBib 5l ghaga
dds+bdx + ddy +ddr=o, adr + bdx + ca’y
—o,ouadr+rbdx—+ cdy::o . & il faudra que
l’éqnation (4) foit rdx + a"dx + b'dy =0, a" & b
étant des fonltions fans radicaux : & on aura Ies inté-
grales qui repondent a cetee formule , en trouvant , pat
PArticle qui fuit, celles qul repondent A Péquation rdx
+ a"dx + b”dy =o0, ou il faut obferver que 7 ne doit
étre qu'au premier degré » & m’avoir pour facteur que 4,
Ces formes, une fois déterminées , donneront celles de

G ij
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toutes les équations quon peut réduire & la forme A ddy
+ Bdx* 4+ Cdxdy + D dyru=v,0 45 B .G, B
contenant des fonions irrationnelles. En effer-elles fe-
ront les mémes excepte que les fon&tions qui 5 pour
le cas précédent, éroient irrationnelles s pourront ;5 dans
celui-ci 'y contenir les mémes fon&iens irrationnelles
que, A 1Bs €. D,

Siléquation éroit ou pouvoit &tre A4 d*y + Bd*x +
Cdx*+ Ddxdy +Fdy*=0, la propofée ne pout-
roit contenir qu'une feule tranfcendante.

Quelque forme quait la propoféc , clle peut avoir
une intégrale , foic algébrique , foit avec une feule tran:
cendante : mais ces cas fe ramenent au cas général; &
pour lors équation (1) eft Fs 4+ G =—o » F & G érant
des conftantes: & dans. le premicr feulement équation
(2) fera zds —'dr =0, .

Les intégrales des équations différenticlles qui auroient
une fonction tranfcendante dans leurs cocfliciéns , fe
trouvent par cette méthede ; obfervant feulement que,
comme la différentielle de cette fonctian ‘tranfcendante,
dont on a laivaleur , a été dliminde » il faut voir quelles
formes pouvoit avoir la propofée avant I'dlimination :
& le refte fe fera comme ci- deflus,

Il eft aifé de voir que les principes que je viens d’ap-
pliquer aux premier & fecond ordres, font généraux pour
un ordre quelconque,

R
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Du degré oi peuvent monter les vyariables x 2 Y 5 foit
dans les coefficiens des équations intégrales en r | .

ordonnées par rapport & fes fondions tranfcendantes
Joit dans les coefficiens des équations en a, b, ¢, &,
X, ¥,08 0, x,y; &

I. Sort Péquation propofée du premier ordre , &
0= 1: [équation difiérentielle fera A Jx +Bdy=o,
dont lintégrale ne peut étre que  Fr del Neas.

+ G
N éeant larbitraire , & r — BaZb"e! s &e, enforie
quon ait a+f=o, b4 f' — 0, S8 Nen's e,

Soit maintenant 1°, 4 & B conftant , Idquation

différentielle propofée fera wda - 7dy="0" & e
o P b
pourrai faire g = 2¥F >yt cp o Pty 1 GRS

Lesa ,; b.c, &e. ailfﬂ que les 7, 0, &c. font icides
nombres , ainfi que dans le refte de cer Article 2 & p
eft un parametre conftant qui conferve I'homogéndité,
& par conféquent différent dup qui multiplie l.c, &
qui cft un nombre. Et comme aucune autre fuppofition
ne peut donner la propofée, fon intégrale ne peut &tre

x—Db . ‘
que | ESTREowny pkal - > €quation qui, repaffant
des logarithmes aux nombres, eft purement algébrique,
Soit 2°, 4 & B du premier degré : I'équation fera

‘7rx+gy+vpa]x+7r'x+gfy+u'pd_y:c, &
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je pourrai faire

3 2 2
LR TR T ;Cpx+fpy+gp, G=o; F=21,
20‘ a:w’ézaﬂm,G:o)ﬁyzl’
L P

b ;
[l (z:ax—-{—__;y—i-cp,G: ax + by + cp, F=p,

4°. a:alf—'%w—p, G=ax +by +cp, F=ax
. by~ CP.

Et comme aucune autre fuppofition ne peut donner
la forme dc la ‘propofée , fon intégrale nc peut Etre
qu'une de ces quatre équations

2 i.ax’ +bxy+cy1—+:epx+fpy+gpz_1— N=o,

équation qui, repaffant des logarithmes aux nombres ,
elt toujours algébrique.

x+4by—+ 7 b’ g
2. ml.u—l—%—ﬂ’ - nl.?ﬁmt?m ok M=o,
dquation qui cft algébrique , lorfque = & 2 font ra-

tionnels.
vy | gttt o o,

3. ml

ax==by-tcp a'x by +cp $243
4. ml. ? e ax—{—by—FEﬁ + N —=o.

a' & b’ peuvent manquer a la fois dans cette équation.
Soit 3°. A & B du fecond degré : la propofée fera
I 7:/«?6: + gLt u/yi -+ o:/vx N v’pZ dx
+AXE Ao XY vy IpX ~+dpy+yspr*dy =o;
& je pourrai faire : :
ax’ +batyfcxy Feyl+fpx'Fogpiy+hpy® 4

3 P’
ip*x+kp’y+1p? >
I p'sy ,G:o,f*::x,

Q

‘17, 4 —
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o *+bxy+tcy? +epx+fpy+gp T ait a'+by+cp

2« 3
¢ P
G::.o F—=.
S 1e Sl ax—+by-cp 5_ax+by+cp A: é”;'B”y—%c”p
# p P 5 P »
G Zogdim=wn ~
X ax®*—4bxytcy®~epx—+f “+ap:
p L. i - 4 Aesat ,G:a’x—i—b’y
i ,» 7
AP E P Erm P
x4 by a'x = b i
(}_0. a:a -+ by Cp,é._:_ y+cp’G:a//x+1L)/:}/
& oy e =
ax—-‘»—b ~+c a’x - b’ ¢
£y a:———py—p,5:++££,G:a/lx—{—b’7y

+ 'ps F=haxy+hy=-

ax—+by4- e
7% a= py e G=a%*+Dbry+cly* +epx
+ Fpy+gpt, F=p
+b
8°. a—~ax—P"—+ﬂ’ G__ax +bxy +cy*+epx

~+ fpy+gp*, F=pax—+by—+cp.
a2, a*w G=ax"+bry+cy 4+ px
+fpy +gp*, F=ax+Dby +cp..
10° a*iw—_*_%'iﬁ’ G=a"%c + by + c'p, F=2dx
~+ bly + c’p.

Ec pul{'qaaucunc autre fuppof‘uon ne convient 3 la

propoiep fon inrégrale ne peut ére qulune de ces dix
€quations ,

e ‘+bx’ydcay’ ey +pr’+gpxy—{—hpy’-{-ip’x—l—kp’y—l—lp’

P;
ol¥ =g

-0
74
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€quation qui , repaflant des logarithmes aux ‘nombres ,
eft toujours algébrique.

R ax’+bxy+cy‘P—t-epx+fpy+gp’+nl.a’x—l-b’y—i-c'p

+ N = o,
_€quation algébrique , lorfque m & 2 font rationnels.
b / +bl 2 n b// 77
3. ml TR g | T p) TRy
+~N=o0,

€quation algébrique , lorfque m, 7, p font rationnels.
4. m] AEbEy oy epatfpytgpt | dktby4ch

2

P P
—+ N —o.
’ ’ ) ” ” ”
5 ml.a~———_x+zy+cp+nl.ax+iy+°p +ax+l;y+cP

~+ N —o.
. ax ~+by—+cp a’x +bly +cp a”x +b"y+c"p
v I_\—‘
6 ml +TZI- p ax._i_by—l—-cp

+
1‘ ~+ N =o.

| a’ & b” peuvent manquer en méme - tems.
il 2, ml], 2EEbyep | a'x By dyt 4 paFpy + gh?

2

\
i P
;};’ —+ N =o.
| 8. W25 Ebtep ) o bad eyt 4 S (A g
il Pax4bycp
il Sl oy ™

9. il ax 4+by—~+cp Ly a'x’ 4+ bxy+ 'y’ +epx +fpy+ gp?
: : axbydcp’

il -+ N = o,

‘}‘ ’ ’ s ’

I a, b, d, €, f’ peuvent manquer en méme tems.
Il PR ax—+by—+cp a:’x—f-l)’/’y—i—c”ﬂ g st

i 7 " £ Sy Yetyr

a’ & b” peuvent manquer en méme-tems.

Soit
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Soit 4°. A & B du troificme degré I'équation fera
V& gyt xy* 8y s pa’ o pry e py o pra - ply -+ ppd
V' y i xyt b Oyt A pry - py ey p Ut #py+opidy
& je pourrai faire
axttbaly dcxly o exyd fyt
+gpx3+hp‘xy+ipxy’+kpx:y+-lpy3
B S ol o x4 o
T gqpiyhrply
~f=sp =

1% =

7 ‘ # D > , ,G:O,
= 1.

20, g X DTyt cxyitey'+ fox'gpay +hpy'+ipin +kp'y I}
i txdbytop .
[ _———T——,G:‘_O,F: L.

o gm=2X tbxytcy’+epxtfpy+gp® 5w

3% a== T s, b =
a}fx.'._}__b/x + / 2+ I x+fl 2I 2

Y pr Py+‘p,G:o,F:I.
4° a==2 Ebeyhey Hepxtdpytgp’ s . aetblytop
e e Pz 3 — P 9
" b/l 2

c::&“%m’, G=o, F=1.

o~ ;v cax=bydcp 5__a’x+b’y+c’p "z by 4
J&Ha e S bl B C—F’T“’

VA 24 /4
"% =+ by 4 ¢ :

r :
Go. g—— 0Ty +cxy' ey’ tipx’tapxy oy’ ipty +kp'y 4 Ip3

T
G=2ax+ by +cp, F=p.
7 a:ax’+bxy+cy’+epx+fpy+gp’ b:a'x—{-b’y:—}-cp
2 y % P o
G =a'x 4+ by 4+ 'p, F=p.
go. a:ax’+bxy+cy‘-izepx+fpy__-tgﬁgj, by 4>

4 P 4
G=d'z + by +cp, F = dx + by +cp.
Partie I, H
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ax +by—+cp 6=a’x+b’y+c'p S a”x =+ b"y +c”p’
P P

G=2a"x+b"y +"p, F=p.

?x-i—by-{-cp 5___a’x+b'y+c'p C____a"x+b"y+c"p
R P b B P >

G=2a"x+Db"y+cp, F=ax-+by—+cp.

B § +bxv++cy +epx+pr+gp , G = ax*

+b’xy+c_y +cpx+£py + op, szz

b fpy == op?
12°, a:ax *+bxy+cy*+epx—+fpy gP: G::a’x’—l-

58

9° a=—

Yo qg==

11°% a=—

P
btyx—-i—c':y"—l,—e'px—{—f’py_i_g’},z, F:3x2+bx_y
Feyitepx+tpy+gp*

130, qtsibbaybeyl bepr b’ G maly 4
by +cp, F= '1x+b’ ~+ cp.

b’ £ :
14 FE Lonal. i g PRAER £ y+cp, pABemh A Vo W 3

P
baoy+cy*—+e px+fpy+g” 2k iy

axtbyter g datbyhcy C=a"r+bxy
> s

~+c'y? +cpx+fpy+crp F=pax—+by-+cp.

16°; ax—!—by—l—ct) b____“x-‘-‘v\'-i-cp G
P

+Ly +cpx+fpy+g‘pz F:ax+by+cpz°

b'
170, a==tEERrber P LEWED Giler - Viay

+'p+px - fpy + glpt, F=ax+by+cp.
a’x—{—biy-J,—dp,
38°. a:afi%‘ﬁ?,é—;w, e YR

'y

15% a=

—a"x*+bxy

~+ p, F=a"x + by + p. :



,-PARTIEI.SECTIONH. $9

ax—+by4¢p

Tt

e’x5-i—f’pxl+g’px_y+h:pyz—l-'i’p‘x—i—k}:zy—i—}’pf,

F:p-‘.

2 6pg LA by rep
P

c’y5+f’px‘—i—g’pxy—f—h}:y*—l—i’p‘x—{—k?)‘y—kl?ﬁ
F:pz.ax—i—by—{—-cp.

t — . ax+by—+cp T y
21°, a_—T-C-—, & = 2% 4 bx*y +cxy? 4
e’y’+f'fxz+g’pxy+h?7yz+iivzx+k?’ly+1’,vf,
F=p.ax+byfcp"
230 d:w G"a’x;-—l—blxz +C’x ,'+

: - » 6= > 4
e’y‘+f'fvxz+g?’xy+h?fyz+iiv’~x+k’,viy+l’p’,
F:ax+by+cp5. ‘

553 aqax+by+cp

A
€px + fpy +o'p> Fe=p ‘a7 bly + c'p.
a-—-___x+iy+c”, st b”yx—}—c’fyz—{—e”px
+ oy 4+ o'p* F:ax—i—by—i—cp.a’x—i—bfy—f—c’p.
.y a__ax+by+cp

S s S
RE K EPY + gpt Fmdr Byt

Et comme aucune autre {uppofition ne peut donner
la propofée, Pintégrale ne pourra étre quune des vingt-
cinq équations {uivantes. '

19° q— », G=a%3 + bty 4 oy 4

» G =% - Pxtry cxy? 4

r G = R by + c'y>

T v

» G = a"x® + Bxy 4 Iy 4

H jj
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ax*+bxdly—+cx*y® -+ exys? +fy*
+gpx’+hpxiy+ipxy’+kpy’
e 4 lp*x’ +mpixy—+opy’
; =+ pp’x'tqply
:‘ Jerpt
H S EReT e lio,
| équation  qui , repaflant des logarithmes aux nombres,
I eft purement algébtique.
l

a x4-bx’y+ cxy’ ey fpx’sgpxy +hpy Hipta+kply + 19
£ 3

2. ml
P

I
I " S AL
I _{_nl_y_t%y_ﬂ’_{_NZO,

i équation algébrique , lorfque m & 7 font rationnels.

I - ml.ax: +bxy+cy’::epx+f}’y+gpz ks

1 al;xz_'_blxy__’_clyz__*_;elpx+flpy+g/pz + N s O,

| _
F{‘; ~équation algébrique, lorfque m & n font rationnels.
|

| brytcy eprtipytgp
| . 4 m) 2ETEoEy ey ToPP T P AR L sl

; P
Il a”x—i—b”y—}-c”p

“+p + N = 0, ,
| équation encore algébrique , lorfque m, n & p font ra-
| tionnels. ;

‘1 5. ml.ax+by:i—cp+ﬂl' a'x by +c'p+P1.a”x+b"y+c"p
fif P o1 o ok By FRneo) e

| " U W

it +ql.ax'+bpy_+c"+N=o,

équation ‘algébrique , lorfque m', 7, p & ¢ font ra-
U tionnels. '

M aay ax’ bty ey ey’ 4 fpx’+ gpxy + hpy*+ip*x—+kp'y +Ip*

pi
i < v

Il L dxkby e L N — o
P
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7, ml.ax‘+bxy+cy’+epx+fp]+g£_2_i_nl a’x+b’y+c’p

P P
a”x+b” v
== # —+ N —o.
8. mx.”’+b"y+cy’;ﬁ-m+fpy+w’+,21,i'iﬂw
4
a/1x+b// ”
S —+ N — D

14

a” & b” peuvent manquer €n méme - tems.

9. m] ax+by+cp+n1 a’x+b'}’+c'1’+pl a"x~4-b"y—4c’p
: P P 7 £,
a”x - b, 7,

= \Py"*'ﬁ + N=o.

’ U
10. ml.m_,_nl,a_____xﬁ;y%c@_,_],l.w

a‘I//.x, + b”/X”_i—‘C 'TIP

ax+by+cp*+N:O‘

i ml.ax’ -l-bxy—{—cy’ -}: epx 4+ fpy 4 op? P

P
a'x* + by + P epx+ floy 4 ofp?
Y e P Py +¢gp N a8

e ml.ax‘+bxv+ cy’—i':epx—i—fpv—f_gp’

3 =

a’x’—i—b'xy—i—c’y’—i—e'px—-{—f’py—i—g'p‘ N

AXtEbAY+cy Teprt fpy + gp? 2LV = O
/ / (4 »

a, b, d, ¢, ¢ peuvent manquer en méme-tems,

13. m‘l.a"’—}—bxy—i—cy"‘:el”_‘-*-fpﬂ-i-gp‘ a"wd by 4

, P dx + by +cp
=N —o.
a’, b" peuvent manquer en méme- tems, )
ax by + § ‘v 4+ ¢
14. ml-i%‘i ST lé%w W,
a'/[xz +b//xy + c’/y 2 + e// x + f// + 2// 2
' - 3 edis A + N = o.

P
3 7 ’
15. ml.“\_'-zw B a ety dp

RE Yy e’y S pr Py g
R-axftb}"'f"c,e ﬂ-Nb—Q‘o
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16,,,,1_3_"_‘*_‘_1’%‘1‘_&”_1_,,1,%4_

avl/xl_’_b//x‘v"_i_ c//yz + C”Dx + {_‘//py+g/lpz
a:c—l—by-i—cpz s
a’, b’ ’, ¢, £ peuvent manquer en méme tems.
b 4 / ’
17. ml_?"_'*_‘_;y_‘i‘ﬂ _;_n],ax_*-_%y_ﬂp =
aﬂx!+ bllxy+clly1+ ellpx_*_f/lpy__*_gllp‘l + N Ao O
ax4by-cp.axbyd-cp 3

-+—N=0.

a’, b, ¢, ¢, f” peuvent manquer en méme - tems.

3 Aok b/ nad 2 2 dx+by+cp | a"a+by+c"p :
Ib. ml. ? +nl. a"x—i—b"y—{-c”p !‘
4 Na— 0.

a” & b" peuvent manquer ¢n méme - rems.

dxd+bxty 4 dxy’ + &y’

b + fpx® +gpxy + hpy?
s oEn g Rk
—+ 1'p}
e
P}
N = o,
xS bx’y 4 Iry® eyt
ax~by—+4cp +fpx* +gpry+hpy® |
20. ml"—_——r——' + +ilpsx+klpzy <
~+ 1p? :
P ax4bycp i
oV = o.
alx3+blxzy+‘clxys+cly;
2. 2
ax=4=by-4ep o+ f'px G gpxy+hpy
21. mlc'—"‘"";—_“ + +llpzx+klpzy
] +1'P;‘

Pas+by4cp

N =0
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" axibxty A xy? ey

63

'/ 2 / hl 3

ax—+by-c + fpx® +gpiy +hpy

28 ml'——pi-l—}— + ipx +Kpty
i1 )

— Tt

ax-=by4cp?

N: Oe
2, b, ¢, f, g, I, ¥, k' peuvent manquer.

T{ Nk 3 b/’ # 2+ell x+f” + V.3

23, ml.ax+by+cp+ax == xy+,cy D pxshl fyhey
P-ax+by—+cp

-+ N — o,

Px?* by 4y g e” 2oy o’ *
24. ml.ax+by+cp+ax -+ bxy 4 , 2 ' {’y gp
ax+by+cp.ax+by+.cp

—+ N — o,

e S peuvent manquer.

V4 U4 2 7, /4 7,
; ~+ by~ +b %y 4y ek Py yt0”p
Sk St oAby 2 2 s i A A
ax by Hecp”

+ N = ok
', b, ', ¢, £” peuvent manquer.

L’on voit aifément de-13 comment il faudroir
prendre pour déterminer les formes dont eft fufceptible
Pintégrale finie des dquations ol les variables font d’un
degré plus élevé. Le produit de tous les @, 4 | ¢ pe
peut €tre en général que d’un degré fupérieur d’une
unité a eclui ot montent les variables , & G ne peut
jamais étre d’un degré plus élevé ; & par conféquent
le nombre de ces formes fera toujours fini,

H. Soit I'équation du fecond degré de différences
& - « Adx* 4 Bdxdy + Cdy* = o
Pintégrale ne pourra étre que dune des trois formes
{utvantes,
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I. Fr 4+ 2FNr + FN* = o;
+ G +GN
+ H
r=1.a"6"cP, &c. a + f=o,b+f =0, &c.
2, Fr+ FN —'0,
+ G
r=1a"0"ct, &c.

& fa* + ga -+ h =o, fo> 4+ g'b + K = o, &c.
ot a* 4 ga+hf=o, b+ g~ Hf'=0, &c.
car en général , dans ce cas , au licu d’une équation
— — . =
fczr—i—-gar S shewa
on peut mettre I’équation
Z Tig deffai T o Tfa =y eee =
On aura avec cela un nombre aufli indéfini d’équations
rationnelles , comme dans PArticle précédent 5 & il
2 ’2 -
faudra que g:: — hf =& — Kf', &ec.

S G = Ry

4
3. Fr+ + 2FNr+ FN?*» = o;
+ G + GN
+ H

r—1a"8"c?, &c.
a* + ga + hf = o, b + g'b + ey ST,

& un nombre indéfini d’équations rationnelles, comme

pour la premiere forme; & il faudra que
73

Gz 2 'I
- ——HF:-:’%—-vhf:% — Hf', &c.

Je traiterai chacune de ces formules générales de ma-
niere 4 produire I'équation difiérenticlle fans r ni dr,
qui y répond : & faifant dans chacune les quantités F,

3
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G, H, & fyp,hiy&el Fygsky &eiides dégrés
©, T, 2, 3,4, 8. dgalesiou inégales | produits de
plufieurs falteurs, ou fans faGeurs, j'auraiy dans cha-
cune de ces fuppofitions , le degré de 4, B, €. Je
pourrai’ par conféquent drefler des tables' , olr ; Guifinc
fuccefivement A ;, B, C , des degrés 13 2lls 4,57,
&ec. je mettrai A cbtd de chacune de ces {uppofitions
celles que jaurai trouvé pouveir leur convenir, & dont
il eft clair que le nombre eft toujours fini.

Je dois faire obferver ici quc tout c¢ que jai dic jul-
qu'ici eft également vrai pour un nombre quelconque
de variables', ‘& ‘que pour avoir les formes: des inté-.
grales des équations différentielles A trois variables , |
0’y 2 qu'a mettre dans les formules des pages 54 & fuiv.
des “fontions ‘4 ‘trois variables , femblablés " celles 4
deusx variables qui 8’y trouvent. Cette remarqiie ‘me ferr
2 réfoudre une objetion qu’on pourroit me faire. L'é-
quation entre deux variables 4 x oy + up dx 4
NE oy + Jpdy = o el toujours poflible., Pour-

quoi donc n’ai-je pas une équation_finic entre x, v,
qui foit Pintégrale de certe €quation , quelque valeur
qu'aient les coefliciens , comme cela devroir Btre 3 La
réponfe eft fimple : les formes que donne la méchode
font également pour un nombre quelconque de varia-
bles; & Iéquation femblable pour un nombre quelcon-
que de variables n’eft pas toujours poffible : il ne Faur
denc pas qu'il y ait une forme unique d’intégrale ,. in-
dépendante des coefliciens.

Partie 1, I
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On pourroit traiter par la méme méchode les équa-
tions du premier otdre qui contiendroient une fonction
tran{cendante , & dreffer des tables des formes de leurs
intégrales , puifque , par I'Article précédent , on en
connoit déja les! formes les plus générales. On pourroit
aufli , puifqu’on connoix la différence dr qui a éré €li-
minée , s'aflurer de quelle forme pouvoit écre la propotée
avant [élimination : & dés-lors , regardant 7 comme
une nouvelle variable , on n’auroit befoin que des ta-
bles pour les équations & trois variables fans tranfcen-
dantes.

Si on avoit & intégrer une équation du premier ordre
4 deux variables , ‘ou une des variables feulement elit
des expofans indérerminés , telle eft celle de Ricati par
exemple , il eft’ clair qu'on: peut regarder ces expofans
comme entiers 5 puifquon peut les rendre tels par les
plus fimples {ubftitutions. Alors on fuppofera que lin-
tégrale de la propofée eft d’unc des formes que don-
nent les tables pour le plus haut expofant de la variable
dont lés expofans font déterminés, ayant {oin de fubfti-
tuer dans ces formes des puiffances indéterminges de
Pautre variable, au licu des puiffances dérerminées qui
s’y trouvent , & des coecfliciens conftans : & on aura
la forme générale des intégrales de cette équation , qu'il
faudra dérerminer enfuite pour chaque cas particulier.
- Si, au lieu de puiflances indéterminées , on avoit une
fon&ion quelconque , on fe conduiroit de méme.

Ce que jai dic jufquici fuffic , je crois , pour faire
entendre la généralité de la méthode , & la maniere

|
i
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de Pappliquer aux cas plus compliqués : ainfi je ne
m’étendrai pas davantage.

Il arrive quelquefois que certaines équations finies ré-
folvent la propofée dont elles donnent des intégrales
particulieres , & ne font pas contenues dans lintégrale
générale , quelque valeur quon donne aux arbitraires.
Cette remarque, qui a été faite par M. Euler , pourroit
paroitre contraire aux principes généraux que jai éra-
blis : & je crois devoir analyfer ce cas, pour ne rien
laiffer & defirer fur la nature du calcul intégral , & fur
la généralitéd de la méthode que je donne ici.

Soient A , A', &c. des fon@ions finies s B, B’ &c. des
fon&ions du premier ordre ;3 C, €', &c. des fon&ions
du fecond, &c. je remarque que ces ¢quations font
neceflairement des formes

AB—=—o ,
4B A’dA:o} pour le premier ordre,
AC =,
AC+ CdA+Bd*4 —o
C'4 A4 — ¢ Ppour le fecond:
CdA+ Bd*B —o
& ainfi de fuite.
Ou, ce qui revient au méme,

AB—i—Ale:o -

2

gruomoneh sy ol p =g
A.C+0.22 L BUA

‘ A
R ¥, B =121 v
| B9 9IMUGR TR, £ SRS 3
dA.C—i—.BdA:O,&C. Ii}
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& ces équations donnent les {olutiens particulieres A
=o0, ou dA=o0, {ans arbitraites.
Soit. maintenant § lineégrale finie de B = o
B+ A iAﬁ == )
§' Pintégrale du premier ordre de < « -« C=0o
ddA

dA
AR O e A
$” lintégrale du premier ordre de SR C”_,_ 0
dd 4
C+ B o

JedisquecdS o, A5 —=o, dd 8= o Tout lc§
intégrales des propofées. En effer, différenciant & fai-
fant difparoltre I'arbitraire qui ne fe trouve que dans
S, 8, 8 on aura les propofées.

Cela pofé , je diftingue deux cas: le prémier, ou la
propofée a un fatear 4, ou dA4 , faleur d’un ordre
inférieur , que je puis trouver par I'analyfe ordjnaire,
n’a dés-lors aucune difficulté : & méme lorfque ce facteur
eft fini, la méthode générale s’y applique fans peine.
Il n’en eft pas'de méme pour les autres cas : I'Algebre
ordinaire n’eft d’aucun fecours : & comme, pour traiter
Péquation différentielle , je la fuppofe fous une forme
rationnelle & entiers, on-voit aifément que lintégrale
de AB 4+ A'dA= ¢, par exemple , deit étre la méme
que celle de B —+ A’Zi =o0, qui ne contient point
la folution particuliere 4= o. Si je veux donc trouver
toutes les folutions particulicres de cetre efpece , qui
ne font pas contenues dans la complette , je différencie
Iéquation intégrale trouvée, ordonnée enforte que Iar-
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bitraire foit le terme conftant : & £ Ia propofée eft du
premier ordre , jaurai toutes les €quations particulicres,
en égalant A zero les fonlions finies par lefquelles il
faut mulciplier cette différence » pour quelle devienne
la propofée. Si elle e¢ft du fecond ordre , je répéeerai la
diffévenciation , en obfervant toujours quune des arbi-
traires {oit le terme conftant; & jaurai routes les équas
tions particulieres, en égalant 3 zero les fonions finies,
ou du: premier ordre , par lefquelles il faue maltiplier
cette {econde différence , pour quelle deviennc I pro-
pofée.

AR TICLEILY.

Trouver les coefficiens conflans.

A®RESs avoir trouvé , dans les Asricles précédens
les différentes formes dont ef} {ufeeprible Vintégrale
d’une équation différentielle d’une forme donnde , il ne
me refte plus qud déeerminer » entre ces formes, ceolle
qui convient aux coefficiens donnds de la propofée , -&
les coefficiens de l’intégralc qui en réfultent,: Pour cela;,
différenciant  chaque forme d’intégrale , & la rédui-
dant 3 la forme de la propoefée , jaurai une fon&ion
qui devra écre identiquement la méme : comparant donc
terme a terme , jaurai les coefliciens de Pintégrale , &
les conditions que’ chaque {uppofition peut demander
entre les coefliciens de la propofée ; & je joindrai dans
les tables, & coed de chaque forme, & les conditions
& la valeur des coefliciens,

II 0’y a aucune forme générale d’équations qui ne
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puifle avoir une intégrale , puifque le nombre des va-
riables y eft fuppofé quelconque : les équations de con-
dition ne tombent donc que fur les coefficiens : on
trouveroit donc toutes ces conditions dans la table.
Mais cela ne diminue rien de Putilicé des formules gé-
nérales de la Settion précédente ; puifqu’érant pour un
ordre & un degré quelconques, elles donnent des ré-
fultats généraux ou les tables n’en donnent que de par-
ticuliers ; & difpenfent du travail de continuer les tables
en pure. perte, fi on avoit A traiter une équation ab-
furde qui ne s’y trouvat pas.

C o E R '$ 10 N

Crux qui auront fuivi Pefprit de cette méthode,
verront que j'ai réfolu le probléme que je m’étois pro-
pofé dans toute fon érendue. En cffer o1% 1l n'yia
aucune équation différentielle 4 laquelle cette méthode
ne s'applique : 2° je donne pour chacune la maniere
de trouver toutes les formes dont I'intégrale eft fufcep-
tible , & je démontre que le nombre en eft fini. Le
refte ne dépend donc plus que de I'Algebre ordinaire:
j’intégrerai ‘donc toute équation différenticlle qui ne

fera pas abfurde.




PREMIERE SECTION.

Des différences finies,
L. De la nawre des différences finies

JE fuppofe que dans une fon@ion donnde pdex,’y,
&c. x, y, &c. deviennent x — Jx yi¥irk e vlne.
dx , by, &c. érant des quantités finies ; la fon&ion ®
variera aufli & deviendra o + do, d'p devenant nul lorf
quon fuppdfe Ix, &y, &c. —o: & jaurai
¢+J¢p:¢—i—<p’—|—¢”—i— ¢>/”‘+" (P””, &e.

cette fuite pouvant étre infinic , o, o' @' o, &e.
tant des fonctions des variables & de dx, &y, &c.
enforte quil ne s’y trouve que des puiflances ration-
nelles & entieres de d'x dy , &c. & ces différences
finies étant au premier degré dans ¢, au fecond dans
@', au troifieme dans ¢", & ainfi de fuite. Tout cela
fuit de la nature d’une fon&ion quelconque.

St je fuppofois maintenant dx=dx,ly =dy, &ec.
¢ —+ Jo deviendroit ¢ 4 do , & la {uite deviendroit
¢+ ¢ : donc dans ce cas do = ¢. Donc en genéral
pour avoir ¢, il faut prendre la difiérence infiniment
petite de ¢ , & fubftityer pour dx, dy, &c. Ix, v,
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&c. & jappellerai a ¢ cette différence ainfi changée par
12 fubftitution. On trouvera enfin , par des raifonne-
mens andlogues , ‘que i je délighe par A'o, A'D, &c.
les différences fucceflives de ¢ , prifes en fuppofant les
différences confrantes, & dans lefquelles on auroit fub-
ftitud dx, dy , &c. pour dx , dy, &c. jaurai o =

BN L i o R T, S - X
sea O BT Buileopnin g &c. & par conféquent
e s al . 6 A’y Ate
g dp =g O i T2 g B2 3 - T R &e.

forme générale de la différence finie d’uné fonion
donnée 5 quon trouve par le calcul différentiel ordi-
naire.

Si maintenant, au lien de ¢, fon&ion de x, y, &c.
fealement, Paveis i diffé rencier une fonftion de x,y, &¢.
& de leurs différences finics de différens ordres, jaurois
la différence par la méme méthode, en faifant Jx=p,
Sp =g, &e. dy=p, Jp=4¢q, &c. & regardant p ,
g, &c.p, ¢, &c. &c. comme de nouvelles variables,
& dans les termes affe@és de la caraliériftique A, les
%, 8y, 8q, &e. &y, 8p, 8¢, &c. &c. comme.
conftams. P

P

L1. De lintégration des équations différenticlles aux

différences finies.
S o1t ¢ = o une équation Tans diffcrences : diffés
renciant, jaural 8o =0 : fubfticuant ‘dans d'p , pour

un deés ‘cocfficiens ,- fa valeur tirée de Péquationo=o0,
j’aurai e “équation aux premicres différences ‘fintes,
dont Fintégrale fera o= o, & ou le cocfiicient que

&%

j’ai
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jlai fait difparoicee’ fera arbieraire & il ielt «clair quc
faifant dans cette équation §x =dx, Sy =dy , &e.
jaurai la méme équation que fi, dans d¢, Javois fubftis
tué , pour ce méme cocflicient , fa valeur tirde de' I/
méme équation’, & dont T'intégraleeft la méme. Si donc
je veux avoir I'intégrale d’une femblable équation’, - je
n'aurai qu’a prendre , par la méthode de'la premiere
Partie , celle de Péquation aux différences ordinaires ,
qui'y répond, & que he'donne cette fubftitutidn:

Si je différencie maintenant - cotre équation du pre-
mier ordre, & que je fubftitue dans’ cetee différence la
valeur d'un des coefficiens de g qui fe trouve encore
dans I’dquation du premier ordre, car route autre {up-
pofition ne s’accorderoit pas 3 -la {fuppofition que je fais
ici d'une équation produite par une équation fans dif-
férences & fufceprible: d’avoir 'une intégrale générale,
jaural une équation du fecond ordie; dont @ = o fera
Iintégrale , les deux coefficiens quon a:fait évanouir
reftant arbitraires v & faifant dahs -cette equation 4'% ==
‘{.x’ dy =dy y'jaurai la méme équation, que i, dans
fe cas des différences ordinaires:, §avois reraité: fembla-
blement la mémé équation ¢ = o. Miis il eft clair que
l’intégrale de ¢etre derniere €quation’eft la méme que
cellede la propofée. Donc; &enBren général 5 toutes
les fois quineéquation aus différences finies admet uie
folution completee; fon intégrale fera la méme[que celle
de Péquation aux différences ordinaires quiy répondi;
car clles ont lesiméates variables onels méme nombie
darbitraires, /8¢ d sivent avoir liea ef meme »temii -

Partie I'1, K

e
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Si donc jai & intégrer une équation aux différences
finies , je commencerai par réfoudre les équations aux
différences ordinaires qui y répondent. Si P'intégrale de
la propofée admet un nombre d’arbitraires égal , alors
quelques - unes de ces équations feront les intégrales
cherchées : finon on les aura en déterminant la valeur
des arbitraires qui devront €tre déterminées, ce qui eft
facile. Jai dit quelques-unes , parceque, fi dans la pro-
pofée les plus hautes différences ne font pas {ous une
forme linéaire , elle n’eft plus une équation fimple / mais
le produit de plafieurs autres qui peuvent étre impofii-
bles, quoique Iéquation aux différences ordinaires , qui
y répond, foit poflible.

I111. Des équations de condition.

S 1 I'dquation différentielle aux différences infiniment
petites , qui répond 4 une €équation aux différences fi-
nies , n’eft pas poflible, il eft clair que celle-ci ne l'eft
pas-non plus : ~mais de ce que la premiere a une in-
tégrale finie , on n’en peut pas conclure que la propofée
en ait une-aufli ;- ce qui donne licu & la recherche de
nouvelles' équations .de condition. "1l paroit ici que,
comme’ il nen eft pas des équations aux différences fi-
nies> impoflibles ;- auxquelles répond une  équation aux
différences: infiniment petites qui foit poflible'; comme
d’une:équation aux différences ordinaires. qui feroie ab-
furde, parceque cette derniere n'eft fufceptible d'aucune
folution ;- & que la premiere en admet une dans le cas
particulier-des différences infiniment petites ; il ne fera
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pas inatile de-chercher quelle fera Pintégrale dans ce
c€as; que cette intégrale’ une -fois trouvée , comme elle
fera celle de la propofée en général , sl y en a une,
il ne faudra plus que voir fi elle réfout la-propofée ; &
qu’ainfi toute autre recherche d’équations de' condition
fera fuperflue, Cependant on verra que la folution di-
reGe de cette quettion , que je vais donner dans les
trois Problémes fuivans , n’eft pas fans utilité , indé-
pendamment du mérite analytique de la méthode.

P poanBorE L

TRoUVER les équations de condition qui doivent
avoir lieu pour qu'une fon&ion aux différences finjes
d’un ordre quelconque foit la différentielle exa@e d’une
fon&ion d’un ordre moins élevé d’une unité.

SorvuTion. 1° Je fuppofe 1a fon&ion propofée de
X, 5, &c. & de leurs différences finies ordonndes par
rapport a ces différences , regardant 4'* x comme homo-
gene a &x*, 4% x comme homogene 4 dxd?x, 4 Sxs3,
& ainfi de fuite ; elle fera nécefairement de la forme

P+ PV P+ P &e.
+¥Y+ ¥V + ¥ 4+ ¥", &
~4=.80E.
V érant une fon&ion du degtd 72, 7 du degré n+1,
V' dudegré n + 2, V" du degré n + 3, & ainfi
de fuite; ¥ érant du degré v, ¥’ du degré v + 1 Pk
dudegré v+ 2 ; ¥ du degré v+ 3, & ainfi de fuite,,
2% Il eft évident'que fi cetre fonion eft une dif-
K jj
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férentielle exa&e, fon intégrale ne peut étre que
B <+ B'+ B"+ B", &c.
4+ P4 P + P+ P, &c.
—+ Bec.
les B, B, B, B", &c. p, P, P, P, &c. &c. étant
d’un ordre inférieur d’une unité, & B dudegré n—r,
B' du degré n, B” du degré 7 + 1, B" du degré 2
~+ 2, &c. pdu degré y— 1, P du degré v, P du de-
gré » 4+ 1, P du degré v + 2, &c. &c. enforte que
B + B' 4+ B" 4+ B", &c. foit l'intégrale de V"4 V"
4+ V' V", &c. & P+ P + P’ + P, &c. linté-
grale de Y+ Y'+¥" 4+ ¥Y", &c. &c. & la fonltion
V+ V' +V"'+ V", &ec.
+Y+ YV +TY'+ Y &ec
Srin X,

rie pourra €tre une différenticlle exatte, que chacune
de fes parties ne le foir auffi.

3°. Je fais pour dx, &ec. Jy , &c. les fubftitutions
indiquées (‘Art. I.) & jai par la fuppofition

Vo V' | 4 V”’,&C.:J\.B—’rB’—FB”—{-B’”;&CC.:
AB-+ aB-i aAB" =% AB", &c.'

A:B AlBl AzBI}
3.2 - 55 .3, Yoot X &ec.
FATLANEB A3 B!
=h 4 5 &G
1'2--3 I.2.3
L A*B
+ —— &c.
1,243 4

Puis donc que la fonQtion ¥+ P+ V" + V", &ec.
doit avoir cette forme pour &tre une différenticlle exatte,

-
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jraurai, comparant terme A terme ,

V =ARB
V't eo pra i

T.2
y”zABﬂ—{—AzB’_F_ALZ.;;

. I.2 1.2.3
V”’:AB”’—l—AzB”—}— A3 B o A4B

3.2 EaRiacd 1.1..;.4.:

& ainfi de fuite. Ou, ce qui eft la méme chofe,
.=k

V' —A2B— K .
V”——-::A"B’————;AsngB” 3

V'"—ipn B AMB' — L A4B=pB":

& ainfi de fuite.

4% AB, AB', AB", AB" font ce que . deviennent
dB , dB', dB", dB", en fubftituant les différences
finies aux différences infiniment petites : jaurai donc

dB dB dB dB
V—d_x—p +'_q+7q“‘r+—d‘r—5, e

dp
B tagty Tl gt 2B ,
—l-—‘i?p +7’79+ a7 Tt a7 &ec.

S

& faifant

AV — Np—+ Pg+ Qr+Rs+S8t, &c.
janrai 52 =P JQ +d*R + I3, &

j-f:q—dk+dss,&c. ‘

& de méme pour chaque variable , en fuppofant tou-
jours que , pour les dx, dp, dg, &ec. dy, dp, dg,
Kc.onamisp, g, 7, & pyq,7, &c.
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d
AZB_—]JA +gA~—+rAd +SsA—— 5 s &c.
dB
+pA—~—+gA +rA +.S'AE—;,,8CC.

-+ &ec.

Jaurai donc A*B en valeurs dépendantes de /. 1l.en
fera de mémede A3 B, A*B, &c. & jaurai pareillement
AR &Koo enV & K, 8B Ke.en ¥, Vi, ¥FhH &
ainfi de fuite. |

6°. Cela bien entendu , je f{ubftituerai ces valeurs
dans les équations du N°. 3 , & jaurai des fonctions
données, qui devront &tre des formes A B, B Akt
AB", &c. dB, dB'| dB", dB"” &c. aprés les fubftitu-
tions: & par conféquent les équations qu’on trouve pour
cecas par ic Probléme III de la Se&ionI dela premiere
Partie, devront avoir lien aprés les meémes {ubftitutions.

Répétant les mémes opérations pour la fuite

Y+Y +Y"+ YY" &c. = &P ~+P+P'+P", &c.

& ainfi de fuite , on aura les équations de condition
cherchées.

RzMmMaRroQUE

O~ aura donc pour chaque variable une fuite d’¢-
quatiens identiques : joignant toutes ces équations par
le figne -+, on aura alors autant d’équations en fui-
tes , que de variables ; & ces équations denneront le
méme réfultat que toutes les précédentes , parcequ’ elles
doivent étre identiques, & quelles ne le peuvent étre,
que chacun de leurs termes ne foit nul: enfin ces équa-
tions de condition , préfentées fous cette forme , feront
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les mémes qu'on auroit eues pour que

VAV +V'+VP", &c.=a. B~+-B~+B'+-B" &c.

A*B AR’ A*BY ] ;
—_—— »&e. = PP+ ' P &c.
I.2 I.2 I.2
A'B A B : :
-_—.1.2..3—“—1-.?3 »&e. Lo f ol e, v Ko
A*B :
,____————’ &C-
1,223 4.
+Y+YV YY"+ V" &ec.
AP AP AP
S H I e G 5. &LC.
I,2 1.2 I.2
3p AP
_.i_ S 5 &c
1.2.3 1.2.3
A%P
P ’ &Cn
1.2.3+4
+ ® . ° ® . &Co

ou, ce qui revient au méme,

VAV'+ V' P" &co= 4\ B+B'+B"+B" &,
XLVt V' L P 8o DoVt B P, &e.
v AR e B G g el i
ce qui donne une maniere de trouver les mémes for-

mules des équations de condition > plus abrégée que
celle du Probléme.

PrRosre'm e 1L

TRovuvER les dquations de condition qui doivent
avoir lieu pour qu'une fon&ion aux différences finies
d’un ordre quelconque foit la différentielle exale d’une
fontion fans différences.

Sorutron. Il eft clajr que cette fon&ion doit &tre
de la forme V- V' P + ", &c. Ainfi, quoique




286  Divv@ALCECUTL P NTEGRK AL
la méthode donne des formules pour tout autre cas,
je me borneral 3 confidérer celui - cii-

Soit-donc ¥+ V' + V" + V", &c. qui_doit &rre
la difiérentielle exate d’une fonétion {ans différences:
jantal dabotd fes €quations du Probléme précédent :
jaurai de plus , pour que B + B’4 B"~ B", &c. foit
une différentielle exacke, des équations femblables, qui
ne contiendront que des différences particlles de B, B,
B", B, &c. & jai les valeurs en quantites dépendantes
de V', V', V', V", &c. Jaurai par conféquent des
équations en B, B, B', B" &c. pour que Iintégrale
de B +~ B -+ B" + B", &c. foit une différenticlle
exale : je les aurai donc en PV, 7', V", V"; &c.
Continuant donc ainfi jufqu’a. ce que je {ois parvenu a
une équation fans différences , jaurai les équations de
condition cherchees.

REM AR QU E.

St Plinddcion 1POGE FP R - P C gl ftPune
diFétenticlle exale d'tine fonion fans différences , il
fuit des principes de I'Art. 1T, que je P'aurai en pre-
nant Pintégrale de ¥/ , en y fuppofant les différences
infiniment petites , ce que je réduis aux quadratures par
la Rematque 1T, page 21/ Mais fi je ne cherclie ‘que
Pintégrale d’un'ordre inféricar-d’une telle fonCtion j j'aa-
rai aifément ; par le' Problémed oA B A B, a B, aB",
&c. & pour avoir B, B, B’y B"; &e.jew’durai plus
befoin que d'intégrations ordinaires , ‘que ; par la meme
Remrque ; je réduis avx ‘quadratures: - :
PROBLEME
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TrouvER les équations de condition qui doivent
avoir lieu pour que Péquation ¥+ V' 4 V" ",
&c. == o ait pour intégrale une équation fans diffé-
rences,

1°. Je fuppofe que, multipliant 77+ V'« V"~
V' &c.par A+~ A+ A"+ A", &c. A, A, A,
A", &c. étant des fon&tions de méme ordre que 7,
V', V', V", &c. ou d'un ordre inférieur , le produic
devienne une-différentielle exa&e ; ce qui, par le Pro-
bléme IT, me donne des équations de condition qui
devront étre identiques, & auxquelles je fatisferai tou-
jours en faifant

7
A+ A + A + A" &c. = o p,,jyf_i_r/,,,,-s-(z é
n érant lexpofant de lordre de Péquation , & & une
fonction quelconque.

2°. Mettant les équations de condition fous la forme
de la Remarque qui fuic le Probléme I , il eft clair
que ces ¢quations de condition ne contiendront que
des fon&tions de V¥V '+ V" 4 V", &c. & de A
+ A+ A"+ A", &c. toujours multiplides les uncs
par les autres : mais lorfque la propofée eft poflible ,
4" K doit étre nul en méme-tems que ¥+ V' 4+ rV*
-+ V", &c. (Problémes V, VI, VII, premicre Part.).
Donc {uppofant nuls les termes muleipliés par 7 —+
Vi+ V" + P, &c. le refte de Péquation identique

Parue 11, : ;
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fera nul par lui-méme , ou en méme-tems que 7+
Vi4-V'4+ V" &c. = o.

3°. Subftituant enfuite dans. toutes ces équations ,
pour 4 + A + A"+ A", &c. & f{es différences pat-
ticlles , leur valeur identique, tirde de I’équation A4 —+

n

A A A4 A Ko = g s il neme
reftera plus d’inconnues que des différences particlles
de k.

4°. K érant une fontion finie , il cft aifé de voir
que fes différences particlles ne feront prifes ‘que ‘par
rapport aux différentes variables. Ainfi les équations. de
condition feront des équations données entre & & les
variables de Pefpece de celles que je traiterai dans la
Section {uivante. Je pourrai, 4 laide de différenciations
réitérées aux différences infiniment petites , ¢liminer K
& fes différences particlles ; & alors jaurai des équa-
tions de condition de la nature de celles dont je par-
lerai cit deffous , ‘qui {eront toujours en fuites , & qui
devront €tre identiques , ou compatibles avec la pro-
pofée; pour quelle foit poffible: & il ne fera plus quef-
tion que de les vérifier. C. Q. F. T.

REMAA4RrRQUE I

S1 javois 4 intégrer une équation

VAV 4+ V' V" & =a
+Y+Y 4+ Y+ T &ec
-+ > . s « &cCe
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il eft clair - que’ n’ayant non plus dans les équations ‘de
condition , mifes fous la forme indiquée ci-deflus que
des fonctions de la propofée , oudu faleur que je fup-
poferois la.rendre la différentielle exacte d’une fon&ion
fans différences , on ' pourroit Ia “traiter de méme , &
quil 0’y aureit aucune difficuleé de plus: o

REMAR QU E ILI

LA folution fera complette , lorfque Ies ¢quations
trouvées par le Probléme feront identiques , ou n’au-
ront pas befoin, pour étre compatibles avec la propo-
{ée , qu'une équation d’un ordre inférieur les réfolve
€0 méme- tems. ‘

RezMarov e LLL

ArrL1QUANT aux différences finies les principes
expliqués dans la’ Remarque 1V page 16 , jobferve
que, {i V=V +V'+ V" &e.

; +¥ 4+ V' V"' +¥" &e.
eft une diférentielle exale, 1a fon&ion
OV DV LDV P, &e.
G+ 0V +dY'4+2Y"4+ 21" &e.
e . ? ® - s ‘e i
{14 cara@étiftique & défignatit une diffidrénce infiniment
petite quelconque’) €n fera uné aufli | érant rapportée
% la caralkériftique o': & intédtant’ par pareics, Jaurai
la formule A4 A 4 AU & D X
+ B BB 4 B &EDy
= & = v 3 L if

® *®
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qui devra étre nulle par elle-méme @ jaurai don¢ né-
ceflairement les' équations identiques

A+ A+ A"+ A", &c. = o,

B+ B + B'"+ B", &c. = o,
& ainfi de fuite : & ces équations de condition feront
les mémes que celles que me donne pour chaque var
riable la Remarque de la page ~8. Si donc on veut
maintenant que SV+ VP PV &

Y+Y +Y'+T" &c

= défignant Pintégrale prife par rapport aux différences

finies ; foit un maximum, jaurai de méme
DV +oV'+o ¥V +oV", &)
340Y +0Y' +0Y"+0Y", &c.p =0,
& A+ A+ A"+ A", &c. =0
BB 1B i B &= L

équations qui doivent avoir lieu. entre les: variables;
Torfque la formule propofée fera un maximum ou un
minimum ; & il faudra que le nombre de ces équations
diminue dlune unité, pour que la queftion foit poffible.

Il fuic de ceci & de PArticle 11, que , sil n’y a
aucune {uppofition pa.rtlcuhere > on a pour la: fon&ion
aux différences: finies les mémes: équations que_ pour lz
fon&ion aux différences infiniment petites qui y répond.
. Ce que jai dit (Remarque IV, page 33) érant vrai
auffi ici, jawrai les équations entre les variables, pour
que ia fontion Z , déterminde par une €¢quation aux

@ »
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différences finies , foit un maximum ou un minimum ,
a laide des équations de condition que donne le Pro-
bléme ITI pour I'équation entre Z & les variables, &
de cette équation méme : & les obfervations générales
qu'on trouve dans cette méme Remarque peuvent éga-
lement sappliquer ici.

Comme les équations de’ condition que donne le
Probléme peuvent étre difficiles & traiter, je remarque
1°. que, fi Péquation aux différences infiniment petites
‘qui répond & la propofée eft poflible , je n’ai qua l'in-
tegrer par la méthode de la feconde Setion de la pre~
micre Partie , & fubftituer pour les différences. particlles
de K, les valeurs que donne cette intégrale: 2°. que, fi
elle n’eft pas poflibley je n’ai qu’a prendre les équations
fans différences que ce cas donne pour le maximnm ,
& que jaurai par la méme Se&tion , & que ces équa-
tions la rendant intégrable, lorfque le Probléme eft pof-
fible , ce cas fe réduit alors au précédent : de fagon
que le nombre total de ces équations , y compris la

propofée , doit {e réduire & un nombre égal & celui des
variables,
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EERRERD

SECONDE SECTION.

Effai fur les équations différentielles qui con=
tiennent des différences partielles.

L es équations différentielles dont je me propofe de
traiter ici 5 font celles dans lefquelles , outre les diffé-
rences dx, dy, dz des variables x , y, 7, fe trouvent
aufli des différences partielles -‘;—i— i 7';—{- dy, &e.
d’'une des variables 7 ; enforte que, foit 7 =Z, Z
¢rant une fonction de x, y, jaurai une équation formée
de deux des équations d7 = JZ

d{__dZ
% T dx
dey 3 dZ
& =0

car deux quelconques donnent néceffairement la troi-

fieme : & ceci €tant vrai en général pour un ordre quel-

‘tonque, il me reftera toujours A intégrer une équation
d

entre X,y , 3, dx, dy, dy, 2L, ddx, ddy, ddy,

ddy dd ;
a'gf : d—:; ,Xc. En effet, toutes les autres formules qui

paroitroient s’y trouver, peuvent en &tre chaflées. Pour
m’aflurer d’abord fi une telle équation a une intégrale,
je remarque que, foit la propofée 7 = o, je pourrai
fuppofer un facteur 4 ,'tel que 4 ¥V =d B, B étant
une fonction différentielle ordinaire d’un ordre de diffé-
rences moindre d’une unité , & que la propofée aura une
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- intégrale de Pordre inférieur » toutes les fois que B pourra

. oy gt
€tre {uppofée nulle en méme - tems que V. Mais 2%
ad .
T, &c. peuvent Etre regardées comme des fonctions
de x, y. Les traitant donc comme telles, jaurat, par
la premiere Seion de la premicre Partie, des équations
de: condition qui contiendront de ces différences par-
tielles : elles devront &tre identiques , ou avoir licu en
meme -tems que P == o; & il p'eflt plus queftion que
de les vérifier.

Soit , pour denner un exemple .de la méthode que

je propofe ici, I'équation 2L — 9% .
¢ prop > ] daw- - " idy. T
-t edz dy :
elle devient Ty f Iy 9% + 2y Y
ce qui me donne l’équatio.n de condition
eddy-  ddg edy dz
dy* T dxdy ® on ddy 315 f,_dx >
7_)7—— dy
[} . . . . A . X ed{' y
€quation qui devient identique , lorfque , pour Pl
S d .
Vo L0 > z . b o %% N
Je lubftitue fa valeur 7. Prife de la propofée : d’oy il

fuit que celle-ci admet uae folution complette.

Métant affuré par cette méthode | quune équation
propofée a une intégrale , il me refte 3 Ia trouver. Je
ferai ufage pour cela-de la méthode que jai expofée
dans la feconde Section de la premiere Partic : mais je
Wentrerai dans quelque détail pour Pefpece d*équations
que je confidere , que fur le nombre & la nature des
fonctions que peut renfermer intégrale de'la propofée :
ce point érant le plus important; & celui fur lequel ces
¢quations different le plus des €quations ordinaires.
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Pour cela , foit 1°. unc équation algébrique entre les
variables x , ¥ , 7, leurs différences enticres ou par-
tielles , & deux fonctions r, s, formées comme dans
PArt. 1, page 38 & fuivantes. 1l eft clair qua Paide de
la propofée & des deux équations différentielles que
jen tire, je pourrai éliminer 7 & s. :
Soit 2°. une équation algébrique entre les mémes

variables , & 7 =1.a"8"cF + Fox, ¥, 7, F dé-
fignant une fontion quelconque de ¢, fonction de x,
y, 7. Yaurai, en différenciant , deux équations fans 7,
d&<Fox, v, 2
0%, 1

d.Fox,y,7 4.0% 5% : d0%,9,1
e g dx. Doncfid.px,%,% 1t dx

font tous deux algébriques, ou ne contiennent que
des fon&ions -tranfcendantes qui leur foient falteurs

dont Pune contiendra dox,y, 35 lautre

. d.Fox .
communs , on ¢liminera —d—a%—’yi’-{i 4 laide de ces
. 2 2 3

équations , & il ne reftera plus qu'une équation alge-
brique, dont la propofée fera Pintégrale , & dont. ar-
bicraire fera la fon&ion F. Mais cela arrive lorfque
ox, ¥, 7 cft une fonction algébrique de.x, ¥ %+ Que
je défigne par @x, ¥, 7; ou que :

cpx,y,;:l.amﬁnc”,&cc. +®X,¥,7

D
gus eV ¥ Bty 4

1275 ", &
ou ¢! P S T X, 5 %

Donc, &ec.
Soit 3°. une équation algébrique entre les mémes
. / S miyn
va_nablcs PR (T WLl L LR F(px,y,,g :
jaural
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jaurai, en différenciant, deux €quations qui contien-

dF(px 4 7 (2] s g d'F¢x’y,( g
dront Z29%57,¢ 7. Donc, éliminant £20%:5:2, jj
d-‘?*")y:{ ’& ,. d-‘Px:y,{
me reftera une équation algébrique entre les variables,

& 7: & (N°. précédent ) j'éliminerai ' par une nou-
velle différenciation.

Soit 4°. une équation algébrique entre les mémes va-
riables , & r— La"b"c? +Fox, Vi +Fox, y2:
jaurai | en différenciant , deux €quations, 4 I’aide defs
quelles je ferai difparoitre une des fon&ions F ou F
& une feconde différenciation fera difparoitre lautre.

Soit 5°. enfin upe équation algébrique , toujours des
mémes variables , & de

m g n p ’ :
sl H et O X, s Tyl
pamd Pl DL Byl F¢x,y, 7.
: ol A d.Fox, y,
Une différenciation éliminera s': & comme T¢_,_y :

% ¢ x/,.‘)’ 3 {
fe trouvera alors dang Péquation avec #, il faudra upne

feconde différenciation pour faire évanouir cetre fonc.
tion, & une troifieme pour faire évanouir 7. :

Si T'on avoit eu une ¢quation. qui contint Z, s, 7, il
auroit fallu une différenciation pour faire évanouir /;
deux, par le N°. précédent , pour faire évanouir Ta
& comme aprés on a 7, dr, d*r, 437, il en faudroit
quatre pour faire évanouir 7.

Ces principes, qu'il fuffic d’expofer , étant bien en-
tendus, on trouvera {ans difficulté les différentes formes
d’intégrales qui répondent & une équation différenticlle,

Partie I] M




.

go. DBru C AL CUTL INTEGR AL

Ainfi , 1°. une équation différentielle du premier
ordre aura pour intégrale une équation algébrique entrc
Xy .57, 7 & s:ou une équation_ algébrique entre X,
Whit, ot i 1a™p"cP 4 Fox,y, g, Varbitraire-
¢uant la fon&ion F.

2°. Une équation. du. fecond ordre aura pour inte-
otale une équation algébrique entre X, ¥ 5 357 S &c.
ces fonétions tratifcendantes €tant au nombre «de qua-
tre ¢ ou une-équation algebrique entre X, ¥, 7 575 S»
g =L g P e - F' " %, Y58 s 124
& une des arbitraires fera la foncion E”: ou une équa-
‘tion algébrique entre X, Y5 %5 # =1.a" b ¢l HKeirt
Fox,y,7 & ¢; & la fonction F fera une des arbi-
traires : o enfin une équarion algébrique enue X5 ¥ 5 15
Scc. &2 SRR &e. = Fox, ¥, Flox,
¥ 7, les fonttions F & F' étant les arbitraires. 1

32, Une équation du troifiéme ordre aura pour in- ”
tégrale une équation algébrique entre %5 Y>3 57555 &c.
ces fon&tions étant au nombre de fix : ou une équation
algébrique entre %,°Y 535 7955 &c. ces fontions €tant

M1

l aut nombre de quatre, & ¥'= [, g pen P e,
i \v g P EY IS - B0l B éq’z,mtion algébrique
H“& entre X, ¥s7s7s S L= B el e +F'g'x,
| ¥,%,7, 8, &une fonltion logarithmique de ¥, 7,
; 2, 7y S, L ou 'une equation algebrique entee X 5 ¥ Z»
il 3

i 1

: m/I r” U4 ¢ "
“ ri g dismle PP &+ F' 0% :05,%:755
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b Pl y % F U5 ou une équation algébrigue
CHUC X 7y, T 7 ==L a bre? Moy Fox, 5,2,
$ & 't ou une équation algébrique entre x,y, 7, /' —
La%6 etubits £ Fox 5y, 2+ Koz o %4058 %
ou une équation algebrigue entre x Y24 ‘=1l a " p" P 5
&c. +Fox,y,z,&s =1, a’mlé'"’c’P/, &e. 4+ Flio'%,
Y% r'c oulenfin une éguation algebrique entre' x k4
T3 R e R &‘c.—i——F@x,y,g—l—F'@’x,y,g
o Y B ’

Et il en fera de méme pour les ordres plus elevés ,
Iés fonttidns F, P, FF, '8t teant toujours arbitraires s
& il y aura de plus autant de conftantes d’arbitraires
que de fonlions 7, s, &c. & le terme conftant de ¢
le fera toujours. :

Si, au lieu dune équation entre trojs variables x
Y, %, javois & intégrer unc €quation entre quatre va-
riables x, Ys %, #, chaque différenciation me doane- .
roit trois €quations, au lieu dé deux que j’avois lorfque
I'équation éroit A deux variables : d’ol Pon voit qu’il
me feroit facile de déterminer pour ce cas les différentes
fon&ions, foit tran{cendantes, foit.,,é:r“bi!:raire's. 5. qui ‘peu:
vent, entrer .dans l’intégmle. S S

“Si j'avois auffi & intégrer uné équation dans laquelle,
outre les différences particlles de 7 en x| Y &c. il
fe trouveroit des différences pacticlles de .x en 7 | Yo
&c. de y enz, x, &c. il eft clair que Ie raifonnement
que j'ai fait ('page 76) au fujet” des équations de con-

Mij
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dition , sy apphquero:t & que chaque différenciation
donneroit un nombre d’équations egal au quarré du nom-
bre des variables diminué de l'unité ; & qu’ain{i on par~
viendroit , 4 I'aide des mé€mes principes que ci-deflus,
a déterminer les formes que peut avoir l'intégrale.

Je nc m’étendrai pas davantage fur ces équations,
quelquiintéreflante qu'en puifle €tre la théorie 5 & je
me contenteral de joindre ici une remarque fur la na-
ture des fonétions arbitraires F, F'; &c. Suppofant donc
Péquation a trois variables : je dis que, différencier
une fon&ion , n’eft autre chofe qu'y fubftituer , pour
X, y,7; x+dx, y +dy, 7-+dz; & rerrancher la
fon&ion elle -méme de ce quelle devient par cette fub-
{titurion. Donnant donc cette fignification a la carac-
tériftique 4, je remarque que {i , au lieu de f{uppofer
que F devnenne F + dF, je fuppofe que F devienne
F' 4 dF', F' éant une autre fon&ion , ceft-a-dire, ce
que devient F pour cette valeur des variables , jhaurai, au -
liecw de dF, F'— F+dF'; & quainfi je ne pourrai faire
d1fparoxtre F, que F' — : foit nul; ce qui ne de-

ande point que la fon&ion F’ foit la méme que Ja
fon&ion F, mais feulement quelle lui foit égale pour
cetre! valeur particulicre des variables. Si P'équation eft
{uppofée du fecond. ordre , jaurai 4> F=F"— 1 F'
F—+:dF"— 2dF' +d*F": & pour que la fon&tion
F puiflc €tre éliminée, il faut feulement que , pour la
valeur particuliere des variables , F" 4+ 2 F' + F &
dF"— dF' foient nuls : & ainfi de fuite. Si donc on
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4 une courbe dont Pabcifle {oit ce qu'on voudra , &
Pordonnée F; elle devra , pour le premier ordre , &tre
telle quil ny ait pas de faur dans fon cours s Ceft-a-dire,
€tre continue ou formée de parties de courbes continues
qui fe coupent : il faudra pour le fecond , que les diffé-
rentes courbes dont elle feroit compofée, fe touchent ;
queelles {e touchent 4 un point d’inflexion pour le
troifieme, 4 un point de ferpentement pour le quatrieme ,
& ainfi de fuite , mais en fuppofant toujours que I'in-
tégrale , pour cet ordre , foit aufi compliquée qu’elle
peut Pétre ; car il eft clair que fi I'équation pouvoit avoir
une intégrale algébrique fans F d’un ordre inférieur ,
les conditions doivent étre pour cet ordre. Et fion avoit
une équation & quatre variables du premier ordre , par
exemple, & qu'elle ne contint qu'une fonion arbitrajre
¥, ilarriveroit quil n’y auroit aucune condition, & que
-8 F ne feroient aflujettis & aucune loi.

CoNcLUSION GENERALE

L o méthode dintégrer , que je donne dans cet Ou-
vrage , joint au mérite d’étre diree , celui de Ia plus
grande généralité qui en eft une fuite, Mais le défaue
d’exiger beaucoup de calcul & de travail » aufli long-
tems fur-tout quil n’y aura pas de tables d’intégrales
toutes dreflées , fait que jufques-13 elle ne peut guere

(€tre d’ufage , que pour les cas qui ont échappé aux
methodes particulieres. La conftru®tion de ces tables :
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poullées méme aflez loin , exigeroit plus de connoif-
fances que celle des tables des logarichmes, ‘mais moins
de travail ; feroit incomparablement plus utile , & feroit
infiniment plus d’honneur a ceux qui exécuteroient ce
projet , dont les difficultés ne font pas purement mé-
chaniques , comme [éroient celles de la conftru&ion
des tables de logarithmes.

3
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APPROBATION.
J’ A1 lu, par lordre de Monfeigneur le Vice - Chancelier , & ap-

prouvé un Ouvrage qui a pour titre , Du Caleul Imiégral, A Paris
ce 30 Mai 1765.

2

LA CHAPELLE,
Membre de la Soc. Roy. de Londres.
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Page 3, ligne 3, les, Jife7 ces.

Page 17, ligne "7, N, mettez NV'.

Page 23 ,ligne 6, d A4, mewtez d V.

Page 30, ligne 5, p'd P, mettez p'd P

Idem , ligne 8 , pd P', mettez p'd P

Page 31, ligne 12, d A, mettez d A

Page 33, ligne 25, REMarRQUE V1, lif. REM, IV,

; o'x ,y, &c. % :
Page 40, ligne 25, e* ™% mettez e %> %%,

Page 64, ligne 13, if'ar—5 » mettez if"ar_s.
Page 73, ligne 13, fuppofition , /z/¢7 {ubftitution,
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PROBLEME

DES

TROIS CORPS,

Par M. le Marquis DE CoNDORCET.,

Ut omnia candide legantur , & defe@us in materia tam difficili non

tim reprehendantur , quam novis leGtorum conatibus inveftigentur , &

benigne fuppleantur , enixe rogo. Newron,

in fine Prafationis principio
appofita.
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_ EXTRAIT
Des Regiftres de P Académie Royale des Sciences.

Du 20 Décembre 1765.

MEssmURé D’ALEMBERT & Brzovur, qui avoient éié nommés
pour examiner trois Mémoires fur différents objets de Méchanique
& de Calcul, ayant pour titre général i Du Probléme des 1rojs
Corps , 'Académie les a jugés dignes de fon Approbation. Les
Méthodes propofées par I’Auteur dans ce nouvel Ouvrage , ne
peuvent que confirmer 'opinion avantageufe que le premier a

donné des connoiffances & des ralens de PAuteur. Faica Paris 3
le 20 Décembre 1766.

GRANDJEAN DEYOUCHY, Seoréraire

Perpétuel de l’Ac_ade'mie quy‘ale d{;s Sciences.

v

| APPROBATION
J ‘A1 lu par ordre de Monfeigneur le Vice-Chancelier 5 un- On-

vrage intitulé Probléme des rrois Corps'y par M. le ‘Marquis oe
Conporcer, & il ma paru que PImpreflion n’en pouvoir bere que
tes avantageufe & tres agréable aux Géometres , par les nou-
velles & excellentes vues quil contient., ainfi que pat la fagacité
avec laquelle I'Auteur y traite les matieres les plus épineufes de
YAnalyfe 8¢ dela Meéchanique. A Paris, le 18 Novembre 1766.

MONTUCL A,

PRIVILEGE DU RO L

L OUIS, par la grace de Dieu, Roide France & de Navarre : A nos amds &
féaux Confeillers, les Gens tenant nos Cours de Parlement , Maftres des Re uétes
ordinaires de notre Hotel , Grand- Confeil » Prévoude Paris, Baillifs, Sénécgaux 3
Yeyrs Lieutenans Civils, & autres nos Jufticiers quil appartiendra, Sarur, Nos
bien amés Les MEMBRES DE L’ACADEMIE RovaLepEs Sciznees de notre bonne
ville de Paris, vous ont fait expofer qu'ilsauroient befoin de nos Lettres dePtivilege
pour I'impreflion de leurs Ouvrages : A.ces causEs , voulant favorablement traj-
tex les Expofans, Nous leur avons permis & permettons par ces Préfentes de faire
imprimer par tel Imprimeur qu'ils voudront choifir, toutes les Recherches ou Ob-
fervations journalieres, ou Relations annuelles de tour ce qui aura éeé fait dans




Tes Affemblées de ladite Académic Royale des Sciences , les Ouvrages, Mémoites
ou Traités de chacun des Particulicrs qui la compofent - & généralement tout ce
que ladite Académic voudra faire paroftre . apres avoir fair examiner le(dits Ou=
vrages, & juzé qu'ils fonc dignes de Pimpreffion; entels volumes , forme, marge ,
cara&sres , conjointement ou {éparement, & autant de fois que bon leur femble=
ra, & de les faire vendre & débiter pat tout notre Royaume , pendant le tems de
vingt années confécurives, a compter du jour de la date des Préfentes 5 {ans tou-
tefois qua l'occafion des Ouvrages ci deflus fpecifiés ; il en puiffe éere imprimé
d’autres qui ne foient pas de ladice Académie : Faifons défenfes a routes fortes de
perfoniés , de quelque qualité & condition qu'elles foient , d'en introduire d’im-
preflion-éerangere dansaucun liéu de notre obéiffance; comme auffi 3 rous Libraires
& Imprimeurs d'imprimer ou faire imprimer , vendre , faire vendre, & débirter
fefdits Ouvrages, en tout ou en pattie, & d'en faire aucunes tradutions ou ex-
traits, fous quelque prétexte que ce puiffe érre , fans la permiffion exprefle & par
&crit defdits Expolans , ou de ceux qui auront droit d'cux , 2 peine de confifcation
des Exemplaites contrefaits, de trois mille livres d'amende contre chacun des con-
trevenans , dont un tiersd Nous, un tiers 2 'Hotel-Dicu de Patis , & l'autre tiets
auxdirs Expofans, ou 2 celui qui aura droit d'eux, & de tous dépens, dommages
& intérées 5 4 la charge que ces Préfentes feront enregiftrées tout au long fur le
Regiftre de la Communauté des Libraires & Imprimeurs de Paris, dans trois mois
de la date d'icelles ; que I'impreflion defdits Ouvrages {era faire dansnotre Royau-
me, & non aillears, en bon papier & beaux cara&teres , conformément aux Ré=
glemens de la Librairie 5. qu'avant de les expofer en vents, les Manufcrits ou
Tmprimés qui auront fervi de copie a Pimpreffion defdits Ouvsages feront remis
s mains de notre trés cher & féal Chevalier le fieur D’Acuesseau, Chancelier de
France , Commandeur: de nos Ordres ; 8 qu'il en fera enfuite remis deux Exem-"*
plaires dans notre Bibliotheque publique; un en celle de notre Chiateaun du Louvre ,
& un en celle de notredit trés cher & féal Chevalier le fieur p'AGUESS EAU ;. Chan-
celier de France, le tout a peinede nullité des Préfentes : du contenu defquelles
vous mandons & enjoignons de faire jouir lefdits Expofans & leurs ayaat caufe
pleinement & paifiblement, fans fouffrir qu'il leur foit fait aucun trouble ou em-
péchement. Voulons que la Copie des Préfentes , qui fecra imprimée toutau long "
ai commencement ou 2 fa fin defdits Ouvrages,, (oit tenue pour duement fignifiée,
& quaux copies collationnées par I'un de nos amés , féaux Confeillers & Secré-
taires , foi foit ajoutée comme 2 I'Original. Commandonsau premier notre Huif=
fier ou Sergent {ur ce requis, de faire pour I'exécution d'icelles ; tous actes requis.,
& néceflaires , fans demander autre permiffion, & nonobftant Clameur de Haro,
Charte Normande , & Lettres 2 ce contraires : CaRtel et notre plaifir, DoNNE
3 Paris le dix-neuvieme jour du mois de Février , I'an de grace mil fept cent cine
quante, &de nétre Regae le trence-cinquieme. Par l¢ Roten fon Confeil:  MOL.

Regiftré fur le Regiftre X1I de la Chambre Royale & Sindicale des Libraires & '
Imprimeurs de Paris’y N®. 430 yFol. 309, conformément au Réglementde 1723,
qui. fait défenfesy art. 4, toutes perfonnes; de quelque qualité & condirion
qu’elles foient jiauntres que les Libraires & Tmprimeurs, de vendre., débuer &
faire afficher avcuns Livres pour lesvendre, [oit qu’ils s’en difent les Auteurs,
ou autrement 5 & la charge de fournir & la (ufdite Chambre huit Exemplaires de cha=
cun, preferits par Part, 108 du méme Reglemens, A Parisie 5= Juin 1750.

J 35 R Signé , LE GRAS, Syndics
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PREMIER MEMOIRE.

ANALYSE

D'UNE METHODE GENERALE
DE RESOUDRE
LE PROBLEME DES TROIS CORPS,

Leur maﬁ@ érant ﬁzppoﬁ:’e réunte en un poim:
Jans érendue.

LE ProBrEME des Trois Corps, {ur lequel je wais
donner iciquelques vues, ‘eft unides plus célebres que
les Géometres fe foient propofés dans ce fiecle! Newron
fic mouvoir dans’ les ellipfes de Képler, les planetes
lancées dans le voide & animées d'une force de gra-
vitation: 1l calenla dans des paraboles , les orbites cl=
liptiques & prefque infiniment aliongées des cometes.
La Lune, le Satellite de notre globe, attirée en méme-
téms par le Soleil & par la Terre, fe mouvoic dans une
courbe irrégulicre qui avoit échappé i toutes les hypo-
thefes & ‘4 toutes les rables dreflées d’apres les obfer-
vations, Les cometes éroient troublées.daps leur couts

A
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par.Papproche de quelques-unes de nos planetes. Clelk
a.ces queftions que s’arréta Newton ; ceft d’apres le
refultar du calcul, comparé & ce que donnent les ob-
fervations, que les Difciples de ce grand homme doi-
vent, ou mettre la derniere main A fon {yftéme, ou en
renverfer édifice hardi.

Trois corps mus dans I'efpace d’'un mouvement uni-
forme, gattirent réciproquement cn raifon dire&e de
lears mafles, & inverfe du quarré de leurs diftances.
Quel en eft le mouvement? Voild le probléme général
qu'il faut réloudre. '

* La mafle du Soleil eft énorme par rapport A celles de
la Terre & de la Lune : cet aftre eft & peine dbranlé
par leur attrattion fur lui; & on peut, dans ee cas
particulier, n’y avoir aucun égard. La queftion fe réduit
donc déja & trouver le mouvement de deux corps qui
sattirent mutucllement , & font en méme -tems attirés
vers un point fixe. ,

On fait de plus quelle eft la courbe du mouvement
fenfible de' la Terre; & cette connoiffance réduic lé
probléme, dans ce cas particulier, ¥ trouver le: mou-
vement d’un corps attiré vets un point fixe, & encore
par un autre corps dont le mouvement eft donné.

Ces problémes ont néceflairement deux parties. Leur
nature ne nous permettant point d’en avoir les équa-
tions, fans qu’il'y entre des différentielles; il faue, apres
avoir trouvé ces équations, en chercher lintégrale, on
du moins les mettre fous une forme 4 laquelle les mé-
thodes connues s'appliquent facilement. Je donnerai pous
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I'ane & lautre parties, des méthodes également utiles
pour un nombre de corps quelconque , & qui, 4 mefure
que le nombre des corps augmenteroit, exigeroient feu-
lement de plus longs calculs, mais nc renfermeroient
pas de nouvelles difficuleés.

PREMIERE PARTIE DU PROBLEME,

TrouvER les équations différentielles du mouvement
de chacun des corps d'un fyft€me quelconque, en fup-
pofant que chacun de ces corps foit animé de certaines
forces,, & qu’il y ait entr’eux une attralion mutuelle.

SorutIion. Soient ces corps M, M', M. . . que
M, M, M". .. en défignent aufli les mafles, & que,
d’un point fixe dans I'efpace, trois coordonnées re¢tan-,
gles déterminent la courbe du mouvement de chacun
de ces corps: Soient ces coordonnées x, ¥, 7, pour le
cotps M; «, o/, 7, pour le eorps M'; x", ¥*, 7', pour
lIe corps M". .. P, Q, R, les forces du corps M dans
les dire&ions de x, y, 75 P, Q, R cclles det M';.
P, Q' R’ celles de M”, .-, Soient les diftances entre
Ie corps M & les corps M/, M". . . f, f- . les dif-
tances entte M' & M", . & f,. . . enforte que

/

f=‘/x——x’z oy —y g —1,

f’:\/x—x"L+y——_y'/ SR, At o

)("= ‘/x/__xllz e y/___y//" A {/ i 3’u"" ...... &

F, F. . .les forces d'attraltion entre M & M, M. . .

F,. .. les-forces dactration entre M &:M". .. Soient
Ajj
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enfin u, o, 4", .. les vitefles des corps M, M/, M". ..
di= \/a’x"-—i—a'y"—i—z{{", ds’:\/a’x’z_*_a’y’f-_,;_d{’l,
ds = Va’x”‘—i—dy”’-—%dg”’u . . les efpaces parcourus
par ces mémes corps, & d¢ I'élément du tems, que je
fuppofe conftant. :

Je fuppofe qu'au lieu de parcourir les efpaces ds, ds,
ds". . . les corps parcourent les efpaces s dis gedsne o
3 caufe d’un changement quelconque dans les forces
(les différentielles affetéesde la caraériftique d érant’
abfolument indépendantes de celles qui {ont affe&ées de
la cara@ériftique ordinaire ); la fomme des forces nécef-
faires pour opérer ce changement dans le {yft€me, fera

_/]W. Pdx — dx 4+ Qdy —dy + Rdz — 43 e
M. Paxr —dx'+ Qdy —dy' + R df — df
M. P”mﬂ' s Q//d—yT/:"—:;f/ il Rz/a"{—rf:";,? Kt
+ MMFEdf—dfess + MMFAf — df'- -+ +
M M'E df—df,. . . & par conféquent la fomme de
toutes les forces du {yftéme fera dans Ihypothefe
S M PIx+Qdy+Rdz+MPdx~+Qdy+Rd7
+ M/l. Plld x/l+ Q//d‘y//+ Kllci\ {//. AN + M.MIFdf—{_.
MM'Edf's s oo+ MMFEdf: .+ le figne d'intégra-
tion [ fe rapportant @ la caraltériftique 4. Mulripliant
ar dz, élément du tems, jaurai la quantité d’action
qui, dans Phypothefe, s'exercera dans le fyftéme. Mais,
dans les mémes fuppofitions, cette quantité d’action eft

aufi [ Mudds + Midds + M'd'dds". . . & ces
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deux expreffions doivent &rre identiques entre “elles.
Donc [(Mudds + Mudds + M'u'dds" + « - &
M. Pdx + Qdy + Rdz. dt— M. P'dx'~+ Q'dy'+-R'd7. 4
— M’ P'dx"+ Q'dy"+ R'd7 . die+ . —MMFdf.de
— MM'Edf' de s o o —MMEdf.dt " '« =o..

Je mets dans cette équation , pour dds, fa valeur.
dx.ddx +dy. ddy4dg ddg | ‘

P ; pout dds', {a valeur
d ddx' 4 dy ddy’ F d7. dd
el ydj ST ELIE ;. ‘pour a’ds o ) v"deur
dx".dd x"+dy". ddy"+dz". ddy"
b il 7 ydI” Y T2 2L Pintegre par partie, enforte

quil me refte fous le figne une fon&ion qui ne foit
plus fufcepttble de 1edu&lon &.] ai, 1°.,un terme horts
du figne, qui fera nul de Iul méme, ou le dev1endm
en vertu df* fuppoﬁuons convenablcs, {clon que la tra-
]c&ouc fera aflujetric & pafler par certains points, ou

3 d’autres fuppofitions; 2°. une fonction fous le figne,
qui fera aufli égale 3 zero : ce qui me donnera

[ Md 2 e MPdi+ FMM 25 ds +
FMMIZd:. . dax.

4 M4 MQdr 4+ FMM-2=X dr
.F’MM”y ZHngr 5 il .dy. : 15

4 Md. ’“f{ 4+ MRd: + FMM’ {—{ dt 4
FMM”{?,{ ds Smod Tns
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b Md L MPdi —FMM

FEMM =24, . . dx.

dt —

J e M/d,.'u'/dy/ _{—jW'Qldt—-FMMI

as’

FEMMIZdr . .. dy.

uzar RIS

- Mid L MR de— FM M

F,M’M”{’_T:{”.a’t R

i anh ) 4=

2 M'd u;’; 4 M'P'd¢ — FM M

FMM =24 .. .43

g gl

£ MA IS QA — FM M

T SR

4+ M'd u’d 7"’ _ M//R//dt _ F/M M)’/

d.f”

EMM=C a5 4y

i "
=X de

¥

Mais cette équation doit avoir lieu ; quels que foient
les dx, dy, dz, &c. Donc, égalant 3 zero chacun de
leurs coeficiens, jaurai-perpétuellement entre les coor
données & les vitefles, les équations fuivantes; qui

feront pour chaque corps au nombre ‘de trois.
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‘ud
1, M d. sx

FMM”"_" dt o .

A4Fd udy

F’MM”y"y dt « -

il . f "d{

VFMM”{—‘ de + «

B3 ’ udx
45 M doems

.Z"M’M”’C_'Jc de « -

7,
M4

FM’M”y’_y dt'e -

5
hgh All ud{

F MM de

i

4+ MPde -+ FMM "—f_”’m 4=
e = Q.
—i—MQa’t “+ FMM’y_y dt
e — Q.
—1—-MRa’t—i—FMM”Z {dt_{_
s —— O.

+ MPdi— FMM 22200

» == 0,
SO FMM/L;Id’t 5

—= Qe

+ M'R'dt — FMM’{ f{ dt =

e #i =20

7% M o MUPds — PMM'E=2 4t
'FM’M"“"""dz WD =
L8 M. "d"z MIQds o F’MM“’"’ dt
.F,M’M”y—fy— ot g st i
CMd A - MRt — FM M {-f‘,{ dr—

F,M/M”‘;,‘ F S

- = 0. Equations qui {uffiront
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dans ‘tous les cas, pour avoif le mouvement 'de chacun

des corps. C. Q. F
REMARQUE I.

St y avoit entre les coordonnées-une-ou plufieurs
équations données, indépendantes de celles du probléme,
on fubfticuera dans le tefme qui refte fous le figne, la
valeur d’unevou- de-pluficurs des -différentielles affectées
du figne d, tirde de ces équations; on égalera a zero
le coefficient de chacune de celles quitreftent : & ces
équations ,. jointes aux équations donnees, ferviront a
réfoudre le probléme.” : -

REMArqQUE.L

. Pursquk le cocflicient de chacune des différentielles
alfeltées de la cara&ériﬁique d eft nul, il et clair quen
mettant dans la fon&ion-fous le figne, dx a la place
de dx, & ainfi de fuite, on aura une fon&ion qui fera
aufli égale & zero. Développant enfuite tous ces termes,
puis réduifant, & fublticyant. pour 'V%%—f‘ fa valeur. du.,
on auta ’. i
Mua’u—kM/ AU Md' dd' > M. Pdx+Qdy—+Rdz
M P'dx' 4= Q'dy'+ R'dY +M' B dx Q”zly”+ R”dﬂ”
-—l—MM’Fa’f—i—MM”f’a’f .. +M’M”F df ..

équation: qm eft la.méme que celle que donne le prlncupe
des forces vives, & qui renferme ee prmmpc

REMARQUE III

TOUTES les fois ‘que le: mouvement eﬁ: poflible’y la
fonckion
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fon&ion égalée ci-deflus 4 zero peut €tre regardée
comme intégrable; mais dans ce cas jai Mudu -
Midd +~ MY'du"s « 4 M. Pdx+ Qdy+ Rdz +
M. Pdx'+Q'dy' +Rd7 +M'.P'dx"+ Q'dy"+R"d7"- .
+~ MMFdf+ MM'FAf . . +MM'Fdf..=o.
Donc, comparant cette équation avec celle du probléme,
jaurai fMudds—+ Mudude~+Mu'dds + Mddude

+ M'4'dds" + M'W'du'de - « « = 0. Donc, mettant

T ds— dis! —ds"™ 5 2
pour u, «', u’- . leurs valeurs s o, v TR

S Mudds +~ Mdsdu + M dds + MdIddd +
M'd'dd 8"+ M'ds"d " - =03 & réduifant, [d. Muds
+Mids +M'u'ds"s +=o,oud. [Muds+ Muds
+ M'd'ds" « « = o. Donc [ Muds + Muds +
M"d"ds". et un minimum. Donc le principe d¢ la moindre
action a licu routes les fois que le mouvement eft poflible ,
mais ne peut étre employé pour trouver les équations du
probléme, que lorfque la formule ci-deflus eft immédia-

tement intégrable. Cela a été aufli remarqué par M. de
la Grange.

SECONDE PARTIE DU PROBLEME.

Pour avoir les équations du premier cas du probléme,,

il eft aif¢ de voir qu'il 0’y a qui faire, dans les neuf

équations ci-deflus, P, Q, R; P, Q, R'; P", Q", R,

éganx AZerdy & Feis fl—” b }%, Fi= fI Je fais
. ’ . ds ¢ st l,, ds't

enfuite dans ces équations, u= 7-, 2 =g ¥ =i
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& elles deviennent

1, ddx 4+ M’“—'}—x- de* 4 M"x—?% 2t 8= 0,
3 L Yoy vy —y" — ,
243 da'y—l—M——f;;— di* —i-"MI—fT— a’t".—o,
3% ddy + Ml{—T'{ di* + M”%T—f— Bl = O,
4t ddx’'— M x}'x dt* 4~ M”x—f"f AP0 'éy
3% ddy'— My_—_;;z_ de* M"’—’i—}- di: o
6. ddy — M {75{ di* + M’ {?—lf 4t i=="0,
7 dda— MIDE de — M ISR dr =,
g5 AT GRYTI\PIOL. ¥y
- ady’— M — M =
ot ddy'— M 5L der — M'ZL dir = .
Pour avoir maintenant les équations des courbes que
décrivent les corps, jélimine dz2, & jai les huit équa-
tions fuivantes:

/7
L S
At =05

1 dd x o ddy
& 7 S b= 5 e Ry 7y
g el B Vg arpd ML gy
- - F i
%S ddx gH. ddyg
. S HEL N { STk Ve b 1 ol {// 5
MI + Ai” MI{ { +M’/{ -

7 s ol A
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ddx” ddy”
o ke . T
5 x —x” Xy y—y N —y
M 4 M’ M — —+M
" 1 ;i 17
: da’x” dai V44
6% x—-x N T =" L T—7
M —— - M : M —— = M’
f j/: f 3 -f;f
s dd x _ ddx’ +
7 . M e x + M// .‘k?” e M”x/_x//_—Mx__x/ 5.
7 7 s 7
¢ ddx —ddx"
8% x — o LD, T x— x" o/ —
M : —f—M” v M —‘—:—'—f—M’ :
iy £ " 17

Et 'on pourroit, au lieu des équations 7°. & 8.
avoir d’autres femblables en daly & ddy', ddy & c{dy”,
ou ddy & ddf, ddz & ddy". Cela pofé, il eft aifé de
voir.qu’y ayant neuf variables & huit' équations’, on
pourra €liminer par les:mérhodes connues, erforte qu'il
ne refte plus que des équations entre deux variables
telles qu’elles doivent éere pour déterminer le mouvement
de chaque corps , & leur ‘pofition tefpeltive & ‘chaque
mnftant, Mais , quoique la'méthode que j'ai donnée dans
mon précédent Ouvrage foit générale, elle demande de
fi longs calculs, méme pour le premier ordre, qu’il n’en
faut cfperet immeédiatement aucun fecours pour des é €qua-
tions 'de Iefp»ce de celles-ci, qui meénteront naturel
lemenc aw vingtieme ordre. 1l me faut dotic ‘chércher ici
d’autres fccours 50 & ceft [dans la mture du probleme
quiejefpere les trouver:

Je remarque doncy 1. que le mouvemént da corps M
doit étre donnexpﬂr une equatlon en-x « & en y, & ‘pat

-une ¢quationien x & ‘en 3,%ou’ bich cen oo 25 18

B ij
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mouvement du corps M’ par une équation en &' & ¥/,
& par une équation en x’ & 7/, ou bien en yi8e 7 ; le
mouvement enfin du corps M” par une équation en x” &
y", &une équation en " & 7', ou bien y" & 7; & que la
pofition refpective de ces corps dans I'efpace pour chaque
inftant fera donnée par une équation en x & &/, & une
¢quationenx & x”, ou, fi 'on veut , par deux équations,
foiceny &y', &eny & y", foiten 787, & enz & 37/,
2% Que, puifque les forces qui agiffent fur les corps
font femblablement compofées des coordonnées x, ¥
¥ 75 %", ¥ 7’5 & que la mafle des corps, leur
vitefle primitive, leur premiere pofition dans Pefpace,
toutes quantités conftantes, font les feules chofes qui
faflent que le mouvement d’un de ces corps he foit pas
celui d'unvautre; il eftaifé de voir que, 1° les équations
eh 1% 8 ¥, % & 73 x’&y’, X & %/; x”&cy”x”& ZN:
feront femblables, & ne différeront que par les coefficiens
conftans; c’eft-a-dire qu’on aura dans Péquation en &'
& y's ou en x” & y”, des fonGtions de &' & 5/, ou de
%" & y", femblables A celles de x & y qui entrent dans
Péquation en x & y, & qu'il en fera de méme des €qua-
tionsen x & z, ¥’ & 7, ¥" & 7. 2°. Que les équations
quon auroit en y & 5, y & 3", 7 & 7, 7 & 7, feront
€galement femblables aux équations qu'on aura entre x
& xf, x & &". 3°. Que les équations en x & y, x & gL
feront telles que les fon&ions de y qui entreront dans la
premiere , feront {emblables & celles de 7 qui entreront
dans la feconde, & qu’il en fera de méme des équations

en xl &yl, xl &%1, ou xl/ &y”’ x/l & zl/' 4.o. Enﬁn, que .
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dans ces équations, les fon&ions égalées A zero feront
‘femblablement compofées des variables x & y pour I'é-
quation en x & y, des variables'x & 7 pour I'équation
en x & z, & ainfi pour toutes les autres équations.
D’ou il {uit, & de ce qu'on doit tirer des équations en
x & y, x & 7, une équation en ¥ & z femblablement
compofée de ces deux variables, & d’'une maniere fem-
blable 3 celle dont I’équation en x & y eft compofée
de x & y; il fuit, dis-je, qu’on doit avoir une fonQion
de x égale A une fon&ion femblable de y, & ainfi pour
les autres équations. Tout ceci s'accorde parfairement
avec la forme des équations que j'ai trouvées dans la
premiere Partie du Probléme; car fi 'on joint aux huit
ci-deflus, les autres équations qu'on en peut déduire,
on verra que les neuf variables y entrent d’une maniere
femblable.

Je remarque, en troifieme lieu, que fi je joins aux
huit équations dont je viens de parler, une équation
entre le tems & une quelconque des coordonnées, jlaurai
toutes les équations néceflaires pour réfoudre le probléme ;
que j’aurai par conféquent une équation entre ¢ & chacune
des coordonnées; que ces équations feront femblables,
& que ces neuf équations entre z & chacune des coor-
données {uffiront aufli pour réfoudre le probléme.

Je remarque enfin , quefiau commencement, du. mou-
vement je fuppofe a chacune des coordonnées une valeur
donnée, jaurai la pofition primitive de chacun des corps

dans P'efpace ; que leur dire&tion primitive fera donnée
> 9

dx dx :
pour M par les valeurs de 27 & 77 dans cet infltant,
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: _
pour M’ par les :vq]r‘msﬂde 7y & j—z—,, pour M"enﬁq par
Ies valenrs de 75,; & s que leur viteffe primitive fera
doninée par-les:valdurs 'de” ,7, Z{, ‘%ﬁ. Dot il fuit,
quen généralil doit refter dix-'huit conftantes arbitraires
dans les éqmtions finies du probléme. Donc, puifque
ces €quations font au nombre de neufentre ¢ & chacune
descoordonnées; & qn ell¢s font toutes fe nblables entre

elles, chacune de ces équations en contiendra deux {fem-
blabicment placees dans chaque équation. Il fuic de-1a,
que chacune des huit équations en deux des coordonnees
en”paroitra contenir quatre, qui {e réduiront a trois cn
changeant Péquation de forme 5 que la‘laiflant fous la
fom“e ot ‘elle ‘en contiendroit quatr la ‘'méme coor=
dénnée fe'trouvant dads deux équations , leurs huit ar-
bitraires fe réduifent 4 fix par la nature du probléme;
& que fix de ces équations fuffifant pour que toutes les
fonttions femblables de 'chaque” variable foient déter-
minées, tottes les arbitraires (e réduiront 3’ dix - huit
comnie’ on fait déja’ que icela 'doit écre.’ Les coefficiens
conftans dérerminés feront aufli, dans chaque équation,
compefés de fon&ions femblables dés M, M', M"; &
ces-nombres conﬁans ﬁxont les_ mémes dans chaque
equatxo‘n ' ‘

D" tontce’ que je'viens de dxre, il n eft pas difficile
de'esncluré” que de quelque ‘maniere que je combine
mes neuf équations entre 2' & chacune des coordonnées ,
fans pouttant chafler iz, je ne pourrai, 'd ‘chaque diffé-
renigiation’y éliminer; dans Jes'¢qtatiohs ‘non féparées,,
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plus d’arbitraires ou de fonctions tranfcendantes , que
je n’en pourrois éliminer dans les équations féparéess
mais que par la combinaifon des deux €quations qui ont
lieu entre trois coordonnées, je ‘puis par déux différen-
ciations éliminer quatre fontions tranfcendantes qui fe
réduifent A trois, & quatre arbitraires qui fe réduifent
aufli a trois. Donc, puifque lesoéquations non {éparées
du probléme font “du fecond ‘ordre y je ne puis avoir
entre ¢ & chacune des coordonnées, ‘que des équations
féparées qui contiennent deux fonctions tran{cendantes
& deux variables; d’ou il naftra une équation algébrique
du {ccond ordre entre z & chaque coordonnée, & entre
deux coordonnées quelconques ol il n’y aura point d’ar-
bitraire. Donc il y aura d’ailleurs entre les différentes
coordonnées , des équations ‘du troifieme ordre ‘aufh
algébriques & {ans arbitraires ; & ce font les équations
féparées qui répondront ‘aux €quations non {éparées du
probléme.

Maintenant je fuppofe que j’élimine non feulement #;
mais aufli toutes les coordonnées, enforte qu’il ne'me
refte’ plus qu'une équation entre deux coordonnces , *
& y par exemple; fi j’ai ¢liminé enforte que, quoique
jaie différencié, je n’aie pas introduit de nouvelles ar-
bitraires , jatrai une équation’ qui aura pour f{olution
incomplette une équation algébrique {éparée;, du fecond
ordre, & une du troifieme : & il eft clair que cette
opération eft toujours poflible dans ce cas.

Cette opération une fois exécurde, jaurai une équation
féparée qui ne doit avoir pour fo.ution qu'une €quation
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différentielle algébrique du troifieme ordre , & une equa~
tion différenticlle algébrique du fecond fans arbitraires,
Pour en tirer les folurions, je me fers des deux méthodes
{uivantes. Prenant d’abord les équarions que me donne
le Probléme VII de la Se@ion T de la premiere Partie
de mon Effai fur le Calcul Intégral pour les équations
de condition, & les comparant avec 1’équation que j’ai
ici & traiter , je parviendrai enfin ¥ unc ¢quation du
troifieme ordre fans arbitraires, on 3 une du fecond 3
ou immeédiatement peut-étre A toutes deux, puifqu'elles
font toutes deux contenues dans la propofée , fi on a
foin de ne négliger aucune des équations que peut faire
naitre la comparaifon de la propofée avec fes équations
de condition. '

La feconde méthode que je vais propofer, eft abfo-
lument la méme que la précéddente ; mais elle eft plus
commode en quelque forte pour le cas préfent, quoi-
qu’en elle - méme elle lai foit inférieure & en généralité
& en ce que les équations qu'elle donne ne fe peuvent
mettre fous une formule générale ; comme celles du
Probléme VII cité ci-deflus. Je fuppofe que jaie entre
deux variables dont aucune différence premiere n’eft
fuppofée conftante , une équation différenticlle d’un
ordre’ fupéricur au premier; Pintégrale finie complette
quelle pourra avoir, pourra contenir ; outre des arbi-
traires conftantes, une nouvelle variable quelconque,
dont la différence foit conftante. Si je fuppofe que dans
cetee €quation la premiere différence d’une des variables
foit conftante, il cft clair que Pintégrale finie de cetre
nouvelle
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nouvelle équation fera la méme que ci-deflus, fi ce
n’eft que la nouvelle variable , dont la différence étoit
conftante, fera alors une des variables de Iéquation.

Je fuppofe maintenant que .jaie entre deux variables
une équation différentielle ol une des différences foit
fuppofée conftante, & que je veuille la changer en une
€quation ol aucune des diffiérences ne le foit; pour ccla
je remarque que, foit x & y les variables & dx conftant,
je peux, a caufe de Ihomogénéité des différences, dif-
pofer les différences de y enforte que je n’aic que dy,

ddy diy ¢
7;1, JT{’ Txls’ &c. ou a caufe de dx conftant dy

dy -
a dy j’ dx
? d o 3
d, 273’ » do— d. d‘ix_ » &c. Donc pour avoir une

€quation ou rien ne foit conftant, & dont lintégrale foit
la méme que la propofée, fauf Pexception ci-deflus , je
n’aurai qu'a fubftituer dans la propofée les valeurs des for-
mules ci-deflus prifes dans I'hypothefe ol tout varie, au
lieu de leurs valeurs prifes dans I'hypothefe ot une des
différences eft conftante. Cela pofé, il eft clair qu'une
€quation entre deux variables ol aucune différence n’eft
fuppofée conftante, & qui admet une folution finie com-
plette, doit &rre telle quen fuppofant une différentielle
conftante, puis faifant les fubftitutions indiquées ci-def-
fus, ’équation qui ¢h réfultera foic identiquement la méme
que la propofée , dans le cas ol lintégrale de la propofée
ne contiendroit pas de nouvelle variable arbitraire.. Lor(-
que la propofée n’admet qu’une folution finic incom-
plette ; ou, ce qui dans c¢ ¢as tevient au méme, une {o-

C

/
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fution du premier ordre; alors fuppofant que, dans [a
propofée & la fubftiruée , les plus hautes différences fcient
fous une forme lindaire , & donnant Punité pour coefli-
cient dans Pune & Pautre 3-Punc de ces différences, je
dois avoir les coefficiens de Pautre différence €gaux entre
eux. Si en les égalant, j'ai une équacion qui ne foit pas
identique, alors je traite cette équation comme la propo-=
fée. Si Péquation eft identique , comme les dernicrs termes
des deux équations font aufli égaux, mais dans Ihypothefe
préfente ne font pas identiques, paurai en les égalant une
équation que je traiterai comme la propofée. Continuant
toujours ainfi, je parviendrai A une équation identique
avee la fubftituée qui lui convient ; car lorfqu'une équa-
tion d’un -ordre fupéricur a pour intégrale une équation
d'un ordre inférieur fans arbitraires, & qui admet une
folution complette , cette équarion & fes différcnces ont
&té combinédes enfemble, & la propofée ne differe de fes
fubftitudes que par-1d; 'équation trouvée par cetre méthode
fera Pintégrale incomplette de la propofée. On aura par
le méme moyen Pintégrale complette des cquations dans
les arbitraires defquelles entre une nouvelle variable ; &
oi I'aura inféricure d’aurant de degrés i la propofée , qu’il
y aura d’arbitraires conftantes affetées de certe nouvelle
variable, & par-1d méme’ quelquefois du premier, lorfque.
la nouvelle variable affe@era toutes les arbitraires conf=
tantes , Hors une. En effet ; Pintégrale incomplette n'eft.
telle , que parceque Tintégrale complette de la propofée
contient la nouvelle variable, ou Pintégrale de la fubfti-
tuée ne contient quune des variables de I'équation;; d’ol,
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il fuic que ces deux intégrales ne peavent tre les mémes
quen égalant A zéro les coefficiens conftans arbitraires;
ou, ce qui revient au méme, on a produit la fubftitude en
divifant par la différence fuppofée conftante i chaque
différentiation , ce qu'on n’a point fait pour produire la
propofée : d’our les termes conftans que chaque différen-
tiation rend arbitraires doivent étre fuppofés nuls, pour
que les deux intégrales foient les mémes. La folation in-
complette étant trouvée , on aura aifément la folution
complette, d’apres ce que je viens de dire. En effet sil o'y
a qu'a chercher 4 produire la propofée ou la fubfticuée
avec certe integrale incomplette , pour voir comment
€toient placées les arbitraires conftantes quen a fuppo-
{ées nulles. Cette méthode s'applique & un nombre quel-
conque de variables, en y faifant les changemens qu'exige
la différence des cas, & qui n’auront aucune difficulcé.
On voit aufli qu’on auroit pu fe difpenfer de fuppofer les
différences fupérieures fous une forme linéaire. 11 eft aifé
de voir par la nature de cette méthode, qu'elle ne doit
point donner les folutions incomplettes des ordres plus
€levés que le premicr , lorfque ces folutions n’ont point
clles-mémes d’intégrales. Elle ne donnera donc, dans le
cas du probléme que je traite , que 'équation du troifieme
ordre, qui admet une folution completee,

On pourra, lorfqu’il fera queftion de réfoudre le préfent
probléme , employer d'abord la feconde ‘méthode , qui
conduira 4 Péquation du troifieme ordre qu'on doit avoir
entre deux coordonnées quelconques. On. tichera enfuite
de tirer aufli, par la premicre méthode, 'équation du fe.

Cijj
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cond ordre entre les mimes coordonnées, qui entre aufl
dans les équations du probléme ; & on abrégera cette re-
cherche en négligeant de traiter les équarions que donne
la premiere méthode, & quelafeconde auroit aufli données.
Si malgré tout cela on n’avoit pas encore cette {econde
équation, on'la trouveroit toujours en combinant diver-
fement les équations de la méthode avec: celles du pro=
bléme , puifque cette feconde équation y eft conteaue.

Ayant une fois une équation da troifieme ordre entre
deux coordonnées quelconques, on en auraaifément entre
les autges coordonneécs, puifqu’e]lcs doivent étre fembla-
bles. I en fera de méme de Péquation du fecond ordre,
ol d¢ plus les variables fe féparcront d’elles-mémes , done
chaque membre s’égalera % d¢* mulciplié par un coefi-
cient conftant, qu’on déterminera aifément i laide des
équations du probléme; d’ou; par les méthodes connues,
on réduira facilement 1'équation du fecond ordre entre
41 & chacune des variables, en une équation du premier.
11 pourroit fe faire qu’aulien d’équation du troifieme or-
dre, on n’en efit qu'une du fecond , & qu’ainfi nos deux
équations entre les coordonnées fe réduififfent & une feule.
Ce cas feroit le plus fimple de tous.

Je pafle maintenant au fecond cas du probléme,; & fup-
pofant que ce foit le corps dont la mafle eft-M” qui foic
immobile & fixe, & qu’il foit placé a Porigine des coor-
données il eft clair que les neuf équartions trouvées ci-
deflus , fe réduiront aux fix premieres, dans lefquelles il
faudra faire 2%, y™, 7'y égaux & zero. Les réfexions que je
viens de faire sappliquant A ce cas comme au précédent,
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on le réfolvera donc de méme, excepré que les équations
{épardes feront moins élevées & le probléme moins com-
pliqué.

Quant au troifieme cas, fuppofant, comme dans le
fecond, que M" foic le corps immobile, & M’ le corps
dont le mouvement eft connu , j’aurai par I’hypothefe
¥ en & & # en a': je fubftitue ces valeurs dans les fix
€quations qui me reftent, je prends des trois dernieres la
valeur de &’ quelles me donnent, je la fubftitue dans les
premieres, & il ne me refte plus que trois €quations entre
le tems & les trois coordonnées du corps M, qui me fuffi-
ront pour réfoudre fe probléme, & auxquelles les réflexions
que jai faites s'appliquent d’elles-mémes. _

Il eft 2if¢ de voir que tout ce que je viens de dire pour
trois corps eft également vrai pour quatre, cinq, fix, &c.
& s’y applique également, & que les équations {éparées
& trouvées par la méthode, pourront étre plus compli-
quées , mais non d’un ordre plus élevé , & quiainfi les
difficultés feront toujours de la méme nature , quelque
foit le nombre de ces corps. ,







SECOND MEMOIRE.

ANALYSE

Duv ProrLEME ou il sagiroit de trouver le Mo~
vement de trois Corps de figure quelconque 5 dont
les particules s'attireroient en raifon nverfe du
quarré de leurs diftances.

exemple que le Probléme que je traite ici, & tous les au-
tres de cette efpece, quoiquils paroiffent infiniment plus
compliqués, ne renferment pourtant point de difficuleds
d’un ordre fupérieur A celles du Probléme des trois Corps.

Soit ici, 1°. trois corps €, C’, C":

2% dmy dm' , dm’ des élémens quelconques de ces
corps: :

1% %, ¥, 752, 9,75 %", 9", 75 des coordonnées
retangles qui donnent la pofition d’un élément quel-
conque dm,dm ,dm" i chaque inftant.

4°- Soirpour abréger les diftances entre dm & dm’ & dnm”,

MON BUT, dans ce Mémoire, eft de montrer par un

s

2
[

faore /% 7 : 7
=V x—a" 4y —y" 4577

Rt 78 SR L e T L




24 Duv ProBLEME
& la diftance entre dm’ & dm’,

R N

5°. s, 8, s", les efpaces parcourus par les points dm,
dm ,dm" pendant 'élément du tems 4z, que je fuppofe
conftant.

6°. Soit enfin u, & , ", les viteles de ces mémes points,
pendantle méme tems.

Il eft clair, 1°. que les forces de tout e corps C agiflan-

ml

) d S0 _Jiaty :
tes f{ur le point dm, feront = o le figne d’intégration =

ne fe rapportant qu'a la pofition des différens dm, dnl,
dn'" dans les corps, & mon & leur pofition inftantanée
dans Pefpace.

2°. Que par la méme raifon, les forces que le corps €’
exercera fur le méme élément , les forces que les corps
C & C" exerceront fur dm', les forces que les corps € & ¢'

d ” d\ d (4 dm
exerceront fur m’, {eront = f',"; 3% f'f A f:n » 27
s dm’

it

Les forces que les corps € & €' exercent réciproque-
ment Pun fur Pautre & par lefquelles ils tendent a's'ap- *

dm’

procher , feront par conféquent 2 d m = ——; les meé-
mes forces entre les corps C & C" feront de méme

d (42 .
S . dm E—j:nT; & les mémes forces entre les corps gt of

feront >, dm' = dT”:—.
Défignant par la caractériftique d des différences de

4 " "

9,7 %5 A5y 47 5% s', s , &¢. indépendantes
' de
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de celles qui font affeées de la caratériftique ordi-
naire &, lexpreflion de la quantité d’alion dans tout le
{yftéme pendant le tems ¢ fera également

fz dmudds +~dm'u' dds' +dul' ' dd & &

[ dms2dfrdm s S df +dnl 3 S df.dr.
Ces deux expreflions doivent &rre égales a chaque inftant.
Donc les égalant enfemble, & intégrant par rapport A la
caractériftique f'ce qui peut étre intégré immédiatement ;
ce qui reftera fous le figne devra étre nul A chaque inftanc,

& on doit avoir entre les coordonnées des €quations qui
Ie rendent tel. '

Ces opérations exécutées , jaurai I'expreffion

7 B Z B N o &
SEdn 2 o dms T Ao gy dm st O

LI I8 Dk
+dm 2y dmij'Y—‘j;—-Vd:+dmsz,lfy;y”dz dy
—,—l—-dm%;it—{ +dms3 ?’f/{'; {/dt—i-a’mzd?f’—{-/ if_,“{,fdt. d{v
L L —;dm’z—‘}ﬁ'i =2 it dnt 3% = drdx
+dm’%y—,—-dm'2d7,"f—y-;y/dt—}—dm'z%y,_f/yﬂ‘{t’ dy’
+dm’%{f+dm'§ ‘;f’ £ . Cde o a’m’zdﬁ"’:’ {'_f:{”a’t Ldy
e z{m”djf"——dm”z;—”,‘ f-f_,i”dt——a’m”z;—'f' ""f‘/xﬂd reda
dm' e gn's j;" y ;,y”df__ dm's Z’:‘f y—7— de-dy"
4 dm"ij-}i’_dm"g%”; i_;:,_{i'dt—dm"z I e d

siey iy

— O,

f At
D
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& cette expreflion devra &re nulle, quelles que {oient
les différentielles affe@tées de la caralériftique d : je
pourrois donc égaler 4 zero le coeflicient de chacune de
ces différences, ce qui me donneroit neuf équations. Mais
il eft aifé de voir que pour réfoudre le Probléme plus com-
modément , il eft & propos d’avoir le mouvement d’un
point déterminé auquel on rapporte enfuite le mouve-
ment de tous les autres. Nous ferons donc pour y parvenir
les opérations fuivantes.

Je prends d’abord dans chaque corps un point déter-
miné dont je fuppofe que le mouvement foit rapporté 3
des coordonnédes x, ¥, z; X,¥', 23 X", ¥, 2"; & que
le mouvement d’un point quelconque de chacun de ces
corps {oit rapporté & des coordonnées P, Q, R;P,Q,R,
P’, Q", R”; le point dérerminé pris dans chaque corps
deant {uppofé fixe, & ces coordonnées prifes dansla meme
direction que celles qui expriment le mouvement du point
déterminé,

Cette fuppofition me donne dx =dx -+ d P, dy
—=dy+dQ, dy=dz+dR, & dx =dx +dP;
dy=dvy+dQ,d;=dz+dR, dx'=dx'+ d P,
dy =dy +dQ,dif=dz+dR,&dx'=dx'+d P,
dy=dy +dQ,d7=dz'+ dR'; enfin da2"=dx"
+ dP//, dyI/: dY” + dQ/f’ d{”= dzlf+ dR”, & dx//
=dx’"+dP",dy'=dY +dQ",dy"=dz"+dR".

Je fuppofe enfuite que par le point déterminé que jai
pris dans chaque corps pafent trois axes perpendiculaires
entr’eux & qui aient la méme diretion que les coordon-
nées, quun point quelconque tourne autour de ces trois
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axes, & que dans le corps C il parcourre autour de P'axe
parallele aux x arc 4 x pendant le tems Z¢,autour de I'axe
parallele aux v l'arc 47, & aurour de I'axe parallelec aux z
Parcdz ; dansle corps C' I'arc dx’ autour de I'axe des x5
Parc d¥ autour de I'axe des Y, Parc 42" autour de Iaxe
des 7' ; dans le corps € enfin Parc dx” autour de Paxe
des x”, Parc %" aurour de I'axe des Y", Parc 42"
de 'axe des z”. Les angles font indé

d'un point q

autour
pendans de la pofitiom
aelconque dans le corps, &deur rapport don-
nera par conféquent le mouvement giratoire de chacun
des corps autour de ces axes. Cetre nouvelle {uppofition
me doane, en exprimant les dif?ércngs de P, Q, R, &c.
par leurs valeurs en x .7, z TRLC:
dx=dx+Rdr+Qdz, dr=dx+ Rdy+ Qdz,
dy =dy +Rdx —Pdz, dy=dvy+ Rdx— Pdz,
di=d71 —Qdx —Pdr, di=dz—Qdx —Pdz,
dx' =W Rris Qdz,  da'=dx'+Rd¥'+ ©d 2,
dy' = dY + Rldx'— Pid dy'=d Y4 R'dx'— P'q Z,
di=d7 — Qdx'— Pdy, df=d7z'— Qdx'—Pdy,
datd e R ¥ s Q'dz";—da’=d s =R d w4 Q'dz",
dy//:dY’/+R//‘{X//—P//dz//’ d.y//: d “{/,-*"'R”d X”—!“ P//dzfl’
di'=ds"—Q'dx"—P'dy¥", d 7=dz"—Q"d x"—P"dr",

Subfticuant ces valeurs dans I'¢quation ci-deflus, &
réduifant en obfervant que le figne = n’affeée¢ en aucune
fagon les x, x, &c., & égalant 4 zero le coefficient de
chaque différence affe@de de la caractériftique d, j"aurai
les dix-huit équations fuivantes, oM, M, M", défi-
gnent les mafles des corps C, C', C". & :

1]
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16, Mdds+3 Pdm— dv'+ dz*~+-2Qdm - ddz—dxdy

&3 Rdm - ddr+dxdz +Z dms S EXE = gy
+Ea’m2d7;”£ x——x;—P P”dzz_.

26, Mddy+3Pdm —ddz—+dxdy+3Qdm —dx*+dz*

+>Rdm + ddx — dvdz—+3,dms ‘}m k G -*;Q T AW

—\-Edmz‘;','f = —;;Q Q" tr—o.

. 55, Mddz+2Pclm—cidY—a’XdZ+2Qa’m

D—— - R SO S L S & S I

—dx +dvdz +% Rdm — dx'—+ dv*+ 2 dmz 5
z—1z2'+R—1R" , m” z—-z”—l—-R-—-R” o

0 7 ———dt -i--za’mzf,z e der=o;
48 Mddx' + 2 Pdwl — dy*+dz* + EQ’dm'
v ddz—d Xx'dv'+ 3 R'dml+ ddv'+ dx'dz'— 3, d ' 3 f=

A 4 Sl 7" SERVLIN T Iy -
X X—;P dt,__}_zdm 2dfm x'—x —; P a’tl_o,
4

5¢. M'ddy + 3 P'dm'— ddz' +-d x'd¥' + 2 Q'dn’

—d X'+ dz*+ 32 Rdm + ddXx'—d¥'d 2’ — Za’m’zifg
Y—-Y + Q Q 3 dm” v'—v" 4 Q; QI) =5

f dt —{-—Za’mﬁf, i drr— o,

6. Mddz + s Pdm —ddy' —dx'dz' + 3 Q'dn’

—ddX +d¥'dz+ 3 Rdm'—dX"*—+ dv" — .‘; 2
2—72'+ R— R’d:_{.de s dm : Z’_Z”"'RI—R”a’t"::o,
- o B8

L S 7
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: -7e. M'ddx" +s Pdmd —d v + dv'™ 4 5 Q”dm”
< d’a,Z”——‘ a’X”a’Y”—l—E Rllalmll : ddY"—i—dX”a’Z”—-Z dmll
’in_.x--x"+P’-—-P” Fy " dm’.x’—x”—f-P'—P” -
= 7 dr— > dm'"s 7 7 dt
—

S M'ddY"+4+3 P'dm" — ddz" + dX"dy"+= Q'dn
o {z'X”"—i— dr"* + s Rldm' —dx"— d7"d 7" — Spdm”
dm, v —3"4Q— Q" wo dm'  Y—y"4 Q—Q”
o ; L P

7 7 de— > dm's 7 7 dr*
: 0'

93‘ M/IdAdZU._{_ 2 P’/dm//—_ ddY// P dX//dZ”__!_ 2 Q//dm’
e ddX" 4 dY'd 2"+ 2 Rldm —dX" 4 dy"™* — >, dm't

iiln_‘z—z"+R-—-R" . y dm’.z’-——z”-i-R’—-R” =
2w - dit — 3. dm’'s 7 = dr

= xe s
10e. 3 Rdm.ddy+3 PRdm — ddz—+dxdy+ = QRdm

—dxX*+ dz*+ 3 R*dm - ddx — dydz +>, Rdmz%
.Y——Y'—l-Q——-Q' 4 @l.Y""Y”‘l“Q"‘Q” "
7 di* + >, Rdm s 77 7 dt

. —3Qdm.ddz— 3 PQdm—ddy — dxdz — = Q*dm
——-a’a’X—i—a’de—EQRa’m——dX"—l—dY"——ZQa'm
dm’ z—2'4+R—R’ dm"” z-—=7z"4+ R-—R" 4
ET- . 7 dz"——ZQa’mETL— 7 dt

— O
~1te. 2 Rdm « ddx + 3 PRdm — dy*~+dz*+-3 QRdm
eddz —dxdy +3 R*dm . ddy +~dxdz + >, Rdm

dnd x—x’+P—-P"{,_ dm”  x—x"” 4+ P~ P”
: . 3 7 ° 7 &,
3 7 7 V+ZR.dmz 7 7 i

-
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—3 Pdm e+ ddz —s P*d m— ddy— dxdz — 3 PQdm
—ddx +dvdz —3s PRdm —dx* +dy* — >, Pdm

a'm’ gl R Ry, dm’ .z—z-{v-R —R" ,,
=7 7 de ZPa’mz 7 il
==i0e

120, 3 Qdm « ddx += PQdm .+ — dy* + dz*+3 Q*dm
eddz —dxdy +~32QRdm . ddy 4+~ dxdz + >, Qdm
2'%:' x—x’;P—idt;+ZQdm2 dm” 3 :_c::_x”—}-/P — P .

— 3 Pdm + ddy—3 P*dm— m__z PQdm
—dx* 4 dz* —= PRddx —dvdz — 3 Pdm = -

R I R R

=0.

13¢. SRdm «ddy' + = PR'dm — a’a’z’ 4+ dx'dy’
3 QRdm —dx*+dz* +3 R*dm dixX —dYdZz
— 3 Rldn'= ‘j’f ""”'"*}Q’“Q'dzl-—&-ER’dm’z d—;";
.Y’_"’”’EQ' & dr. i e e Mo o

— 3 Qdm dd7 — = PQdm — ddY — dx'dz
—F Q‘dm’—;—a’dx’—lr- dydz'—=3 Q’R’dm’——m
4+ Qdnl Z " s ol ok SN ZQ"{”"E%:”

z "—'Z”+ Rl RI/ f
= 7 di= == o,
/

i4. = Rdm « ddx + 5 PRdn — dv' 1 dz"
5 QRdm + dd7 —dx'd¥+ s Rdml - ddy’—\—a’x’d z

S SR A z%’f— X“X"}P Pie + 3 Rdw =22 f~
X=X P — P :

t?—
7 ° . ° . '] . . ° . ° 'Y .
vd
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3 Pldm' dd7'—s P *diml—ddy'— dx'dz'— s P'Q'dn!
—ddX' 4+~ dY'dz'— 3 P'Rldm' —dx"* 4+ dv" + >, Pldm

g tiap ____,2 i s B R
sz Z‘*}R di—Z Pdn's %, Em LR K

—= 0.
15 3 Qdm's ddx'+3x P'Qdnl— v ~+-dz" 45 Q' dm!
» ddz' —dXdY'+3 QRdm's dd7+ dXd 7 —3, Q'dnt

im_ x—x+P——_~ 3 dm” .x—-x”—}-P’ P
Zf, 7 dt ~+—ZQ_a’m S 7 7 dr?

—= Pldm « ddv'—= P'dm!— dd7'+dx' dy'—s P’Q’a’m
—dX"* 4+ dz*—3 PRdm « ddx'— dv'dz' 4+ >, Pdn

dm  y—y'+Q—Q’ ;. ’ dn” s — Q' Q" 1
B e — 2 Pldnl 2 el
— 0.

165. = R'dm « a'dY'i 42 PRl — ddz'+d xd z"
2 QRdrl — T T+ 3 Rdot I AT
___z R'dm f’:’ .Y_Y ""/Q Q dz‘——ZR”a’m

s
dm’ Y —x'4Q'— Q" ,
2 f, f, a’l L ] Y . [ ] ° . .

— 2 Qdm’ « dd7" — = PO m —ddv" = dx"d 7"
_— Q//z a' m// c{ Z{X” s d Y/v/ a/ Z”-—-—? Q// R// d m// d’X”" oo d'Y//"
+ZQ//”1 2*,*”:' z——z”-i;,R-—R ZQ//‘{ s m
2’ = Pl TRl R”

it

17% = R'dol’ + ddx' + 3 P'R'dnt' — I7" a7
i EQ"R”dm”- da’Z” dX”d Y/’—l—ER”"(I'”Z”- da’Y”—{- l]X”d’Z”
it "yon di ) X — %"= P — P” ” an?

ZRdm ) 7 f dt* ZRdm” f,
. X' —x” 4 P’ — p*

diz,
f“ ° lu’.

drr =o.
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—s Pdnd'dds—5 Psdnt dT7— 07— P Q'
——'ddX”—{- ([YJ/C{Z”-——E P'R"dm" -—m”—*-z P”dﬂl”
; _fi_n_z_. z—3y"+R—R",, " n _d_”i. Z,—'Z’I'*"_E’__ﬂd"z
Efn f, dt +2P d/n > f;" —_———f, L

— 0. :
185, = Qdm" < ddx" 4+ = P'Q'dm' — dy"* +-dz"
4z Q' dn! + ddZ"—dX'd Y +-3Q'R'dm’ - dIY' +dx'dZ"
LS Qi S TP S oty s

’ 14 14 f;,’z : f’
X X —},— P — P [{Z",

— s Pdm . ddy" — = P"Im" — ddz" — d x'd y”
— PrQ'dm'— dx"*+ dy"*—s P'"R'dm"  ddx" — dy"d Z"
4 0T _di_ y—y'+Q—Q” g i 0 dm
4+ >, Pldm zf,, 7 dt > Pldm zﬂ,_
. Y"-—' YII+ QI___ Qll

dit —o.

Je fuppofe que le point du corps dont on cherche le
mouvement , {oit ce point fingulier qwon nomme centre
de gravité, & dont la propriété eft telle qu'on a conti-
nuellement [Pdm=o0,[Qdm=—oc,/Rdm=—o0 dansle
corps C./Pdm =o, (Qdm =0, fRdm =0 pout
leccorps C". [P dm =0, L Qdnl =0, [R"d# =0
pour le corps C". Cetre fuppofition produira les deux avan-
tages de fimplifier beaucoup les équations ci-deffus en en
diminuant le nombre des termes, & de faire difparoitre
des neuf premicres équations les différences fecondes &
premieres des variables x, ¥, z ; X', ¥, 2/ ; x", ¥, 2" ; &
des neuf dernicres les fecondes différences des variables
X, ¥ & X, X, 2%, 7", 2 5 ce quidimplific encosg &
: » B4 e : détermide
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détermine les neuf premieres 3 donner le mouvement du
centre de gravité , comme les neuf dernicres & donner le
mouvement giratoire des corps ; mais non pas toujours in-
dépendamment les unes des autres. :

Dans ces équations nous avons, indépendamment des
fon&ions qui naiffent des forces, les formules = P> dm,
=PQdm,3PRdm, sQ*dm, 2 QRdm, s R*dm
qui fe rapportent au corps C, & fix formules femblables
pour chacun des corps C' & C": pour intégrer ces for-
mules , je fuppofe que la pofition d’'un point quelconque
dans le corps € foit donnée par trois coordonnées reGtan-
glesp,q,7, en forte que la diftance de ce point au centre
de gravité foit Vp* 4+ ¢* +7r* = ¥ P> 4 Q* -+ R>,
& quau commencement du mouvement P=p, Pg==g,
R =r; il eft clair que fi je fais parcourir fucceflivement
a la ligne tirde du centre de gravité au point quel-
conque les angles x , ¥, z, elle fe trouvera dans la méme
pofition quelle fe trouve dans le Probléme au bout du.
tems z. Donc les valeurs de 2, Q, R, que la Géométrie
ordinaire donne, dans cette hypothefe enp,qg,r& finus
& cofinus de X, ¥, z, feront les mémes que celles que doit
donner le Probléme aprés le tems z. Je fubftituerai donc
ces valeurs dans les formules précédentes’; jintégrerai en-
{uite par rapport aux fignes =, c’eft-a-dire enne regardant
comme variables que les p, ¢, 75 il en fera de méme pout
chacun des autres corps ; & toutes les fois que ces corps
feront tels que I'élément dm puifle &tre exprimé par une
formule algébrique, foit qu’ils foient homogenes, foit
que leur denfité varie fuivant une cerraine loi, on aura

E
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les intégrales par les méthodes connues pour les qua-
dratures. Quant aux intégrales qui nailent des forées, on
les aura par une double opération , neregardant dans chq..
cune comme variable-‘que les coordonnées da corps dont
Pélément fe trouve {ans le figne.

Toutes ces opérations exécutées, jaurai entre les va-
riables des équations algébriques : car puifque les angles
X, ¥,z;x, ¥,z X", 2", 2" nefetrouvent pas dans
ces équations’; mais fealement leurs différences, on peut
les en faire aifément difparoitre, pour n’y plus laiffer que
leurs finus ou cofinus & leurs différences.

Les équations entre les variables feront telles qu'il n’y
en a aucune qui ne contienne les-dix-neuf variables du
Probléme ; le tems, dont la différence 4z* fe trouve dans
chaque équation, fera éliminé en égalant les valeurs de
d¢* prifes de deux de ces équations, & on parviendra
par des différentiations réitérées & des équations qui ne
contiendront plus que deux variables & auront lieu entre
deux coordonnées, Ces équations feront celles qu'on aura
a intégrer pour réfoudre le Probléme, & fur lefquelles
on peut faire les réflexions fuivantes.

1°, Le mouvement du centre de gravité, & le mouve-
ment giratoire de chacun des corps, fera donné par dix-
huit équations ,dont neuf entre le tems & chacune des
neuf coordonnées du mouvement des centres de gravité,
& neuf entre le tems & les finus & cofinus des angles du
mouvement giratoire. Les neuf premieres feront routes
{emblables entr’elles de méme que les neuf dernieres, &

il en fera de méme des équations différentielles ‘qui en
pourroient maitre.
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2°. Le mouvement fera également donné par une équa-
tion entre ¢ & une variable quelconque, puis deux équa-
tions entre les coordonnées X, v,; z 3 deux entre les coor-
données z', Y/, 2’ ; deux entre les coordonnées x”; ", 2"
deux entrelesfin. & cof.'de X, Y,z ; deux entre les fin. &
cof.de X/, ¥'; z'; deux entre les fin. & cof. de x”, ¥', 2”5
deux entre x & X ou Y & Yonz & 7, & x & x’ ou
Y & ¥” on 2 & 2”3 deux entre les fin..& cof. de x & X’ ou
de ¥ & ¥ ou-dez & z', & les fin. & cof, de x & X ou
Y & ¥" ouz & z"; une enfin-entre x & les fin. ou cof,
de X, &c, Les dquations que je propofe ici fous la par-
ticule disjonctive doivent €tre femblables entrelles, c’eft=
a-dire qu'elles ne doivent, différer que par les différentes
variables quiy entrent, & non par la forme. Les ¢quations
en X, ¥ & x,2 {eront femblables aux équations en x/, ¥’
& x', 7, & aux équations entre X', v/ & x”, 7", L’¢qua-
tion en X & v fera femblablement compoféde de x &
de ¥ ;5 celle en x & z fera fomblablement compofée de
x & de z.-Les fon&ions de v dans la premiere feront
{emblables aux fonctions de z dans la feconde , & on aura
unc autre €quation auffi femblable entre v & 7 ; doy il
eft aifé de conclure qu'on doit avoir une fon&ion de x
€gale 4 une femblable fon&ion de v, & la méme fonction
de x égale 4 une fonction femblable de z. Il en fera de
meme des équations entre X' & Y, X & 7/; & x" & v,
x" & z"; & dans toutes les équations femblables entre
elles, les coefliciens feront toujours pour le mouvement
de chaque corps des fonions femblables de quantités

E ij
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dépendantes des corps €, €', €". On doit dire des fix
équations entre fin. & cof. de X & ¥, fin. & cof. de X & z,
fin. & cof. de X' & ¥/, fin. & cof. de X' & Z', fin, & cof. de
x" & ¥"fin. & cof. de X" & 2z, la mé&me chofe que des fix
équations précédentes. Les équations entre x & x’,x & x”
feront femblables, compofées de fon&ions femblables de
chacune des variables, & les coefficiens auffi compofés de
fonttions femblables dépendantes de € & de ', ou de €
& de €”. 1l en fera de méme des équations entre fin. &
cof. de x & de X', & fin. & cof, de x & de x”.

3°. Les quantités conftantes & déterminer dans le Pro-
bléme, qui, ne fe pouvant trouver dans les équartions dif-
férentielles , font les mémes par conféquent que celles que
les différentiations ont pu éliminer, & les mémes par con-
féquent que les arbitraires des équations intégrales, font
les valeurs des neuf coordonnées du mouvement des cen-
tres de gravité, au commencement du mouvement, les
valeurs correfpondantes des neuf fin, & cof. du mouve-
ment giratoire, les vitefles de chacun des centres de gra-

vité, & leurs direGions, dans ce moment, pour lefquelles

> 3 : dx! s tdg; dx!, odx! dz!
il fuffic d’avoir les valeurs de —~, —, 75 57 7> 77 >

2x7, dx7, 277 les vireles enfin du mouvement giratoire
dt dt dt ' Y =

& leurs direCtions données parde femblables formules.
Lecs arbicraires feront en tott au nombre de trente-fix 5
dix-huit fe rapportéront au mouvement du centre de gra-
vité , {e trouveront femblablement placées dansles neuf
équations femblables entre ¢ & chacung des coordon-

nées qui domnent ce mouvement, la premiere différen-
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tiation aura faic difparoitre les neuf premieres , & la fe-
conde les neuf dernieres. Les dix-huit autres fe rappor-
teront au mouvement giratoire , & feront produites & dif-
tribuées d’une maniere {emblable.

De tout cela & de ce que les équations trouvees ne
font que du fecond ordre, il eft aifé de voir que chaque
équation féparée entre £ & une des coordonnées quel-
conque ne peut contenir plus de fontions tranfcendan-
tes de cette coordonnée (‘quoiqu’elle en puifle contenir
moins ) que n’en peuvent faire évanouir deux différentia=
tions fucceflives , & ne peut avoir non plus que deux arbi-
traires, Les équations entre les coordonnées n’en pourront
contenir que quatre , réductibles A trois par elles mémes,
L’élimination étant faite, fi on obferve de faire entrer
dans chaque opération les équations du Probléme , & non
pas f{eulement leurs différences , il fera tovjours poflible
de parvenir & une équation qui aura pour intégrale une
équation Algébrique du troifieme ordre fans arbitraires,
ou méme une du {econd. Donc les difficuleés de ce Pro-
bléme feront du méme ordre que celles du Probléme pré-
cédent, & on pourra y faire les mémes remarques.

RemMAaArRqQUE L

La méthode fera la méme pour un nombre de corps
quelconque, &'le Probléme fans etre d’'un autre ordre;
{era feulement plus compliqué. On peut dire la méme
chofe de tout Probléme ou I'on cherchera le mouvement
d'un {yft€éme de corps quelconque ol tout fera mutuel &
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dont les équations différentielles ne feront que du fecond
ordre. :
Remareqgue IL

~ Sijai entre un nombre 7 de variables un nombre 7—t
d’équations différenticlles, le nombre des fonétions tranf{-
cendantes & des arbitraires fera en tout Ja fomme des
expofans de l'ordre de toutes ces équations ; les fonctions
étant prifes comme je Pexplique dans la II° Se&ion de la
premiere Partie du Calcul Intégral. Quant 4 la maniere
dont elles f{eront diftribuées dans les équations féparées,
on la trouvera a pofferior: par la méthode expliquée dans
le Mémoire précédent , lorfque la nature du Probléme ne
la donnera pas a priori.

RremMmarque IIL

Les neuf premieres équations donneront feules indé-
pendamment des autres le mouvement des centres de gra-
vité, lorfque. les fonckions qui s’y trouvent contenir les
finus & cofinus du mouvement giratoire feront nulles , ou
que les égalant & une fon&ion dépendante feulement de
la figure des corps & indépendante du mouvement du
centre de gravité, on aura une équation qui convienne
avec celles du Probléme. Les neuf dernieres dans des fup-
pofitions femblables, donneront auffi le mouvement gira-
toire indépendamment des neuf premieres.
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RrmMmaRQUE 1.Ve

Siles intégrations que je fuppofe €tre faites par rapport
aux f{ignes = , introduifoient dans les propofées des fonc-
tions tranfcendantes , les réflexions ci- deflus auroient
également lieu , puifque ces tranfcendantes feroient con-
nues. St au lieu de fuppofer ces intégrations, on fait éva-
nouir les fignes = par des différentiations qui n’affectent
que Iesp » 4575 dm, 3 dm, onaura des équations encore
du méme otdre, par rapport aux variables du mouvement :
on les auroit par la théme méthode; en regardant comme
conftantes les quantités qui ne dependﬁnt quede la figure
& en intégrantenfuite , en regardant ces quantités comme
les feules varlables on autaréfolu ce probleme. La mé-
thode eft la méme pour toutes les équations qui contien-
nent des variables , abfolument indépendantes les unes
des autres. On aura aufli par-13 la figare des corps, leur
mouvement étant donné ,.comme on avoit cu ci-deflus le
mouvement , la figure érant donnée.
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TROISIEME MEMOIRE.

METHODE
DAPPROXIMATION,

ouU
APPLICATION DES SUITES INFINIES

A LINTEGRATION,

LA Mcéthode d’intégrer que je me propofe de donner
ici, cft fondée fur les mémes principes que celle que j’ai
dé¢ja donnée. Je la crois plus commode, & auffi géné-
rale dans la pratique , quoi quelle le foit infiniment moins
a regarder les chofes d’une maniere abftraite.

Si jai entre & & y une équation algébrique délivrde
de dénominateurs & de radicaux, jaurai y égale 2 une
fonction de x, que je trouverai en réfolvant I’équation
ordonnée par rapport & y; jaurai donc autant de va-
leurs de y en &, que cette équation a de racines. Ces va-
leurs feront lides entr'elles , comme le font les racines des
€quations algébriques 4 une feale variable. Ces dernieres
racines fe pourront toujours trouver en général , quel-
que foit le dégré de I'équation , 4 aide des réflexions fui-
vantes. 1% Elles feront compofées de nombres & de fongs

F
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tions entieres, dépendantes des coefliciens des puiffances
de y. 2°. Ces fonltions entieres ne pourront érre affeCtées
d’un figne radical plus élevé que 'expofant du dégré
de la propofée : ces fonctions ainfi affeCtées , ne pourront
étre quen nombre inférieur & ce meéme expofant. 3°. Ces
mémes fon&ions entreront dans chaque racine & feront
liées entr’elles , en forte quelles foient les racines d’une
équation d’un ordre inféricur , dont 'expofant foit égal 2
leur nombre. 4°. Les coefliciens en nombres qu’elles pour-
roient-avoir pris dans une méme racine , dépendrontaufli
d’uncéquation de ce méme ordre inférieur, pris dansles dif-
férentes racines de la propofée: ils feront auffiles différentes
racines d’une équation d’un ordre inférieur d’'une unicé a ce-
lui dela propofée. 5°. Multipliant routes cesracines les unes
pat les autres pour produire la propofée,il faut que les coef-
ficiens numériques de chaque radical qui reftera dans le
cocfficient de chaque puiffance, foient égaux a zéro; &
que les fon&tions fans radicaux qui refteront dans les cocf-
ficiens de chacune de ces mémes puiflances , foient égales
au coeflicient de cerre puiffance dans la propofée, ce
qui donnera des équations pour les déterminer : ces coef-
ficiens feront du nombre inféricur d’une unité a Pexpofant

.du dégré de la propofée; & mettant dans chaque racine

un terme rationel égal au cocflicient du fecond terme di-
vifé par 'expofant , on.aura I'équation cherchée pour ce
fecond terme : ainfi les fon&ions affetées de radicaux
devront contenir un nombre de fon&ions rationelles moin-
dre de deux unités 5 & conféquemment €égal 4 celyi
que contient la racine d'un dégré inféricur d’une unite.




6% Enfin il fera permis de fuppoler que le produit de
toutes ces racines qui {e trouvent fous un figne radical &
qui eft néceflairement rationel > foitune puiffance parfaite
de méme degré que Pexpofant du radical.” 1l fuic de tout ;\‘
cela, quiil fera facile de trouver immédiatement s pour |
undegré quelconque, un nombre fini de formes , entre Jef~ |
quels on trouvera celle que doivent ‘avoir les racines de |
’Equation propofée, en cherchant 3 fa produire par la mul- |
tiplication de ces racines. On trouveroit , par exemple , | i
que ¥ —+ax*+bx +c=0, doit ére le produit des ‘

racinesx+p+m\79+V7+n‘79—V7
sl HAG T ' a  roe g ‘
x+[’+m’\/g+\/r+n’\7g——-\/r ‘
Fbpm'y g4V rn g — T

& les racines dlunec €quation x4 —+ ax’ 4+ bx* + cx
~Fd=o0, fe trouveront devoir &tre de la forme x +p

|
4V AX -+ BX'+ CX" 4 VAX 4+ BX + CX’ |

\
|
‘\
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1
|

+‘/’A//.XL+ .B//_X.X/+C//XX/,+D//_X/L+E//X/X’/+ F”XUL,
p €tant une quantité entiere & rationelle , égaled, ta, |
X, X', X" 4rant les trois racines d’ane équation du troi- | ‘
fieme degré,, & les autres: caralkeres érant des nombres. kR
Le Probléme.général de réfoudre une Equation donnée, |
fera réfoln généralement par cette Méthode , & n’aura plus

d'autres difficuleés,que celles d’un calcul toujours de plusen
plus compliqué 5 Calcul auquel je ne m’arrérerai point,

|
% F ij '
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d'autant que papprends que M. Bézout a donné fur cette
matiere , une Méthode qui lui eft propre, mais dont je
n’ai point eu connoiffance jufquici. 1l eft aifé de voir que
ce que je viens de dire d’une Equation algébrique, a une
ou 4 deux vatiables , cft également vrai quelque {oit le
nombre de variables, & eft réciproque pour chacune.
Mais il w’en eft pas de mé€me des Equations non algebri-
ques , & ceft ce qu'il faut que j'examine ici.

Je fuppofc que j‘aie s par exemple, Lix—x +-b=o0,
b érant un nombre entier. dans cot exemple, il eft clair
quil faut que x foit'un nombre , que l. x en foit aufliun,
& que le logarithme de ce nombre , plus le nombre lui-
méme, foit égal 2 &, ce qui aflujettit le nombre entier 523
certaines conditions. Je fuppofe pareillement que jaie
I’Equation intégrale ,

L dxtby-rep

d b’ v
__"j'_Pi:‘;‘_P_ 4= N=o.

IV étant une arbitraire , il eft clair que je n’aurai la valeur
deyenx, quefi Z—: " % ;'ce qui réduit la forme propofée
Yax—+by +cp+ N=o, oubien fi k—ooubd'=o0;
& que fi dans ce dernier cas , je veux avoir auffi la valeur
dexeny, il fautou quea=0 & b'=o, oud=o&b=o.
Ces exemples fuffifent pour faire voir comment dans. des
équations plus compliquées , il fauc 'y prendre pour dif-
tinguer les cas ol 'on peutavoir y enx ou x eny, ou tous
deux 4 la fois. Les mémes principes apprendront a dif-
tinguer de méme les cas ot 'on peut avoir une fon&ion
de v, égale A une fon&ion dex ; & s’appliqueront égale-
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ment aux équations qui contiendroient un plus grand
nombre de variables.

Si on vouloit trouver ces mémes conditions pour une
équation différentielle, dont I'intégrale eft inconnue, on
fuppoferoit, par cxemple, que ¥ eft la différentielle exac-
te d’une fon&ion de x, plus une fon&ion de y d’un ordre
queleonque. Une méchode femblable A celle du Problé-
me fecond , Cal. intégral , pag. 8 , donneroit les équa~
tions de condition dans cette fuppofition ; & elles ne dif-
féreroient de celles de ce Probléme qu'en ce quwau liew
des différences enticres &, on auroit des différences par-
ticlles, répondant & x & 4 fesdifférences, ou 3y & 4 fes
différences. Par la méthode enfuite du Probléme cing,
pag. 22, on trouvera une formule qui, érant débarra(lée
du cocflicient général, qui doit rendre la propofée une
différentielle complette , & des différentielles de x ou de
¥, fupéricures A celle que contient =0, & cela 4 l'aide
des différences partielles répondant 2 x ou y , feraou nulle
par elle-méme , ou aura liew en méme temsque ¥V =o,
lerfque #’=o pourra avoirune intégrale de cette forme.
1l en fera de m&me pour un nombre de variables quelcon-
que , & pour tout autre fuppofition femblable.

Ces recherches auront une tres grande utilité, en ce
que dans la pratique , leséquations , ot ces indéterminées
peuvent &tre {éparées,font prefque les feules dont on puifle
fe {ervir 3 & en ce que, connoiffant dans les formules d’in-
tégrales , celles ou cetre féparation a ou n’a pas lieu, & le
conneiflant aufli pour chaque différenticlle propofée , o
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ne compatera a chaque équation différenticlle , que les in-
tegrales de la clafle de celles qu'on saura par-la lui con-
venir, :

Maintenant , {i j'ai entre x & ¥ une équation différen-
ticlle d'un ordre quelconque, en forte que jaic y égale &
une fontion de x , il eft aifé de voir, 1°. que cette fonc-
tion de ¥ ne pourra contenir qu’un nombre égal & I'expo-
fant de Pordre de I’équation différenticlle de fon&ions
tran{cendantesde x, qui ne pourront entrer dans la com-
pofition les unes des autres , comme on le peut voir dans
le Calcul intégral , page 37 & fuivantes, & que j'appellerai
de mémer, s, t, &c. 2°. Que dans cette fon&ion les
arbitraires , que la diflérentiation devra faire difparoitre
pour avoir la propofée, feront difpoféesdelon les diffé-
rentes formes que peuvent avoir 7, s, £, &c., comme on
Pexplique au méme endroit. 3°. Que défignant par 2
Pexpofant de ordre de la propofée, faifant difparoitre les
dénominateurs & les radicaux , la fon&ion tranfcendan-
te la plus compofée ne pourra contenir de radicaux plus
élevés que I'expofant de la puiffance de €y ; & que quant
aux autres fonctions tranfcendantes, mettant dans [é-
quation propofée x +g a la place de x, g érant une
conftante indéterminée , afin qu’on puifle {fuppofer tou-
jours y = a 4 bx -+ cx* -+ dx3, &c. , {ubftituant, puis
comparant terme a terme , il eft clair que le nombre & le
dégré de ces radicaux , comme de ceux de la fon&ional-
gébrique de x qui entre dans la valeur dey , feront aflujet-
- gis & ne point donner plus de valeurs de ¥, qu'on n’en
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trouve dans la comparaifon ci deflus pour chaque terme
de la fuite. Dansle Probléme des quadratures ou ceux qui
sy réduifent , c’eft-d-dire, ou ¥ ne fe trouve point dans
I'équation du’ premier ordre y, ni dy dans celle du fe-
cond, &c, cesradicaux étant donnés, & I'intégrale n’en
pouvant contenig d’autres, on a immédiatement la forme
donty eft fufceptible ; & il eft clair que la valeur de 'or-
donnée en I'abcifle dépendante d’ane équation d’un dégré
quelconque, on aura, filacourbe eft exatement quarra-
ble, une équation du m€me dégré entre l'aire & la méme
abciffe.

On voit que tout ce que je viens de dire eft applicable
mutatis , mutandis , au cas ou 'on a fimplement une fonc-
tion de y égale & une fonGion de x.

Tout ceci pofé & la forme de la fuite déterminée en
général , il n’y aura plus qu’a la fubftituer dans la propo-
fée , & en déterminer enfuite les coefliciens ; mais avant
de faire cetee fubftitution , il faudroir avoir la forme géné-
rale des fuites dont la fomme eft algébrique. Sanscela, la
{uite a 4+ b x + cx* - dx3 . ... donnant en général la va-
leur de y, on n’auroit, en fubftituant, des {uites plus com-
pliquées , que des valeurs indéterminées pour les coefhi-
ciens. Je tirerai la méthode que je vais donner ici, pour
avoir cette forme, d'un Mémoire que jai eu ’honneur de
préfenter a3 PAcadémie des Sciences ; au mois d’O&obre
1761. On 'y propofoit comme générale pour les quadra-
tures, rectifications abfolues , & méme pour Pintégra-
tion, toutes les fois qu’une variable éroit fonction algé-
brique d’une autrg.

o > B “ . «
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Je fuppofe que jaie entre les variables, x & y 'équation
algébrique du dégré m.

Aym

SER g i b

+ A" + B'x + C'x* o ym—r

—+ A"+ BYx + C"x* ++ D"x3 + ym—;3

)

W
® ° L « ® . . v L - - L] *

e - » ° « s ° . ° ] »® v

4+ A4+ Bx4+Tx*4ax ., .. +mP=o0

Soit,y =a—+bx - cx* 4-duwd 4-cx* « « 4 () X7+ (n+1)an+1, 3
unc des racines de cette équation fous la forme d’une fuite
infinie , ou je défigne pour plus de commodité le coeffi-
cient d’un terme x7 par (7). Il eft clair que fubftituant
cette valeur de y dans['équation, je dois avoir égal a zero
Ie coeflicient de chaque puiflance de x. Appellant donc

en général (7 )(m) le coefficient de x” dans la fuite élevée
ala puiflance 7, j"aurai en général 'équation
A (n )(m)
S () B )T
“+ A" (n) g el A AOHEE - il ) e
+ A" (n) B BY(n—1 )(m_a) ~+ C"(n—2) (e
< vkl ’ ; . . . >

oS-
'Y - - 2 ] ’ % & a ¢ =0

On
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On sait de plus-que. (2™ . | '

i p—— b o L e 3, M s M——1 » =2
=g I(n)-i—m-m—-—]:-a Lb(’n—-x)—i—m-m—q-a S e

ar b (n—2)

Smem—1 -am—"vd—}-m-m—l-m-—z':z sbc—i—m m_:—ﬂ: a"z_—4b*(rz——3)
1 ‘ S
+m-m—1~am—2e+m-m——,x R L ;bd—}- —-'m—:#'_:‘-am—scz
.2

S e ] o [ 0 F}]— va : T e =1 * w2« fH—m? + e Mg 5,
+mm 1-m—2m 3_am ..45‘6—-';— Inyzm 3m4.a B* (n—4)
: 12 I 2434 :

== 5 &= s . . 4 3

Valeur générale, de laquelle on a facilement les valeurs

(m—r1) m—1
defgl o bty B

Je {ubftitue ces valeurs dans Iéquation précédente, &
elle devient

Ame«a™" +(n) + Aemom—y . a " b (n—1)
M- A st a5 Aem—1e m—s. g™ 3
A"’ m—3 i / L m—2
+ A" em—2.a d+B-mp—1-.¢
1/t M4 This

+ A" em—3.a N Aem—re s "

M-, . A o =i

‘ 4+ B'm 2 . g7

A" me—ys m—y -am';.55 :

i -+ B". m—"3 z
\+ L ] L ] L ] . - ® L 3 - s




METHODE

mem—T1-¢ b ey el L c.(n-—-?_)
+A' +m-m-—1-m—-—:.am—3b,_

I 2%

4 R e e
=+ [ S e e W]
12
e Bim—1 m—acd P

m—4
m—zem-—3+a ¢

4.
. +m—-z-m-—-3-m—4am—55,i.
—t= X

1+~ B' m—2+ m—3: a" b
3

° 2

o g m-——2sa
m—3 .m._-.4.am"'fc

1
A —m—3 + m=—4 * M=g am——6 52

+ 12
4+ Bl m—3m—4ea b
~+ C”-m-_—-_v,-am—"‘
'—*. . ] L L] L L] ® °
+ . » L2 - L) L . L] e L] L] =O;

Tirant de cette équation indéfinicla valeur de ¢, jaun-
raila forme du terme général d’une fuite égale a la racine
d’une équation algébrique, le nombre des termes dont
dépendra ce terme général mis {ous cette forme , érant le

4 4 n . =
nombre entier plus petit que 7z — - Toutes les fois qu'il
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faudra pour une valeur particuliere de 7 ,ajouter une quan-
tité conftante 2 la valeur générale pour avoir le cocfficient
de x, il eft clair quecela indiquera un terme dans la fuite
indéfinic que je place 4 la fin de mon équation algébrique,
dont Pexpofant foit cette valeur particuliere de 7 sodedle
cocfficient,, la conftante multiplide par

e AimdTT O Wy dA m=1 " e A"y e L

Cette méthode peut-&tre utile pour fommer immédia-
tement une {uite donnée , dont le terme général foit fous
une forme fufceprible d’dtre comparée A celle que je viens

de trouver. En voici quelques exemples.

E x mwwmwe k

Soitlafuiter x4+ fut — 2ol Lt B i o
faloide Ia fuite éeant telle que

(ll) — T2 it 1(a—1)+t2 - a—2)F2 2 (n—3)r ...
3
le nombre des termes qui entrent danscette formule érant

. n . . 3
Tentier —, & le coeflicient dudernier terme n’étant point

multiplié par 2, lorfque 7 eft un nombre pair; compa-
rant cette forme avec la forme ci-deflus, je vois qu'elles
conviennent en faifant, m=23; 4, A', B', =1. Je

- e B
feraidonc A— —a .+ Ag+A'— — 2, B=—-——2 1 p

Ab*—4 B'b —'—"‘_/'__ >
z—m o 2Ad+A =z

& Jaurai I'équation y* +xy +y —Za* —ix — 2 —o,

2 a4+ A'——3enfinT— —

Jela réfous, & jaiy = —-T% 4 \/%+3x “+2x% Je
Gij

2
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faisx—o, & jaily==x x/% — 1, Ory doit par 'hypo-

thefe &tre dgaled 1 dans ce cas; donc je dois prendre le
figne - pour avoir la yraie valeur de la fomme de la fuite.

Eixeg nelrvips FA

Soit la loi d’une fuite telle que 4 () = —B (n—1)
—C(n-—2)—D (n—3), & ainfi de fuite julquau

terme 7—m 1 , jaurai Iéquation y - A 4+ Bx—+ €x*

SEOPDNG ! SIpOIR, AMIDE Op 11D (g e HLOPECPUYLIAIR - e =200
Le cas de la formule générale donne toute la théoric des
{uites récurrentes.

E & pampemmae X HI
. Soitune fuite telle que-(n) =72 41, jaurai (n— 1)
=n, (1—2)=n—r1;dong (n)=12+ (A1 )— (n-—2)3

donc , exemple précédent, A=1, B=—2, Oy

y o 1—21X-+a* 4+ A+Bx + T x* =o. Sije veux que
a==1]b==1 ;e =7%;faurai y =1 22~ 30} 4%+

&0 st oo mais e Salnd b= prits

6 s mais fbjenvenxoque @ =ps 2==p ¥,
~ BCILL L6 9] { : F Oniin E1a pH1—p%
c=£=pH-2 , perant un noz}abkc entier , jauraiy = — _——

g ; . —1
multipliant cette nouvelle fuite & la valeur par SR -
retranchant en {uite 'une de Lauere les deux fuites & les

deux fommes,j'aien général 1+-2x-4-3% « « -p—1 e

" o r—-—pxp_l-t—p— el

JiSu—

s d’oulon voit'que Ta méthode peut

1 — 2%~ %x°
Ay 5 25 ’ % 3
&tre utilement employée 4 trouver la fomme d’un nombre
indéfini de termes dans une fuite quelconque.
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Je pafle maintenant au cas plus compliqué , ot il s'agi-
roit d’avoir la forme d’une fuite , dont la fomme feroit la
valeur de y, qu'on peut tirer en général d’une équation
algébrique entre %, y & 7. Voici comment il faudroit s’y
prendre pour avoir cette forme. On fuppofera d’abord I¢-
quation ordonnée par rapportd x , & il faudra que chaque
fuite en 7, multipliant chaque puiflance de x , foiralgé-
brique : on aura donc la loi de cette fuire par ce qui pré-
cede; mais il faudra aufli que Pordonnant par rapport
a7, la fuiteen x, qui multipliera chaque puiffancede 7,
foit algébrique ; donc on aura la loi de cette fuite. Mais
les coefliciens de cette fuite font les cocfficiens des mémes
puiffances de 7, pris fucceflivement dans chaque fuite
en 7, qui multiplie les diverfes puiffances de. 2 ; donc
on aura la loi des coefficiens, & par conféquent la loi de
la fuite , pour quelle donne une fon&ion algébrique de
x & 7 pour valeur de y. L’analogie indique fuffifamment
ici ce qu'il y auroit a faire pour un plus grand nombre de
variables.

Pour appliquer la théorie ci deffus 4 Pintégration , on
fuppofera une fuite algébrique de tranfcendantes & de x
ces tranfcendantes érant des logarithmes exponenticlles
ou intercendantes de fuites algébriques; & comme le dé-
gré ou monte Iéquation qu’on doit avoir entre chaque
fuite & fa fomme eft dérerminé, mais feulement par
la plus haute puiflance de lafomme, on {fuppofera que le
cocflicient de chaque puiflance dey .en x, aulieu d’étre
déterminé eft indéfini, ou méme la fomme d’une fuire
recurrente, La forme de la fuite érant donnée dans cette
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nouvelle fuppofition , forme quon aura aifément par ce
qui précede;; il ne reftera plus d’indéfini que les dénomi-
nateurs & les numérateurs des fommes des fuites récur-
rentes, & le nombre des fonctions logarithmiques qui peu-
vent érre ajoutées enfemble, fans que la propofée change
de forme : pour les déterminer pour chaque cas particulier,
on fuppofera d’abord qu’ils font dérerminds au-deffous de
ce qu'ils doivent €tre , & on ajoutera feulement 4 la valeut
de chaque coeflicient, ce qu'une fuppofition plus élevee
y changeroir ; on comparera enfuite, avee la propofée, ces
{uites ainfi préparées, & la comparaifon conduira enfin a
un point ou il n’y aura plus rien a ajouter pour avoir la
valeur du coefficient , & tout fera dérerminé. Voici-un
exemple de cette méthode qui la fera micux comprendre.

Soirt le cas des frattions rationnelles
A+Bx+Cx*:-- -+me’-dx
A/ Bl C'x* o v+ o P/

dy =

& qu'il faille trouver y. Je réduis en fuite le coefficient de
dx ; je vois alors que la valeur de y en fuite , ne peut
gere que g +-br—tcxt—-dd .. ... a b
la fuite d—+b'x —¢x* .. .. érant une {uite récurrente , &
Ia fuite a 4+ b % + cx*. ... la fomme d’un nombre in-
défini de ces fuites, je compare la valeur de dy donnée
dans cette hypotefe, avec la valeur donnée par la prépo-
{ée yen fuppofant que les fuites a + bx—car-dad .. ..
2 4 blx 4 cx*.... foient des fuites rccurrentes fort
fimples 5 J’ajoute A chaque terme une quantité conftante 5
fielle ne devient pas en général égale d zero 5 je la fup-
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pofe ce quelle doit &tre dans une {uppofition ou ces fuites
foient plus compliquées, plus une nouvelle indéterminée,
& ainfi de fuite , jufqu'a ce que cette nouvelle indétermi-
née {oit nulle en général , & alors le Probléme fera ré-
folu. Au refte, cette operation ne fera pas auffi longue
quon lecroiroit d’abord , parceque lesfuites quion fubfti-
tue dans la propofée ne pouvant contenir dans leurs coef-
ficiens plus de quantités indépendantes de la loi de la fuite
qu’on n’en trouve dans le coefficient de dx.

1l eftaifé de voir qu’on pourra dans cetre méthode dref-

fer des Tables qui contiendroient par ordre toutes les
€quations intégrales qui donnent y en x, avec les équa-

tions différenticlles qui y répondent & les changemens
quiy peuvent faire de nouvelles fuppofitions pour le nom-
bre & Iélévation des {uites récurrentes.

Quoique cette méthode, traitée ainfi par les fuites infi-

nies , dont il ne feroit pas difficile de fe pafler , foit d'une !

grande commodité dans la pratique , & qu’elle conduife
a unc intégration abfolue ; fa plus grande utilité fera pour-
tant de fervir aux approximations immédiatement & de la
manicre la plus commode. Toute équation diffiérenticlle
peut, par la préparation que j'aiindiquée ci-deflus, écre,
lorfquelle eft poflible , telle que y fubftituant pour y
a-+bx —+ cx* + dx3 + » « tous les cocfficiens des puif-
fances de x sévanouiffent ; & cette fuite étant rendue
convergente , donnera une valeur de y , d’autant plus
vraie , qu'on prendra plus de termes, avec cette différen-
ce cependant, que {i on peur tirer de 'équation propofée
unc valeur dey en & en termes finis 3 la différence qu'il
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yoaura entré la valeur de y prife dans la fuite & fa vraie
valeur:, Pouua étre fuppofée plus petite quaucune quan-
titd donnée , & que la fomme de la fuite fera cetre vraie
‘wr ; au lieu -que dans Pautre cas, on peut, a la ve-

¢, parvenir a un:terme ; dans la fuite ; plus petit quau-
cane quantlte donnée ; mais ]amals on ne peut parvenir &

la vraie valeur. Cleft a- peu- pres la méme chofe que fi

I'on propofou d’avoir \/ 1— n en nombresrationels, L’ex-
pu:{i;on étant développéeen fuite, fin=1%, on pqrvicn— :
dra 4 la fin 4 la vraie valeur &3 mais fi » = §, quoi-

que plus on prend de termes , plus on approche de la

valeur de \/‘i en nombres rationels, fielle en avoit une;
jamais cependant on ne peut parvenir a cette valeur , pars
ce quelle n’en a point.

La fuite @~ bx = cx*— dx3 .+ . érant fubftituée dans
I'équation différenticlle’en propofée , & érant rendue con=
vergente , donne déja une méthode d’avoir y en x par ap-
proximation ; mais il s’en faut beaucoup que ce {oit-13
la:borne de-lutilitd des méthodes précédentes. © De
quelque maniere que y foit donné en x , des qu'il eft quef-
tion d’approximations , il cft clair que la valeur de x érant
donnée, on aura, parles Tablesde logarithmes,finus, &c. ,
la valeur dﬂy qui y répond. Je prendrai donc une forme
générale qui coavienne avee lordre: d’une équation diffé-
renticlle propofée. Je fuppoferai d’un nombre fini de ter-
mes les différentes {uitesalgébriques qui entreront dansles
valours.de 745, -2, &¢, -en X5 % &rj-%, 75 53 XC,-&
atfi lafuice al@couque quidonney en %57, S, 2, &c. Je
fubi’cxtuera:{
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fubftituerai dans la propofée la fuite ainfi terminde; j’en
déterminerai les coefficiens; & ajoutant A cette valeur,
ainfi trouvée, ce qu’il faut y ajouter, pour qu’étant ré-
duite en fuite, clle donne la fuite @ 4 bx 4 cxt dxt . ..
que jai dit ci-deflus étre la valeur de y, j'auraiune nou-
velle valeur de y - {fuppofant un terme de plus dans les
755, t,&c. & dans I'équation finie entrey &x,r,s,t.&c.
J'aurai encore une nouvelle valeur de y; & fi ces valeurs
font de la forme que doit avoir la vraie valeur dey, & que
la fuite @ + bx - cx* 4 dx3 . ... foit convergente, on
aura par cette meéthode des valeurs trés approchées, en ne
Prenant qu'un petit nombre de termes dans la fuite qui
refte dans chaque valeur.

Quant & la maniere de faire en forte que la fuite foit
convergente , il faut remarquer que cette convergence
vient ou de la petitefle de x ou de celle des cocfliciens : il
faudra donc pour ce qui regarde x , faire en forte, par
des {ubftitutions convenables que x foit telle (fila nature
du Probléme le permet ), ce qui arrivera, {oit qu’on puifle
avoir une variable x toujours plus petite qu'une quantité
conftante donnée, qu'on a fuppofée égale & Punitéd, &
qui rend homogene la fuite en %, foit qu'on puiffe fuppo-
fer cetre quantité conftante fi grande qu'on voudra, en
forte qu'on puifle regarder x comme trés petite vis-a-vis
d’elle : fi cela étoit impoffible, parceque X ne pourroit ja-
mais €tre qu'une quantité fufceptible d’avoir toutes les va-
leurs poflibles ; alors on pourroit rendre la fuite conver-
gente, tant que x fera trés petite ; faire enfuite une au-
tre {fuppofition pour avoir 7 trés petite lorfque x fera
grande; une autre pour le casol x fera a-pea-pres égale
au parametre , & on parviendra ainfi au but quon fe
propofe. H
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Quant aux coefliciens, il faudra chercher une méchode
convenable dans chaque cas particulier. Lorfqu'il eft pof-
fible, comme dans le Probléme des trois Corps, d’avoir
par des Obfervations ou d’autres circonftances particulie-
res des valeurs particulieres de y pour des valeurs données
de x ; on pourra sen fervir commodément pour avoir les
coefficiens de la fuite. Si méme on vouloit fe contenter
de comparer les réfultats de la Théorie avec ceux des Ob-
fervations, on le pourroit faire en comparant les coefli-
ciens trouvés dans la fuite , parle moyen des Obferva-
tions, avec ceux que donne la {ubftitution de la {uite dans
Iéquation différentielle. En effet, fi ces coefliciens diffe-
rent peu , que la fuite {oit convergente ou non, il {era tou-
jours vrai que les Obfervations & la Théoric s'accordent
enfemble. On pourroit encore réfoudre ces fortes de Pro-
blémes par cette méthode feule , fans employer leurs €qua-
tions différentielles lorfque les fuites feront convergen-
tes, & par conféquent indépendamment de toute hypo-
thife phyfique. Cette derniere méthode pourroit fervir a
calculer des Phénomenes dont les loix feroient inconnues 5
peurva qu’on fache de quoi ces loix peuvent dépendre.
Mais il eft eflentiel d’obferver ici qu’il n’eft vrai, que quel-
quéquation quon ait entre y & x, on auray==a — bX
+cx*—+dx} . . . . quedansle cas ol on a faitla fub-
ftitution indiquée ci-deflus; quil faut donc qu'il y ait
une conftante indéterminée g; & qu'au lien d’avoir la
valeur de x par les Obfervations, on a feulement celle
x-+g3 & quainfi, lorfquon veut déterminer les coefli-
cienis par les obfervations , il faut mettre pour x cette va-
leur moins l'ind¢terminée g. Pourvu quon ne donne pas

L
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R 3 g . - . 4
4 g une valeur particuliere , on peut la fuppofler incompa-
rablement plusgrande ou plus petite qu'aucune autre quan-

ticé | ce qui peut quelquefois fervir avantageufementa ren-
dre [a fuite convergente.

On fent quil feroit trés avantageux d’avoir pour déter-
miner les coefficiens par le moyen des Obfervations, une
formule indéfinic pour un nombre indéfini de coefficiens
& d’obfervations. Ce Probléme fe réduit & trouver la va-
leur d’une inconnue donnée par un nombre indéfini nd’¢-
quation entre un nombre indéfini 7 d’inconnuess je tirc
cette méthode du Mémoire que jai déja cité ici. Soient
@y b,-c, dog p cesinconnues , & qu'on ait

ea+Bbt+oyct+ddtee.....+np=24

dat+Bbty ctd dadenia+Tp=4»
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Il eft clair qu’on aura en général
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6o METHODE

& ainfide fuite, ot en général on peut fuppofer e, &, &', 2",
&c. égaux i Punité. On aura doncpdonné par une frac-
tion”, dont le Numérateur & le Dénominateur ne diffé-
reront qu'en ce que l'un fera compofé de 4, 4, 4", A",
&ec. ,dela méme maniere que Pautrele fera dern, v, ", 1",
&e. , & on formera cette valeur de p fucceflivement de la
maniere quon voit figurée ici ; d'oit on voit que le nom-

4 _ 4
e at A—4

bre des "; ‘%,ou g3 lotfque a, &, &, &c. feront
2y =y
@ [

égaux A Punité, ferag™™ , & qu'ils feront toujours diftri-
bués quatre & quatre d’une maniere femblable.

Dans le cas dont il eft particulicrement queftion ici,
on alesa, o,a"d", &c. égauxdlunité, lesp, g, e, B",
&ec. égaux auxvaleurs de x données par un nombre z d’ob-
fervations, les g, 75 3"» "> &c. égaux aux valeurs de x*
données de mémes , & ainfi defuite ; les 1, 1, ", 1, &e,
égaux aux valeursde 2" , & enfinles 4, 4, A°, A", &c.
égaux aux valeurs correfpondantes dey , que donnent les
mémes obfervations.

Je nen dirai pas davantage , mon but érant de donner
des principes généraux , {ans entrer dans des détails qui
faciliteroient aux autres des routes que je n'ai point le cou-
rage de fuivre. ,’




CONCLUSION

TELLE s font les vues que je propofe aux Géometres
fur un Probléme dont la folution étoit fi importante pour
le fyftéme du monde, & qui a fibien confirmé ce que Ne-
ton avoit déduit du mouvement des Planettes principales.

Mes équations dans les deux premiers Mémoires , {onc
les mémes que celles que le principe de la moindre a&ion
donne a M. de la Grange ; & quoique tirédes d’un principe
différent , je les ai par la méme Méthode. Cette fagon de
fuppofer que la méme changeante varie de pluficurs ma-
nieres 2 la fois, eftla clef d’une infinité de Problémes; &
lorfqu’elle fera mieux connue, onen fentira encore micux
tous les avantages. Mon but n’a point été de réfoudre le
Probléme dont jai parlé, mais d’indiquer la voie qu'on
pourroit fuivre pour le réfoudre généralement, dire@te-
ment & cxaltement. Le Probléme des trois Corps a éré
réfolu par trois célebres Géometres. 1ls ont cherché A en
tirer une Théorie plus exalte de la Lune & des Cometes,
qui plit fecvir A perfettionner lAftronomie & Ia Naviga-
tion, & 2 confirmer les idées de Newton fur le {yftéme du
monde. Ils {e font fervis pour cela des Méthodes d’Appro-
ximation , les feules qui conviennent A ces fortes de quef-
tions , firor qu'il s’agic de faire quelquapplication de Ia
Théorie. Je fuppofe cn effet que les équations du Pro.-
bleéme foient intégrées exattement. S'il s’y trouve quel.
que fonction tranfcendante, ou méme qu'en prenant la
valeur du temps en Lune des coordonnées , ou celle d’une
des coordonnge en une autre , on ait 4 réfoudre une dqua-
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tion desfecond, troifieme, quatricme ... .. dégrés; onaura
des radicaux ou des fonétions tranfcendantes dans les for-
mules du Probléme. 1l faudradonc y faire entrer des fuites
infinics & avoir encorerecours auxMéthodes d’Approxima-
tion. Quon fe ferve donc de ces Méthodes avant d’inté-
grer ,ou qu'on ne les applique aux équations qu ‘apres 'in-
tégration; je n’y voisaucune différence : mais ily a des
conditions néceflaires pour toute Méthode d’Approxima-
tion , quil w’eft pas toujours aifé de remplir , lorfqu’on les
applique aux équations différenticlles. 1°. Il faut que la
{uite donnée dans la Méthode d’Approximation , car
dans toute Méthode d’Approximation il entre néceflaire-
ment une fuite infinie; il faur, disje, que cette {uite fe
puifle continuer 3 Pinfini , fans pouvoir s'arréter 2 aucun
terme & y changer , foit de forme , foit de nature; & que
plus on prend de termes ou un terme plus éloigné du pre-
mier , la fomme dela fuite ou bien de ce terme plus ¢loi-
oné , differe moins; & il faut non - feulement que
cela {oit , mais encore que cela foit bien prouvé a priori.
,°. [’identité , foit de la fomme de la fuite entiere , foit
de fon dernier terme avec la vraie valeur , ou une valeur
fenfiblement égale a la vraie, doit €tre rigourcufement dé-
montrée ; & fi les cocfliciens dans les fuites fe déterminent
par la Méthode des indéterminées , il faut avoir démon-
teé & priori que la forme qu’on lui fuppofe eft cellequ’elle
doit avoir. La Méthode de M. d’Alembert remplic exac-
rement tout cc que je viens de dire : ainfi tout ce qu'on
pourroit faire ne conduiroit au but , ni plus diretement,
ni plus exaCtement : en effet, fi on defire plus d’exacti-
tude, iln’y a qu'a continuer plus loin fes formules, &'y
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faire entrer I'altération du mouvement que Auteur de la
piece couronnée en 1762, a appris A calculer. Ce tra-
vail doit particulicrement regarder les Aftrondmes : il
exige, 4 la vérité beaucoup de connoiffances de calcul, &
peut-€tre plus qu'on n’en peut acquérir ordinairement, fans
négligerles autres parties de I’ Aftronomie. Mais il n’en eft
pas moins vrai que ce quele Géometre peut faire mainte-
nant fur ce fujet comme Géometre , n’cft plus que de pure
curiofité.

Jai cru ce dérail néceflaire pour qu'on ne fiit pas éronné
des bornes o je me fuis renfermé fur le Probléme des
trois Corps. Quant aux travaux néceflaires pour les Pro-
blémes plus compliqués, j’avoue franchement que je les
crois au-defTus de mes forces , & fur-tout de mon coura-
ge : bien que , dansles divers morceaux que la néceffité de
défendre fa folution a fait publier & M. d’Alembert , on
trouve {ur les Méthodes d’Approximation , & fur.tout fur
la maniere de s’affurer de leur bonté indépendamment des
rélulrats , nombre de chofes qui feroient de la plus grande
utilité, & qu'unc {agacité fingulicre pouvoit feule deviner
& employer.

Le peu que jai dit au commencement du troifzeme M-
moire , cft {uffifant pour faire fentir aux Géometres de
quelle Méthode ils pourroient fe fervir pour réfoudre un
Probléme célebre dans la folution duquel on n’avoit , de-
puis Defcartes, fait que peu de progres. La Méthode que
je propofe eft générale pour un dégré quelconque, & je
Pai mife au point de ne laifler plus pour déterminer la for-
me des racines d’une équation donnée , d’autres difficuleés

a réfoudre que celles qui naltront néceflairement de la
| ¥
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complication & de la longueur des calculs. M. Euler a fait
fur cette maticre quelques réflexions femblables , quil
propofe comme des conjetures : un peu de méditation
{uffic pour s'aflurer que les miennes {ont une fuite nécef-
faire de la nature des équations. Il n’yarien de commun
entre 'Ouvrage de M. Fontaine {ur cette matiere , & mes
courtes réflexions. Ce grand Géometre détermine la forme
des racines d’une équation en cherchant par comparaifon
entre toutes les formes poflibles , celles qui peuvent con-
venir & une équation propofée. Il confidere les racines
comme réelles ou imaginaires , pofitives ou négatives,
compofées de quantités égales ou inégales plus grandes
ou plus petites les unes par rappore aux autres; mais cela
ne conduit pasimmédiatement a cnavoir la valeur. Comme
ce travail eft trés intérefTant , je crois que les Géometres
me pardonneront dinférer ici quelques réflexions qui ten-
dent 3 démontrer & & développer Pefprit de la Méthode ,
que fon célebre Auteur n’a faic quespofer. Je fuppofe quon
ait devantles yeux 'Ouvrage de M. Fontaine, qui fe trou-
ve dans le Recucil de fes @uvres, & dans les Mémoires de
I’ Académic pour 'année 17475 & je dis, 1°. Que fi j’ai
une équation dudégre £, dont les racines {oient mifes fous
les formes que leur donne M. Fonrtaine, & que ces racines
ne contienncnt qu'un nombre g, inférieur a f de quanti-
tés a, byc.. ... jauraipour ce cas un nombre f—gde
fonlions de mi, 7, po.s. .. €gales & zéro. En cffet.,
par la comparai{‘on de la propofée avec le produit de fes
racines , jaurai un nombre f* d’équations pour un nom-
bre g d’indérerminées. Ces fon&ions quon trouvera dif-
férentes pout chaque {uppofition différentes de facteurs fe

trouveront
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trouveront fous une forme rationelle par les procédéscon-
nus, & les égalant & zéro, on aura des conditions pour
chaque {yftéme de fateurs; car les équationsde chaque fyf-

¢me prifes toutes enfemble, auront toujours licu dans
chaque {yftéme, & ne pourront avoir lieu dans aucun au-
tre. 2°. Que fijai un {yteme de fa&eurs qui contienne
un certain nombre dea, b, c..... » jaurai plus grande
ou plus petite que zéro, une fonGion qui deviendra égale
a zéro lorfque faifant par exemple, b=cou c=o,
ce fyftéme de fateurs deviendra un de ceus dont je parle
dans Parricle ci-defTus. 11 y aura autant de ces fonctions,
quil y aurade fuppofitions poflibles pour ramener le {yf-
téme de facteurs donné & un autre {yftéme qui contienne
une de moins des quantitds a , 5 s €.... &cesfon&ions
feronteelles quen les fuppofant nulles, &y faifant les fup-
pofitions quiles rendent telles , elles donnent les €quations
quonauroit trouvées par l'article précédent. 3°. Quefi
pour un cas particulier d’un {yft€me de fa&curs, une de ces
fonctionseft plus grande ou plus petite que zérozelle feradu
méme figne dans rous les autres cas du méme fyftéme. En
effer, i cetre fonGion eft telle que, faifant b=c'ou c==0,

1

clle devienne zéro ; elle fera 4+ b—c ou A ¢*. Or, une
telle fon&tion fera toujours du méme figne, puifquon a
b>c,c>o0, & que A ne peut changer de figne. En
effer , i 4 pouvoit changer de figne, il pourroir devenir
zéro 5 donc la fon&ion propofée égaléc A zéro nc feroit
plus une condition da fyftéme de fa&eurs ot clle a licu ,
ce qui eft contre Phypothéfe. 4°. Quil fave diftinguer
trois ca$ ou ces fortes de fonctions, peuvent fervir de'con-

I
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ditions pour diftinguer différens {yftémes de fackeurs. D'a-

‘bord deux fyftémes de fatteurs peuvent &tre rappellésa un

méme fyltéme , en faifant b=c. La fonéion qui ,apres
cette fuppofition fera égale & zéro , fera dans un cas

s g B
A-b—c, & danslautre 4+ e—b 5 cela eft évident
par la forme des faQteurs de chaque {fyfteme , & £ doit
&tre un nombre impair ; fans quoi un fyftéme feroit 'au-
tre, ce qui eft contre hypothefe ; donc , laméme fonction
fera pour un fyftéme de facteurs »>o0 & < o pour Pautre.
Dans le fecond cas , deux fyftémes de faceurs {e peuvent
rappeller & un méme {yft&me , en faifant dans Fun bec ,
& dans Pautre ¢==o0: ce casa lieu pour la comparaifon de
deux fyftémes , dont I'un contient plus d’imaginaires que

Pautres. 1l faut donc que la fonétion qui eft pour l'un
i | -

A.b—¢ devienne pour lautre nulle , lorfque ¢=o03
mais P'un des fyftémes de faeurs devient l'autre, en 'y

da Ml
mettant b—¢ pour ¢ “"’1; donc 4 + b—c doit de-
: i

venir A - C\/ 1 5 donc % doit &tre pair, puifque 4 eft
réel ; donc la fon&ion qui fera < o pour un fyftéme , fera
< o pour lefyft€me correfpondant. Dansle troifieme cas,
une méme fuppofition rappelle deux fyftémes de faleurs
3 deux différens , mais dans lefquels une méme fon&ion
eft égale & zéro; & alors, ou clle eft de figne différent dans
les deux premiers {yft&mes , ouclle eft de meme figne, &
les fo n&ions qui font > o ou o dans le cas ou elles
deviennent nulles , ne changent pas alors de figne : ce cas
fc démontrera comme les précédents.
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Il n’y a point de {yliéme de faCteurs pour un degré
quelconque , dont on ne puifle trouver les conditions ca-
raltériftiques par cette méthode; & il ne fera queftion
que d’avoir pour un dégré quelconque, les conditions ge-
nérales pour chaque {yftéme ou il n’entre qu'une quanti-
té a : car quelques foient le nombres des @, 4, ¢.1.. .0
dansun fyftéme propofé, on tirera ces conditions de celles
des {yftémes ou ce nombre fera moindre d’une unité, &
ainfi de fuite , jufqu’a celles des fyftémes ou il n’y a qu'une
quantité 4.

Lorfquele nombredesa, &, c.. ... eft pluspetic que
Pexpofant dudégré de "équation : alors, filesa, 6, ¢,
font eux-mémes les racines d’une autre équation d'un
dégré inférieur , comme cela arrive néceflairement lor{=
quiln'y en a que deux, on réfolvera la propofée en ré«
{olvant cette nouvelle équation d’an dégré inféricur; &
dans tout autre cas, on pourra parvenir & une équation
de méme dégré, mais dont les coefficiens feront les raci-
nes d’une équation d’un dégré, dont l'expofant foir égal
au nombre de foisque lesa, &, ¢..... fontrépérés dans
les racines.

Iij




EcGL A PR'CISSEMENT

ECLAIRCISSEMENT
Sur le Calcul Intégral,

UN crand Géometre que je cite ici , non pour lui faire
honneur, mais pour m’honorer moi-méme , enapprenant
au Public qu’il daigne s’occuper de mes Ouvrages & me
favorifer méme de fes confeils; M. dela Grange m’a faic
obferver qu'il y a des équations différenticlles, dontles
intégrales ne fe trouvent point dans les Tables que jai
données pour ces équations, dans la feconde Section de’
la premiere Partie de mon Ouvrage; d’ou il {uit que ces
Tables que je donne pour générales, font au moins {ujertes
A une infinité d’exceptions.  L’importance de la matiere
exige de moi qu'en convenant franchement de men tort,
je cherche 3-le réparer. Jeme propofe-de le faireici; &
pour cela, je vais expliquer la nature de ces exceptions
qui décruifent la généralité de mes Tables, & les moyens
&’y remédicr ; j'y joindrai quelques Réflexions importan-
tes {ur cette matiere qui m’étoient échappées: je donnerai
enfin une méthode d’intégrer qui ne fuppofera point la
conftru&ion des Tables. [l me femble qu’il fera aifé de

conclurede ce que je vaisdire, que la défeCtuofité de mes
Tables eft un défaut de la méthode ; défaut qui eftune fuite
dela nature méme du Calcul , en forte qu'il n’y aic aucune

méthode générale poflible de Calcul Intégral qui ne foit

{ujette a desinconvéniens femblables , oua deplusgrands

encore;_que la manicre 'y fuppléer que je propofe ici eft
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aufli fimple quelle peut 'tre par les mémes raifons. Je crois
que ceux quiauront luavecattention toute la premiere Par-
tiede mon Quvrage & ce que i’y vais ajouter ici , ne trou-
veront pas cette aflertion téméraire, & me difpenferont
d’entrer dans le déeail des motifs qui m’engagent A penfer
ainfi.

Les Tables que je donnedans I'Article troifieme , p. 53,
contiennent par ordre ' les différentes’ formes d’intégrales
qui, étant différentides, produifent les équations diffé-
renticlles d’'une forme donnée : telle eft le principe fur le-
queljelesaiconftruites,, & ellesfont générales dans ce fens,
Mais fi je donne des valeurs particulieres aux coeficiens
de ces formules que j’ai fuppofés généraux, les diffiéren
ticlles qui en réfultent peuvent peut-étre s'abaiffer, fans
que les intégrales changent de forme j & cela arrivera,
foit que les coefficiens destermes les plus élevés de ces dif~
férentielles s'évanouiffent, foit que cesdifférenticlles aient
des falteurs. Alors les différentielles d'un dégré donné
pourroient avoir pour intégralesou les intégrales générales
pour ce dégré, oudes cas particuliers d’intégrales fupé-
rieures ou Pabbaiflement aic lieu. Il faut donc pour avoir
lesiintégrales de cette derniere claflc d’équations, formes
une Table qui contienne tous ces cas particuliers. Voili
ou je m’étois arrété , & ce dont les obfervations de M. de
Ia Grange m’ont fait fentir la nécefficé.

Quelque particuliere que {oit une'forme d’intégrale, elle
eft roujours telle , excepté pour le cas de ax—++by—+cp=o,
que dans ’équation différentielle quiy répond , il puifle y
avoir cing coefliciens indétermings , parcequ'on n’y chan~
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ge en ancune fagon la forme de lincégrale ni de la diffé-~
rentielle, en faifant 0 == A7+ Bu-+ Cp, & y=A'1+B'u
~+C'p; mais il sen faut de beaucoup quaucune des for-
mes d’intégrales que donnent mes Tables , laillent indéter-
minés tous les coefficiens de la différentielle qui y répond.
Cependant , I'équation différenticlle ol ils font {uppofes
quelconques, a une intégrale’, comme je lai démontré
dans la premiere Partic, Seftion premicre. Cette inte-
grale eft donc pour chaque dégré une des formules géné-
rales des dégrés fupéricurs. Il faut que cette forme con-
tienne au moins autant de coefficients indéterminés , qu'il
y-en a dans 'équation différentielle ; il faut encore quelle
foit telle que’ le cas particulier ol 'abailfement a licu, ne
Ie rappellc pas & une forme d’un dégré inféricur , ccla fe-
roit contre hypothéfe ; & que les conditions de cet abaif-
fement laiflent an nombre de coefficiens indéterminés,
¢gal 4 celui des coefficiens de la différentielle. La Table
des cas ot cet abaiffement a lieu, donnera les intégrales
qui fatisfont 2 ces conditions pour chaque dégré ; &
ces intégrales ne feront: pas fort élevées , par rapport
aux déorés auxquels clles appartiendront; parceque plus
on. les fuppofera élevées, plus le nombre des équations
entre les cocfliciens, furpaflera celui des coefficiens qu'on
a 3 dérerminer , en fuppofant que ceux de la différenticlle
font quelconques. Cette forme générale érant trouvece 4
il y:aara des cas parciculiers qui lui échapperont; lesuns
apparticndront & des formes: moins compliquées 5 onless
aara par ce que jai dic; d’autres appartiendront A des for-
mes plus compliquées,j’cn parlerai ci-deffous; d’autres enfin
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n’appartiendront a aucunc forme , & ce font ceux oula
différentielle auroit un falkeur ; car dans ce cas, fi ce fac-
teur n’eft pas un de ceux par lefquels on peut avoir befoin
de multiplier 'équation différenticlle , pour quelle foit la
différenticlleexate de foh intégrale, il n’y a aucune équa-
tion intégrale qui puifle produire I’équation différentielle,
mife fous cecte forme. Ileftdonc indifpenfable , avant que
de chercher 4 intégrer par le moyen des Tables , de s’aflu-
rer par les méthodes ordinaires, que la propofée n'a point
de faleurs, & del’en débarraflerfi cllelena: © ,

Ce que je viens de dire des équations & deux variabies ,
eft également vrai pour un nombre quelconque de varia-
bles, en obfervant que le nombre des coefficiens qui ref-
teront toujouts indérermings, fera pourun nombre: 7:de
variables, 7 » 7+ 1 —1; & quau licu 'd’unc équation
différentielle ol tous fes coefliciens foient indéterminés ,
on aura i traiter une équation ol ils ne {erontliés entr’eux
que par les conditions néceflaires pour que ceséquations
{oient poffibles.

Fai ddja dic que Pabaiffement des ¢quations différen-
tielles avoit lieu de deux manieres. La premiere, lorfque .
les coefficiens des puiffances des yariables fe trouvent nuls
dans un ou pluficurs des rangs fupéricurs de Péquation dif-
ferenticlle. Soit, par exemple, ‘

Y epy Sopte dx - x*—+ ' px—~vp* s dy==0.
L’intégrale de cette équation cft par les méthodes ordi-

e e v x=~a n’ y+a’ il ;
naires 7— " Lo =2 1y+b,+N__o,a&BetantIes

racines de I'équation I'%™ ~ 8'p % Jpr=o; &IK 3
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les racines de P'équation yy* - epy =+ vp* =o; Cet
cxemple m’a éré propofé par M. de la Grange. ‘Mainte,_
nant, je dis que cette équation intégrale appartient aux
formes pour letroifieme dégré; en effer » {ion différentie
uneintégrale: femblable ; en donnant une forme oéné-
| -rale aux fon&ions quiy entrent ;on aura une différentielle
‘ ﬂ de ce dégré : mais qu'ici elle eft du fecond » parceque ces
1 ~fonctions font telles, que les coefliciens de tous les termes
E“ | “quimonteroient ad troifieme dégré font égaux 4 zéro 5 la
1 méme chofe aura liey pour-tout autre exemple. Mais com-
r | .ment celaarrive-til ? Ceft que plufieurs des fonctions qui
entrent dans les formes dintégrales, ont égaux , entreux,

les coefliciens des rangs {upérieurs des puiffances de &y
“qui yentrentyiiceiqui faic.que les termes fupérieurs qu’ils
aurotent produits.dans ’équation différentielle,, peuyent
difparoitre tous entiers. Pour former donc une Table de
Ll tous ces cas, je fuppoferai dans chacune des formules,
1 des Tables conftruites, comme je I'ai indiqué ci-deflus,
j“ } que les coefliciens de pluficurs rangs fupérieurs font égaux
chacun a chacun dans deux ou pluficurs. des fontions

| q?i yentrent , & cela ; felon toutesles comb‘inaifonzs pof-
1 fibles ; je remarquerai celles de ces fuppofitions qui peu-
| vent faire évanouir un ou plufieurs rangs {upérieurs dans les
différenticlles, fans que les intégrales changentde forme;
je les ordonnerai enfuire, comme j'ai ordonné les formules
1 de mes Tables. Cet abaiffenient ne va pas a 'infini, en
1 ne {uppofant méme dans une intégrale que deux fon&ions
ﬂ l eflenticllement différentes; en forte que toutes les autres

1‘ | ¥ g R na
| > = . : .
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ne different de Pune ou de Pautre que par le dernier terme,
ce qui eft la fuppofition la plus fimple , on verra natere des
différenticlles de tous les dégrés. Jajouterai ces Tables ,
ainfi conftruites, A celles que javois déja, & jlaurai de
nouvelles Tables qui contiendront pour chaque dégré d’¢-
quations différenticlles , tant les formes genérales qui y
répondent, que les formes qui réfultent des cas particu-
liers ol1 d’autres formes plus élevées sabaifent 3 ce dégré
par I'évanouiffement de leurs rangs fupérieurs.

La feconde cfpece d’abaiflement a lien, lorfque dans
un cas particulier une forme générale eft telle, que P’équa-
tion différenticlle qui y répond , puifle avoir un faleur
d’un ou pluficurs dégrés. Soit, par exemple , I'"équation

xyz-— X—271y o o gk et xa’y =
Son intégrale eft en général

Leassy .x—i—s[’—-—a-xl—i—;;c—-b-x?—l-&c.

il Xtax*+b% 4+ &y —

lt—xtax*—bxd+y—240-—1. X~43b—aq.x>

—4c—b 4+ &c.—2x+N=o,

=5 -
I=—20 3 227 W

i WD St 2042 =7} 1,.-_
faxfanta:i_; 52_‘_*4,5':#6,&:

3—2n1

ainfi.de fuite. Cette intégrale eft finie toutes les fois que 2
cft un nombre entier pofitif ; donc dans tous ces cas s cette
intégrale eft fous cette forme intégrale de équation
propofée. Plus 7 eft grand , plus ces formes deviennent
clevées; & 7 pouvant &tre fuppofé auff; grand que Pon

K
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veut , fans que P’équation différenticlle change de forme
pour cela, il el clair que cet abaiflement peut s'¢ren-
dre § Pinfini. Cet exemple m’a encore €té propof€ par

M. de la Grange. Poyez, fur P lnégration de [ Equation

Xy —x —2ny-dx—4xdy=o0,le troifieme ¥olume
dos' Mémoires de 1a Société de'Turin. On peut faire fur
ce cas les mémes réflexions que fur celui queje viens dé
teaiter , on verra , en effec, quefije rends générale la forme
de Pintégrale pour chaque valeur de 7z, & que je la diffé-
fentic, jaurai des différentielles de différens dégrés , mais
que toutes {c rapporteront au troifieme dans ce cas parti-
culier , parcequ’elles auront des falteurs plus ou moins
élevés 3 en forte que I'équation fous la forme ou elle fe
préfente, n’elt que la vraic équation différentielle , pro-
duite par chaque forme & divifée par un fackeur qu'elle fe
trouve avoir accidentellement.

Maintenant pour drefler unc Table de tous ces cas, il
faut, {ans chaque forme dintégrale des précedentes, cher-
cher les conditions des cocfficiens, pour que la différen-
dielle ait un fadeur d’un déeré plus ou moins €leve, ob-
{erver les cas ol ces conditions ne changentpas Pintégrale
de forme,& en former une Table. 1l faut remarquer main-
tenant, 1°, qu'en conftruifant ceere Table, on parviendra
A trouver pour chaque dégré d’équations différentielles ,
lear forme intégrale générale & indépendante de toute
condition entre lés cocfficiens dont jai parlé ci-deflus.
2°, Qte cette Table ne contiendra par elle-méme qu’un
siombre fini de formespour le cas'ou la formale d’intégrale
eft algébrique ; mais que pour les autres cas, elle en peut
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contenir une infinité. Ceci feroit un bien grand inconvé-
nient , & rendroit méme prefque inutile tout Pappareil de
la méthode, s’il n’y avoit pas moyen d’y remédier; mais
d’abord il fera aifé de former une fuite des différentes for-
mes d’intégrales pour différens dégrés , qui, lorfque leurs
coefliciensont certaines conditions, s’abaiffentd un méme
dégré, & on pourra chercher par les méthodes connues
le terme général de cette fuite, & la forme genérale de
ces conditions. Dailleurs, 1°. le rerme algébrique de cha-
que formule intégrale fera toujours

a 5_55— l di x—‘;y l:o . ® o L S
w (s ol o o e +fp

e e e A I I
P P P P P

ces {uites érant towjours finies. 2°. La fon&ion tranfcen+
dante fera [a fomme de logarithmes de fuites femblables';
mais fuppofant ces fuites les plus fimples qu'il eft poflible ,
& le terme algébrique conftant , il eft clair que plus on
prendra de ces logarithmes , plus le dégré de équation
difiérentielle qui répond 4 la forme intégrale fera élevé,
quelque fuppofition que I'on fafle; donc le nombre n’en
pourra érre indéfini pour un dégré donné; donc le nom-
bre des fon&ions logarithmiques plus élevées, ne le fera
pas non plus. Cela pofé , on aura pour chaque dégré un
-nombre fini de formes générales & indéfinies : on fuppo-
fera Péquation propofée, multiplide auffi par une fuite
indefinic : on la comparera avec Péquation différentielle
que produit la forme générale , & on déterminera , par
cctee comparaifon , tousles cas ot une certaine valeur don~-
K ij
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née aux coefficiens de la différentielle & de Pintégrale,
arrére ces {uites 2 un nombre fini quelconque de termess,
& produit I'abaiffement cherché.

Ce que je viens de dire s’applique également, avec les

réflexions convenables, aux cas oltil y a un plus grand
nombre de variables, oules différences montent 3 un dé-
gré plusélevé , & méme aux équations différentielles d’or-
dres plus €levés. On fent, combien des Tables conftruites
{elon ces principes, feroient utiles aux Géometres; puifs
quaucune équation différenticlle n’y échappant, rout
Probléme , dont ’équation différenticlle fe.trouveroit
d’une des formes comprifes dans les Tables, feroit deés-lors
réfolu, Mais ces Tables sarrétent néceflairement a un
point quelconque ; il faut donc donner une Méthode, d’y
fuppléer dans ces cas , qui puifle des-lors{ervir a fe pafler
de ces Tables , tant quelles refteronta conftraire.” Soit,
pout cela A dx -+ Bdy = o une équation différentielle
fans radicaux , il {uit de mes principes que, fi je la mul-

2
Btk b s S g g o R
P Pl L3P

P
P , ces fuites

tiplic par : :
a’+b’—{+c’l+¢i'%+e'g+f""y7 R
i P 4 14 P

sarrétant toujours a un-nombre fini de termes , elle de-
viendra une différenticlle exalte : on fait qu’elle eft pour
ce cas 'équation de condition. On fuppofera qu'elle ait
lieu , & cette fuppofition donnera les valeurs des cocfii-
ciens des deux fuites, & le point ot elles doivent sarréeer.
Cette opération faite , on n’aura plus aintégrer qu'une dif-
férenticlle exacte. Or , ces fortes d’équations n’étant point
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fufceptibles du fecond abaiffement, on fait de quelles
formes Pinrégrale eft fufceptible & ou elle sarréte.

Si A & B contenoient une ou pluficurs fon&ions affec-
tées de radicaux , il faudroit’ que dans les deus fuites
ci-deflus, ces fonCtions fuflent femblablemenvauz x & 7.
L’intégrale n’en peut point contenir d'autres , cette remar-
que eft tres importante pour-les quadratures. Feyez le
Meémoire précédent. 1l enferoic de méme i 4 & B conte-
noient des fonctions tranfcendantes ; cela s'applique aufli
aux ¢quations poiliblesa trois, quatre variables, &¢. Si
yai Ad x4~ Bd'y + C=0/, en forte:que 4, B, C
foient des fonckions algébriques de x ;' dow | dy | il eft -
clair que cetre équation’, fi clle eft poflible, deviendra
une différentielle exaCte y en fe multipliant par une {uite
femblable i celle ci-deflus , en regardant d o & dy comme
deux nouvelles varfables: qm doivent 'y €tre Homogenes
entrelles ; mais on ales équations de condition pour ce
cas, & ellesferviront a trouver les coefficiens de‘cette {ui-
te & le point ouelle finit. Certe fuite trouvée , la Remar-
que 1I 'du IV Probléme, donnera le ‘moyen de traiter
cetre €quation dw fecond ordre , comme: nne du premier;
Quelle que foitla forme d'intégrale ; dont foit fafceptible
une différenticlle dufecond.ordre; il eft clair qu’on peut
trouver en' lamultipliant parune fon&ion algébrique, &
intégrantenfuire , chacune des deux différentes.équations
du premier ordre qui'y répondent ; & dotit M Fontainea
le premier connu Texiftence ;- la fuite fera doncofufcepti=
ble d’avoir deux valeurs ; mais comme il peut arriver que
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Pintdgrale d’une des deux différenticlles exadres quiy ré-
pondent , ne foit pas fous une forme iy appliquer Ja Mé-
thode pour avoir Péquation finie; il arrive qu’on choififfe
celle-1a ,.0n n’aura pas travaillé en pure perte pour cela,
parceque trouvant Lautre équation du premier ordre, fa
comparaifon avec la premiere, donnera Pintégrale finie
par deux intégrations fucceflives aux différences premie-
res, de méme que fi on avoit choifi celle & Pintégras
tion , de laquelle on peut appliquer la Méthode ci-deflus.
Ce que je viensde dire du {econd ardre eft également vrai
du troifieme ;. da quatricme, -&c.5 en forte que de quel-
qu’mdre que foir-une équation différenticlle , on n’aura
jamaisa intégrer , en effet , que des équations du premier
ordre,dont Iintégrale fe ttouvera fansdifficuled d’aprés
ce que je-wiens d’érablir, ‘
Oan featimaintenant que pour ne laiffer plus riena defi~
rer-fur le Caleul Intégral , il ne merelke plus qua donner
un moyen-d’intégrer les diflérenticlles exaltes , affe@ées de
radicanx | Cefk-a-dire, de les rappeller aux différenticlles
ratiennelles : foit une équation du premier ordre qui con-
tienne un tadicald’une fondien dex & de y, jelappellez 3
& alors la fon&ien différenticlle fera une différenticlle
exate d'unc fonction dew , y, 7; ou pourdz , on aura mis
favaleurtoujourssationelle ;& , y, 7, dx, dy. Cela pofé,
je dis- 1% que l'intégrale de/cette fonction ne pourra pas
écre plusélevée que celle de-la plus haute fonion ratio-
nelle;qu’on peut-aveir en mettantd la place de di fa valeur
endy &dz, & a la place de dy favileuren dx & dz;
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2. que foit Adz + Bdy lapropofées& dy = A'dx+B'dy.

La formule

atbxtcy—4dy.--- ; artd g YA e Lt
a'+5’x+ébl+d/{..,, d%_r'A at+5/x+c/yv+d1{.“‘ﬁa,x

3 a—{-—éx-—i—cy—}-d{.... v 3 ! il
+B_—a'+5’x+c3/+d’{.-..‘gdy doit ‘@tre unc’ difé-

renticlle exalte d'une fon&tion de x,7,7. Cela fervira &
déterminer les coefhiciens de la {uite qui fera toujours finie;
& on n’aura plus alors 2 intégrer qu'une fon&ion ration-
nelle. Cette méthode eft, comme on yoit, générale pour
un nombre quelconque dP radicaux.

Les équations aux différentielles pamexles font trop
importantes pour que je puifle me refufer 4 joindre icile
moyen d’y appllquer la Méthode précédente. Soir donc
une de ces équations du premier ordre entre 7, ¥ & ¥,
je dis que fi-elle admert une folution ccmpluttc & quelle
ne {oit pas réductible 3 une équation ordinaire .du méme
ordre , elle fera fufceptible de la forme,

’ 2 dx
Ady +Bdy 4 Cay _ AdxtCrdn

Mdx—+ Ndy+ Pdy de—{—P?dx—o.
x

Comparant terme 4 terme , avec la propofée , on dérer-
mineradeuxdes 4, B, C,en M, N, P, & on aura
une équation entre fu : N P ou recxproqucmcnt &

on décerminera le refte d*apres ce que tous ces termes doi-.

a-+bx4-cydy- _
a’+bx’+cy’+d{'---- )

& que Adx 4 Bdy 4+ Cdy, Mdx—+ Ndy—+ Cd7 doi-

vent Etre des'différentielles em&as & alors !’ mteoraic {era

fAdx + Bdy+ Ca’{+Fj]de+Ndy+Pdg =hio

vent-etre dc la forme
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oubier que 4dx + Bdy + Cdy +Q - Mdx—+Ndy—+FPdz
foit une différentielle exalte , Q pouvant contenir une
tranfcendante ; & alors l'intégrale de cette formule fera
Pintégrale cherchée. Ce dernier cas ne peut fe diftinguer &
prioti du premier , parcequ’il fe peut rappeller 2 une équa-
tion du fecond ordre fans différences particlles. Le Pro-
bléme fe fimplificroit beaucoup, fi on favoit qu’on pit

faire P=—=o ; & les cas ot cela eft permis, peuvent auffi fe
déterminer A prioti.

Cetre Méthode s'étend aux cas plus compliqués. Ja-
vertirai ici en paflant, que dans la formule F o x y
4 F'¢' xy 3 deld page 89 , & dansles formules fembla-
bles, que @ peut contenir F', pourvu que F/ ne fe trouve
point dans 4F, & que cette {uppofition n’y introduife
point de nouvelle tranfcendante.

On pourroit aufli employer pour ces fortes d’équations,
Ia Méthode fuivante , qui, fans tre générale , eft aflez
étendue ; foit une équation- aux différences partielles en
7> % & y. Je cherche a lintégrer, enregardant x feul
comme variable ;. & les j—; , &c. comme des fon&ionsde
x5 {i'1’y parviens en général,” & qu’il me foit poflible
d’éliminer les % a 'aide d’une équation entrez & ¥, on
a a tirer de P'intégrale générale une valeur fans dx : il ne
fera plus difficile de réfoudre la propofée par les Métho-
des ordinaires de Calcul Intégral. Tous les cas réfolus
par M. de ld Grange, font comprisdans cette Méthode.

La Méthode du Probléme III de la feconde Partie du
Calcul intégral , n’elt ni affez direCe, niaflez fimple, &
‘ : manque
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manque de cette analogie qui plait tant. Voicides moyens
d’y fuppléer, D’abord {uppofant que dans les équations
de conditions que donne le Probléme 11 > pour le cas du
ProblémelIl, on ait regardé comme nuls les rermes multi-
pliéspar P-p ' p" .. =0,dV+-V'+VP"s . =0 &c.
on fubftituera dans ces ¢quations les valeurs des plus hau-
tes différences | tirdes de la propofée & de fes différen-
ces; & lorfque la propofée fera poffible,, toutes les équa-
tions précédentes fe réduiront A une. En fecond lieu, les
mémes équations étant trouvées par le Problémelll, il ne
fera pas difficile d’en tirer une fujre infinie d’équations fem-
blables , dont la loi fera donnde » & qui contiendront éga-
lement toutes les différences paiticlles de A+A'+4"....
toujours au premier dégré , " je les regarderai chacune
comme une variable particuliere , & jaurai les équa-
tions de condition convenable par la formule en fuite,
qui {e trouve 4 la fuite du troifieme Mémoire,

La complication de ces €quationseft une conféquence né-
ceflaire de Ia fuppofition qui a été faite pour repréfenter
les diffences finies » fous la forme générale d’une fuite in-
finie ; mais on peut s’en pafler, & avoir des équations de
condition plus fimples. 1°. Soit ¥ — 4 B s dV =dvd B,

ar &B 4V ;B . 0B dB
"E—-d'-d—x?‘-{—lj—d'TP-,mQISd'dx— "g*x*,&

OB 1
! AR e g B L quil faur chercher, ce
dp dp

terme eft €gal 4 ce que devient & B » €0 neregardant com-

me variables, que les p, que la différentiation fait naitre. -

Or, il eft clair quappellant B ce que devient B, en faifant
L
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x—x—+Jdxoux-—+p, pi=p - dprowgrtar & de
méme pour les autres variables , ce terme fera la différen-

ticlle de B’, en ne regardant comme variable que x +p,
d

. B/
{ubftitué 2 la place x, ce terme fera donc —— ; donc fi

: 4 &B .
la fon&ion eft du premier ordre, d- i fe réduifant a

ce te b Lot Lk
erme, on aura = =d'* 4= 7= 75 dx

av e o R
de 2, = © pour équation de condition; on en aura une

femblable pour chaque variable. Il eft aifé de voir que
cette Méthode s'étend 2 un ordre quelconque. 2°. On
pourroit employer auffila Meéthode d’intégrer par partics
quemploie M. de la Grange ; car intégrantainfi =4 V, les
termes qui reftent fous le figne affeés de la caradérifti-
que 4, doivent étre nuls. 3°. Soit F une fonétion finic F'
fa feconde valeur , F, la valeur inféricure; la différence eft
F — F:ymettanta laplace dex, x —Jx, & ainfi pour
chaque variable , cette différence deviendra F— F, ; mais
fion mer 2 la place de &%, — d'x , & de méme pour les au-
tres variables , on aura F,— F; donc faifant fucceflive-
ment ces deux {uppofitions , lorfque la propofée eft une
difiérence exale, on doit avoir des quantités de fignes
différens. Cela sapplique aux ordres plus élevés mutatts
mutandis. Les équations de condition pour la poflibilite
deséquations fe tirent immédiatement des deux premieres
Mcéthodes qui conduifent aux mémes formules,& font{uf-
ceptibles des mémes extentions que les Méthodes abfolu-
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ment {emblables, que j’ai données ci-devant pour les dif-
férences ordinaires. Ces fortes d’équations de condition,
peuvent aufli fe tirer de la derniere Méthode.

Lorfqu'on a une équation aux différences finies d’ane
forme finie , les tranfcendantes de Pintégrale s’y trouve-
ront ; ainfi dans ce cas, il fera toujours facile d’intégrer

les équations aux différences infiniment petites ot elles fe
réduifent.

FIN.
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PA GYE ¥2-, li(rne 16, y”x”, mertez }’”, o

Page 26, ligne 22, dY +dQ, merez dV' +d Q5 & dZ -+ dR, mettez
dZ'+ dR’. Ligue 24, d¥”, merezd ¥”. Ligne 24, 47", mettez d Sz,
Page 28 , ligne ¢, @' Lun feulement des falteurs dw dénominatenr, au hea de f 5

mettez f .

Page 50, ligne 5 , & compter par le bas , la valeur de 2 , lifez la valeur de 7.

Page 52 ,lig. 2, égale , lif. égal. Ligne antépénultieme 1 ——pxp_l ~p=—1- xp,

. PSS el
mettez 1——p-xp —1—p—1-xp.

Page 54, ligne21, lafomme, lifez le produit des puiffances.

Page g5 , ligne ¥ , ne pouvant , [ifez ne peuvent. Ligne 10, dans , lifeg par.

Page 56 , ligne 16 , oteg en.

Page 63 , ligne 21, avant le fecond alinéa, gjoutez, il ne fera peut-étre pas hors
de propos d'obferver ici, que depuis l'impreflion de cette Conclufion, de nou-
velles Réflexions m’ont conduit 2 trouver de nouvelles preuves directes & ana-
liiques de mon fentiment fur la Méthode de M. d’Alembert : clles me pa=
roiffentétablir démonftrativement, que cette Méthode eft fuffifante pour ré=
foudre le Probléme des trois Corps par Approximation , fous quelque forme
qu'il fe préfente.

Page 66, ligne 19, <\o, metteg P> o. Ligne antépénultieme, ou o, metreg
ou < 0.

Page 72 , ligne antipéoultieme , aprés linfini, ajoutez car.

Page 73 ligne 18, +y , mettex + &c.y 5 au bout de la méme ligne , ajoutey
~ &c. Ligne antipénuliieme , forme intégrale , lifez forme l'intégrale.

Page 74, ligne 8 , onverra, lifez on voit. Ligne 18 , fans chaque forme d’in=
tégrale des précédentes , lifeg fous chaque forme d'intégrale des Tables précé-
dentes.

Page 77, ligne 5, fuflent , lifeg entraffent,

Page 79, ligne 1, Ady, mettez Adx. Ligne 22, bx’ 4y’ 4 dy’ , mettez
x4y +dz.

Page 80, ligne 4, oteyne. Ligne22 & 23, onaa tirer, life oud en tirer.

FIN de I'Errata.
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quelques endroits, ¢'ils font réflexion que cetre Lettre n'a
1 ¢té originaitement €crite que pour vous.

1 Les corps femblent &tre aflujertis dansleurs mouvemens
1 3 deux fortes de loix effentiellement différentes : lesunes
font des conféquences néceflaires de Pidée que nous avons
| de la matiere ; les autres paroiffent I’effer de la volonté
\ 5 fibre dun Frre intelligent quia voulu que le Monde fiic

comme il eft, plutor que de toute autre manicre. L'en-
‘ femble & le réfulrat des loix néceflaires forment la mé-
| ‘chanique ; & V'on appelle Sy(téme du Monde , Penfemble
g & le réfultat des autresloix , qui nie nous pourroiént €tre
M toutes connues quen connoiflant celles de tous les phe-
{ nemenes. ‘Si ‘ces loix fecondaires goffroient 4 nous dans |
‘;‘fi Pérude de la nature , auffi conftamment & aufli fenfible- 4
| ment que les loix premicres , clles feroient également

M partie de Pidée ‘de la mariere : on ne pourroit pas plus,

| par exemple , la concevoir fans gravitation , quc la con- '
‘i\ cevoir fans érendue. Mais il o'en cft pas ainfi : il faur, |

|

pour découvrir les loix fecondaires, obferver avec foin les
phénomenes., & appliquer enfuite le calcul aux obferva-
tions. -Perfonne n’ignore que la matiere eft étendue & re- i
| fiftante ; mais il écoit réferve 3 Newton de nousapprendre
\ que fes partics gattiroient réciproquement €n raifon inverfe
| du quarré des diftances. Peut-&tre que ces loix ne different
entre elles que parceque , d’apres le rapport aduel entre
les chofes & nous , il faut plus ou moins de fagacité pour
‘4 | les connoitre ; enforte que,, fi la loi dela continuité n’érott
Itl point violée dans lunivers, on pourroit regarder ce qu'il
i ¢ft 2 chaque inftant ; comme le réfultat de ce qui devoit ‘
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arriver A la matiere arrangée une fois dans un certain
ordre, & abandonnée enfuite A elle-méme. Une Intellie
gence qui connoitroit alors Iérat de rous les phénomenes
dansun inftant donné, les loix auxquelles la matiere eft
aflujectie, & leur effer au bout d’un tems quelconque,
auroit une connoiflance parfaite du Sy/féme du Monde.
Cette connoiflance eft au-deffus de nos forces : mais ceft
I¢ but auquel fe doivent diriger tous les effores des Géo-
metres philofophes , & dont ils approcheront toujours
de plus en plus, {ans pouvoir jamais efpérer d'y atteindre,

Lorfque, dans un {yftéme de corps, leur état varie,
foit a raifon du tems, foit A raifon de leur pofition, de
leur figure , &c. on appelle force la caufe de cette varia-
tion. Ce terme obfcur en Métaphyfique, n’Ste rien & Ié-
vidence & 4 la clarté des Mathématiques parceque , pre-
nant un effer quelconque pour 'unité, & la force cotref-
pondante aufli pour I'unité, Pexpreffion de toute autre
force n'eft plus qu'un rapport, une fimple quantité ma-
thématique : & la force s'¢gale alors d Peffet qu'elle auroic
produit, fi rien ne 8’y éroit oppofé. Il paroic au premicr
coup d’ceil , que la connoiffance des forces ne nous peut
rien apprendre au-dela de celle des loix des phénomenes,
& que ceft a leur recherche qu’il faut uniquement sap-
pliquer. Mais d’abord il y a pluficurs cas ol une méme
force s’exerce dans un grand nombre de phénomenes dif-
férens, & ol une force trés fimple fuffic pour des phéno-
menes qui paroiflent trés compliqués : enfuite Panalogie
entre plufiecurs phénomenes peut &cre fi forte', qu’il eft
plus court-de {uppofer la force connue & d’en déduire les

W .
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loix , que de rechercher immédiatement celles-ci. Ceft
ainfi que Newton, aprés avoir trouvé que fon attraltion
rendott raifon des mouvemens des Planetes principales,
{fuppofa que la méme force agiffoic {ur les Satellites, &
chercha a en déduire une Théorie de leurs mouvemens,

quidevoit saccorder avec lesobfervations. Cette voieétoit

beaucoup plus courte que la recherche direte de la loi
quils fuivoient dans leur cours. On peut donc rirer dgla
connoiflance des forces ces deux avantages égalemeat
précicux , d’embrafler d’une méme vue les caufes fembla-
bles de phénomenes différens , mais d’un meme genre, &
d’€ere conduit A la connoiflance de la nature par une route
plus commode.

La loi d’une force ou d’un phénomene nous peut &tre
donnée, foit par une formule analyrique, foit par unc
{uite d’obfervations. Cette derniere maniere eft méme la
{eule dont nous connoiflions. immédiatement les chofes
qui s'offrent 2 nos fens : la premicre n’a liecu que lorfque
nous employoens un réfultar déja déduit des obfervations ,
ou une hypothefc indiquée par 'analogic. Je traiterai fuc-
ceflivement de 'ane & de lautre, & je ne parlerai plus
que d’analyfe. Il n’appartient qu'd vous , MonsiEur , de
parler de Metaphyfique , d’€tre utile , & d’€ere cntendu.
Peut-étre en ai-je déja dictaflez pour vous ennuyer.

I. Je commence par-examiner ce qui réfulte de Pappli-
cation des principes généraux du Calculintégralaux équa-

tions quon a entre les forces, I'efpace parcouru, le tems,

& lapofitiondes corps = mais au lien que dans PEcrit in-
< ! 74 . = i N
citulé , Du Probléme des trois Corps , je n'aicupour but

{
]
!
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quede tirer de la natare des équations intégralesun moyen
de fimplifier la méchode de les intégrer, je ne chercherai
ici qua déterminer la nature des forces*qui sexercent dans
un phénomene dont les loix font donnédes par des équa-
tions différentielles. _

Je fuppofe quun point € fe meuave dans un plan, &
que {a pofition foit donnée par une équation entre deux
coordonnées x, v, perpendiculaires entre elles. Soit le
tefisz, la force felon x— P, la force felony=0Q; on

. dx
aura pour fon mouvement les deux €quations d o+

Pdr=o, :1.% + Qdt=o0, La courbe que le point

parcourt & fa vitefle 4 chaque inftanc érant données ; on
aura P & Q en x, y, ou £, comme on voudra, Ces
€quations feront diffiérenticlles » files équations du moye
vement du point € le font auffi; & comme on peut y
fuppofer & fon gré dx, dy, ou d: conftans, ces équa-
tions feront toujours poflibles. Ainfi , quelque courbe
quun corps décrive & quelque foit fa vitefle, on peut le
fuppofer animé de deux forces perpendiculaires entre
clles, & données en.z, x, ouy. Sion vouloit avoir P
enx & Qeny, celafe poutroit également; en cherchant
la premiere équation différenticlle dans Phypothefe de 4 x
conflant, & la feconde dans celle de dy conftant, &
obfervant, aprés Pintégration , de fubftituer la 'variable
dont la différenticlle eft réellement conftante, aux &y
qu'elle auroit introduites dans les arbitraires, On trouvera
de méme, 1°. que, quelque foit une courbe > on la pourra
fuppofer décrite par une feule force donnée en une feule
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_ des variables, & dirigée vers un centre; & que fi on

fuppofe la méme courbe décrite par deux forces perpen-
diculaires , on aura une équation citre les vitefles ou entre
les tems : 2°. quon peut toujours {fuppofer qu’une courbe
3 double courbure eft décrite par un point animé de trois
forces perpendiculaires entre elles , données en telle va-
riable qu’on voudra , & dont le mouvement puifle {e rap-
portet & celui de deux points qui, dans des tems €gaux,
parcourroient deux projeétions perpendiculaires de cette
coutbe , pourvu que les deux plans ol elles {e trouvent ,
aient pour coordonnée commune , la variable dont la diffé-
rence eft {uppofée conftante. .

L’équation différentielle qui donne la force en Pune
des coordonnées , cft par clle-méme du méme ordre que
celle de latrajectoire , mais elle peut étre d’un ou de deux
ordres moins élevée. Soit, en effer, la force fuppofée
connue , & donnéce en X, par exemple; I'intégration de
I’équation différenticlle en & & ¢, donnera deux nouvelles
arbitraires : mais comme la vraie intégrale n’en peut con-
tenir plus que I'équation qui donne la force, ily enadeux
qui font néceflairement détermindes : or cette détermina-
tion peut tomber ou ne pas romber {ur celles qui entrent
dans Pexpreffion de la force. Au refte , cette {implification
n’a pas lieu, lotfque , comme dans le Probléme des trois
Corps , la force eftune fonéion algébrique de toutes les
coordonnées 3 & dans ce cas, Pexpreflion de la force eft
adceTuirement du méme ordre que I'équation de la tra-
jekoire. ;

Si jai un certain nombre dé courbes décrites par des

points
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points animés de deux forces données en ¢; que Iexpref-
fion de ces forces contienne un nombre de fon&ions
tranfcendantes, les mémes pour chaque courbe; que I’é-
quation de la courbe ol elles entrent néceffairement , h’en
contienne pas de nouvelles; on peut en faire évanouir un
nombre égal A celui des coordonndées de toutes ces courbes
diminué de 'unité, ¢liminer'auffi le tems : d ol il fuic que
fi le nombre nen eft pas plus grand, on aura toutes les
forces données par des fon@ions algébriques & finies de
toutes ces coordonnées. Les expreflions des forces érant
différentes pour chaque courbe, on peut prendre une for-
mule générale .éui les renferme toutes, & qui contienne
toutes les coordonnées d’une maniere femblable. On peut
déterminer les coefficiens de cette formule, de manicre
qu'elle repréfente la force pour la courbe dont Iés coor-
données font x & y ; puis y mettant &’ & 4/ pour x & y
& réciproquement » les déterminer de nouveau s pour
qu'elle repréfente Pexpreffion de la force pour la courbe
dont les coordonnées font & & y'; & de méme pourtoutes
les autres : enforte que pour chaque cas on aura les coeffi-
ciens. Prenant enfuite des fon&ions de quantités conftan-
tes, & différentes pour chaque courbe, on peut y égaler
ces coefficiens, & faire enforte que, les coefficiens de ces
fon&ions étant invariables , elles deviennent ce que {ontg
ceux de chaque terme dans les expreflions. différentes des
forces, enalternant les quantités conflantes, comme on
a alterné les coordonnées. Jaurai done pour les forces une
expreflion générale qui conviendra & routes les, courbes
différentes, enalternant fenlement les.coordonnées.& les

' B
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quantités conftantes, diftin&ives de chaque courbe. Done
toutes les fois quun {yftéme d’cffets coexiftans fera rel,
que: dans lexpreflion de leurs loix on trouve les: mémes
tranfcendantes , on pourra les croire liés entre eux, & les
regatder comme Peffer dune méme loi générale de la
nature. :

Si Pon n'aveir quiune feule courbe & deux tranfcen-
dantes, lesforces {e trouveroient.données enx, ¥, 25 &
prenant une autre courbe quelconque, décrite , par exem-
ple,, d’un mouvement uniforme & en vertu d’'une force
trds imple, on pourroit ¢liminer . Si donc on connoit
1a loi d’an phénomene, & quiexprimée par le tems , clle
ne contienne que deux tranfcendantes , on pourra le rap-
porter & tel phénomene qu'on voudra , pourvu que fa loi
ne contienne pas d’autres tranfcendantes : expreflion des
forces dépendra de Pétat des deux phénomencs a-chaque
inftant, & on pourra les regarder comme leffet d’une
méme caufe.

Ces réflexions quejaurai dans la fuite occafion de vous
rappeller , ne font d’aucune utilité pour ce qui:regarde le
mouvement des planctes, mais peuvent guider-dans les
recherches qui auroient pour but de compléter le Sy [léme
du Monde , dont routes les autres parties font a peine €bau-
chées. Cette Théorie feule ; créée & pouflée fort loin par
Nevton, a fait aprés lui de tels progees ; qu'on la croiroit
&puifée , i Thomme illaftre A qui elle doitleplus; n’eticlui-
méme montré combien il reftoit encore faire. Lutilité de
{es découvertes n’a échappé 4 aucun Géometre , mais celle

defes'dotites nafrappé queles Géomettes philofophes.
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I1. Lorfque, laloi.d'un phénomene étanc donnde par
une €quation analytique , on cherche les forces qui l'ont
pu produire , ou réciproquement , on fe trouve néce(lai-
rement conduit a I'intégration d'une équation différen-
ticlle , excepté dans le cas oli I'on peut tirer des.dquations
du mouvement unc expreflion algébrique des forces. Le
Calcul intégral eft linfirument le plus érendu qu'em-
ploient les Sciences mathématiques : il y a long-tems que
mes vues fe font prefque uniquement dirigées vers ce
grand objet, & je me flatte que vous me permettrez de
m’écarter de mon fujet principal pour vous en entretenir.
Vousen avez fait , MoNs1EuR , un emploi trop heureux &
trop brillant, pour ne pasy prendre quelque intérér, Rien,
dailleurs, de ce qui appartient au Calcul intégral n'eft
ccranger au Syfléme du Mondy ; & jaurai foin d’indiquer
prefque toujours quel ufage on pourroit faire de mes ré-

.Hexions.

Je commencerai par examiner la Méthode qui confifte
a {éparer les variables dans les équations différenticlles, %
Faide des fubftitutions; jajouterai un mot fur quelques
autres manieres d’employer les fubftitutions pour le méme
objet , & je me bornerai & rechercher comment on peut
rendre les Méthodes applicables 4 ‘toutes les équations
différentielles. »

Lintégrale d'une équation différenticlle du premier
ordre entre deux variables x, y, ne peut &re que la fomme
d’'un nombre indéfini de logarithmes de fonftions algé-
briques €levées & des puiffinces quelconques , égalde A
une fonckion algébrique. Si done on prend 7 dgal & une

Bij
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fon_@cion qui puiffe contenir des expofans indéterminés,
& u a une fonétion algébrique , & qu'on ellmme % &y,
on parviendra a une équarion de la forme 2% + du=o.
St u éroit fon&ion d'une {eule fontion de x, y, quiilen
fiit de méme de 7, on auroit, par des fubftitutions plus
fimples, une autre équation {éparéc en u & 7 ; & fi 7 éroit
compofee de deux parties qui fuflent aufli dans ce cas, la
méme chofe auroit encore lien. Il fuit de-la quela mé-
thode de féparer les indéterminées p1r des fubftitutions
eft génerale pour ce cas: & fi on fait X = Adx + Bdy,
cetre fonCtion érant une différenticlle exadbe, & u égal §
une foncion algébrique; & quon ait foin d’y faire entrer
les radicaux qui fe trouvent dans la propofée, on aura, en
¢liminant, une: équation {éparée du premier. ordre, ou
bien quelquefois une équation du fecond ordre fans 7, &
qui ne contienne que 47, dd7; & alors on parviendroit
a unc équation féparée du premicr ordre, en fuppofant
que 7 foit une fonction algébrique. Si lequatlon eflt du
fecond ordre, fon intégrale eft abfolument {emblable ,

en fuppofant feulement que les fon&ions algebrlques

outre x ¥, contiennent une nouvelle variable 7, telle
que ”_*_b_ Adx + Bdy. On pourra donc s’y prendre

de laméme maniere pour {éparer les indéterminées, & en
méme tems rabaifler 'équation au premier ordre. La méme
chofe aura licu pour les ordres plus élevés, & on parvien-
dra toujours &' réduire & a {éparer les équations différen-
tielles par des fubftitutions toujours du premier ordre :
mais cette méthode cft plus embarraflante 'que la méthode
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générale que jai propofée, vu fur-tout qu'au-del du pre-
mier degré, on ne connof plus les radicaux qui doivent
entrer dans les valeurs des nouvelles variables,

Oan pourroit, pour parer 2 ce dernier inconvénient 3

regardér dx, dy, ou du moins:%, comme de nouvelles
variables , & chercher 3 féparer , comme pour une équa-
tion du premier ordre, entre quatre ou trois variables fi
Péquation eft du fecond » pour {ix ou quatre fielleeft du
troifieme, & ainfi de fuite; & il faur alors intégrer apres
Ia {éparation , remettre de nouveau dans certe intégrale
les x, y & leurs différences, féparer de nouveau par une
nouvelle fubftitution ; & ainfi de fuite > jufqua ce qu'on
parvienne & I’équation du premier ordre.

On peut aufi fe fervir en général de la fubftitution fui-
vante, de quelque ordre que foit Péquation. Soit ¥'=—o:
je fais dx + Ady = o, & jai 4 en = & ¥ par une
é€quation d’un ordre moins élevé d’unc unitd je fais d A
+ Adx 4+ Bdy=o, &jai 4 & B en 4, x, vy, pat
une équation moins élevée encore d’une unité - je fais
dA + A'"d A+ B'dx + Cdy—=o0, & dB' + A"d A
+ Bl//dx + C///dy — o ; & }-)ai AU, BI/, C//.,_ AI//, B//I,
C'yenx,y, A, 4; x, Y, A, B', par une équation
~encore moin$ élevée ; & ainfi de fuite, jufqua ce quil ne
refte plus qu’une équation da premier ordre,

Il'y a des équations différenticlles, telles quon peut
tirer de leur intégraley en x, & réciproquement ; d’autres
ol 'on a feulement Pun ou Pautre : le refte enfin’ eft tel
quon n'en peut déduirc aucune expreffion de Pune des
coordonnées en lautre. 1l eft aif¢ de voir que les deux
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premieres efpeces font conftructibles : mais cela ne fuic
pas fi aifément de la forme de la derniere efpece ; les ré-
flexions que je viens de faire , {uffifent pour le démontrer,
En effet, 1°. on peut conftruire toute équation {éparée.
Soit X=—¥. Jefaisz =X, 758 Y : jai 7 égale:d une
fon&ion rationnelle algébrique de x & de fon&tions tranf-
cendantes , irrationnelles fimples de x ; d’ou il fuit que

_jaurai toujours 7 par la conftru&tion de courbes parabo-

liques, la re&ification du cercle, la quadrature de l’hy,-
perbole, & la conftruttion des furfaces ;' =y’ & {':%,.
Jai de méme 7 eny, & l'équation ¥'= X eft la projec-
tion fur le plan des x, y, de deux cylindres dont les
equanons foient 7 =X & g=1V. 2° L¢quation non (‘é-
paree qui 1epond io-¥ o= X & que je fuppofe entre x” &
vy, eft tellequonaxen ¥, &, & yeny”’, &; equatlon
conftrutible comme lequatxon =Xoul,a I exception
qu'elle a licu entre trois vanablcs , & qu'elle a befoin,
pour &tre conflruite, de la conftruction du lieu d’une
equatlon 2 quatre variables. Ce lieu eft ungfpace folide
quon fuppofe étre la fomme d’une infinité de furfaces
lides entre elles par une certaine loi. Les valeurs de y & x
étant ainfi trouvécs , on conftruira P'équation entre x” &
y", par le moyen du méme licu folide. uit de-la que
toutes les équations entre deux variables qui ne font pas
abfurdes, font teujours conftruttibles géométriquement
& repréfentées par des courbes qu’on peut décrire d’un
mouvement continu ; au lien que celles qui ont un plus
grand nombre de variables , ne fe peuvent conftruire qu'en
trouvant fucceflivement les différentes courbes qui naiflens
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en déterminant & volonté toutes les variables, hors deux,
Aurefte, les équations entre deux variables ol il entre
des tranfcendantes, & les équations différenticlles qu’on
a intégrées fans les rappeller & des équations {éparées, fe
peuvent conftruire immédiatement par la méme méthode,

La conftructibilité des équations différenticlles pofhibles
fe tireroit également de cetre confidération, qu'il n’y a
aucune équation entre deux variables contenant un nom-
bre quelconque de tranfcendantes y qu’on ne puiflé conf-
truire ‘en prenant un {y{téme de points qui foient animés
de forces dépendantes de toutes les coordonnées des cour-
bes qu'ils décrivent, & données algébriquement; & fai-
fant enforte que la courbe décrite par celui qui a pour
coordonnées x & y, foit celle de équation donnée, le
nombre des points qu'il faur prendre , dépend de 'ordre
de la propofée.

Ce que j’ai dit jufqu’ici, MowsiEUR , ne peut gueres
intérefler que ceux qui aiment I'analyfe pour elle-méme,
& dont l'efpritfe plait 2 contempler des véritds, quelque
arides & quelque inuatiles qu’elles puiffent &tre : mais la
réflexion fuivante peut étre de la plus grande utilité, lorf
qu’il eft queftion d’appliquer des calculs abftraits 3 des
casreels & déterminés. Les équations différenticlles qu’on
appelle abfurdes, n’ont point d’intégrale ; maisle probléme
ou on en rencontre de pareilles , eft- il nécefairement
impoffible? Je prends d'abord une équation abfurde du
premier ordre entre trois variables : il eft clair quaucune
furface courbe ne fatisfera au probléme , & qu’ainfi, dans
ce fens, le probléme n’a pas de folution. Mais on peut
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confidérer cette équation comme repréfentant une courbe
a double courbure, dont une des proje&tions refte arbi-
traire : dans ce fens, le probléme eft poflible, & a méme
une infinité de folutions, Il faur chercher dans fes condi-

tions un moyen de déterminer la projection arbitraire 5 &

alors le lieudu probléme fera un cylindre dontcette courbe
a double courbure fera la bafe. Si donc on a cherché la
figure d’un corps, & quon arrive 4 une telle équation,
il ne faudra pas conclure qu'un tel corps ne puifle exifter,
& que les fuppofitions qu’on a faites foient fauiles. Je
prends enfuite une équation abfurde d’un ordre plus élevé
entre deux variables , & ot aucune différentielle ne foit
fuppofée conftante. 11 peur arriver, ou que l'on ait, par
les conditions du probléme, une autre équation en x , y
& 7, dont la différence foit conftante; alors on aura x
eng,yenz, & x eny, enforte que le licu du probléme
fera une courbe : ou bien Iéquation repréfentera Pinter-
fection de deux courbes. On aura une autre €équation en
%, ¥, quil faudra tirer des conditions du probléme ; &
fi on cherche la courbe qui termine un corps, & 4 chaque
point de laquelle sexerce une force, ou qui ait quelque
affetionfemblable, il fera alors terminé par un polygone,
& les forces n’affeteront que les points qui appartiennent
a fes angles. On poutra faire de femblables raifonnemens
pour les autres équarions abfurdes. ‘ -

HI. On peut exprimer les fon@ions tranfeendantes
qui fe trouvent dans les intégrales en quantitésengendrées
par le cercle; & cette maniere de les exprimer ,-qui.dans
vosmains a eu un fuccesfi brillant, m’a conduit s quelques

réflexions
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réflexions que je ne puis m’empécher de croire curieufes
& méme utiles. Je ne confidérerai que les intégrales ol
I'on a, pour une équation A deux variables » Y €gale d une
fon&ion de x, parceque ceft le cas le plus fimple, &
que prefque tout ce que jai A en dire, sapplique fi faci-
lement aux aurres cas » quil feroit fuperflu d’en traiter
avec quelque érendue. :

Soit une équation différenticlle entre x & y du pre-
micr ordre, de intégrale de laquelle on puifle tirer y
cnx, & que ¥ & y reprélentent les ordonndes perpen~
diculaires d’une courbe : je dis que la fon&ion de & qui
elt égale a y, n'eft proprement fufceptible que de trois
formes. 1°, Elle peut €tre algébrique. 2°. Elle peut con-
tenir la fomme d’un nombre indéfini d’angles dont le cas
{oit une fon&ion algébrique de %, chacun de ces angles
€tant multiplié par une conftante, En effet, la différence
d’une pareille fon&ion eft algébrique ; une quantité conf:
tante, ajoutée a cette fomme d’angles, demeure arbitraire,
Ce cas répond A celui o1 la tranfcendante eft une {uite
de logarithmes, 3°. Elle peut contenir le cofinus d’un
angle égal 3 une fonion algébrique > plus une fon&ion
de laforme ci-deffus, parceque la différence de ce cofinus
ne contient pas d’autre tranfcendante que lui-méme, une
conftante ajoutée a Pangle dont il eft le cofinus, refte
arbitraire : & ce casrépond 4 celui d’un produit de fonc-
tions exponenticlles & inter{cendantes; & on peut le
divifer, foit, cemme j’ai fait, en fon&ion qui contient

e cofinus d’un angle égal & une fon@ion algébrique, ou
en fonction qui ne contient que les cofinus d’anglcs,qui




18 SyUR LE SYSTEME DU MONDE
ont un rapport irrationnel avec ceux dont les cofinus font
algébriques : & I'on peur de plus divifer la premiere efpece,
en' {uppofant qu'elle contienne, & qu'elle ne contienne
as dé ces cofinus multiples irracionnels. Cela pofé , voyons
ce quil réfulte de cette théoric pour la forme de ces équa-
tions , c'eft-3-dire , pour le nombre fini ou infini de leurs
racines réelles ou imaginaires.

Le cas ou lintégrale eft algébrique, eft .aﬁ‘ez connu;
& ce neflt pas ici le lieu de m’étendre fur cette matiere,
Dans celui ou la fonétion tranfcendante eft la fomme d’un
nombre d’angles indéfini , j'obferve , 1°. quappellant X,
X', X", &c. les fon&tions algébriques de ¥ qui font co-
finus de ces angles, ils deviennent imaginaires toutes les
foisque X, X', X">10u <—1; leur expreflioneft alors
une imaginaire fimple, de méme que celle du finus : d’ou
il fuit que y peut encore , dans ce cas, étrc réel; d’abord ,
lorfque tous ces angles font imaginaires a la fois, & que
le coeflicient de leur fomme Peft en méme tems; enfin,
dans la premiere fuppofition, lorfqu’il n’y a dans y que
des puiflances paires de cette fomme d’angles. Dans le
premier cas), il faut , pour que y foit réel, quela conftante
arbitraire foit imaginaire fimple , ou nulle: i le coeflicient
qui multiplie la fomme des angles eft une quantité conf-
tante, y devient imaginaire, lorfque cette fomme cft
réelle; fi elle eft une fonéion de x, alors, fi cette fonc-
tion devient réelle en méme tenis que la fomme des an-
gles, & que la conftante arbitraire foit nulle encore, on
pourra avoir y réel. Dans le fecond cas, il faurde méme
que la conftante arbitraire foit nulle ou imaginaire fimple;
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& alors, fila fomme des angles devientréelle; y ne le peut
ctre que lor{que Iarbitraire eft nulle, 2°. Soient X, X,
X', &c. des imaginaires fimples : comme lorfque le co-
finus d’'un angle eft &1 ou < —1, fon finus eft une
imaginaire fimple, & que Pangle dont le cofinus eft X,

eft égal 4 Pangle ; moins I'angle dont le finus et X', &
que Pangle dont le finus et X v/ cft égal a I'angle
dont le cofinus eft Vv —+ X7, quantité > 1 ou < 13 la
fomme des angles qui entrent dans la valeur de Aes:clk
précifément femblable & celle qui entroit dans cette va-
feur, d’apres hypothefe précédente ; A cela prés, quil
faut y ajouter une fonion conftante ni‘:— » & quiainfi la
conftante arbitraire ; au lien d’&cre nulle ou imaginaire
fimple, doit alors, pour que y foit reel, €cre — 2 ;,
ou — rz—?— plus une imaginaire fimple.- 3°. Soient B st o
X', &c. des imaginaires compofées : la fomme des angles
cft aufli dans ce cas une imaginaire compofée, qui peut
convenir avec une valeur réelle de y pour un ou plu-
fieurs points conjugués : & fi la conftante atbitraire cft
imaginaire, on n'y pourra point-avoir y réel, lorfque la
fomme desangleslet aufli. Aurefte, il ya pluficurs aurres
cas ou y peut €tre réel, mais feulement pour quelques

points : cela arrive routes les fois que Ia fomme des ima-
ginaires fe trouve nulle; & il'feroit fuperflu d’entrer jci

~dansun plus grand dérail. Comme Pangle dont le cofinus

cft X, fe trouve &rre également cet angle plus ou moins
un certain nombre de fois la circonférence » onaura pour

Cij
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chaque valeur réelle de X, X, X", &c. une infinité de
valeurs dey, qui feront réelles ou imaginaires , {clon que
y fera donné en . Si les limites entre lefquelles ces va-
leurs feront imaginaites, font finies, alors y pourra etre
néceflairement trés grand on trés petit : il en eft de méme
G elles ne s'érendent & infini que d’un feul coté. Mais fi
le cas ot elles font réelles eft renfermé entre des limites
finies, alors y pourra n’étre ni trés petit ni eres grand.
Comparant maintenant les fonctions tranfcendantes loga-
rithmiques , aux mémes fon&tions exprimees en angles ,

...l.X-}-\/X‘-—I’ & 1 .X/=

je trouve, 1°% A.col. = # gt et
< =T

1+ X’*
—_— A COC————;——X,

Vo >

e G n
2%, A, cof.=XV —1 = —

A cof.=V1 +X‘=%+1'X+VI+XZ,&1.X' V—1

V=i
X'iz__I I+Xlz

- A. cof.==--—;f~ vV—1 s A.cof.= X

oy . Y-—i T ¥— -
0 4 LX; 3% docofi =X +XV—1=

4V —:

S f:-—‘/:'_‘ &L X+XyY —1=1.X"4+de.=X"

V1. Dol 4 cof. =X+ XV—1=A4.r=X"
+ 1. X"y —1. De-la il fuit que les quantites loga-
rithmiques , ou exprimées en arcs de cercles, qui contien-
nent des imaginaires, font exprimées en quantités réclles
de Pune & de lautre efpece, multipliée par ¥




ET SUR LE CALCUL INTEGRAL. 21
Lor{que la tranfcendante eft égale au cofinus d’un angle
€gal a une fonction algébrique de x, plus un nombre in-
défini d’angles dont les cofinus foient algébriques , mais
qui foient maltipliées par des conftantes irrationnelles; il
eft aifé de déterminer, par ce que je viens de dire, les cas
olr cet angle eft réel , & imaginaire fimple ou compof2. Si
angle eft réel , le cofinus le fera toujours, quelque grand
& quelque petic qu’il foit. S'il eft une imaginaire fimple,
le cofinus fera encore réel, & le finus fera imaginaire
fimple. il eft imaginaire fimple plus ou moins m =, (m

€tant un nombre entier ) le cofinus fera imaginaire fimple,
& le finus fera réel; ou réciproquement , felon que 7 eft
un nombre pair ou imparr. $il eft imaginaire compofé,
le finus & le cofinus feront aufli imaginaires compofés. I1
fuit de-1a, qu’d P'exception des poiats conjugués, dont il
eft inutile de développer tous les cas, fi la conftante arbi-
traire qui cit ajoutée alangle, eft prife telle que le cofinus
foit une imaginaire fimple, alors y peut &tre réel, sil
n’entre dans {a valeur que des puiffances paires du cofinus,
ou bien fi ce cofinus eft multiplié par unc fon@®ion ima-
ginaire : & fi cette derniere fon&ion eft un coeficient
conftant, y, dans les mémes circonftances, deviendra
une imaginaire , lorfque le cofinus fera réel; mais il pourra
refter réel , fi les fontions qui multiplient le cofinus, de-
viennent réelles en méme tems que lui. Un cofinus n’a
qu'une fealevaleur pour chacune de celles de I'angle; mais
dans le cas préfent,, Pangle pouvant avoir ; lorfqu’il yentre
des cofinusirrationnels, une infinité de valeuts, le cofinus
en peut avoir aufli une infinité pour chaque valeur de x:
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& il enfera de méme de ¥, quoiqu’il fe puifle faire qu’il
n’en ait qu'un nombre fini de variables, Comparons main-
tenant ces expreflions en cofinus , avec les expreflions ex-
ponenticlles & interfecendantes qui s’y rapportent.,

1% o855 6061 Nt ok \/cof. 7 e
cof. 7 VI +fin g V1 V=1, & cof, R

VT, V=T kg TFIol
£ +: v e S =col.z +fin.zy/—1,
I Ly
; SEHOEG 101 — V=1
&Coﬁg‘/———x:'—t soat = — fin, 3 4~
cof‘.{%/——w, &CO£4£+{‘/—I:——ﬁll g%/—lx,

T
qu’on’a par une des équations ci-deflus A S Rkt V_’,
& cof. 7 +3 | gstag , feront (al'aide des équations trou-

vées ci-deflus pour les fon&ions en angles & en loga-

rithmes) données en exponenticlles, & en tangentes partie

réclles , partie multiplides par Vo1 » qui, par confé-
quent , ne {e trouvera plus dans les fon@ions tranfeen.
dantes. De Ia comparaifon de cetre maniere d’exprimer
lestranfcendantes réelles ou Imaginaires, on trouvera qu'il
{e peut faire qu'une fonion tranfcendante réelle con-
tienne des imaginaires , mais qu'ily a alors une autre fonc-
tion tranfcendante qui, lui eft égale , & quion peut faire
cnforte que: les imaginaires ne faflent que multiplier les
tranf{cendantes , & 1’y entrent jamais: d’oi il fuic qu’il
n'y-a aucune intégrale qui ne fe puifle conftruire en {up-
pofant la; quadrature du. cercle & celle de I'hyperbole ;
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enforte que la ligne droite , la ligne circulaire & Pefpace
hyperbolique foient les feules quantitds géométriques ef-
{entiellement différentes , routes les lignes courbes ot 'on
ay €gal a une fonction de x, pouvant s’y rapporter.

Ces deux dernieres remarques ne font ; MoNsIEUR.,
quune conféquence bien fimple de votre excellente Théo-
rie des Imaginaires; mais elles font abfolument néceaires
pour la pratique du Calcul intégral ; de méme que les for-
mules qui les précedent ; parceque, fi dans ce calcul on
emploie une méthode femblable-2 celle que jai donnée,
on ne confidere quune feule efpece de tranfcendantes .
foit nées dans le cercle, foit confidérées indépendamment
du cercle :or, dans ce cas, lintégrale: fe peut préfenter
{ous une forme illufoire , & dont, fans ces rédu&ions ,
il eft impoffible de tirer aucun réfultat définitif. On ne
doirpas Etre éronné de voir des fonétions réelles fe pré-
fenter fous une forme qui contient des imaginaires ; dés
qu'on fait quil y'a 'des moyens de les faire-difparoftre :

maisce qui peut furprendre, c'eft que des'quantités tranf-
" cendantes, telles que les logarithmes ou les exponentielles
qui peuvent €tre regardées comme purement analytiques,
ne puiffent avoir d’expreflion réelle, que par. des quantités
dépendantes de la Géométrie, «comme les finus ou les an-
gles. On trouvera la folution de ce paradoxe en confidé-
rant la maniere dont M. Euler a, dans{on Introduion ;
expliqué.la génération des quantités tranfcendantes.

Si Texpreflion dey en x eft telle, qu'une infinité de
valeurs de'y réponde 4 une feule valeur de x ;- ce qui ar-
rive lorfqu'il entre dans cette expreffion une tranfcendante
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qui contienne des angles, ou des cofinus d’angles multi-
pliés par un nombre irrationnel ; alors un corps qui la
parcourt, peut s’y mouvoir perpétucllement , fans jamais
revenir au méme endroit & recommencer le méme cours:
& il aura une équation féculaire, fi la courbe n’eft pas
compofée d’unc infinité de branches infinies, ou d’ovales
conjuguées. Ce dernier cas eft le feul olt, y ayant unc
infinité de valeurs , le corps revient au méme point. Lorf{-
que Pintégrale ne contient pas de ces fonétions, le corps
fe meut néceflairement dans une courbe rentrante, ou
dans une branche infinie ; & alors il peut parcourir, ou
toute la courbe, ou une ovale conjuguée , ouwune branche
ifolée , ou uncpartie de la'branche unique-de la courbe.
Si jai 7 en cofinus x, 7 étant le rayon veGeur d’une
trajeCtoire, & x P'angle parcouru; il eft clair que, fi on
a une valeur réelle de r pour chaque valeur de x, &

quon ait en méme tems dans I'intégrale, I'angle x ou

un cofinusirrationnel , 7aura néceflairement une infinicé
de valeurs réelles en cofinus x; il y aura une équation

{éculaire, & le corps s’éloignera du centre a Pinfini, fi

c'eft Pangle x qui cntre dans I'intégrale, Dans les autres
cas, 7 aura aurant de valeurs reellcs, que le corps fait
de tours avant de parcourir la méme courbe pour la fe-
conde fois. ‘Si 7 ne rétrograde jamais, il fera néceflai-
rement exprimé par une fon&ion d'une feule valeur de x
& de fes cofinus;, enforte qu'un méme nombre de valeurs

‘de y réponde a chaque valeur de cofinus x5 & fi r cft

rétrograde par une fonltion d’un -nombre impair de va-
lcurs réelles , qui, pour certaings valeursde x, fe peavent

o |
Yo iy
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réduire 3 une feule : & G Iexpreflion générale de r con-
tenoit d’autres valeurs, elles appartiendroient & d’autres
portions de a courbe, qui ne pourroient &tre décrites par
le méme Mmouvement, mais qui feroient unies par la loi
de continuité; enforte qu'en déterminant les coefficiens 3
on auroit fucceflivement toutes: les portions ifolées de la
méme courbe, Quant & Pexpreffion du tems, elle fera né-
ceflairement de la méme forme que celle de 7, parceque
les m&mes réflexions s’y appliquent également,

" Apres avoir ainfi déaillé ce qui regarde le premier of=
dre, je pourrois pafler aux ordres fupérieurs; mais il eft
trop facile d’y appliquer les principes que je viens d’ex-
pofer, pour que je doive m'y arréter. Jajouterai feulement
que fi une équation différentielle eft é€galement une fonc-
tion algébrique de x & fes différences, & de cofinus 2

& fes différences,, elle ne peut avoir pour intégrale qu'une
fon&ion de- Pordre inférieur, pour rapport 4 {'un ou }
Pautre parceque, dans 'une & l'autre hypothefe, il faue
encore une différenciation pour faire dvanoujr cofinus x,
ou & : & comme dx eft la feule fonGion du premier
ordre qui foit dans ce cas, on aura alors, fi on regarde
cofinus x comme une des variables de Péquation , une
¢quation algébrique de Pordre inférieur , qui contiendra
X+ 2, n étant arbitraire. Cette remarque peut érre de
quelque utiljté.

LY. Lorfquon fait qu'on peut avoir y exprimé en
une fon&ion de lautre variable, & qu'il eft donng par
une €quation différenticlle » il peut étre avantageux, pour
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trouver ¥, de connoltre une formule indéfinie, a laquelle
il fe puifle égaler dans les différens cas.

Je {uppofe d’abord, qu’on fache que la valeur qu'on
doit ‘avoir eft algébrique , & que la variable qui entre
dans Pexpreflion de y, eft un cofinus : alors, fi cette
valeur eft rationnelle, on a
a+bcol.x+ccoliax—+dcol.3x -t ecolg4x--
a4 b cof. x 4~ &’ cof. 2x 4 d'cof. 3 x + e’colL 4% - +»
Siclle eft dufecond dégré, elle peut contenir une fonc-

3 e f \/a—’f—bcof.x—l—ccof.zx—i-a’cof;x'-- 5 !
tiondelaformeV sy var sag Fool 7+ Q000

peut confidérer comme deux fonctions entieres,, divifées

Js—

‘ LX
Pune pat I'autre. Maintenant, comme cof.iX::\/ itc;‘-’—-—;

foit Va—+ bcof.x+ccof.2x+dcof. 3x—+ecol, 4x =

=\/I+;°£X, on aura cof. X =28 — 1+ 2bcof x
42ccof,2x~42dcofi 3ot ¢ = o « & X=

" Acof.=12a—1~42bcol.x~+z2ccol.2x+2dcof. 30+ -+

& par conféquent Vatb cof. #+ccof, 2x+dcof. 304+

— cof. 2 A cof. ==z2a-~1-=2bcof. x+42ccof. 20-+2dcof 3¢
&c: Donc, lorfque la valeur de r ne contient que des
radicaux du fecond dégré, on peuty fubftituer lescofinus
de la moiti¢ d’angles dont les cofinus foient des fonctions
- rationnelles de cof. x. Soit en général la formule réduite
3 fa 'plus fimple expreflion ; & compofée de 'deux fonc-
tions entieres fans divifeurs communs, & divifées 'une
par lautre; la forme de chacune de ces fonQions fera
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telle, quappellanc 7 Pexpofant du dégré,, & faifant n =
p.g.1.s. &c. p,q,r, s, érant desinombres premiers),
clles ne puiffent contenir qu'un nombre z= r.de fonc-
tions de la forme ' :

= Xm+gco{'.§x4c0f.==X"I )

1 X —ceof iA col.== +/1coﬁ}Acoﬁ=X“"+"'

= , g . . . . ° . . e
X+-4co(.§44co£==ﬁ XIV—i-icof.;'Acoﬁ-:Xlx e okt
+d'coﬁ’;Acof.== -I-lco['.}Acof.mX" P
Y olle SRl e oy $imch e R Ut g
: ‘ r X¢ mcof 2 cof, = Xt v
. :

X 4=ecofl ;Acof.= Sl EAcof.=Xx"+'"
+5cof.‘;.4cof.=-{ X‘"-i—ocoﬁ;Acof.=X’“”+"'
+fcof'.';Ac0('.== +pco£;AcoC==X"“’+"‘

o . . -F- ° . » - . ® . . . . v .

& ainfi de fuite, le nombrede ces fon&ions ne pouvant
étre plus grand que 7 —-1 ,-&-les X étant des fon&ions
rationnelles & entieres de fontions de l'ordre 7 — 13
& les angles deviendront imaginaires, lorfque lesracines
de "équation le feront.

Je remarquerai ici, en paffant, que, lorfqu’on cherche
en général 8c-parda fubftitprion; les racines d’une €qua-
tion algébrique en y & iz de Pordrem; 4l faue , au_liey
d’an radical de 1a‘forme™ v/ A, faite n =— pP-q.ts. &

Dij
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Ps9s 75 s, défignant des nombres entiers, & prendre
des fontions de la forme

»
\/A—!-a‘/B b VO vD
== ¢ \VF

-

X B e VC' —+ \fDTT
e o ‘s/m’

> LS 0 . . -

L
»

q - ; :
’:_'_al\/ﬂx —+ 611 \/Cn+ v ‘/Dlv
= € \S/F

°

?_F_bnl‘,/Cux_i_ ¥t “/b—;—
e s

La racine nen pourra contenir qu’un nombre n—1,
ajoutées enfemble, & multiplices par des coefficiens en
nombres de Pordre n—1 3 & chaque fon&ion de cette
forme ne pourra contenir qu'un nombre égal auffi i
n — 1 de fon&ious différentes fous fes fignes radicaux :

enfin les 45 B, B’y €, €, &c. {eront des fonctions ra-
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tionnelles entieres & homogenes entre elles de fon&ions
ol peuvent entrer des racines d’une équation du dégré
n—1; & file fecond terme de équation eft appellé P,
les D feront ici du dégré P”. Si donc on connoit la
forme des racines pour une équation du deégré n— 1,
& qu'on la cherche pour le dégré 7, prenant R=2p, @it %
&cs & le nombre de ces faleurs m , on n'aura i eflayer,
pour en trouver la forme, qu’un nombre 1. 2.3....m
de formes différentes, en alternantlesp, ¢, 7, s, &c. dé
toutes les manieres poffibles.

Lorfquon fait que la valeur de y eft algébrique , mais
quon ignore ou elle s'arrére , on peut la trouver par [a
comparaifon des coefliciens, en faifant y égal 3 une
fonction rationnelle , plus une du fecond dégré., plus
ance du troifieme, &c. divifdes par une autre fon&ion
rationnelle, plus une du fecond dégré, plus une du troi-
fieme, &c. & comme chacune de ces fonions eft jn-
définie, & que leur nombre eft aufli indéfini, on obfer-
vera que le nombre des termes foit, pour une fon&ion
du fecond dégré, le double de ce quiil eft pour une fonc-
tion rationnelle, le triple pour une fon&ion du troifieme,
&c. & quenfuite ces fuites commencent par un terme
cof. mx, (m étant un nombre entier). Ilarrivera parce
moyen, que, lorfque la fuite fera plus élevée quelle ne
doit I'étre , les coefliciens des termes qui fe trouvent ap-
partenir aux fonctions d’un dégré trop élevé , feront tels,
que cette fon&tion fe trouve vraiment rationnelle. Ain§
on pourra, fans craindre de donner une forme faufle 3
Pexpreflion de y, fuppofer que le nombre des termes dans
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chaque fonction, & le nombre des fon&ions, augmen-
tent en meéme tems; parceque, i cette fuppofition eft
faufle, elle fe rectifie d’elle-méme, & rapproche de la
vraie folution , au licu d’en éloigner.

I feroit peut-&tre a defirer, du moins pour la théorie,
qu’on plit rappeller ainfi 2 une feule forme la valeur de ¥y
en x, quelque nombre de tranfcendantes qu’elle puiffe
contenir. Je vais I'eflayer {ur le premier ordre; & ceque
jen dirai, s'appliquera fans aucune difficulté aux ordres
plus élevés. Soir, 1°, &' unangle; jele fuppofe divifé en

’

un nombre quelconque de parties 7. J'ai of = m A cof. —;

. i ’ ERE R s
mais lor{que #2 eft infini, A cof. ;? —_—.;\/ 2—z2cof, — =

cof.— A cof.==3 — 4 cof. 7’;—' Doncx'=m.cof.— 4 cof.—

x/ ‘
3 — 4 cof. —. Et en général on aura pour un nombre

indéfini d’angles ajoutés enfemble, . cof, = A cof. =

/7

x* x" x .
3o=lig ool ISR ST e SOt , 2%, 14 tranfeen-

P m

dante, le cofinus d’un angle donné algébriquement en
s Sy X Ak

cof. ¢, & égald X:jai X=m. = ; & 4 caufe de Afin.

i Pl :
"..:—:'_,]a].CO‘foX:COf,mAﬁn.:?_{. SOlt 39. Ia
mn e 3

m
tranfcendante , un cofinus irrationnel , elle eft' cofinus
m Acof.== X'; & comme en général elle peut étre, dans
ces deux derniers cas, le cofinus d’un angle égal 4 une
fontion algébrique,; plus un nombre indéfini d’angles

irrationnels, elle eft en général cofi m A cof, =1 —
: & 27
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+ndAdcof. = X'.... m éuant infini, & 7, &c. irra-
tionnel ; enforte que lexpreffion de ces tranfcendantes
eft 'uniforme,& abfolument femblable A la forme d’une
fonction algébrique, fi ce neft que des coefliciens qui
font pour celles-ci des nombres entiers & rationnels,
deviennent pour celles - 13 infinis ou irrationnels : & pour

mettre les deux fontions fous une méme forme, il faut

m’x’+ m”x//+ mf// i

prendre @ cof. b A cof, = o'+ & cof, - —,
y . b ¢

&c. Dans le premier cas, a ==, b =21, o= 3

2

b= — 4, m =co, & m’ un nombre quelconque qui

peut &tre irrationnel; & dans le fecond, a =1, = is

=0, V=1t,!m="r, ML, & #L"2 cof, —
2

I — ;%; & m", m", &c. font des nombres quelconques.
Cette maniere de repréfenter fous une méme forme les
tranf{cendantes qui ont des formes différentes , eft indé-
pendante de leur expreflion en cofinus. Soit, en effet,
une tranfcendante logarithmique, elle eft

ml mll mlll

-:;l- a+bX" . X"* X" , e, —C, m=—oco,b=1,
a=0,m, m", m", &c. peuvent &trc irrationnelles, &
C eft une conftante infinie. Si la fon&ion eft exponen-
ticlle & interfcendante, jai m=1, W=, m’, m",
&c. irrationnels, & @ =1, b=-—. On voit aifément
que les fonctions tranfcendantes des ordres plus élevés

ne différant de celles-ci que parcequelles contiennent
des fontions tranfcendantes , tandis que les premieres

n’en contieanent que d’algébriques , elles fe trouvent
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également rappellées par ce moyen 4 une feule forme

!

générale.

On peut tirer de ces réflexions cette utilitd, qu'une
feale expreffion indéfinie, reprélentant la valeur de y,
quelle qu'elle puifle €tre, on peut la fubftituer dans I'é-
quation différentielle, & qu’il viendra un point ot cette
expreflion sarrétera, les expofans & les coefficiens étant
rationnels ou irrationnels, finis, infinis, ou infiniment
petits, {elon la nature de l'intégrale,

Ce que j'ai dit julqu’ici , fuppofe la folution des équa-
tions déterminées; & comme ce probléme n’a pas encore
été réfolu jufquiici, & que fa folution générale entraine
méme des longueurs inévitables , il peut étre bon de
{éparer fes difficultés de celles de lintégration; & pour
ccla, foic y = cof. 7, on aura toujours, fi I'équation

cft algébrique,

'~

a—+b cof.x+c¢ cof.2x o= depli e P s
—+b'cof.x +c' cofl. 47+ d" cof; 200 + Tt
—+c"cof. x —z+d"cof. 226 — oy
~+ccofi22 ~+-d" cof|, X+ 27..
~+d" cof. xX—27.,
= B ST
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8, fi elle eft lintégrale d’une ¢quation du premier or-
dre,

a+b cof.x +c cof2x BBl D % i =0;

b6 col. 7 +-ct ‘cof X437 “dv ‘cof 1x- Y

=5 Cof] 2 1 delr M-l T e Do £ e

‘ ¢ cof. x—+3'+d" cof, 1+ o g

-+ cofl. x—3 4-d" cof, 20— e

-+c" cof2z “+d* "“rof. ny o et

SEE oL R ool i U

+c™coll 7—3"+d" cof, x4 2 -7

+c"eol 23 4-d" cof, x— 7 —3".

+d™ cofl x+ 7 —;r,

+d* cof. x— g it

“+d*  cof, - B o i

+a¥ cof. x—2zt | .,

gt el sy W TR

== ol 3y 5 Fie0

+d* cofliz— v | i

+d* col. 74270 |, |

- d*" cof., Tt Sl

+a,xv“lC0('3[{l ---- @
& cof. z’ e acoﬁédcoﬂ = a4+ ¥ cof. mx,+::”x””',

cof. &', cofl &', &c. étant donnée par une équation
comme celle ci-deflus en cof] x & col.7, & qui eft
algébrique. On aura de plus pour le fecond cof; g qui
feradonné en cof. x, & cof. 7' comme cof; 7 eft ci-deflus
donné en cof. x; & lon aura de méme cof. 7'en cof. x:
Prenant une de ces €quations, la fubftituant dans une

E
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équation difiérentielle du. premier ou du fecond ordre
fubfituant auffi la valeur de cof. 7/, col 7", & détermis
nant les coefficiens, on parvicndra A avoir lintégrale

- de la propofée; & on mettraa la place de fonéions in-

déterminées. qui contiennent oo, ieur expreflion tran{-
cendante. On peut A ces formules en finus & cofinus,
en {ubftituer d’autres purement apalytiques en x & ¥ »
& a laide defquelles on trouvera également, en déter—
minant les coefficiens, l'intégrale de la propofée, quon
a {uppofée indefinic.

Je nai parlé jufqwici que des équations.d’ou on peut
tirer y égal a une fonltion en x ou cof. x; mais le cas
ol cette {éparation eft impoflible, n’a pas plus de diffi-
culté : en effeg, au lieu d'une fonlion de x, on n’a
qu'a prendre une foattion de x & de y; & au lieu de
Pégaler 2 y, il faur Fégaler a zéro. Il faur, dans ce cas,
lorfqu’en veut avois ¥ en x, {e contenter toujours d’ap-
proximations , quand on n’emploic pas de méthodes géo-
métriques : mais cette approximation eft toujours poflible;
ce qui, diftingue ces équations de celles qui font abfurdes.
En effet, quelque fuite infinic qu'on prenne pour fubfti-
tuer dans I'équation & avoir une valeur approchée, on
pourra toujours, cn faifant ® = x* =+ y, avoir pour
chaque coefficient une valeur finic ou infinie, Celt-a-
dire, algébrique ow tranfcendante, mais toujours pofli-
ble; au licu que, dans le cas des équations abfurdes;,

on 2 pour le méme coefficient plufieurs valeurs qui ne

s'accordent, point enfemble , & ne permettent pas méme
d’avoir une valeur approchée. Si, dans le premicr cas,
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Ia valeur approchde eft algébrique,, & qu’on lafubftitue
dans la propofée, on pourra en tirer une équation du
méme ordre, d’ott on puifle tirer y en x; & comme
Péquation algébrique peut approcher & volontd dela pro-
pofée, 2 plus forte raifon I'expreffion du méme ordre en
approchera-t-clle : on peut donc, dans ce cas, traiter
ces €quations par la méme méthode que les autres 5 &
au lieu qu'on parvient 4 la vraie valeur des premicres ,
on parviendra i une valeur trds approchée de celles- ci.
On remarquera encore, quil 0’y a aucun cas o lon
doive fubftituer une fon&ion qui contienne plus de
tranfcendantes ; car, ou cette forme f{eroit illufoire , ou
clle conduiroit 3 une équation néceflairement plus élevée
que la propofée.

V. Lintégrale d’une équation différentielle entre deug
variables peut, a Paide d’wne fubftitution fort fimple,
ctre toujours repréfentée par 'une faite infinie, de la
forme a +bx + cx* 4+ dx’ +ext ., .. Cette méthode
eft donc générale , & voici des réflexions qui pourront
jetter quelque jour fur cette théorie, qui peut &tre urile.
Toutes les fois qu'une fuite infinie de la forme ci-defus
repréfente la racine d’une équation algébrique , on a le
cocfficient d’un terme quelconque égal 4 une fonQ@ion
rationnelle & algébrique des termes précédens ; enforte
que {ubftitnant {uccellivement dans cette expreflion leurs
valeurs donaées par de femblables fon@ions, on aura le
cocflicient général égal & une équation rationnelle , mais
indéfinic, de a& de 2, aérant ce que devient y lorfque
% =0 : a pouvant avoir un nombre quelconque déter-

' Eij
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miné de valeurs, chaque terme de la {uite aura une valeue-
correfpondante a chaque valeur de 2 ; & chaque fuite qui
en naitra, repréfentera une des racines de I'équation
propofée. Soit m Pexpofant du dégré de I'équation or-
donnée par rapport 2 y, & p le dégré le plus élevé des 2
dans les cocfficiens des puiffances de y; j'auraiun nombre
pm-tp+m—1 de coefficiens indéterminé dans ex-
preffion du terme général ; & le fecond terme & de la
fuite pourra €tre donné par unc équation d’un dégré
quelconque , plus petit pourtant que celui de la pro-
pofée.

Je fuppofe maintenant que la fuite infinie repréfente
la valeur de y, lorfque y elt donné par une équation
différentielle du premier ordre. Soit I'équation différen-
tielle mife fous une forme rationnelle & entiere, jy
{ubftitue , pour y, fa valeur en fuite infinic; & cher-
chant 4 déterminer les coefficiens , je trouve, 1°. que
le premier terme 4@ refte arbirraire, que le fecond b eft
donné par les différentes valeurs que peut avoir % lorf-
que x =03 2% que le terme général eft encore une
fonltion rationnelle & indéfinie des termes précédens.,
mais dune forme différente, & qwon peut, par unc
{ubftitution femblable, le rappeller a une forme ration-
nelle & indéfiniede a, b, & de n, dans laquelle il y
aura autant de cocficiens indéterminés que dans P'équa-

tion différentielle, ceft-a-dire, p+1.m . m + 1
— 1, m étant 'expofant du dégré ot monte y, & 7/
de celui ot montent les différences. On trouvera de
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méme que , pour le fecond ordre, a & b refteront arbi-
traires. ¢f{era donné par les valeurs de % s lorfque X—o0:
le terme général fera fon@ion de a, b, c, & de n;

& il aura un nombre p 4+~ 1 .m . Hm 1.7 1 —1
de coefficiens & déterminer : & ainfi de fuire pour les or-
dres fupérieurs. .

Confidérant maintenant la fon&ion dun nombre in-
défini de termes qui exprime le coefficient genéral, je re-
marque qu’en mettant fous cette forme une fon&ion finie
de n, on ne peut en faire évanounir une feule tranfcen-
dante ; enforte qu’ici olt cette fon&ion eft compofée de
termes algébriques & rationnels, elle ne peut €tre qu’une
fonltion algébrique & rationnelle de e, 4, ¢, &c.

nye?, NN’eNN » &c. d’ou il fuit que prenant pour
une variable, @, &, ¢ pour des conftantes, & (7) poar
Pexpreflion du coeflicient, on aura entre (n)y,n,&leurs
différences, une équation différentielle ordinaire s qui
fera d’un ordre d’autant plus ou moins élevé que les
fon&ions qui entrent dans la valeur indéfinie de (n) le
feront aufli plus ou moins. Mais comme il peuty avoir de
ces expreflions indéfinies auxquelles ne répond aucune
quantité finie, il faut chercher un moyen de diftinguer
ces cas des autres. Je remarque que ce qui les diftingue
fpécialement, c’eft qu'il y a, pour le cas ou Pexpreflion
peut é€tre finie, une expreflion de (), quelle que foic
au lieu que dans le fecond cas on n’a de valeur de (n),
que lorfque 7 eft un nombre entier pofitif. Si donc on
prend une ¢qnation aux différences finies en (), n, &
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leurs différences , &n étant égal a Punité, on aura tou-
jours, dans le premier cas, (7) donné par une de ces
équations qui foit poffible; & dans le fecond, par une
équation impoflible, mais cependant confttuctible par
un nombre de points conjugués , comme je Pexpliquerai
ci-defTous plusen déeail. On pourradonc, en cherchant
la fomme d’une fuite indéfinie en 2, chercher une équa-
tion de cette nature ; & aprés l'avoir trouvée , on verra
s'il y a une valeur finic poflible de () , en cherchant, par
les moyens que j'indique ci-deflous, fi I'équation aux
différences finies eft poflible ou non.

Faifant maintenant {ur une équation finie, mais qui
contient des tranfcendantes que les différenciations peu-
vent faire évanouir, desopérations femblables a celles
que je viens d’indiquer pour les équations différentielles
de différens ordres, je trouve une expreflion effentielle-
ment femblable 3 celle ci-deffus, & le cocfficient de "
donné en général en une fonction rationnelle & indéfinie
des termes précédens. Si donc on vouloit employer cette
méthode pour intégrer en général, il fandroit, apresavoir
réduic {ous leur expreffion,, finir, s'il eft poffible, les deux
valeursdu terme général, tirdes, 'une de 'équation dif-
férenticlle , autre de fon intégrale, les comparer terme
3 terme , pour déterminer les coefficiens & les expofans
des fonions finies & algébriques de lintégrale.

On pourroit ‘demander ici fi toutes les fuites e +bx
4+ cx*—+dxt.... oir le coefficient de x” eft une fonc-
tion de 7, ont une fomme finie. Pour cela, je {uppofe
que je prenne la fuite indéfinie @ 6% +-cx* . . . .
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= (n) 2" + 7, & que je cherche 7enn; jaidy =
250 mnte )y lorfque & =1, & que x eft. fuppofé
conftant; je fais enforte que par-la je parvienne & une
€quation aux différences finies » qui ne contienne plus de
termes indéfinis, fi elle eft poflible, quel que foit 25 &
que faifant =100, il ne s’y troave que de ces quantités
qui, fous une forme infinic, n’expriment que des tranf
cendantes finies : alors la {uite {era fommable. Cette méme
maniere d’employer les différences finies » eft générale
pour le probléme des interpolations, la fommation indé-
finie des fuites en nombres, &c. Jaurois pu remarquer
quune fuite ne peut étre fommable lorfque fon terme
genéral contient des fon&ions logarithmiques ou irration-
nclles de 7, parceque , quoiqu’il foit poffible qu'un nombre
dérerminé de termes contienne des irrationnalités, cet
abaiflement de I’équation, qui donne le terme général ,
ne peut €cre indéfini : mais il n’eft pas {iir que route fuite
qui, dans I'expreflion de fon terme général, n’a point de
pareille fon&ion, foit pour cela fommable.

Ces réflexions fur les méthodes connues d’intégrer,
qu'on peut rendre générales , me paroiflent prouver éga-
lement quiln’y en a point qui, pour certains cas & dans
certaines vucs, n‘aient des avantages particuliers, mais
quelles ne font en général ni plus fimples ni plus courtes
que celles que je propofe dans I'Eclairciffement {ur e
Calcul intégral; & que routes n*étant au fond qu’une
méme méthode, confidérée fous différens points de yue .
celle-ci a encore avantage d’éere plus directe.

F
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V1. Je n’ai rien dir, dans mon petit Ouvrage fur le
Calcul intégral , ni de.la détermination des conftantes
arbitraires dans les équations ordinaires, ni de la théorie
des équations aux différences finies lorfqu’une des diffé-
rences a une valeur dérerminée, ni enfin de la recherche
des valeurs particulieres que doivent avoir les fonctions
tran{cendantes qui entrent dans les intégrales des équa-
tions aux différences parriclles. Je vais m yéecadsen peut
fur chacun de ces trois objets.

L’équation intégrale d’une équation différenticlle du
premier ordre eft m1. A4 4+ B + N=—o, A& B érant
des fonétions de x , y , & IV une conftante qui cft arbi-
graire @ il y aura donc autant d’équations, differentes qui
réfolvent également la propofée, que NV peut avoir de
valeurs; & 11 eft que{’uon de dérerminer laquelle de ces
¢quations convient a chaque probléme pamcvher. On
fuppofe ordinairement qu’une valeur & de y réponde A
une valeuradex , & onaN=—m 1. 4+ B, A& B’
érant les fon&ions conftantes qui naiffent de la fuppo-
fitionde x = a, & y =b; mais Saml B e tul-
ceptible d’unc infinité de valeurs lorfque 4’ n’elt pas zéro,
& parconféquent IV a aufli une infinité de valeurs , & il
y a encore une infinité d’équations qui toutes font l'in-
tégrale de la propofée. La raifon en eft, que 'équation
I.A+ B+ N=o, N érant {uppolé déterminé , repré-
fente une infinité d’équations, toutes lides par la loi de
continuité ; & que n’ayant point déterminé celle de ces
équations olt y =& répond 4 x=a, N doit avoir une
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valeur pour chacune de ces équarions ol I'on voudra
fuppofer x=a & y =/l en méme tems. 1l faudra donc,
pour déterminer abfolument IV, déterminer pour quelle
valeur del. 4, x=2 & y =& doit avoir licu; & alors
N n’ayant qu'une valeur, on aura Péquation dérerminée
l. 4+ B4 N=o0. Ce que je viens de dire du cas ot
Péquation |. A + B 4+~ N =0, N érant déterminé, re-
préfente uneinfinité d’équations, a licu également lorfque
B + N = o repréfente pluficurs équations , & il faut faire
le méme raifonnement. Dans cette maniere de déterminer
N, j'ai cherché une intégrale déterminée de la propofée,
dont toutes les valears particulieres fuffent lides entre elles
par laloi de continuité ; mais cette fuppofition n’eft pas

Jafeale qu'on puifle faire, & il y a des problémes parti-

culiers ou cette loi ne doit pas avoir lieu : on peut, par
exemple, fuppofer que x =a & y = b doivent avoir licu
pour toutes les valeurs de Péquation . 4 +B 4+ N=o;
& alors V ne fera point réduit 3 une feule valeur, maisen
aura une différente pour chaque valeur particuliere de I'¢-
quation, & l'intégrale fera compofée d’une infinité de
valeurs particulieres, qui ne feront pas lides entre elles
par la loi de continuité, mais dans chacune defquelles
y =brépondra & x =a. Comme N n’entre point datis
Pexpreflion deg—i, cette expreflion refte aflujettic A la loi

de continuité , quoiqu’il y ait des fauts dans la valeur
de V: d’ou il {uit que fi I'équation cft repréfentée par une
courbe, cetre intégrale difcontinue peut avoir la forme
d’une courbe continue, ceft-A-dire &tre compofée de par-
tics de courbes qui fe touchent. Je fuppofe que jaic y égal

Fij
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une fon&ion algébrique frattionnelle de cofinusx plus N,
il eft clair que metrant 11+ x A la place de x, y aura
la méme valeur fi IV refte déterminé 3 une feule valeur.
Sidonc je veux, pour fatisfaire A certaines conditions du
probléme , que y ait différentes valeurs pour x, x —+ 1,
X~ 20, x 4+ 310, il faudra que V aic aufli plufieurs
valeurs pour x, x +IT, x + 211, ¥ - 3 II; maistoutes
ces valeursde y ne feront plus lides par la loi de conti-
nuité,

Je {uppofe que j’aic une équation algébrique entre 7 &
cof. x, que 7 foit le rayon d’une courbe qui eft fuppofé
circuler autour d’un pole fixe, & que x foit Pangle par-
couru par ce rayon; fi je prends pour P'élément de Paire
Pefpace compris entre deux rayons qui faflent entre cux

A ridx
Pangle dx, jai cet élément égala ——; & par confé-

quent appellant cetteaire s, jats :fr fx —+ N. L’ia-
tégrale de cette différenticlle peur €tre algébrique, ou
bien contenir des angles. Sielle cft algébrique, foit pris
A el que s=0 lorfque X =03 on aura €Ncore §=—o

‘lorfqucx_-mn 2ml, 3mll, &c.mermtunnombre

entier. Cela ne peat arriver {fans que 7 ou 4x devenant
négatifs, donnent des aires négatives. Si donc on veut
avoir pour toutes les valeurs de x Pexpreflion de l'aire,
en fuppofant toutes les aires pofitives, il faut que V ne
foit pas déterminé, & qu’il foit égal , pour un nombre
qnclconque de révolutions, a deux fo,s la fomme des
aires négatives, pnfe pofitivement , plus deux fois [a
fomme des aires négatives , prifes jufqu’au point pour lc-
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quel on cherche la valeur de V. Cette expreffion n’eft
point aflujettic ala loi de continuité. Cependant, fi je
fuppofe que d’un point fixe, un point animé d’une vite{le
proportionnelle a r* fe meuve le long d’un rayon qui
tourne en méme tems avec une vitefle uniforme , & que
la courbe ne foit quune feule branche rentrante en elle-
meme, le point parcourra une fpirale dont le rayon fera
proportionnel a l'aire , & par conféquent 4 Pexpreffion de
Paire dont je viens de parler, quoique cetre expreflion ne
foit point aflujettic 2 Iz loi de continuité, & que la {pirale
foit continue quant A fa defcription. If ¢t aifé d’ex pliquer
cetee difficuleé , en remarquanc que dans ce cas cette {pi-
rale n’eft pas une courbe unique, mais une {uire de courbes
_ différentes qui fe touchent entre elles , & qui reprélentent
les difiérentes aires pour le(quelles, au lien de s = o,
lorfque x=—=0, ona les différentes valeurs qwon met 2
la place de &V pour chaque révolution, & ol les aires
négatives ont €té prifes pofitivement. I fuic de-13 qu'il ne -
fuffic pas, pour qu'une aire ne puifle écre exprimée algé-
briquement , qu'elle doive étre repréfentée par une fpirale
dont la defcription foit continue; il faudroit encore que
cette fpirale fir démontrée n’étre qu'une feule courbe
analytique : ce qui me paroit prouver que la démonftration
de Newton {ur la quadrature indéfinie des ovales n’cft pas
fuffifante. Vous avez cru, MonsiEur » que cette matiere
n’¢toit pas indigne de vous occuper , & j’ai eu le bonhcur
de me rencontrer avec vous. Cet accord me donne le .cou-
rage de publier cette réflexion , malgré le nom de Neyron:
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fon autorité cefle d’en €rre une, puifqu'elle cft combattue
par lavorre.

Sil'intégrale contient des angles , clle fera de la forme
s=mAco. =X +~nAcof =X+X"+N; X,
X', X" étant des fon&ions algébriques de cof. x. Certe
expreflion renferme deux cas : ou bicn ces angles font
fous une forme réelle & ils y ont une infinité de valeurs
réelles, ou bien ils repréfentent un logarithme qui n’en
a qu'une. Ce dernier cas rentre dans celui que je viens

de traiter, Quant a lautre, je fass m Acol. =X =mx

4 mAcof. = Xcof. ¥ 4+ V1 — X2 {in. x5 je mets
m A cof. == X' {ous une forme femblable; je prends N tel
que x érant zéro, s le foit aufli, les autres angles-érant
ce quwils font naturellement, fansy ajouter aucun multiple
dela circontérence 5 & cette expreflion repréfente s, {ans
gu'on foit' obligé de faire aucune fuppofition pour un
nombre de révolutions quelconque, §’il n’y a pas daires
négatives qu’on veuille regarder comme pofitives; car fi
cela avoit lieu , il faudroit s’y prendre comme ci-deflus.
Lorfqu’on fait que la valeur de I'aire doit, indépendam-
ment de toute fappofition, augmenter continuellement

tandis que x augmente , comme il arrive dans le cas d’un

ovale fimple; il eft clair quil n’y a que la premiere hypo-
thefe qui puilfe y convenir, & quainfi s = mx +
m Acof. = X"+ m'Acof. X"+ « 4 X" 4 N, N édtant
une conftanre“déterminée : une ovale ne peut donc éere
quarrée indéfiniment ,. & on ne peut méme en avoir in-
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tégrale pour une révolution, parcequiclle eft toujours
proportionnelled 11, Si, au lieu d’étre algébrique, la dif-
férenticlle de s contenoit le cofinus d’un nombre indéfini
d’angles qu’une feule différenciation fait evanouir, & que
le cofinus fit la feule tranfcendante qui fe trouvir dans la
valeur de s, on auroit également

GOl iarz ot G el bty b e ehoidl

pour tranfcendante, & l'arbitraire fera déterminde comme
ci-defTus , en obfervant toujours, ce qui eft trés impor-
tant, que A cof.—= X' & les autres angles femblables
n'ont qu'une feule valeur pour chaque valeur de cof. x,
mais que & en 2 une infinitd : & il en feroir de méme fids
contenoit une fuite indéfinie d’angles, & quils entraflent
fans autres tranfcendantes dans la valeur de s. Si 'on avoit
fait s =o_lorfque cof, x==0, au licu de s =— o lorfque
¥ =0, onauroit eu le méme réfulrar que ci-deflus s
Paide des principes établis au commencement de cet ar-
ticle. Cette théorie des conftantes s indépendamment de
fon utilité dans la folurion des problémes particuliers, ¢ft
encore utile dans le cas des méchodes d’approximations ,
comme jaurai foin de le remarquer dans la fuite deé cetre
Lettre.

Ce que je viens de dire Sapplique également au fecond
ordre ; j'obferverai feulement que fi je fuppofe y = blorf-
que x = a, & y =¥ lotlque x =d, jaurai l. A+ B
+N=o,& A4+ B +N=o;doul. 4+ B—
l. 4+ B, équation qui doit me fervir pour déterminer
la feconde arbitraire V. Maisfi N* fe trouve €galement

dans A & dans B, il peut &tre mmpoffible d’en avoir 1a
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valeur en a, &, 4/, &. Dans ce cas, fi 'on favoit qu'on

d .
etit en méme tems ¥ —a,y =5, & TZ =c¢, onauroit

N & N’ en faifant ces {ubfticutions dans les deux inté-
grales du premier ordre qu’a la propofée j c’cft-a-dire que
fi I'intégrale repréfente une courbe , il faut, aulien de
deux points {éparés, prendre deux points confécutifs ; ce
qui cependant ne révient pas au méme, parceque les deux
valeurs confécutives font toujours prifes dans une méme
branche, au lieu que les deux autres-peuvent &cre prifes
dans différentes branches : & par conféquent cette ma-
niere de déterminer les conftantes porte avec elle une
nouvelle détermination qui ne fe trouve pointdanslautre,
& qu'il faut {uppléer. Ces réflexions font également appli-
cables aux autres ordres.

Si,au lieu de déterminer ainfi les conftantesen général ,
on les vouloit déterminer pour un cas particalier & donné,
dans lequel on conniit pluficurs valeurs de y, répondant
4 aurant de valeurs de x, on aura différentes équarions,
d’ol1 on tirera les valeurs particulieres qu’il faut prendre
pour les N & les1. 4, {ous la forme la plus fimple & la
plus déterminée.

Si I'on avoit enfin une équation entre trois variables,
& qu'il fallit déterminer Parbitraire ou les arbitraires, il

faudroit faire en méme tems x =—=a,y=14,7=c,

aurant de fois qu'il ya d’arbitraires, ou x =a, y =4,
d d L3R, ;

e, EE: - 4 d—z —¢ , pour deux arbitraires; ou bien,

fi Pon fait que a 7 ==c répond une équation donnéeen x
& v, on déterminera les arbitraires par cette condition:
mais
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mais ily a.cetre différence , c'eft qu'on peut faire 4 volonté
les autres fuppofitions, & qu’il faut que celle-ci foit don-
née d'ailleurs, & convienne d |a propofée.

VIL U n’eft pas des ¢quations aux différences finjes
comme des équations aux différences infiniment petites :
on ne peut, dans celles-ci , faire d’autres {uppofitions que
celled’une diférentielle conftante 5 & cette fuppofition ne
change que peu la nacure de Péquation , parceque a'g,
&ec. entrent tovjours de méme dang I'équation aprds cetre
fuppofition comme indépendamment de la {uppofition, &
que de plus, dx conftant ne pouvant entrer dans les coefe
ficiens, Péquation a toujours une forme déterminde, Dans
les équations aux diférences finies, au contraire > 1l peut
arriver, 1° que &' x foit {uppofé égal A une quantité finie
conftante ; & alors il faut remarquer que I'équation érant
aux différences infiniment petites , fi dx eft {fuppofé cont
tant, ily a une équation de condition de moin¢; & que
siln’ya que deux variables, Péquation eft toujr t.rs poffi-
ble, ce qui vient de ce que Adx™ — g™ Adx eft
toujours intégrable , ce qu’on ne peut pas dire d’une fonc.
tion rationncllede x & de $'x : & aing i faudroit encore
unc équation de condition. Soit pour cela 7, que je fup-
pofe €tre une différenticlle exalte; je trouve qu’il faue

v’ av ;
pour cela que 2z 955 =0, en ne confidérant dans

‘—1%’/; comme variables, ique les &2 quifontnés de la dif.
térenciation de B =5 ¥ Cette €quation , qui eft toujours
identique dorfque J'x = dx, cft fousune forme indéger.
mince lorfque &'x cft fini & conftant, pa;rccqléon me peut
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diftinguer quelles font dans les #les ' qu'il faut y traiter
comme variables : d’ailleurs, comme &'« peut entrer dans
les coefficiens comme fonion conftante’, de méme qu'il
entre dansla fon&ion comme différence de x, ¥ {e trouve
avoir une infinité de formes différentes, quife rapportent
toutes & la méme en faifant &z = a. Ne pouvant donc
trouver pat ce moyen I’équation que je cherche, je {up-
pofe que jaic une équation ¥=o, & qu'il foit queftion
de favoir {i elle eft poflible, jela multiplic par 4, & je
trouve dcgéqﬁatlﬁﬁSLie condition 4 I'ordinawre, dontle
nombre eft 7 — 1, chui des variables érant 75 & regar-
dant 4 comme une des variables, & joignantla propolée
aux autres équations, jai 2 + 1 variable, & 7 équation:
d’olr il me doit refulter, 1°. que toutes ces équations aient
licu lorfque # =0, ce qui me donne des équations de
condition 4 Pordinaire ; 20, que A4 ait une valeur poffible,,
différente de A =—o0. Or, on a A donné par une équa~
tion qui ne contient pasde x ni &« , maisfeulementune
autre variable; or on a I'équation de condirion pour ce
cas , & illa faut ajouter aux autres, S’il n’y avoir que deux
variables, cette équation feroit la feule , & on en tireroit
les m&mes conclufions quant 4 P’étendue de I'équarion in-
tégrale, qu'on tire des autres dans ce cas. 1l peut arriver,,
en fecond lieu , que &x foit fuppofé égal a une fonétion
quelconque de x , ou de x & des variables , oude x, des
variables & de leurs différences. On emploiera dans rous
ces cas la m&me méthode que je viens d’indiquer , & elle
donnera également les équations de condition cherchées
pour quune équation foit poffible , parcequ’on trouvera
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de méme , qu'une des équations ordinaires ne donne au-
cun ré{uleat, Si, fuppofant que multipliant par 4, P=o,
-mis fous une forme telle qu'elle contienned'x , d&d'x, &c.
felon les circonftances, & prenant les équations de con-
dition comme s’il n’y avoit aucune hypothefe, il arrive
que celles quon a pour ¥, 7, &c. nc foient pas les mémes
pour ¥ =0 que pour unc autre valeur qu’on auroir de ¥,
en y mettant, pour dx, &dx, &c. leurs valeurs; alors
on peut {c contenter de ces équations, regarder la der-
niere comme déterminée , & y faire entrer comme va-
riables dans les différenciations particlles, tout ce qui s’y
trouve de dx, &J&x, &c. Sijecherche maintenant i ¥~
eft ou n’eft pas une différenticlle exalte , je fais 7=V,
& je cherche les équations de condition : fi Iéquation
47— V=0 admer une folution complette, ¥ pourra
ecre une différentielle exa&e.

Lorfqu’une équation aux différences finies eft telle
qu'on n’y ait fait aucune hypothefe pour la valcur de d'x,
on a pour intégrale celle de Péquation aux différences
infiniment petites qui y répond : & cette intégrale ne peut
contenir d’autres tranfcendantes que celles qui fe trouvent
daans la propofée » fi celle-ci eft {ous une forme finie; car
fi elle eft fous une forme infinie, comme cela arrive fou-
vent, elle pourra contenir les tranfcendantes qui con-
viennent a 'ordre dont f{e trouve érre I'équation aux dif-
férences évanouiflantes. Mais fi 'on a fait une fuppofition ,
& que Jdx foir déterminé 2 avoir une certaine valeur,
alors foit X une fonlion des variables, qui“devienne
X+ 2 X, & qu'y mettant, pour '« , '{a valeur [ elle de-

Gij
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vienne X, X + 2, nX + a, mX"; alors, pour la
premicre fuppofition, une fon&ion quelconque de X
pourra Ctee éliminée & demeurer arbitraire. Soit, par
exemple, fx=—1, jaurai X = x* En effet, dans
cette hypothefe, x* + 2 xdx 4+ Sx* = x*; donc toute
fon&ion de x* ne fera point changée par la différencia-
tion, & par conféquent Pintégrale fera unefon@ion algé-
brique , plus cctte fonGtion de 22 qui refte arbitraire, Une
€quation d’un ordre quelconque , mais rationnelle & en-
ticre, entre X & Z, peut &tre telle que la valeurde Z
qu'on en tire , reprélente la fon&ion arbitrairé de X, Cela
pofé, il faut prendre garde qu'il ne fuffic pas que I'équa-
tion en Z & X demeure la m&me lorfque X devient X -
X, mais qu’il faur encore que ces deux expreflions foient
¢gales , & ne foient pas deux racines différentes de J'é-
quation en Z & X, dont I'une devienne Pautre en fai.
fant X'= X 4~ px. Ce cas forme une claffe 3 part. Pour

les autres, foit, 1% X +dx=X+a, on duri X
, , . x Fap G
dans Péquation finic, & e* ' dans la différentielle; &

. X X x
acaufe dee” T2 =¢c%¢ » onaura e dansun & dans

g 451 X 2
Pautre : on pourra donc éliminer e ;donclintégrale de
Péquation différentielle du premier erdre pourra, dans ce

. X : . . i
cas, contenire”, & larbitraire ferale cocflicient de ¢ *

Soit &x —=a, il elt clair que X==x, on aura ¢ pour
: 2 : ) P

une tranfcendante qui peut entrer dans intégrale de Ja
propofée: Soit, 2°. X + Jx=nx; foit n un nombre

: : - X
entier ou frationnaire, on aura également ¢ & 1. X.
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—
&ie® o En effer, A caufe de "% — X sdel.n X =
: dnX L ¢l M
I.X—{—].Iz,&(deemln :emIX—}—I.n___em n ele

on peut faire évanonjr €galement chacune de ces fonci
tions a Paide de I'équation finic & de {3 différentielle,
Soit zirrationnel, on ne pourra avoir quel. X & ™! s
& Parbitraire fera une conftante qut multipliera X dans
Ie cas des logarithmes, ou qui luifera ajoutée dans le cas
des exponentielles. Soit Sz — x yona X—=ux;&e" |, 2
& x™, mérant irrationnel, feront les tranfcendantes -qui
pourront entrer dans la propofée. Soit, 3°, X'-r A=
nX .~ a,on aura, fi 7 eft un nombre rationnel | ¢%

Seit, 4°. X + § X = m X", on aura L X & %X
lorfque 7 eft rationnel, mais la premiere forme feulenient
7 dtant quelconque. Jai fuppofé jufquici X algébrique,
Soit X'=1. X", j'ai pour e premier cas YRy B S

. X' ox
LX"+a,0ul —x — =4, & repaflant aux nombres )

- »
e =%y dout X'+ IX =< e! X% ce qui revient

/.

A - Xt iis, X3 X
au fecond cas. Soit X=¢" yaj pourcetage” o

g b a; d’olt je tire X’ égal & une fon@ion logarithmi-
que , & X algébrique : ce qui revient a la premiere hy-
pothefe. Soit, pour le fecond cas, " X'=1. X el B
X' =nl. X'; dott X' 4 dX'=X'", ce quieft le
quatrieme ¢as, Soit X='¢ X’, jaie S . 3 d’ou
jetire X' +- X' = X" t-a, ce qui eft le premier cas.

. 4 - . § T e By
Soit X=X"", #'étant irrationnel s jal X'+ X" —
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Il, e~ ° e
nX'", cas quiie rapporte au fecond. Soit, pour le troi-

fieme cas, X=1 X', onal. X'+ JX'=nl. X'+ a;

2 =3, & X'+ X' =mX'", ce quichh

g
le qu,atrieme cas. Soitaufli X' = eX', on aurae® T 4% —
ne® T2, casdont j’ai déja parlé. Soit encore X = o,
onamra X + X =nX'"+4a, cas ou il faut que m
{oit rationnel. Soit, pour le quatrieme, X'=1. X', j’ai
LX' 4+ X' '=m, l.__')(_’n, ce qui rend X’ une exponen-

J . X X4 0X X :
ticlle. Soit X =e™, faie” T °" =me"", ce qui fe
4

rappelle aufecond cas. Soit enfin X—= hicig ALK e
—nX'™" ce quife rapporte au quatrieme cas.

Confidérant maintenant le cas ou I'on a une fon&ion
variable qui refte arbitraire, je fuppofe qu'elle foit fonc-
tion de X; je fais X = X"2, je prends x en X' & les
autres variables; & fubftituant dans Péquation, jai la
fonéion arbitraire , une fon&ion de X, & par confé-
quent £X =— 2 X" : mais dans certe hypothefe , X'+
IX'=— X', ce qui eflt un casde I'hypothefe générale
de X'+ &X' =n X'; doncle cas ou I'on a une fonc-
tion arbitraire, ferapporte a cer autre, & reéciproque-
ment, parceque de X'+ &X'=— X', on tire & X'*
225

Soit teptis, 17 X+ #X =X ~4~a, jhi, faifant X’
w8 X Gy T X 2t e X ™ 2 doriey

na

e" =1, ja X+ dX =X; & comme 7= o0 n'eft

pas la feule valeur qui convienne & équation ™ =1,
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& qu'ily en a une infinité : onaura auff une infinité de va-
leurs de X, qui remplicont bien la condition propofée.
Donc, au lieu de la tranfcendante emX, Pintégrale peut
contenir arbitraire F, ¢"%, 50, Soit X+dX=mX, e
[y R R &jai X'+ X' — XET" < X " =
X', pourvuque m"=1; ce qui peut avoir licu d’une in.
finité de manieres , fans que m ou 7 {oient zéro. 3°. Sojt
X+dX=mX am, je fais X’:eX, & Ll Xt
M=l . X e qui fe rappelle au cas fuivant., 4°. Soit
Sy :

X+ dX=mX", je fais X' =" % s &jal X' -0 X7

7
l.XP.mP -nq

e > ce qui donne X'+ J.X' = X, pouryu
quem’ &nl==1; & pour le cas ci-defTus X/ + JX" —
px?
7 7 l.e . .
X', lorfque X' = : mais ces deux dernieresformes
font illufoires, parcequelles font les racines d'une équa-
tionen X' & X quien aunc infinité; enforte que X' en
ctune, & X'+ &X' une autres & lavraie valearde X7,
B o 1 L 251 1
SRR Y LX 42 [ X =g
dans ces deux-cas, eft e 3 H o , &e
WY

L ors
pX 1‘ phe 051 1 e
5 1 e +a e .
ou bien e*® T T s &c. & ainfi &

infini, a, o, &e. érantles conftantes quil faut ajoutery
une des valeurs de I. . o) £ e‘DX, pour avoir toutes Jeg
autres. Ces formules font connues. On pourroit égale-
ment, de Péquation X" 4 ;X" — X', tirer Pexpreflion
des autres équations qui'y répondent,

.3
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On voit que danstousces casil n’yaqu’une valeur réelle
qui rend X’ = o0, ou conftant; que toutes les autres font
imaginaires ; & qu'ainfi il faur, au lieu de F. X", prendre
une fonttion arbitraire d’une fonion réelle , compofée
de X', & qu’on trouvera toujours, dans les cas ol elle eft
pofliblé, par Particle IIT ci-deflus.

Les équations dont je viens de parler, ne font pas les

feules qui naiffent de ces différences hypothétiques : en

effet , on peut avoir une équationeny, & fes différences
d’ordres quelconques, prifes dans différentes hypothefes
de valeurs de dx, mais ot ¥ & y font les mémes pour
toutes les hypothefes. Alors on aura les équations de con-
dition , 4 Paide des méthodes précédentes, en regardant

les différens dy comme différentes variables, & alaide

av V

av d . K :
de cette remarque, que 5 7 77 cft la méme chofe

que %" lorfque x =y =3, la premiere formule drant
prife avant, & la feconde apres la fubftitution. Quant 2
Fintégrale de ces foncions, elle ne pourra contenir de
tranfcendantes quautant quil y en aura qui fc trouve-
roicnt les mémes dans l'intégrale & dans fes différen-
ticlles prifes dans les différentes hypothefes.

Le licu d’unc équation aux différences finies entre
deux variables, & dont les différences ne font aflu-
jetties 3 aucune hypothefe, eft, comme le liecu d’une
équation différenticlle , une courbe dont 'une des va-
riables eft I'abfcifle, & dont Pautre eft ordonnée. Le
liew d’une équation aux différences finies, d'x étant
donné par une hypothefe, eft un polygone infcric dans

k. cetee
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cetee courbe de I'extrémité de chaque ¢6té, duquel on
puiffe mener des perpendiculaires a Iaxe, qui y coupent
des portions égales aux différentes valeurs fucceffives de
d'x. La courbe dans laquelle on peut inferire ce polygone,
eft unique aprés la dérermination de quelques points,
lorfque Iintégrale ne contient pas de fonction arbitraire;;
mais autrement, il y en'a une infinité. Sil'on ne cherche
qu’une {olution particuliere du probléme, & que l'on ait
autant de valeurs fucceflives de y & de x quil y a d’u-
nites dans Pexpofant de I'ordre de Iéquation , il fera tou-
jours facile de la conftrnire. En effet, la quantité qu'il
faut ajouter & x, eft, pour Fotdren, n dx' 4 71— 1 8 %
tta—2dx . . .+ J"x; & poury, clle eft ndy +
n—1dy +h—21dy ... +J", o par 'hypothefe
onadx, *x, &e. Iy, Iy, &c. excepté I x & Iy ;
& lona d”x & 4"y par I'équation propofée & Thy-
pothefe a laquelle les différences font aflujetties : on
aura donc {ucceflivement toutes les valeurs qu'on vou-
dra de x & de y.

Il paroit qu'on peut conclure de cette conftraction ]
que toutes ces équations foat poflibles , parcequelle s'ap-
plique a toutes, & qulainfi la recherche des ¢quations
de condition eft abfolument fuperflue : mais il faur re-
marquer que ce polygone ainfi conftruic & indéfiniment
continué peut érre ou ne pas &cre inferiptible dans wne
courbe continue; que ceft & précifément la'queftion’
qu'il peut Iéere lotfqueléquation a une intégrale; &
ne peut-pas Iéere lorfqu'elle n’én 2’ point. Dans le pre-
mier cas ,-on pout faire pafler uneicourbecdonnée analy-

H
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tiquement, par les différens points quion trouve par la
conftruttion ; & cela eft impoffible dans le fecond.

On peut, lorfque I'équation eft poflible & des ordres
fupérieurs , la traiter comme une équation du premier
ordre, & regarder les différences des ordres inféricurs
comme des variables qui peuvent entrer dans I'intégrale :
~on aura par-la un nombre d’intégrales égal a 'expofant
de Pordre de la propofée, fi ’équation admet une inté-
grale complette , car les diférentes tranfcendantes peuvent
ici €ere traitdes comme celles qui entrent dans les équa~-
tions ordinaires. ( Poyey la Préface.) FPajouterai encore,
que , foit # Pordre de I'dquation,, il y a une équation
diTérenticlle de Pordre 7, 4 laquelle il faut, dans le cas
de la fonction arbitraire , ajouter une équation entre trois
variables, ‘qui donne la fon&ion dont la différence eft
nulle ; ouen général deux équations entre trois variables,
dont Pune pourra contenir des différences particlles, def-
quelles on peut, en les intégrant , tirer I'équation en x
& y, qui réfout 'équation propofée, & qui eft aux diffé-
rences finies.

VIIL Lesintégrales des équations différentielles qui
contiennent des différences particlles, peuvent contenir
non feulement des arbitraires conftantes, mais auffi des
fonctions arbitraires de fon&ions déterminées des varia-
bles , qui contiennent ou ne contiennent pas d’autres fonc-
tions arbitraires femblables , felon I'ordre & la nature de
la propofée. J'ai montré , dans mes Ouvrages précédens,
la maniere dont les fonctions peuvent entrer dans les in-
tégrales; & l'on trouvera dans la Préface une maniere de
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les trouver , générale & abfolument femblable 4 celle que
j’y donne pour les équations ordinaires. Cette fonction
arbitraire, que je peux défigner par F. X, X étant la
fon&tion déterminée, cft telle qu'on doit avoir une équa-
tion finie, algébrique ou tranfcendante , entre F. X & X;
mais il n’eft pas néceflaire qu'on ait F. X égal 4 une fonc-
tionde X: en effer, larbitraire F. X n’e& telle que parce-

2 = S -
qu'une différenciation donnant «dX, & lautre

dX

j’;‘ oo dX dy , on peut éliminer F, X, 4 caufc de FXX
kel :
dF. X LR T4 .
= 55— or, quelle que foit I'équation entre F. X & X,
EI

jaldFX—’x—A dX=o, &JFX an'y—i—Aan’y
d

dy

Tl e e 4 FooX d.F. X
=0, d'oujetire, en éliminant 4 =

AV P aar s o e
dydy

qui eft la méme €quation que ci-deffus : donc je puis

éliminer également F: donc, &ec.

Pour déterminer maintenant les valeurs particulieres
qu'il faut donner a ces fonctions arbitraires pour chaque
probléme particulier , je fuppofe que, faifant 7 =4, on
ait une équation donnée entre y & # ; cette fuppofition
fuffic 8’il n’y a qu’une arbitraire ; ’ily en adeux, je {up-
pofe de plus que 7 érant 4/, on ait une autre équation
donnée entre x & y; & ainfide fuite pour chaque fonc-
tion. Cela pofé , foit fait 7 =a; & ayant mis la valeur
de ¥ en x dans Péquartion intégrale, jai F. X donné

Hij
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en x, X ne contenant plus que x : d’olt il m'eft aifé de
tirer Ja valeur de F. X en X. Je fuppofe enfuite que jaie
deux fonctions, 'une de X, l'autre de X/, & que X &
X' foient des fon&ions déterminées de x, ¥, 7; je fais
7 =a, & y égal 4 une fonltion de x, j'ai une équation
en F. X, F.X,& x, X & X' ne contenant que x;
je fais enfuite 7 =4’} je prends la valeur correfpondante
de y ‘en &, & j'ai une équation en F. X', F. X", & x.
Je différencie 'une & lautre équation, dans la {uppo-
fition que X"+ & X"= X'+ X', ce qui donne une
valeur de &'« : jélimine enfuite F', qui fe trouve Erre
le méme dans les deux équations, & il ne m’en refte
plus quune en F. X", F.X", & x; je la diférencie
encore dans Phypothefe de X"+ S X" = X"+ S X",
qui me donne unc valeur de ¥ : jai alors une équa-
tion entre F. X" & %, qui eft dans le méme cas que
la précédente. St Péquation X"+ P X"=X" 4 X~
ne peut avoir lieu, je fais S X7 =X"— X" & pre-
nant la valeur de x en X', & la fubfticuant dans la
propofée, jai une équation aux différences finies du
premier ordre entre X & F. X", X érant égal 3
une fon&ion de X". Si Péquation X"+ X" = X’ 4
& X’ éroit aufli impoflible, je différencierois une des
équations, en fuppofant X"+ &X"=X"; & cela pofé,
j’élimincrai F', & jaurai F. X", F. X™ dans ma der-
niere équation, ce qui la rend de la méme forme que
cclle dont je viens de parler,

Si, au lieu de F.X, F'. X' feulement, jai de plus
Fr. X", F". X", &c. prenant un nombre de conditions




ET SUR LE CALCUL INTEGRAL: 59
convenable, jaurai par la méme méthode une dernjere
€quation en F. X", F. X*, F. X", F. X", &c. laquelle
pourra €rre finic par différentes rédu@ions fuccellives , OU
du premier ordre entre F. X" F, X™*, & x, X" = X'z
— X"": oudufecond ordre entre F. X", F, P AL 0, X
& x, FX"=X"u X" Jr X" X*__ , X'
X, lorfque cela eft poffible; & lorfque cela ne Peft
pas, une du premier ordre ol . F auroit deux valclrs
différentes : ou une du troifieme ordre, &c. &c. Au
refte cette rédution eft également impoflible, foit qu'on
ne puifle trouver de valcur convenable de dx, foit qu'en
la fubftituanc dans ’équation on la rende identique. Ce
que je viens de dire de la manicre d’éliminer les F qui
{e trouvent dans une équation donnée en nombre quel-
conque , peut donner également la maniere de réduire &
une équation finie , ou moins élevée,, les équations diffé-
rentielles aux différences finies qui en font fufceptibles.

Sijavois FX & F'. X', & que X fic F’, X'—f—X”‘,
X" érant déterminé, & que de plus on efic une €quation
en FLX4+F X' & x, & uneautre en F. X - X
& x, on auroit également, par une feule opération ,
une équation en F', X", F'. X" & x; & il en feroit
encore de méme, fi javois F. X & F', X, & que X
contint F*'. X' d’une maniere quelcongue. Ces principes
fuffifent pour trouver les équations convenables aux cas
les plus compliqués 3 & il faut en général, comme dans
le calcul ordinaire , autant de conditions que de fonc-
tions arbitraires.

Jai fuppofé jufquici quon avoit y en %, Xen x,
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x en X, & ainfi de fuite : or, fi cela n'eft pas poflible,
il faut faire les mémes opérations que ci- deflns; mais
alors, au lieu d’avoir unc équation réduite an nombre
de variables quelle doit contenir, elle en paroitra con-
tenir un plus grand nombre, qu’il faudra chercher a éli=
miner 4 Paide de toutes ceséquations ; ce qui peut con=-
duire & des formes trés compliquées & tres embarraflantes,
mais pour lefquelles les principes ci-deflus font fuffifans.
Si, au lien de ces fuppofitions, javois pris une équa-
tionentre F.o & F. @, x & y, & & & étant fonltion
dex &y, & que jeufle fuppofé-que cette équarion dit
avoir lieu lorfque 7 =a, fans avoir befoin d’autre équa-
tion pour déterminer F. @} je pourrois faire &' =& —+ 7,
& jaurois ¥ & ¥ en ® & z: cela pofé, je différencierois
I'équation en faifant tout varier , & enfuite en ne faifanc
varier que ®; ce qui me donneroit deux équations d’olr

ay ppRaie . \ d.F.(D—*—{_'.d.F.(D—{—{
j¢liminerois F. @+ z; A caufe de —— = g o
F.o

& 2 caufe de ld'dq) do=4d.F.®, je n’aurois plus que
F.o & fes différences, & une équation du premier ordre,
fi7 ne s’y trouvoit plus : fi 7 s’y trouvoit encore , alors
il faudroit deux équations pour déterminer F.@; & on
'auroit immédiatement , fi, en éliminant F. ® 47, on
éliminoit aufli 7 ; finon, on aura deux équations entre
Fo,dFo,0,do,z,d;; dou Pon éliminera 7 &
dz, & il reftera une équation différenticlle du fecond
ordre. '
Silonavoity=a,y donnéenx, dzenx,y, dx,

dy; & % en x par la feconde condition, & qu'ily efic
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deux fon&ions arbitraires & détermineér ; Pintégrale ol fe
trouveroit une de ces fon&ions, la donneroit; & lautre
intégrale correfpondante donneroit Pautre, fans quil fie
befoin de recourir & aucune nouvelle intégration. Il en
fera de méme pour un plus grand nombre de fon@ions
arbitraires : & ceft 3 de pareilles conditions qu’il faur,
dans les problémes particuliers , chercher 3 aflujettir ces
fonions; car la détermination n’en peut Ecre plus fimple,
Jobferverai feulement que cette détermination n’a point
toute [a généralité dont elle eft fufceptible , ce qui eft un
avantage dans les cas particuliers, qui, fans cela, en
exigent encore de nouvelles , {ur-tout lorfque Péquation
aux différences finies amene elle-méme une fon&ion ar-
bitraire dans fon intégrale , ou méme plufieurs; car alors
la détermination en peut &cre encore embarraflante,

Il ne me refte plus qu'a faire obferver que ce que je
viens de dire, ne contredit en rien la difcontinuitd de ces
fonctions arbitraires, telle que je I'ai admife dans mon
Calcul intégral : elles peuvent en effec, pour différentes
valeurs de 7, avoir différentes expreflions. Dans ce cas,
il faudra les déterminer autant de fois que ce changement
peut avoir liea ; & par conféquent, pour que la détermi-
nation foit complette , il faut que ces changemens foient
cux-mémes aflujettis & Pindéfini 3 de certaines conditions,
ou foient en nombre déterminé. Le premier cas conduit
A ces équations aux différences finies impoflibles , mais
conftruttibles , dont jai parlé dans Iarticle précédent.

Toutes les équations aux différences pattielles ne fone
point contenues dans celles dont jai parlé , méme dans
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la fuppofition d’un nombre de vatiables fupéricur & trois.
Je vais examiner ici-en peu de mots quelques-unes des hy-
pothefes qui peuvent en faire naitre de nouvelles , plutot
pour faire voir la fécondité de mes principes & la manicre
de les appliquer , que pour donner une théorie fuffifante
de ces équations.

Je fuppofe-d’abord, que j’ai unc équation entre x, ¥
& leurs différences , &/, 3’ & leurs différences, & qu’on
puifle regarder x' & y' comme conftantes lorfque x & y
varient,, & réciproquement : cela pofé, foit une fonction
finie de ces quatre variables, & qu'clle foit différenciée
d’abord dans I'hypothefe de &/, §' conftans, & enfuite
dans I'hypothefe de x/, ' variables; il eft clair que la
fonttion érant égalée & zéro, les deux différentielles le
font aufli; ce qui donne, a chaque différenciation, le
moyen de faire évanouir deux tranfcendantes, ou une
fonction arbitraire. Les intégrales des équations différen-
tielles contiendront donc, dans cette hypothefe, le méme
nombre de fonctions arbitraires ou tranfcendantes, &
des fonctions de méme nature, que les équations aux
différences particlles du méme ordre, dans Ihypothefe
que jai confidérée particuliérement, A I'exception que,
dans certains cas, la fon&ion arbirraire {era fon@ion de
X5 ¥ 00 %, y, au lieu d’écre fon&ion d’une feule fone-
tion dérerminée. Quant 4 I3 détermination des fon&ions
arbitraires, il n’y a ici rien de particulier a remarquer,
finon quau lieu d’équations données en x & y pour des
valeurs particulicres de 7, il fautavoir ici des équations

€n
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en x & y pour des valeurs parriculieres de &/ & ¥/, ou
réciproquement. »

II peut fe faire quon fache, qu’au lieu de différencier
une équation finie, d’abord en {uppofant %/, ¥ conftans ,
& enfuite en les fuppofant variables, on I'a différencide
d’abord dansune de ces hypothefes une ou plufieurs fois ,
& qu'on P'a diflérencide enfuite dans la feconde. Ce cas
rentre dans celui dont je viens de parler; maisilen differe,
1%, en ce qu'il ne contient point de fonctions arbitraires,
2%. en ce qu'on peut le réfoudre en intdgrant d’abord dans
une de ces hypothefes , & enfuitc dans Pautre ; ce qui
rend Pintégration plas fimple. Mais il faur obferver aufl; "
que comme dansl'intégration, parrapport 4 x, 532088
¥ font {uppolés conftans , de méme que leurs différences,
il en doic entrer une fon&ion dans chaque arbitraire ,
fonction qu’on déterminera pour I'hypothefe d’une équa-
tion donnée en &' & v, lorfque x & y ont des valeurs
déterminées; & que comme en intégrant enfuite par
rapporta ', ¥/, x & y font {uppofés conftans, ils doivent
également entrer dans les arbitraires, & qu'on détermi-
nera la fon&ion de x , y, qui par conféquent doit entrer
dans chacune pour Phypothefe d’une équation en x & ¥,
lorfque x’ & 9’ ont des valeurs déterminées.

Il ne faut point juger, dans ce cas, de lordre de I'é-

quation par celui des différences. Par exemple , on peut,
ddy
I(7y)d(xy) > 1208
quil 8’y trouve ni ddx ou ddy, ni ddx’ ou ddy': Ié-
quatign eft cependant du {econd ordre. Ainfi, pour

appellant y la fon&ion finie , avoir
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juger de Pordre de I'équation, il faut multiplier par deux
celui des différences. L’ordre de la propofée ne peut étre
plus grand , & fera fouvent moindre. Dans les queftions
particulicres qui conduifenta ceséquations , on pourroit,
{i les données du probléme le permettoient, prévenir cet
inconvénient en changeant 'hypothefe, &, au lien de
différencier de la maniere que je viens d’expliquer, prendre
des dy & 0y, ddy, ddy, 00y, &c. & de méme pour
chaque variable , & les fuppofer ainfi varier de deux ma-
nieres indépendantes, mais (ans en fuppofer aucune conf-
tante, Il eft aifé de voir que ces deux cas rentrent un
dans I'autre toutes les fois que le premier ne conduit pasa
des fon&ions atbitraires de deux variables , & non d’une
feule fontion déterminée.

Si, au licu de cette premiere fuppofition, j'avois pris
une équation entre x & ¥, en fuppofant que x & y puif-
fent devenir y +-dy, y +0y, x+dx, x+0x, &
ainfide fuite; & que je fuppo{e que O x, indépendam:
de dx, varie cependant en méme tems , enforte que jaie
des o a’x fo) a’y, &ec. jaurai des équations auxquelles ce
que j’at dll‘. des équations aux différences partielles 2 trois
variables, s’applique fans difficuleé. Mais fi je fuppofe dx
conftant lorfque je différencie par rapport & 0 x, alors
j’ai une équation du méme genre que celles dont je viens
de traiter , & cela prés, qu’une différenciation ne peut pas
faire évanouir une fonction quelconque de ¥ & ¥, parce-
que ces variables ne font nulle part fuppofées conftantes.

Je n’en dirai point ici davantage {ur cette matiere, que
je fuis bien loin de croire épuifée, & qui embrafle un




ET SUR LE CALCUL INTEGRAL. 6s
nombre d’hypothefes peut-&ere indéfini; c'eft & vous,
MonsIEUR , que les Géometres doivent cette nouvelle
branche du Calcul intégral , la plus importante peut-etre
de toutes, puifque tous les phénomenes olt entrent des
fluides ou des corps flexibles, ne peuvent Etre affujettis
a une autre analyfe.

On ne connofit les phénomenes de la Nature , qu'autant
que nos fens & nos inftrumens nous le permettent, les
différences qui leur échappent font nulles pour nous;
ainfi, dans quelque cas que ce foir, d&s qu'on cherche a
rapporter A des obfervations la loi d’un phénomene , ou
la force qui s’y exerce , 'une ou l'autte ne peuvent égale-~
ment &tre connues qu'a ces différences prés : le calcul de
ces loix n’eft donc jamais quune approximation. Ainfi,
des quil eft uniquement queftion de la connoiflance de
Ja Nature , les méthodes d’approximation les plus fimples
font les feules quion doive employer; &, pourvu que
Perreur foit telle quelle foit imperceptible 2 nos inftru-
mens , & qu'on ne néglige dans le calcul que de pareilles -
quantités, il eft clair que ces méthodes nous donneront
tout ce que nous pouvons connoitre. On pourroit objecter
que , quoique plus fimples , les méchodes d’approximation
peuvent conduired des réfultats plus compliqués que ceux
ou conduiroient les méthodes exattes, appliquées aux
équations approchées qui naiffent du probléme; mais cet
inconvénient n'eft quapparent , parceque le réfular de
1amérhode d’approximation peut , toutes les fois que cela
arrive , &tre rappelléa cette forme plus fimple, en nené-
gligeant que les quantités qui doivent 'étre. Enfin, s'il

Iij
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éroit queftion d’un probléme on l’équation fit d’une forme
qm en admic d’abfurdes, il pourroit arriver que I’ equatlon

d’un phenomenc réel fuc abfurde , & qu'ainfi on ne pie
rien tirer de cette équation quen chcrcham: 3 avoir une
folution approchee Les méthodes d’approximation appll-
cables aux équarions différentielles, ont le défauc d’étre
prefque toujours fautives 4 un certain point : & ceft la
raifon pour laquelleil parmt qu’il faudroit ne faire aucune
fuppofition dans les équations différenticlles, & apres les
avoir intégrées exatement, chercher alors des valeurs
approchées & plus ﬁmples. Je me fuis occupé jufquicide
ce qui en general pouvoit, par le moyen des méthodes
exa&es, fervir i la folution des problemes qm dépendent
du Calcul intégral : je vais m'occuper maintenant des
moyens généraux de {uppléer a ces méthodes, lorfquelles
demandent trop de travail ; & je remarquerai fur-tout ce
qui me paroicra refter dincertitude dans chacun de ces
moyens.

La premiere méthode d’approximation que je vais con-
fidérer, eft tellement fimple quelle ne demande que les
connoiffances les plus élémentaires; & la marche en eft
fire : mais elle ne s’applique qu’aux cas ol les phénomenes
peuvent €tre obfervés dans leurs plus petites variations {en-
fibles. Je fuppofe d’abord quejaie une équation en y, dy,
d*y, diy, &c. x & dx, dx érant conflant : cela pofé,
]e chcrche par I obfcrvation quelles font les valeurs de y,
Vs ¥y &c. qLu ont licu dans les phénomenes, lorfque
=¥ a a’y a", &c. cesvaleurs ne différant entre elles
que d’une quantit¢ conftante, & tellement petite, que
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fon quarré foit imperceptible avec les inftrumens les plus
parfaits : & pour avoir les valeurs fuivantes fans obferva-
tions, je fais dans Péquation dy =y —y, ddy=y"
Y sy dly = A e 373y +y, & dx=x
— %3 & jai une équation qui doit avoir lieu générale-
Ment entre un nombre donné de y conféeutifs, & égal &
Pexpofant de I'ordre de léquation, augmenté de Punité.
Jai de cette équation la valeur de ¥”5 par exemple, en
x, %, 5, 9, y'; donc jai celle de y” femblablement en
Y5y, &, &, Mais j'al ¥ par la précédente , &
=24'—ux; donc j’ai y"* en Y5 Yuftsx K2 Faueai
de méme y” & toutes les valeurs fuivantes de Y : cesva-
leurs ne différeront des vraies que de quantités de 'ordre
x'—2x", qui, par Phypothefe, font imperceptibles. Cette
méchode entraineroit cependant trop de longueurs , s’
n’y avoit pas un moyen trés fimple de les éviter. En cffet,
je fuppofe qu'au licu d’avoir toutes les valcurs de y de x

en &, je me contentede les avoir de xen x 7. 37— 24
alors, foit I'équation du troifieme ordre » je calcule jufqu
o e v s T2 n—t1 vy 2 75
ce que J,ale ylv, x yv> Y y 3 "'I"‘-'-, yv 71+3‘ CCS
termes une fois trouvés, jai, parune fimple fubftitution
n - . :
7" & les termes fuivans. Je tire également de ces

termes y***", Eliminant enfuite y/, sy jaiym " e

n
¥ ¥, ¥"%"; dolje tire facilement enfijte lesy"2 4%,

Y7 et &e. Cette méthode eft fuffifante toutes
les fois que x devenant's’, ¥ n’asgmente que d’une petite
quantité dont le quarré foit négligeable; fans cela s on




68 SurR LE SYSTEME DU MONDE
f'a les ¥ qu'd une quantité de P'ordre x'— x pres : &
fi la quantité dont y augmente eft fort grande , on bicn
que le nombre de fois dont elle augmente d’une quan=-
tité finic foit trés grand , alors on n’a point une valeur
approchée de y. Pour avoir une méthode d’approxima-
tion dans ce cas, & la perfeCtionner dans les autres, on -
pourroit chercher la fonétion qui, la multipliant;, la rend
une différentielle exadte ; puis, par la remarque quife
trouve dans mon Calcul intégral, page 21, & par la
méthode de réduire en {uites infinies les différences finies,
qui s’y trouve aufli page 72, on auroit une valeur appro-
chée de la différence finie de Pintégrale de lordre immé-
diatement inférieur de la propofée : & comme il y aun
nombre de pareilles expreflions égal a 'expofant del'ordre
de la propofée , les connoiffant toutes, jen tirerai une
expreflion fans %, deZ !
12 méchode ci-deflus, & qu'on rendra d’autant plus appro-
chée, quon prendra plus de termes dans Pexpreflion en
{uite de la différence finie. La méthode d’approximation
que M. Fontaine donne pour les quadratures, eft un cas
particulier de celle-ci 3 & on peut également ici trouver
les valeurs approchées par ung fuire de la forme ordinaire,,
en fuppofant 7 =pc~.

Cette méthode d’approximation eft infinimentinféricure
3 la plupare de celles qu'on a employées pour les problémes
de cette efpece 3 & je ne la. mets que parcequ’on €n peut
tirer deus ufages aflez importans. Le premier confifte 2
déterminer les coefliciens conftans qui entrent dans une
équation différentielle, que Pobfervation ne peut faire

3 laquelle on pourra appliquer
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connoitre,, & ‘qu’on veut avoir indépendamment de in-
tégration. Quand la nature du phénomene permettra de
connoitre des valeurs fucceflives de y, ol x croiffant
d’une quantité trés petite, y ne croiffe ou nedécroifle
que d’une pareille quaatité, on aura une valeur trés
approchée de ces quantités, fi, leur nombre étant 7,
& lexpofant de l'ordre de I'équation m, ona un nombre
n + m d’obfervations. Le fecond fe rapporte aux phé-
nomenes pour lefquels on n’a point d’équations diffé-
rentielles, mais ott 'on connoir feulement la nature &
Pordre que doivent avoir ces équations , par celle des
forces qui peuvent Pavoir produit : alors, comme la
forme de Iéquation différenticlle eft algébrique, on la
mettra fous cette forme générale : on prendra les valeurs
des dy, ddy, &c. que donnent les obfervations, fi I'é-
quation eft entre deux variables; fi elle eft aux différences
particlles, les valeurs de “%, j—;, que donnent pareille-
metit les obfervations : on déterminera les coefficiens ; &
augmentant a mefure le nombre des termes , on parvien-
dra a un point, ou, quelque obfervation qu'on prenne,
clle ne produira dans Iéquation que des changemens quon
peut négliger. L’équation différentielle , ainfi déterminée
fera I'équation de la propofée; & on pourra, lorfquil
fera plus commode, la regarder comme une différentielle
exalke de I'ordre immédiatement inférieur.

Lorfqu’on connoit a peu pres la valeur générale d’une
quantité donnée par une équation différentielle, & qu’on
veut, de cette équation , en tirer une valeur plus approchée,
il faut obferver trois conditions : 1°. Que Péquation qu’on
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aura i intégrer, le foit par une méthode particuliere , plus
fimple que la méthode générale d'intégrer : 2°. Que cette
valeur approchée le foit davantage que la valeur approchée
quon fuppofe connue, & que toute autre valeur appro-
chée ne differe de celle-ci que d’une quantité trés petite
par rapport A la différence entre les deux premieres va-
leurs: 3°. Ert ceci fuit de la feconde , que P'expreflion de
cette valeur approchée foit d’une forme qui convienne a
Péquation propofée, enforte qu'elle contienne les tranf-
cendantes qui peuvent s’y trouver & changer la forme de
Péquation , & qu’elle n’en contienne point d’autres. Cleft
d’aprés ces trois conditions que je vais hafarder ici quel-
ques réflexions fur les différentes méthodes d’approxima-
tion dont jai fuivi la marche. Lorfque, dans une €équa-
tion en x & ¥, on fubftitue & la place de y, fa valeur
approchée , & que la propofée érant ainfi réduite 2 une
forme intégrable, on en tire la valeur de y; il peut
arriver que cette nouvelle valeur ne s'’éloigne de la pre-
micre que d’une quantité trés petite que jappelle a,
mais s'¢loigne auffi dc la vraie d’'une valeur £, du méme
ordre que @, enforte qu'on ait la valeur approchée qu'a
une quantité de l'ordre a pres. Dansle méme cas, fi je
fais dans la propofée y égale 4 fa valeur plus &, jai &
donné par une équation du méme ordre que la propofée,
& qui peut contenir autant de tranf{cendantes : donc a
peut n’en pas contenir un pareil nombre de celles qui
doivent {e trouver dans la vraie intégrale, ou en contenir
un pareil nombre de celles qui ne s’y doivent pas trouver.
1l fuit de-1a que la méthode prife en elle-mEme ne peus
conduire
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conduire 4 aucun réfuleat affuré. Voici maintenant comme
je congois qu'on peut remédier & ces inconvéniens.
1°. L’équation d’ol Pon veut tirer la valeur approchée,
€tant de I'ordre dont eft Péquation différentielle algé-
brique qui donne la vraie valeur > il eft toujours poffible
de faire la fubftitution , enforte qu'elle contienne toutes
Ies tranfcendantes qut doivent entrer dans I’équation pour
la valear qui ne differe de la vraie que d'une quantité
de l'ordre 2 : & comme la fubftitution fe peut faire d’une

‘infinité de fagons, & qu’on peut avoir une infinité d’é-

quations de la méme forme pour la valeur approchée |
il eft bon de la fuppofer toujours de trois termes, le
coeflicient d’'un d’eux étant toujours tout ce qu'on vou-
dra, & un autre érant égal A Punicé : enfuite ;] faudra
saflurer quelles formes de y peuvent saccorder avec les
phénomenes qu'on fuppofe connus par les obfervations ,
& déterminer le coefficient inconnu d’aprés cetre fuppo-
fition. Cela fait, il faudra s'aflurer, foit par les obfer-
vations, foit par 'examen de la propofée, £ Ia valeur
approchée P’eft aux termes de' Pordre 2* pres. Si cela a
licu, alors on peut employer utilement la méchode;

&
elle donnera des réfaltars de plus en plus approchés. I]
me femble , MonNsIEUR, que ces réflexions reviennent
exactement a celles dont votre folution du Probléme des
trois Corps eft accompagnée , & qu'elles fuffifent pour
érablir combien il eft néceaire pour cette efpece de mé-
thode, de laiffer dans une équation du fecond ordre &
de trois termes, un coefficient indéterming , d’examiner
le réfuleat de la méthode @ pofleriori | de saflurer 4

K

preoré
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de ce qu'il doit ére, & comment on peut, avec ces pré-
cautions, f{e flatter d’une réuflite, incertaine fans cela.
Ainli , la bonté de votre méthode & la légitimité de
vos doutes peuvent également fe déduire de la nature de
cette méchode , & des principes généraux du Calcul in-
- tégral. La méthode que M. de la Grange a employée pour
Porbite de Jupiter, eft la.méme quant au fond; mais il
trouve & priori le moyen de remédier aux inconvéniens.
En effet, il cherche quelle eft la petite grandeuvr quil
faut ajouter 4 y, & qui eft 77, 7 étant trés petit, & 3
une nouvelle variable : puis cherchant 7 par approxima-
tion, il le trouve aux quantités de Pordre 7 prés; ce
qui donne y aux quantités de Pardre 7* pres. L’dquation
différentielle 4 laquelle ce grand Géometre rappelle I¢-
quation donnée, eft fufceptible dintégration par une
méthode plus fimple que la méthode générale, & con-
vient a tous les cas olt 'on cherche la valeur trés petite
qu'il faut ajouter A une quantité connue & peu prés. Je
vais vous faire part de mes recherches fur ce fujer; non
que je veuille comparer mon travail & celui de notre
illuftre Ami: cette témérité n’eft point dans mon carac-
tere. Mais je crois que le point de vue fous lequel jai
envifagé cet objet , n’eft pas fans intérér; & j’avouc avec
plaifir , que fi ce que je vais écrire a quelque mérite , je le
dois 2 M. dela Grange , quia tiré un parti fiavantageux
de cette forme générale d’équation. Je la connoifois &
la vérité pour celle ol Péquation, multipliée par une
fon&ion d’une feule variable, devient intégrable ; mais
cette idée avoit été. abfolument infru&ueufe entre mes
mains.
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Vexaminerai d’abord Péquation en elle-méme, & la
manicre de Iintégrer 3 & je paflerai de-13 4 fon ufage pour:
les méchodes d’approximation. L’équation que je confidere
Cﬁy—{—%%—%?{ C;T?,'""'_{"X:O;
@by e ALK érant des fon&ions de X, 1l eft aifé

de voir, 19, que multipliant cette équation par Adx,
elle deviendra une difiérenticlle exale toutes les fois que

I —da+dr*b—dic,&c. A—a=—1db+3d*c,&kc.d A

+b—3dc, &c. d* A+ - - =0, & que cette derniere
€quation , qui eft identique , érant toujours poflible fi "on
en tire A, la formule dydx +~Adady + A} % =

3 o2 > IR
Ac'dx}: « » o+ A Xdx cltune différenticlle exalte 5 2°,

quintégrant cetre différentielle par partie, elle devient,

dﬂy dﬂ—!y d”—ﬁy
en prenant r—2, ¢ ——=2, p———=_ pour les derniers
dx dx dx
’ . oy s i n—2
termes de ’équation, A~ n—:}%—I—A au Jogpto . W
dx deli =
" SO

+Ap —dAdg+d"Ar——2 4 .. . & [AXdx:

dxn—-.s “v g
formule qui, dans le cas que je confidere, eft égale &
zéro. L'intégrale d’une équation de 'ordre inférieur d’une
unité ne peut contenir qu’une tranf{cendante ; doncona
dA+4bdA=o,d & b érant algébriques; donc A =

d”

e oy bl ;
" b, b érant aufli algébrique : ce qui fe tire aufli immé-

diatement de la confidération de équation en 4. Or il
peut arriver , ou que & foit conftant; danscecas, ona
K ij
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une valeur algébrique de 4, & Pintégrale de la propofée
eftune fon&tion algébrique, plus le terme /4 X dx , qui
peutétre L X'+ X", oh o’ eft algébrique; & a]srs Pin-
tégrale eft multipliée dans tous fes termes par e* , fonc-

73

tion exponentielle, [ AXdx érant auf e® mulriplié
par unc fonction -algébrique, plus une conftante : d’otr

2 5 s % R C

il fuic que l’mtégrale eft une fon&ion algebmquc it
(4

oubien a” fera nl. o+ 8", o” & " étant algébriques ,

& n irrationnel 3 fans quoi le cas fe rapporte au précé-
e ”
dent: alors ona de méme e 3 tous les termes 5 & 'in~
tégrale cft abfolument de la. méme forme que ci-deflus.
Suppofant P'intégrale connue, elle fera de la forme de Ia
propofée, & fe pourra intégrer de méme ; mais, quant
au terme [ A [ A X dx, sil eft le produit de deux inté-
grations fucceflives fur des différentielles algébriques ,
Pintégration ne donne qu'un Jogarithme mulriplié par lui-
méme, ou deux logarichmes fous une forme linéaire, Si
A’ contient une expanentielle, & que /4 dx n'en con-
tienne pas, il y en a une dans Pintégrale, qui peut conte-
nir encore un logarithme; fi [4dx en avoit contenu,
il y en auroit eu deux; & fi 4 en avoit eu une fans que
A’ en elic, il auroit pu y avoir encore une exponenticlle
& un logarithme : fur quoi il faur remarquer que toute
exponentielle affeGant tous les termes peut €tre fup-
pofée ne divifer que Parbitraire. Continuant les mémes
epérations;, il fe trouvera autant de fon@ions logarichmi-
ques ou exponentielles que d’intégrations, les exponen-
ticlles étant tonjours fimples , ajoutées les unes aux autres,
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& multipliées par des fon&ions algébriques, & les loga-
rithmiques fimples & élevées & des puilfances, mais telle-
ment que la puiffance 2 d’un logarithme équivaille 4 7
logarithmes différens, & le produit de deux logarithes
a trois fontions , &ec. . ' ,
L’équation en A peut avoir autant de folations de la
forme @4 + 6d A =0, que lexpofant de lordre de Ié
quation a d’unités; & tirant de chacune une valear de
A, multipliant la propofée , l'intégrant, on aura un pa-
reil nombre d'intégrales de la propofée, d’ott, en élimi-

‘nant, on tirera intégrale finie de la propofée; ce qui

fera plus commode que par des intégrations fucceflives :
mais. cela n’elt poflible que lorfquil nencre point dans
Pintégrale = logarithmes multiplids , parcequ’alors il ne
{e trouve pasie méme nombre de 4, fonltion de % feu-
lement, qui rendent la propofée diférentielle exacte.
Dans ce cas, il faudra chercher 4’, 4", ce qui fe faic
fans P'intégration de la propofée, & dés que lon con-
noit 4. 11 faur obferver que cela n’a lien que lorfque 4,
A', &c. font algébriques, & que an’x,fA’fAz{x,
ne le font pas; parceque, lorfque A4, par exemple, eft
une exponenticlle multiplice par une fon&ion algébri-
que, A peatavoir pour valeur cette méme exponentielle
multipliée par une autre fonétion algébrique. 11 fuit de.13
que, pour lufage général, il vAur micux prendre les
intégrations fucceflives que les diverfes intégrations du
méme ordre, quoique dans les cas particuliers on puifle,
fi Ton veut, rappeller 'une & lautre, lotfque cela cfk
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poflible. De ce que jaidit, il fuic quen général on peut
avoir A + & %5:— —=o,d & & érant algébriques; o' 4’
~+b'd A'—=o0, 4" & ¢ érant auffialgébriques ; & qu'ainfi,
prenant pour & & pour &’ des foncions rationnelles, &

faifant , dans I'équation en 4, c= -;, AT, %
=0, on aura une équation ¢n.c, d’olr I'on tirera ¢, qui
doit étre algébrique , foit en le faifant :—' , @ & b érant
desfonctionsdelaformea~+b,x +cx*+d x3 o0 4-p 2",
fuites qui s’arrétent au bout d’un certain nombre de ter-
mes , {ubftituant dans I'équation en ¢ ces fuites indéfinics ,
& déterminant les coefliciens; ou bien en faifant ¢ =2
-+ bx + cx*, &c. cette fuite érant infinic & récurrente,
enforte que le terme général s’en trouve déterminé en dé-
terminant les coefficiens en général. Si A ne (e trouve pas
dans I'équation, on ferad 4 + ¢ =0, on déterminera ¢
comme on auroit déterminé 4 ; & prenant Pintégrale de
¢dx, on aura 4, qui pourra encore ne contenir qu’une
tranfcendante exponenticlle. Mais comme dans ce casla
propofée cft immédiatement intégrable, on voir, d’aprés
la remarque c1 deflus, qu’il ne faut pas chercher & déter-
miner les autres 4, mais plutdtintégrer, & chercher A4,
S’il y avoit des radicaux, on les feroit entrer dans la valeur
dec, & on déterminerair également les coefficiens , parce-
que les intégrales ne peuvent contenir d’autres radicaux
que ceux qui font dans la propofée. Sil'on a un nombre 2
de variables, & un nombre 7 d’équations de I'ordre m,
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& que toutes ces variables & leurs différences foient fous
une forme linéaire 5 alors , les multipliant chacune parune
fonckion de x, 4, 4., 4, &c. les ajoutant enfemble,
& fuppofant que la fomme eft une différentielle exalte,
on pourra avoir zm, équations femblables , en faifant
a'A+bHd Ad=oj; doutlon tirera les intégrales de toutes
ces équations par une feule intégration : mais cela n’a
licu que lorf{qu'il n’y doit pas entrer de logarithmes multi-
pliés. Par conféquent, fi on fait d’ailleurs qu’il ne fe
doit pas trouver d’arcs dans les intégrales , on pourra em-
ployer cette fimplification de la méthode générale, done
la premiere idée vous eft due, & que vous & M.de la
Grange avez {i heureufement.employée dans plufieurs cas
particuliers : il faudra feulement obferver, qu'l peut fe
faire qu'outre la valeur d’'un 4, on peut étre obligé de
chercher encore la valeur de 4,, 4, , d’apres des équa-
tions dg premier ordre; quoique naturcllement on les ajt
par une équation finie.

Dans la clafle ’équations que yai 4 confidérer toutes
# 3

/

Ies fois que la folution générale cft telle que d =e* X
+e "X”'—i— s o XX & X, X, &c. dtant al-
gebriques & au nombre de 7, on aura pour Pordre 73
néquations 4 + cd A = o ; mais cela n’a pas licu dans
les autres cas : & quoique Iéquation en A4 érant généra-
lement réfolue, Pintégrale ait 2 arbitraire, ce qui fuffiroit
pour réfoudre la propofée par une feule intégration; ce-
pendant, comme A eft fufceptible d’une autre forme que
celle que donne la folution de 4+ cd 4 =—o > Péqua~
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tion en A n’eft guere plus fimple que-la propofée, & il
faut prendre le parti de chercher Iintégrale par des inté-
grations fucceflives, en cherchant les A4, 4", &c. On
peut appliquer avec fucces la méme méthode & un cas
fort érendu, celui ot une ¢quation donnée devient une
intégrale exae, lorfquelle eft multiplie par une fonc-
tion finie. En effet, on a dans ce cas autant d’équa-

tions que de variables, & chacune contient un terme

dA 4 A ; :
—— s V==, V==, &c. Comme elles font identi-
dx dy - a5

ques , mulipliant Pune par 4, lautre par dy, la troi-
fieme par 7, &c. & les ajoutant, on aura une équation
identique ou il y aura un ternmie ¥4 4, de laquelle on
cherchera 4, qui doit écre tel quion ait ddx —+ bdy
+ddz e A+dA=o, cette équation étant poffible. Sur
quoi je remarquerai, 1°. que fuppofant que Pintégrale im-
médiatement inférieure devienne une différenticlle exalte
€tant multipliée par une fonion finic, on trouved toutes
ces fon&ions, comme ci-defTus, fans Pintégration de la
propolée: 2°. que dans ce cas aucune différentielle n'eft
fuppofée conftante; connoiffant 4, A, &c. on n’aura
plus befoin d’intégration que pour I'équation du premier
ordre : 3°. qu'on aura un moyen de connoitre 4 prior
quand cela aura lien, parcequ’il faut pour cela que les
€quations en A4, A, &c. aient uneintégrale finie. Quant
aux intégrales de la propofée , on peut y appliquer , mau-
taris mutandis , les réflexions que je viens de faire fur la
forme d’intégrale que je traite, Ce que jai dit ici parof-
troit conduire A rrouver la valeur de 4 en général, lorfque
I’équation
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I'équation eft dy premict ordre & du premier dégré; car
alors 4 eft fini: maison a pour deux variables, par exemple,

‘N-—-a'P.p A-—Pp

RN Sk 2 Vo =P L i
+N=JP p o~ Vp o Mals en

général , dans ce cas, Pp +Pp =2V doiy feulement

==0; ce qui ne peut fervir A faire connoitre la vraie
valeur de 4. On ne péut trouver 4 par une équation or-
dinaire, que dans la fuppofition de 4 fon@ion finje .
parcequ’autrement, B édrant uneintégrale de |a propofée ,
& A le falteur, AF. B en eft une autre , A'étant auffi un
autre faleur. 4F. B en eft encore un,de méme queAF. B
Serdl BB e o B’y & ainfi'de fujce.
A ne pear donc &cre donné en genéral que par une équa-
tion aux différences partielles, méme lorfqu’il eft fuppofé
d’un ordre moindre; mais lorfqu'il et fini, on peut le
trouver par une équation de Jordre 72 » Ui peut admettre
une folution complette , ou féulement incomplette . &
comme dans ce cas, quoique 4 x foit {uppofd conﬁam:,
on a toujours 4 donné en x & y, il eft clajr que cctte
équation n’eflt jamais néceflairement poflible en général,
On voit ici la vraie raifon pour laquelle on ne peut poine
en général , comme je Pai dit dans ma Préface s tirer de
la connoiflance de la fonction ¥, celle de A4 on des diffé-
rences partielles de B, lorfque A E=di parceque B
a néceflairement une infinité de valeurs, qui ne peuvent
érre renfermées que dans une équation aux différences

articlles.
’ 3
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L’équation dont je viens de développer I'intégration
eftla forme générale de celle qui donne la valeur approchée
de ce quil faut ajouter & une inconnue donnée par une
équartion différentielle, & dont on a daillcurs une valeur
qui ne differe jamais de la vraie que d’une perite quantité.
Soiten cffet ¥ =0, ¥ étant une fontion dex, dx, y,
dy, d*y, &c. & que X' foit une valeur approchee dey
]e faisdans P=o, y=X'+ nz, n étant trés petlt &
jai, en négligeant lcs termes aff‘e&es de 7, une équation
dclaforme a7+ b {—i—c ---+X__o.Jefuppofe
enfuite quey = X' + ny + n*z', & faifant la fubftitu-
tion en regardant 7 comme connu, jaurai une equatlon
de la forme 43 -—i—[)’d{ -i—c'd { ceet+ X'=o. d, ¥
¢, &c. font fans 7, & cette quantlte n’entre : dans la
fon&.xon X", Faifant encore}/—-.X ~+ny+n*y +niy,
jaurai de méme a"3"+ 6= { + ¢ d—{— coo+X"=0;

& les 7 & 7’ n’entreront pas dans les a’, b, ¢, &c. mais
feulement dans X, 1 fuit de-12 que pour approcher a vo-
lonté de la racine de la propofée , il faur dérerminer d’a-
bordles 4, A’, &c. pour lesdifférentes équations appro-
chées, lefquels A4 fe peuvent connoltre indépendamment
de 7; & ces quantités trouvées, on aura les 7, 7', 5¥ par
les quadratures : & fi 7 eft expofant de Pordre de I’é-
quation, & p celui dudégré d’approximation quon veut
choifir, il faudra chercher mp 4, & employer mp qua-
dratures fuceffives.

La fuppofition de nd7 trés petit en méme tems que 72
eft jufte en général , dansce fensque dans cette hypothefe
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‘—:—5 ne peut €tre grand que pendant de petits efpaces,
& fucceflivement pofitif & négatif, les valeurs pofitives
€tantatreés peu prés égales aux négatives ; maisici, comme
I'on eft {uppofé connoitre d’avance que 77 eft tres petit ,
elle eft abfolument fans inconvénient , fi ce n’eft qu’elle
ne produife un terme multiplié par #n*, qui foit homogene
3 un terme multiplié par #. Dans ce cas, foit &z, 277,
le cocflicient de ce terme en 7, ¢ le coefficient 77 dans
le terme multiplié par d7? & qui et de Lordrez, 4 le

terme multiplié par d7% celui dont il eft ici queftion eft
egal & 2% -+ fl;};: donc il ne peut &tre grand que dans
la fuppofition que la différence d’unc fonction trés pe-
tite devienne finie. Il ne peut donc fe trouver dans la
propofée de grands termes que dans cetee hypothefe , &
alors ils font négligeables; c'eft &-dire qu’il n’en eft pas
moins vrai alors, qu’en fuppofant trés petite la quantité
dont eft augmenté X', I'équation du premier dégré qui la
donne, foit de la forme que je confidere ici.

Les termes negligés de 'ordre #2* dans la différentielle
ne peuvent-ils point donner dans Pintégrale des termes de
Pordre n2 Pour cela je fuppofe que je connoille 'intégrale
dela propofée, & quejy fafley = X'+ nz; il eft clair
qu'en négligeant les termes de l'ordre »*, jaurai une
équation de la forme Ang+ B =o : d'ouil fuit quefi
A & B font tels qu’on ait une équation algébrique de la
forme ci-defls , il 0’y a aucune difficuleé 5 & qu'ain la

queftion {e réduit en général 4 favoir fi, ayant 27 =
L ij

0%
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n% €tant trés petit, on peut, quels que foient 4 & B,

faire enforte qu'en ne négligeant que les termes de l'ordre
3 JUDERSVLE

den®, — foitde la forme que donne Pintégration d’une

équation de la forme ci-deflus.

Lorfque X'=o0, onagz=o0, & la propofée cft exac-
tement réfolue par la fuppofition de y = X. Sil'on a
a=0,b=0, c=o0, & ainfi de {uite; il eft clair que

; ; dy d?
regardant 7 comme une fonction finie de x, y, ‘73; ~ g—x}:,
d3 A . = ) 3

d—%, &c. qui foit différenciée dans I’hypothefe de dy=mng,

. 4 ; NS4 el vd V av
A‘,ﬁ:nﬁ,&c.ll cft clair, dis je,quea=75-, b=

dy dy?
/ d.‘__‘
ax
— 2V . & quainfi l'on lorfque 2 =—=o0, b =
C—T;’ qua a, lorique =0, =0,
‘dx?

¢ N4V —= gd'x.(()r on a en général, lorfque

V=0, Vdx—+ndV=o, n éant un coefficient conf-
tant, ou méme une fonkion des variables , pourvu que

n ne devienne pas o lorfque /'=o0, & que l'on puifle
s o . v
intégrer fans divifer par #: donconaici ¥+ n'—=o0,
: : : , v

&, fi le méme inconvénient a encore licu, 7'+ o=t
a5 % =0, &4 Pinfini ¥+ ¥=o0, ¥ éunc diffé-
rencié en ne fuppofant que x variable; & faifant d'x égal
3 une conftante, on a une fon&ion dex,; fi ccla eft né-
ceflaire. ‘

Si, au' lieu d’é&ere nuls, @, &, ¢, &c. font {eulement

trés petits par rapport a tous les autres termes, on peus
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employer la méme fubftitution pour en avoir des valeurs
auxquelles la méchode puifle s’appliquer.

Je finirai par une réflexion qui peut €tre utile 5 c’eft que
les termes qui de perits dans la différentielle deviennent
grands dans I'intégrale, font prefque roujours ceux qui
produifent une tran{cendante, & qui font multipliés par
une arbitraire , enforte que c’eft , pour ainfi dire, de la
grandeur de cette arbitraire que dépend ce changement:
il fuit de-1a que lorfque X, valeur de y, ne contient point
de tranfcendantes exponenticlles, on peut, du moinsdans
bien des cas, fuppléer, par la détermination des arbitrai-
res, 2 linconvénient qui peut naitre de ces termes que
Iintégration a fait devenir plus grands.

1! fuit de la forme qua néceflairement I'intégrale de I’é-
quation différenticlle de la forme ci-deflus, 1°. que la
valeur de 7 ne contient d’angles, {i X’ n’en contient pas,
que lorfquun A eft algébrique, & que P'intégrale de cet
A multiplié par la fonion enx , ne Peft pas ; mais comme
il ne peut alors y entrer que des puiflances entieres & ra-
tionnelles, ils ne peavent étre réels fans que 7 devienne
tres grand , ce qui eft contre hypothefe; & par confé-
quent il n’entre réellement point d’angle dans l'intégrale
lorfque 7 refte tres petic: 2°. que la valeur de 7 ne con-
tient, dans la méme hypothefe , de cofinus irrationnel
que lorfque les 4 en contiennent ; ce qui donne le moyen
de diftinguer ce cas des autres, indépendamment de I'in-
tégration.

Je vais examiner ici différentes formes de fuites infinies ,
pour voir s'il n’y en a pas quelqu’une qui puifle,, dans tous
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les cas, donner une valeur approchéede y, quelle que foit
Péquation différentielle entre y & x. Je confidere d’abord
la {uite infinie de la forme o+ bx +cx*+dx3, &c.
Cette {uite peut toujours repréfenter y, (i, ’équation érant
donnée eny & , on ya fait 2’ = x - g, g reftant une
conftante indéterminde. Suppofant qu'on cherche y de-
puis ¥=a jufquie=V¥, & que &' — o foit ﬁn’i 3 i,l eft
{ir que prenant un nombre 7 de termes , tels que 4 ;a foit
tres petic, la formule ci-defus pourra fournir une valeur
approchée de y 3 & faifantenforte » dans I'équation diffé-
rentielle, que o' foic & peu présnul, il eft clair qu’on peut,
tant que x n'eft pas plus grand que &, avoir une valeur
approchée en prenant 7 termes. Cependant, fubftituant
pour y fa valeur en fuite, & dérerminant les coefficiens ,
On ne trouvera pas toujours cette valeur approchée, mais
feulement lor{que la fuite doit réellement devenir conver-
geate, c’eft-a-dire lorfqu'on pourra prendre g tel que,
lorfque x n’eft pas plus grand que &, les termes des fonc-
tions fra&ionnaires irrationnelles tran{cendantes, ou entre
%, foient perits 2 I'égard du terme conftant, Cette méme
forme de y eft néceflairement fau(le lorfque y eft petic,
quel que foit x,

¥ a4bx~4cxddad &)
Je prends enfuite la forme 225+ ex+dx 4 eut, g

’

e e T
ucfoisrepréfenter la valeur
de y, quel que foit x, d’une manjecre approchée, méme
ce qui ne contredit pas ce que j’ai
9 & 24, parce quil n’y eft point
ions qui peavent rendre des valeurs

Cette derniere forme peut uelq
peut quelq
¥ €tant toujours petic;

queftion des modificat
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particulieres de coefficiens de la fon&ion en . Ainfi, ce
que je dis , page 24, n’eft vrai en général que lorfquela
fonction regardée comme fonction de P'angle x, eft fous
une forme rationnelles Il faut, pour que y refte toujours
petit , que, par la fubftitution dans Péquation différen-
tielle, on puiffe avoir cette valeur approchée , & confé-
quemment que la fuite foit réellement convergente; en-
core faut-il de plus, dans le cas de y roujours trés petit,
sarréter 3 un terme pair, & appellant 4 la plus grande va-
leur de y, faire enforte que @' + Vo 2" 4+ px*"eo —
A'= o, n’ait que des racines imaginaires lorfque 4'> 4.

Les deux formes ci-deflus ne repréfentent par clles-
memes qu'une feule valeur de y. Pour qu'elles en repré-
fentent plufieurs, il faut quea, &, ¢, d, en aient eux-
méemes plufieurs ; mais alors, au lieu que toutes ces valeurs
de ¥ font liées enfemble par la loi de continuité dans la
vraie équation , clles ne le font plus dans I'équation ap-
prochée; ce qui fait que la valeur de y fe préfente fous
une forme faufle : & de plus, foic que 'on cherche 4 dé-
terminer les coefficiens par des obfervations, foit qu'on les
dérermine par la fubftitution de cette valeur de y dans Ié-
quation différenticlle, on ne peut en trouver les valeurs
qu'en connoiffant le nombre qu'on doit avoir; ce qui,
dans le cas des obfervations, fert & déterminer les coeff.
eiens, & dans le cas o 'on prend les équations différen-
tielles, a déterminer les arbitraires.

Laiffant donc ces deux formes de fuites, qui ne peuvent
étre d’une grande utilité, je confidere eetre nouvelle
forme, a+bcof.x~+ccoll 24 +dcof. 3 x+ecof. 4,
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&e. Cette fuite, qui repréfente geénéralement la valeur de
yenx, &qu'on peut rendre plus généralement conver-
gente cn prenant la forme

a+bceollx+4ccoloax+. ... &c.

+ b fin. x4 fin. x4 ... &c.

a 'avantage de pouvoir repréfenter y 4 peu prés, quel que
foit x : mais cette {uite a Pinconvénient que la fubftitution
dans une équartion différentielle ne peut pas toujours fer-
vir & en déterminer les coeficiens s méme a Pexception de
quelques termes en nombre fini,

Eneffer, il eft aifé de voir que, quelque fon&ion de
cofinus 2 qu'on ait algébrique de tranfcendante , fi 'on
peut , par des différenciations fucceflives, la mettre fous
la forme dont je viens d’expofer I'intégration , les coef-
ficiens y érant rationnels, on les aura en fubftituantla
fuite ci-deflus, A Pexception d’un nombre qui fera agal
a Pexpofantde l'ordre de 'équation. Cestermes ne feront
eux meémes donnés cn général que par approximation ; &
comme par ce que j’ai dérerminé ci-deflus on connolt la
forme d'intégrales finies qui, pour un ordre indéfin s con-
viennent A cette forme d’équations, on connoftra égale-
ment pour quelles fon@ions on peut trouver ainfi les cocf-
ficiens de la fuite en cof x. Au refte, la différence qu’il
y 2 entre la détermination. des coefliciens de cette forme
de fuite & celle des coefliciens de 1a {uire 2 b x C.x%,
&ec. confifte principalement en ce qu’en continuant cette
derniere {uite , on a le cocfficient des termes ultérieurs,
fans altérer la valeur des termes précédens; ce qui ne fe
peut pas toujours pour la premiere efpece : il faut done

que
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que-non feulement les coefficiens forment une f{uite con-
vergente,, mais aufli que la fuite de termes qui donne cha-
que coefficient, le foit auffi, Mais lorfqu'on cherche une
valeur approchée , & quon fuppofe la fuite infinie arrérde
a un certain terme , on aura facilement la valeur des coefh-
ciens dans tous les cas. Sl y a plufieurs valeurs en cof, x,
quoiqu’elle n’en ait quune en x; faifant entrer dans la
{nite un rerme cof.nx, i elle a 7 valeurs, & fielle en a-
unc infinicé, y failant entrer foit Pangle x, foit un cofinus
irrationnel , on pourra parvenir 4 repréfenter a peu prés y,
du moins dans le cas que y a par-tout un pareil nombre de
valeurs. Soit maintenant que y n’ait point une infinité de
valeurs, mais qu'elle en ait deux de moins, excepté lor{-
" que x eft entre @ & b, je chercherai Pexpreflion la plus
fimple d’une fon&ion de cof. X, qui ne foit réelle que
lorfque x> a & <4, en obfervant que cette fon&ion
devienne imaginaire lorfque x = a + 2, ' n’étant
point un multiple de 7. Si ¥ a une infinité de valeurs, ie
chercherai une fonction de x qui ait la méme propriété,
Si, aulieu de deux valeurs de y, réelles feulement pour
certaines valeurs de x, elle en avoit quatre réelies pour
les mémes valeurs , ou deux, quatre,, fix, &c. pour d’au-
tres valeurs, il faudroit toujours de {emblables fon&ions.
Ces fon&ions trouvées, je les fais entrer dans Pexpreflion
de y, comme de nouvelles variables, en fuppofant de
plus a la fuite un numérareur & un dénominateur.

Siy eft le rayon veleur d’'un corps qui circule dans
une courbe, il eft clair qu'on doit avoir y en x, de ma-
niere que y nait qu'unc feule valeur réelle pour chaque
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valeur de x, 4 moins que le corps ne rétrograde : fl ¢ft
encore clair que, fi aprés un cerrain nombre de révolu-
tions il revient & peu prés au méme point, on peut ne pas
faire entrer x dans la valeur de y : il eft clair enfin que fi
Pony fait entrer les cofinus d’'un multiple irrationnel de x,
on peut le regarder comme cofinus-d’un mulriple ration-
nel qui en approche fi prés qu’on voudra ; mais on peut
de méme regarder comme un cofinus irrationnel , ce méme
cofinus rationnel qui fe trouveroit dans la valeur de y.
D’ou il fuit que d’une valeur approchée dey , prife d’une
maniere quelconque, on peut difficilement s’affurer il
y 2 ou non une équation {éculaire de T'efpece de celle qui
n’exige point que langle. parcouru. entre dans ’équation
du rayon ve&eur. On voit de plus, que fi’on veur con-
ferver de ces finus, on peut les {uppofer réduirts & un feul ,
& de la forme \/;; parceque, foit 72 ce nombre égal 4
P+ g, g éranttres petic, je puis, dans 'équationa + b ¢
~+cg*+dgi. .. = o, négliger les termes au- deflus
de ¢%.

Je fuppofe que y repréfente le cofinus de Pangle par-
couru ou le rayon ve&eur, & que x foit le tems, il eft
clair que y doit €tre une fon&tion de x, qui n’ait qu'une
valeur pour chaque valeur de x : ‘d’otr il fuir que y égalée
a une fonion algébrique & rationnelle de %, cof, x
& cof. nx , repréfentera toujours la vraie valeur de y.

Voici maintenant quelle utilitd il me femble qu’on peut
tirer de ces réflexions.

1°.Je fuppofe quejaic une équation différenticlle entre
les rayons vefteurs, lesangles parcourus & le tems, pour
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un corps animé de pluficurs forces accélératrices, dont
plufieurs aient un rappore fini avec la plus grande : ce cas
peut avoir lica dansla théorie des cometes , 8'il s'en trou-
voit plufieurs affez voifines I'une de Iautre pour que leur
attraction mutuelle balancat celledu Soleil. Alors, comme
on n’auroit aucune valeur approchée du rayon vecteur ou
de Pangle parcouru, le tems érant {uppofé donné, on
pourroit, dans les équarions difiérentielles que donne la

héorie de la gravitation , fubftituer cetre forme générale
que j’ai dit pouvoir repréfentery en tourtems, & trouver
une valeur de y en déterminant les coefficiens. Cette va-
leur une fois trouvée ; on traite cette ¢quation comme une
¢quation différentielle ot 'on connoit une valeur appro=
chée.
2?. Puifque jai ¥ donné en x, cof. x, cof. #'x, ¥

€tant ou P'angle parcouru ou le rayon veeur, & »’ pou-

vant €rre irrationnel 5 j'ai, appellant P & Q les deux
forces qui peuvent faire parcourir la courbe par un corps
avee une vitefle donnée, P & Q éganx i une fon&ion
algébrique de, cofl x & cof. #'x. Je fuppofe qu'il exifte
un autre corps qui fe meuve également dans une courbe,
& par lequel jaie y égal & une femblable fon&ion, il eft
clair que P, Q, P', @', feront des fonCtions algébriques
dey, %, rayons vecteurs, & des cofinus des angles par-
courus. Lors donc qu’il fe rencontre dans la nature un
phénomene dont la loi des forces eft inconnue, & qu’on
cherche a le rapportera un autre phénomene dont la Joi
des forces cft aufli inconnue, on peut, s'il eft poffible de
les rappeller 4 des courbes parcourues par un corps, re-

M ij
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garder les forces comme des fon&ions algébriques des
rayons vecteurs des deyx courbes, & des cofinus des an-
gles parcourus : & comme il faut que pour une feule va-
leur du rayon & de Pangle parcouru les forces naicnt
qu'une valeur , on peut fuppofer cette fonCtion ration-
nelle. On voit de-la, quelle doit étre, dans toute cetee
clafle de phénomenes, la forme de l‘expreiﬁon approchée
des forces; & Ceft rout ce qu'on peur connofrre. La loi
de fa gravitation univerfelle en raifon inverfe du quarré
des diftances, fatisfait aux loix découvertes par Képler,
& aux obfervations faites fur les Satellites; mais cette loi
n’eit peut-€rre que Uexpreflion approchée d’une autre loi,
dont la différence avec elle demeurera infenfible, & qui
parconf{équentnous fera toujours inconnue. Qui fait méme
i apres de longs efpaces de tems, aupres defquels ce que
nous connoiffons de durée ne feroit qu'un inflant infen-
fible, il n’arrivera pas que Pinfuffifance de cette loi fe
fafle fentir , & qu’il faille alors recourir & une expreflion
plus approchée de la véritable loi 2
3°. Appellant x le tems, on a une équation différen-
tielle algébrique du fecond ordre entre x & v, foitque
y reprélente le rayon ve&eur, foit qu’il repréfente le co-
f{inus de Pangle parcouru. Donc, toutes les fois qu'on
connoit y en X par des obfervations faites & trés peu de
diftance les unes des autres, on aura cette équation diff¢-
rentielle par la méthode que j’ai indiquée ci-defTus : & on
aura également la loi des mémes phénomenes par une
équation femblable.

Comme tous les phénomenes que nous offre la nature
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ont une loi déterminée, il eft clair que, pourvu que la
loi de continuité foit obfervée, les expreflions ci-deflus
ferviront danstous les cas, parceque les valeurs des fonc-

'w tions arbitraires qui poufroiént entrer dans les vraies ex-
s preflions, font déterminées pour chaque cas particulier ,

| & lides entre-elles, pour les différens cas, par des équa-

; tions analytiques.
| Cectte recherche des forces qui s'exercent dans les divers
phéhomenes , & qu'on peut déduire des oblervations , eft
le feul moyen de faire des progres réels dans la connoif-
fance des loix en verta defquelles 'Univers eft & chaque
inftant ce que nous le voyons €tre. Llattraion en raifon
inverfe du quarré des diftances, & inhérente A toutes les
parricules de la matiere fuppofée homogene, eft la feule que
nous connoiflions; & elle fuflit pour expliquer la théorie
des mouvemens céleftes, 8cdes plus petites variations qui
naiflent de la figure des planetes : mais cet accord entre la
théorie & les phénomenes ne nous met pas en droit de
; conclure ni que cette atrrattion fuive la méme loi dans les
! petites diftances, niqu'elle affe&e uniformémentles élé-
mens de tous les corps, ni qu’elle foit la feule qui s’exerce
dans la nature. La théorie & les obfervations peuvent ré-
foudre complettement le premier doute ; on peut réfoudre
le fecond pour tous les corps que nous connoiflons, & le
dernier pour tous les phénomenes dont nous pouvons dé-
terminer les loix : mais leur folution complette eft impra-
ticable pour Pefprit humain ; & les Obfervateurs trou-
veront toujours plus de phénomenes, que les Géometres
n'en pourront calculer ou expliquer. Voici quelques regles
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generales qui peuvent faciliter ce travail, & que je ]oms

» parceque, quoique tres. {imples, elles peuvent écré

de uelque utilité, lorfqu’on voudra perfectionner Pou-
qaciy 9

3

vrage que Newton a commencé avec tant de {ucces.

| E Lorfque nous connoiffons une force qui a lieu dans
pluficurs phénomenes; nous ne devons fuppofer quelle
ait lieu dans d’autres, que lor fquam,.unc fontion des
quantités qui entrent dans les premiets, & qui y eft trés
petite, ne peut devenic finie dans les autres. Ainfi, en
général il faur fuppofer la force qui s’exerce dans les phé-
nomenes ou l'on veut éeendre, égale A la valeur de la
force prife dans les antres plus une Fonc’czon des variables,
qui, infenfible dans ceux-ci, devient dans ceux-13 une
grandeur fenfible.

1L Si, la mafle de matiere reftant la méme, un phé-
nomene demcurc conftant tant que la figure des corps &
leur poﬁtlon refteront les mémes, & que les changemens
qui arrivent dans ce phenomme ne dependcnt que de
toutes ces chofes; on peut fuppofer qu'une méme force
anime tous; lﬁ}“‘elemens de cette mafle de matiere.

I1L. Sll arrl\‘?b\iautres changemens que ceux qui ré.
fultentde la figure & de la pofition , il faut {uppofer une
autre force &c des élémens de matiere abfolument héré-
rogenes & doues de forces différentes 3 & les phénomenes
varicront & 2 raifon de la pofition & de la figure des
corps, & araifon de la combinaifon des élémens,

Telles font, MonNsIEUR, les réflexions que jai fou-
mifes A votre jugement. Vowcrmettez qu’clles paroiffent
{ous vos aufpxccs. C € marqﬂq&@\yotrc eftime & devotre
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amitié me flatte bien plus que tout 'honneur que je pour-
rois jamais acquérir dans la carriere ot je fuis entré. Jaun-
rois bien défiré pouvoir me livrer icia ma reconnoiflance,
& me conformer 3 un ufage bien doux & fuivre lorfqu’il
sagit d’un ami ; mais vous ne me le permettriez pas, & je
fuis obligé de renfermer dans mon ceeur des fentimens qui
me font communs avec quiconque fent le prix des vertus
& du génie, & qui chez moi ne font plus vifs , que parce-
que j’ai 'avantage de vous connoitre micux.
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