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INTRODUCTION.

n publiant ce Traité d’Analyse, j’ai pour but principal
de développer la partie de mon cours de la Faculté des
Sciences, relative a la théorie des équations différentielles.
Cet Ouvrage sera donc surtout un traité genéral sur la théo-
rie des équations différentielles & une ou plusieurs variables.
Je n'ai cependant pas cru devoir adopter ce dernier titre, el
cela pour deux raisons.

D’abord, quelques-uns de mes auditeurs ayant bien voulu
exprimer le regret qu'une partic de mon cours lithographié
dc1886—r887nuf&tpasreproduiuhjc|nusnisdéckh§ﬁpuhhev
un Volume préliminaire commencant par les parties les plus
¢lémentaires du Caleul intégral. De cette facon, je ne suppose
chez le lecteur aucune autre connaissance que les éléments du
Calcul différentiel aujourd’hui classiques dans les Cours de
Mathématiques spéciales.

Un;uur61uoﬁf,dﬁn1uuucuwelouLscmnuﬁquc,lnbuga-
geait encore a garder le titre un peu vague de Traité d’ Ana-
lyse : clest que la théorie des équations différentielles est
imtimement liée & plus d'une autre théorie qu'il nous faudra
approfondir. Pour ne citer qu'un exemple, I'étude prélimi-
naire des fonctions algébriques est indispensable, quand on
veut s’occuper de certaines classes d’équations différentielles.

.
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VI PREFACE.

‘ Nous ne nous bornerons donc pas strictement a I'étude des
¢quations différentielles; mous rayonnerons autour de ce

‘ centre.

Je ne me dissimule pas les difficultés de la tiche que j’en-

|
|
| treprends. L'activité de la pensée mathématique est aujour-
' d’hui telle, qu'il est peut-étre téméraire de chercher a es-
0] |
quisser, sur un sujel si vaste, I'état actuel de la Science. Le
portrait, a le supposer ressemblant, est destiné, dans quelques
parties, A vieillir assez vite. Mais peu importe si l'on se pro-
l pose seulement d’étre utile, en servant de guide a ceux qui
’ désirent se mettre au courant de I’Analyse moderne el crai-
|

gnent de s'égarer seuls dans la multiplicité des Mémoires rem-

] plissant les journaux scientifiques.
Le présent Volume est le Volume préliminaire dont je par-
lais plus haut. Dans la premiére Partie, j’expose les éléments
du Calcul intégral, en insistant sur les notions d’intégrale
curviligne et d’intégrale de surface, qui jouent un réle si im-
portant en Physique mathématique. La seconde Partie traite
d’abord de quelques applications de ces notions générales; au
lieu de prendre des exemples sans intérét, jai préféré déve-
lopper la théorie de I'équation de Laplace et les propriétés
fondamentales du potentiel. On y trouvera ensuite I'étude de
quelques développements en séries, particuliérement des sé-
ries trigonométriques. La troisieme Partie est consacrée aux
applications géonléll'i‘qucs du Calcul infinitésimal; elle est,
avee quelques additions, la reproduction de mon cours litho-

graphié.

Un ami dévoué, M. Georges Simart, a élé pour moi un
précieux collaborateur. Il a bien voulu, avant 'impression,

revoir mon manuscrit; ses judicieux conseils m’ont permis
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PREFACE. Vil
d’améliorer en bien des points ma rédaction et de préciser
ou de simplifier plus d'une démonstration. Je suis heureux de
lui adresser ici 'expression de mon affectueuse reconnais-
sance, en méme temps que mes remerciements pour la peine

qu’il a prise dans la correction des épreuves.

Em. PICARD.

/

Paris, le 4 mai 1891.
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TRAITT
D’ANALYSE.

TOME 1.

PREMIERE PARTIE.

INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

CHAPITRE I.

DES INTEGRALES DEFINIES.

I. — Deéfinition de 'intégrale définie, ses propriétés fondamentales.

1. Le Calcul intégral a pris naissance le jour ot 'on s'est posé
la question suivante : une fonction £(z) étant donnée, existe-t-il
| . )

une [onction qui admette /() pour dérivée, ¢’est-a-dire une fonc-

tion telle que I'on ait

(1) Y (@)

On a d’abord répondu a celle question par une représentation
géomélrique qui n'a aucune valeur par elle-méme, mais quin’en a
pas moins fait faire de grands progrés a la Science. On construisit

P.— 1. 1
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2 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

la courbe y = f(z), et I'on considérait I'aire comprise entre cette
courbe, 'axe des @ et deux paralléles a I'axe des y, I'une fixe,
'autre variable; on montrait que l'aire, considérée comme fonc-
tion de 'abscisse « de cette derniére ordonnée, est une fonction
de x ayant f(z) pour dérivée. Il est clair qu’a moins d’admettre
que lanotion d’aire est une notion premiére, il n’y a pas la une ré-

ponse rigoureuse au probléme posé.
fit! Nous allons supposer que la fonction f(z) est une fonction con-
5 tinue de # entre les limites ou restera cette variable. Les considé-
rations suivantes conduisent d’elles-mémes a la combinaison ana-
lytique qui, dans le Calcul intégral, joue le réle essentiel.
Admettons, pour un moment, qu’il existe une fonction - sauis-
faisant a la relation (1), la fonction » prenant la valeur y, pour
z = a, et la valeur Y pour 2 = b. Partageons I'intervalle (@, ) en

il n intervalles et soient x;, ®s, ---, Zp_y les valeurs de z aux
points de subdivision ; on désignera paryy, 3, ..., ¥p_y les valeurs

correspondantes de y. Si I'intervalle 2y — a est suffisamment pe-
tit, le quotient %—_J&—” différe peu de f(a), et nous écrivons les re-
P

lations approchées ¢

Yi—Yo = (@1— a) f(a),
Ya—x1 = (@— 1) f(z1),

Y — o= o — 'Tll'*l)./‘(rll—I)-
En additionnant membre & membre, il vient
Y —yo=(zi—a)fla)+ (z2—z;) f(21) +...& (b — @n—1) f(Zu—1),

égalité approchée, mais qui, vraisemblablement, sera d’autant plus
approchée que le nombre des intervalles sera plos grand, chacun
d’eux se rapprochant de zéro. Nous sommes donc ainsi conduit,
étant donnée la fonction continue f(z), @ étudier la somme

s (21— @) f(@)+...t (b— Zna) [(Zn—1).

2. Dans cette étude, nous nous appuierons sur le lemme sui-
vant, ot nous entendrons par oscillation d’une fonction continue
dans un intervalle la différence entre la plus grande et la plus
petite des valeurs qu’elle prend dans cet intervalle.

1 : SCD LYON 1




INTEGRALES DEFINIES. 3

Soient un intervalle (@, &), pour fixer les idées @ < b, et une
fonction f(z) continue dans celintervalle. Iitant donné un nombre
positif ¢, aussi petit que 'on voudra, on peut toujours trouver
une quantité positive o telle que, dans tout intervalle compris
dans (a, b) et inférieur a ¢, loscillation de la fonction soit in-
Jerieure ace.

Ce fait résulte immédiatement de la continuité. Supposons que
I'intervalle (@, &) soit partagé en un certain nombre de parties
égales, chacune d’elles en ce méme nombre de parties, et ainsi de
suite. Je dis que nous arriverons ainsi 4 des intervalles dans cha-

cun desquels l'oscillation de f(x) sera inférieure a é Admettons,

en effet, que notre lemme soit inexact; qu’arrivera-t-il? Si loin
qu’on pousse la division, on aura au moins un intervalle dans le-

quel I'oscillation sera supérieure 4 -, dans cet intervalle un autre

Pl®

intervalle oti'oscillation seraencore supérieure d = etainside suite.
2

Ces intervalles étant compris les uns dans les autres, et tendant

vers zéro, les extrémités de chacun d’eux tendent forcément vers

un méme point limite « ; nous arrivons done a cette conclusion que

I'oscillation de la fonction serait supérieure a - dans un intervalle

| o

(2 —hy o+ k), I étant aussi petit qu’on voudra, ce qui est im-
possible puisque la fonction est continue. D’ailleurs o pourrait
coincider avec @ ou b, mais le raisonnement reste toujours applh-
cable.

Pour le mode de subdivision adopté, il arrivera donc un mo-

3

ment ot l'oscillation dans chaque intervalle sera inférieure a

prenons alors pour ¢ la longueur de cet intervalle, ce nombre sa-
tisfera aux conditions de I’énoncé, puisque un intervalle de lon-
gueur ¢ se composera Loujours au plus de deux parties, dans cha-

| ®

cune desquelles I'oscillation sera inférieure 3

3]

Cela posé, nous pouvons démontrer le théoréme fondamental qui
suit :

m .
I'ntortme. — La somme

(21— a)j(a)'_ o= (= uz"n‘.—l).f(-fﬁ'u—l)

SCDLYON 1




4 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

tend vers une limite, quand tous les intervalles (ziy., i) ten-
dent vers zéro, suivant une loi quelconque, en méme temps que
leur nombre augmente indéfiniment.

Prenons d’abord une premiére loi de subdivision telle qu’on
passe d’une subdivision # la suivante en fractionnant chacun des

intervalles. Nous poserons
e
X1 — Ti = Vit

et nous désignerons par My, et m;yy le maximum et le minimum de
/() dans cet intervalle; dans ces conditions, les deux sommes, qui

comprennent la somme proposée,

Moy s Ma Sy it = Myies;

5
M0y~ Mely +...—mpd
e 2028 nn

ont chacune une limite, car la premiére va constamment en dé-
croissant, et la seconde en croissant. Les deux limites sont d’ail-
leurs égales, car si nous prenons une subdivision telle que tous les
intervalles soient moindres que ¢, on aura M; — m; < ¢, et la dif-
férence des deux sommes sera inféricure a

E((0y 1= 0g =i —= 55) ou e(b—a).

La différence des deux limites étant plus petite que tout nombre
donné, puisque ¢ est arbitraire, sera donc rigoureusement nulle.
Soit p la valeur de cette limite. Il faut maintenant montrer que
tout autre mode de subdivision conduira a4 la méme limite.

Considéronsun certain systémed’intervalles z, (@, 2 y..., Zp_1, D),
compris dans la loi de subdivision qui noas a donné la limite p.;
nous supposons, comme il est permis, que tous ces intervalles
soient moindres que 6. Concevons alors un autre mode de subdi-
vision, et dans celui-ci un systéme d’intervalles y, (a, ¥y, ..., 0),
tel que le plus grand des intervalles y soit inférieur au plus petit
des intervalles x. Entre deux valeurs consécutives quelconques de
z se trouvera au moins une valeur de y. Ecrivons sur une méme
ligne I'ensemble des valeurs de « et y

Ay V1, Y2y =ees Yo Z1y Yp+1y --5 vy oy V+iy +o 0y b.

o

Soient Sz et S, les sommes relatives aux subdivisions x et ).

SCDLYON 1
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INTEGRALES DEFINIES.
Nous pouvons écrire Sy de la maniere suivante :
(31— a)fla)+ (ya—y0) [(a)+---+(ru — V) f (Y= @—yu) (V)

4 (Pt — 2O (Fp) e —(a—yv). ()
Sy — B f(0) T e e e e

Comme f(y,), ---, f(yy) différent de f(a) de moins de ¢, la

premiére ligne pourra se mettre sous la forme
Sfla)(z1—a)+ Ry avec | Ry | <e(z1—a)

(le crochet | @ | indiquant la valeur absolue de «); de méme la
seconde ligne pourra s’écrire

Sflz) (2y— 1) + Ry avec [ Ra | <e(xs— 21),

et ainsi de suite. Si donc on forme la différence S; — Sy, on aura
évidemment
SISl i i o

Or S, tend vers la limite p.; il en résulte qu’a partir d’un certain
moment S, différe de p. d’aussi pen qu’on veut, c’est-a-dire a p
pour limite, comme nous voulions ’établir.

La limite dont Vexistence vient d'étre démontrée’ s’appelle une
intégrale définie et se représente par le symbole

f e,

qui s’énonce : somme de @ 4 b f(z)dzx.
Le signefrappellc I'origine de cette limite de sommes;; la lettre
2 sous le signe d’intégration peut étre remplacée par toute autre
!l
lettre; l’expressionf f () dy estidentique a la précédente.
e a

On a supposé, pour fixer les idées, a < b, mais on établira
évidemment de la méme maniére 'existence de Uintégrale dans le
cas ou a est supérieur a b.

3. Au lieu de considérer la somme précédente, on edt pu con-

SCD LYON 1




6 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

sidérer d'une maniére plus générale expression

(w1— @) fla~+0101) + (@a—a1) f(@ 4 05085) +. ..
= (b — 'Z'rz—l)f(-rfz~i S euan):

les quantités O étant prises arbitrairement entre zéro et un. La
limite de cette somme sera, quels que soient les 0, la méme que
tout a I'heure. En effet, les intervalles étant supposés plus petits
que o, cette somme diffetre de la précédente d’une quantité
moindre que ¢ (b — @), et assertion devient évidente.

Les remarques suivantes résultent immédiatement de la défini-
tion de 'intégrale. On a tout d’abord x

b el
(z)de -+ Zida— 0y
f(@) dz fb f(2) da

a

car les éléments des deux sommes sont deux 3 deux égaux et de
signes conlraires.

Plus généralement, on aura

'[Pf(x‘) dr _;_'/b‘rf(z) dx —P!V[uf(m) dx = o,

comme on a en géométrie ab -+ bc - ca = o, en tenant compte
du principe des signes.

Supposons maintenant que dans l'intervalle («, ) la fonction
continue /() ait un maximum M et un minimum m, I'intégrale

fbf(.fc) dx

sera comprise entre M (b6 — @) et -m (b — @), en remarquant que
b

f dx = b — a. On pourra donc écrire

b
f fl@)de = A(b—a),

A élant compris entre M et m. La fonctlion S () prendra la va-
leur A pour une valeur au moins & comprise entre @ et b (!); nous

(*) Une fonetion continue dans un intervalle f(z) atteint effectivement son
maximum et son minimum dans cet intervalle, et elle prend toutes les valeurs

SCDLYON 1




INTEGRALES DEFINIES.

~

ayons ainsi

b
LffWMh:ﬂBw—«L

E étant compris entre a et b.
La formule précédente se généralise immédiatement. Considé-
rons en effet I'intégrale

b
(2) f flz)o(z) dz

el admettons que ©(z) soit positif enire les limites de I'inté-
grale. Désignons encore par M et m le maximum et le minimum
de f(x); nous aurons

Mo(a)(zy—a) > fla)g(a) (z1—a)> mo(a) (2, — a),

Mo (z1) (22— 21) > f(@1) 9(@1) (22— @1) > mo(xy) (za—21);

r"I’—?(-'1".'1—1)([)**:ru—l) :“/,f(xn—l) '?('Z'n—l)(b*z’r:-—l.) = 7?1?(v'5'11~1)([) — Zp—1);

si I'on suppose, pour fixer les idées, que @ soit infériear a b.
Ajoutant membre & membre et passant & la limite, on voil que

I'intégrale (2) sera comprise enlre

b

f o(z)dx.

“a

b
Mf o (x)dz et m

On pourra par suile écrire

b
[ r@re@an=16) [ e az

a

an]

étant compris entre a el 0.

II. — Fonction ayant pour dérivée une fonction donnée.
Applications géométriques.

4. Nous pouvons maintenant répondre d’une maniére précise
i la question que nous avons posée au début de ce Chapitre. Soit

intermédiaires. Nous n’insistons pas sur ces théorémes qu'on admet sans peine;
on en trouvera par exemple la démonstration dans le Mémoire de M. Darboux
sur les fonctions discontinues ( Annales de I’Ecole Normale, 1875).
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8 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

S () une fonction continue dans un intervalle (a, b); x étant !
compris dans cet intervalle, 'intégrale

[ ronay

“a

est une grandeur bien déterminée qui dépend de la limite supé-
rieure z; cette intégrale est donc une fonction de z, F(z); nous
allons démontrer qu’elle a /() pour dérivée. On a en effet

x-+h :
Fla+h)—F(@) = [ fr)dy =),

o

£ élant compris entre z et x -+ . De 1a résulte d’abord que la-
fonction F (2) est continue; nous avons ensuile

F(z+h)—F(z) r
S e

il et, en faisant tendre % vers zéro, on voit que le premier membre
a une limite qui est f(2). Nous avons donc

F'(2) = f(=),

et Uexistence d’une fonction continue F (z), ayant pour déri-
i vée une fonction continue donnée f(z), est démontrée.

| 3. Si, par un procédé quelconque, on a trouvé une certaine
{ . . . A .

| fonction continue F () qui admet pour dérivée f(z), cette fonc-

' tion ne différera que par une constante C de I'intégrale définic

i
/ S(¥)dy, puisque cette intégrale a méme dérivée que F(x).
S

On aura donc

F(o)= [ f()dy +cC.
En particulier, si = @, on trouve F(a)= C; par suite

(3) F(z)—F(a)= [ f(p)dy;

et sil'on fait z = b,

b
F(b)—F(a)= [ o) dy,
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formule qui est fondamentale pour le calcul des mtégrales défi-

nies.
De cette formule et de celle établie (§ 3),

b
[ fiw)de =76 —a),
~a
on conclut le théoréme souvent désigné sous le nom de théoreme
des aceroissements finis. Soit, en effet, F'(z) une fonction con-
tinue ayant pour dérivée f(), 1l viendra

F(b)— F(a) = (b — a)F'(£):

¢'est le théoréeme des accroissements finis. Il se trouve démontré,
par ces considérations, pour unc fonction continue F(z) ayant
une dérivée I'(x) elle-méme continue.

On sait que la démonstration de M. Bonnet, donnée aujourd’hui
dans tous les cours de Mathématiques spéciales, n’exige pas que la
dérivée soit continue, mais seulement qu’elle existe et soil finie.

6. Une remarque importante concerne le cas ou la fonction
IF(z) aurait plusieurs déterminalions, ce qui arrive pour les fonc-
tions circulaires arc sinz, arc langz. Pour éviter toute difficulté,
on doit partir de la formule (3); on prend pour F(a) une de ses
déterminations; pour 2 voisin de @, il y aura, dans les cas qui se
recontrent le plus fréquemment, une seule détermination de I ()
voisine de celle que I'on a choisic pour F(a). On trouvera ainsi,
de proche en proche et sans ambiguité, la valeur qu'il faut adop-
ter pour F(z), quand z variera de @ a b. Soit, par exemple,

flz) = —[.:’

[+ z?

on peut prendre
F(x)=arc tang.

Parmi les déterminations diverses de arc tangz, choisissons celle
qui s’annule pour 2 — 03 on aura alors

Uid
———— = arc tang b,
0 I

- 22

arctangb étant la détermination de arc tangz obtenue en suivant
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d’une maniére continue, de 2 = 0 4 2 =0, la détermination de
arc tang qui s’annule pour @ = o; par suite, dansla formule pré-
cédente, arc tangb représentera I'arc compris entre — ;—_ el + ;a

ayanl O pour tangente.

7. L'intégrale définie

b
ff(a")d.r (a <)

5 : est susceptible d'une interprétation géométrique. Considérons la
l ' courbe y = /() el supposons d’abord J(z) positif quand 2 varie
entre @ et b. Chacun des termes de la somme

I f (@) (i1 — 1)

représente un rectangle de hauteur f(z;) et de base (@ips—xy);
‘ si 'on convient d’appeler aire limitée par la courbe, I'axe des z el
i les deux droites z = a, # = b, la limite de la somme de ces rec-
' tangles, nous pourrons dire que I'intégrale définie représente une
aire. Si f(x) n’était pas toujours positif de @ 4 b, on voit de suite
que l'intégrale précédentereprésente, en supposant loujours a <_ b,
I"aire comprise entre les ordonnées & = « et z == b, en ayant soin
de considérer comme négatives les portions de cette aire situées au-
dessous de I'axe Oz. Si a>> b, ce sont au contraire les portions
d’aire au-dessus de Oz que 'on devra considérer comme négatives,
et les autres comme positives.

Une autre remarque plus importante est relative au cas ou la

Fig. 1.

.

o) e e
O [See

fonction f(2) passerait brusquement d’une valeur d une autre,
comme l'indique la figure. Pour z =¢, f(x) passe brusquement
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de ¢C a ¢D. L'intégrale définie n’en a pas moins un sens précis :
elle représente la somme des deux aires, entendues comme il vient
d’étre dit, ACac et DBcbh. Nous sommes donc ainsi conduit a élar-
gé-
néral continue, peut avoir entre @ et b un nombre limité de dis-

. : o S o
gir notre notion de I'intégrale définie, en voyant que f(z), en

continuités de la nature indiquée sans que l'intégrale cesse d’avoir
un sens préeis.
Si 'on considére maintenant 'intégrale

B () :frf(x) dz,

ce sera une fonction continue de z et elle aura pour dérivée f(x),
nous I'avons dit, pour les valeurs de & qui rendent f(z) continue.
Pour une valeur telle que #=c, au contraire, cette fonction n’aura
pas de dérivée, le rapport

E(c+ &) —E(c)
i)

tendant vers la limite C.c ou la limite D¢, suivant que / tend vers
zéro par valeurs négatives ou positives.

8. Comme seconde application géométrique de la notion d’in-
Légrale définie, définissons la longueur d’un arc de courbe. Soit
une courbe gauche représentée par les trois équations

z=f(1), y=9() s=040)

et admettons que, ¢ variant de @ & b (a < b), le point (z, y, z) dé-
crive un arc de cette courbe AB, en allant toujours dans le méme
sens. Les fonctions f, o et § et leurs dérivées f', ¢ et ¢/ sont sup-
posées continues de @ & b.

Ceci posé, prenons sur 'arc ABles points Ay, Ay, ..., Ay_y, cor-
respondant aux valeurs ¢, f, ..., £{,_; du paramétre ¢, et considé-
rons le contour polygonal AA,A,...A, ,B. Nous allons voir que
ce contour polygonal tend vers une limite, quand tous les cotés
tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment : ce sera
la longueur de ’arc. En effet, le c6té A;A;,, a pour expression

e = VI (tir1) — JUDP [ (Lir1) — Q)P+ [¥ (Zee1) — $(00)P;
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et 'on a

S (tien) — f(8) = (i — &) [f (22) + =),

avec des égalités analogues pour o et 4. Or, si tous les intervalles
iy — ¢ sonl suffisamment petits, toutes les quantités ¢; auront
une valeur absolue moindre que telle quantité donnée a 'avance
(d’apres le lemme du § 2) : nous pouvons donc écrire

¢i = (tiv1— ;) [\/./"1(’!) s (@) s M e Pi]=

et tous les p; sont inférieurs en valeur absolue A une quantité don-
née 4 l'avance ¢, si tous les intervalles sont suffisamment petits.
Nous aurons alors

B = E(toy— L)V () + 92 (k) +~ V2(t:) + Zpi( b — ) :

la premiére somme a pour limite

b
f\U%U+¢%w+¢WJm%

o

la seconde tend vers zéro, puisque sa valeur absolue est moindre
que (b — a).
Nous avons en résumé

b
SZJWUHU+¢HU+¢%Uﬂ-

Si a la place de & on met ¢ comme limite supérieure, s devien-
dra une fonction de ¢, et on aura pour exprimer la différentielle s
la formule fondamentale

ds? = da?+ dy? -+ ds>.

Prenons comme exemple une cycloide, c¢’est-a-dire la courbe
plane obtenue de la maniére suivante: Une circonférence de rayon
R roule sur une droite fixe, tout point de cette circonférence décrit
une cycloide.

Faisons partir le point décrivant de L'origine des coordonnées
sur la droite fixe, prise pour axe des z. En appelant § 'angle dont
on aura tourné le rayon allant au point fixe qui décrit la courbe,
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on aura pour COOI‘dOl’ll’léGS de ce pOilll’,

x = R(0 —sinf),
¥ = R(1 — cosf).

La formule
ds?= dx? + dy>

nous donne
. /]
ds? = 4R?2 sin? 5 db,

el par suite
20
ds = 2R sin = db,

si 'on veut que, § étant compris entre o et 27, set 0 croissent en-
semble. En comptant les arcs a partir de I'origine, on aura donc

0
s=4R(r—cos— |-
2

III. — Intégration par parties. — Formule de Taylor.
Changement de variable.

9. Nous venons de voir qu’étant donnée une fonction continue
f(z), il existe toujours une fonction continue ayant f(z) pour
dérivée; on sait d’ailleurs que toutes les fonctions continues
ayant méme dérivée ne different que par une constante. Quant a
la recherche effective de cette fonction, elle ne peut pas en géné-
ral étre faite; c’est qu'en effet 'opération de l'intégration conduit
le plus souvent & une transcendante nouvelle, quin’est pas suscep-
tible de s’exprimer & laide de fonctions introduites auparavant
dans I’Analyse mathématique. On voit done, dés le début du Caleul

intégral, s’introduire au moyen de I'intégration un nombre illimité

de fonctions nouvelles. Nous étudierons bientot quelques cas par-
ticuliers en prenant pour f(x) des fonctions trés-simples.

Le procédé d’'intégration dit par parties permet de transformer
une intégrale en une autre, et il y a la souvent une facilité pour la
recherche effective de cette intégrale. Soit I'intégrale

b

do
J,: w dr,

w et ¢ désignant deux fonctions continues de z. En se servant de
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la formule
, 9 dp d(zw) du

: G5 = de = dn

nous aurons immédiatement, en multipliant par dz et intégrant

de @ a b,
b b
dy P [‘ du
U—dr = (up)? — v —dx,
j{; dzx (9) o

ot (ue)? représente la différence des valeurs du produit ¢ pour

wi='aectw =10 On voii que les calculs des deux intégrales

b do b odu
u— dz et v — do
B dz 2 dz

se rameénent 'un a autre.

Plus généralement, on peut ramener 'une i lautre les deux

intégrales

b dng bodnu

u—— dz et ¢ — dz,

dxn dan
“a a
adrn g s St ) - .
on ~— désignent les dérivées d’ordre n des fonctions u
dxn dzn

I'intégration par parties; mais, pour obtenir la formule finale
sous une forme plus élégante, prenons, avec M. Kronecker ({0

et ¢ de z. On le verrait sans peine en appliquant 7 fois de suite
deux fonctions f(z) et rf(x), et partons de I'identité

f(ft)(z-) oln—h) (—.2’,') ._f(lz—l}(x)g(JLhIL+l}(_x)

- = L[ () gt (— o).

D’une maniére générale S (x) désigne, suivant I'usage, la dé-
rivée d’ordre n de S(z), et g (— z)la dLl‘l\’LC d’ordre n dv g(x)
ot 'on remplace 2 par — z.

Faisons successivement dans ESER=E T o
nons. On aura

o maebiadditions

h=n

J('(.‘:.J(_T) g(_ J) S f(T) 5’[”)(‘* 3;-) = Z ?d(__-!r [.f{'ft_“{x) g—(u—m(_* ‘2"‘)]7
h=1

(') Ueber eine bei Anwendung der partiellen Integration niilslische Formel
(Mémoires de I’ Académie de Ber lin, 1884 ).
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et, si 'on intégre entre a et b,

h=n
b b
[ ro@e—ado— [ fe)en(—aydn= F[f4 @ g0n (o)
g Tl k=1

Le calcul de la seconde intégrale se trouve donc ramené a ce-

lui de la premiére.

10. Indiquons deux applications de la formule précédente.
Posons

(z—+ b))

S =) re (D) s et
nous aurons
b ; b
R+ (z) (€= _7’ dx f F'(z)dx
~a 25 aq
h=n 7 V4 h=n
R iD=l ) ] — a)’
i ) (2 e )
Z[F (T')l.‘),.../t]“ ZI .‘((” S
h=1 h=1

et en développant

(b)=F(a) -+ (b—a)F(a)+.
b ‘ n
(05— 2 R (@) + f F(,H,,(:‘r](’b-—m) e

I.2...1 I.2...70

“a

C'est la formule de Taylor. Le reste se présente sous la forme

d’une intégrale définie. Il est facile de mettre ce reste sous la

forme habituelle, en se servant du théoréme démontré au § 3.
On peut, en effet, écrire

[ 1‘-n-v—11(m)(.l.‘_:i,)l do = Fint+i) (£ [ ('{}7 Ty
ol

(b — a)rtt
T e ¢
1.2...0(n—+1)

= F(’“r”(s)
£ élant com])ris entre a et b.
Comme seconde application, nous prendrons

glz)=(x+a)t(z—+0b);
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16 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

la formule se réduira alors a

b b
[ SW(z)(x—a)t(x—b)» fh‘—[ S(z) gn(—a)de = o.

Le premier terme de cette relation séra nul, si S (x) est un po-
lynéme, d’ailleurs arbitraire, de degré (n — 1), et, par suite, nous
avons, en posant

- dr(e —a) (r— b)r

Pu(x)=A— e

olt A esl une constante,

b
[ ‘/(\T‘) pn(-’?") dr = o.

P,(z) est un polynéme de degré n et £(z), je le répéte, repré-
n ) 8 ; Ja] | )
sente un polynéme arbitraire de degré n — 1. La relation précé-

dente exprime une propriété remarquable du polyndme P,(xz)
de degré 7; nous allons montrer qu’eclle le définit complétement
a un facteur prés. Supposons, en effet, qu'il y ait un second poly-
noéme Y, de degré n, tel que

b
1 f Yl —Fo)
L2
on aurait, G étant une constante arbitraire,
b
[ (P, — {-:Y:.u)./l(-i‘) dr = o.
9L

Or on peut choisir G de mani¢re que P, — CY,, soit de degré
n—1. Nous pouvons alors prendre, le polyndéme f(z) étant arbi-
traire,

‘f(\?') =I,— “\.ny
el nous aurions
b
Py =
Lq)
ce qui entraine nécessairement P, — CY, == o pour toute valeur
de x5 donc Y, ne différe de P, que par un facteur constant.
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On aura en particulier

b
[‘ B Boidas —k0 STy e
~a
De cette seule égalité on peut conclure une relation remarquable
entre trois polyndmes P, consécutifs. Pour définir complétement
ces polyndmes, supposons que le premier coefficient dans chaque
polynéme soit 'unité. On aura évidemment

2Py =P+ GoPr ...+ C‘n Py,

les G étanl des constantes déterminées par cette identité méme.
Je dis (ue

i =y = e (B == (ol

Multiplions en effet par P,_» dz les deux membres de 1'iden-
Lité et intégrons entre « et b : nous aurons

b
Ca f sl = o
L4 3

LLe multiplicateur de C, étant une somme de quantités de méme
signe n'est pas nul; il faut donc que C, = o. Pareillement, on
verra que Cg, ..., G, sont nuls, en multipliant parPrsg s By
Iidentité écrite plus haut. Il reste done

S Dy iy @i ol 5
2P =Py i+ G pt= G, e

c’est la relation entre trois polynémes consécutifs P,_,, |8 Bl
que nous voulions obtenir, et qui est fondamentale dans la théorie

de ces polyndmes.

11. On pourra souvent faire avec profit, dans une intégrale
définic, un changement de variable. Imaginons donc que dans

b
JF= [ e)de

on considére x comme une fonction ©(¢) d’'une variable ¢; nous

allons supposer d’abord que, lorsque ¢ varie d'une maniére con-

tinue et dans le méme sens de t, a T, x varie aussi d’une ma-
B =]l 2

I’inl;égralc_'

SCD LYON 1




18 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

ni¢re continue et dans le méme sens de a a b. Sil'on substitue
la variable ¢ a la variable # dans la sommation, par quelle nou-
velle sommation représenterons-nous la valeur de 'intégrale?
Pour le voir, partageons 'intervalle de 7, & T en n intervalles
correspondant aux valeurs ¢, Zs, ..., ,_1; SOIEDL Xy, Tn, + ooy Ty
les valeurs correspondantes de #. On aura, d'aprés le théoréme

des accroissements finis,

zy—a = (t— %) ' (0;),
Za— &1 = (f5— 1)9'(0:);

b= Tp— = (T S 11171)?’(011)?

0; d’'une maniére générale étant compris entre #; 4 et ;. Nous dé-
signerons par £; la valeur de & correspondant & ¢=10;: &; sera

compris entre x;_4 et x;. Je forme alors la somme
(z1—a) file)+(2a —21) fi(Ea) +.. -+ (b —201) fi(En);
qui deviendra 'intégrale I & la limite. On peut I'écrire
(21— 20) 2'(01) f[$(00)] .. .+ (T — t1) 9" (0) fI2(0a)],

et, quand tous les intervalles tendent vers zéro, cette somme de-
vient

o
f Sle(t)] o' (1) di.

Ainsi done, pour effectuer le changement de variables dans une
intégrale définie, on remplace simplement x par ¢(¢) et dx par
o'(2)dt et Pon prend comme nouavelles limites les valeurs de ¢
correspondant aux limites primitives.

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que, ¢ variant dans
le méme sens de ¢; & T, # variait lui aussi dans le méme sens de
@ & b. Celte restriction est inutile, pourvu que la fonction /()
soit continue pour I’ensemble des valeurs que prend = o(¢)
quand ¢ varie de 7, a T. Admettons en effet que, ¢ variant d’une
maniére continue et dans le méme sens dans cet intervalle, la fone-
tion z = ¢(¢) varie d’abord dans le méme sens de ¢, & ¢y, et soil
2, = (t,); puis supposons que, ¢ variant ensuite de ¢; a #,, &
varie dans un sens toujours le méme, mais différent du précédent,
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depuis 2, jusqu'a 3= 9(%:), et qu'enfin, ¢ variant de ¢, 4 T, =
varie de z, 4 & dans les mémes conditions. Les valeurs z, et x.
pourront d’ailleurs ne pas étre comprises entre @ et 6. On aura,
d’aprés ce qui vient d’étre démontré,

!‘EJ‘I_)"(@"){JJ' et f(!_[(?)ff"(f)d{,

Y,

s ls
Gt — J(9) o' (1) dt,
[ fla) da l[l/a)u()f
b T
[ f@yde = [ feo)¢w
bati iy

el, par suile, en faisant la somme,
b 2ol
[ Sz} dw = / S(e)o'(t)dt.
“a ils

Cette formule est donc générale.

On ne doit pas oublier que, dans ce qui précede, la fonction
x = (), servant a effectuer le changement de variable, est une
fonction de ¢ ayant pour chaque valeur de ¢ entre ¢, et T une
valeur unique parfaitement déterminée. L'application brutale de
la formule précédente, sans se rappeler les conditions pour les-
quelles elle a été établie, peut conduire & des résultats absurdes.
Que l'on prenne par exemple

s

vy

et qu'on fasse sans précaution le changement de variable 22 = ¢.

Comme pour z===10nat=r1,et queidae — LZ% on sera con-
duit & 'intégrale :
.—(—l_{[_l,"
/ S

c’est-d-dire & zéro, ce qui est absurde. 1l est manifeste que nous
ne sommes pas ici dans les conditions précédemment supposées.
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S

IV. — Extension de la notion d’intégrale définie. — Cas ou la
fonction et ou les limites deviennent infinies.

12. Dans I'étude que nous avons faite des intégrales définies,
nous avons supposé que la fonction sous le signe d’intégration
restait finie entre les limites et pour les limites elles-mémes. Nous
allons étendre la notion d’intégrale définie en supposant que la
fonction devienne infinie, soit pour I'une des limites, soit entre
ces limites.

Considérons done Pintégrale

2

(5) / f(z) de,

“a '
f(x) étant une fonction réelle de la variable réelle #, et suppo-
sons que cette fonction, finie pour toute valeur de 2 comprise
entre @ et b, devienne infinie pour x = 4. Dans quel cas devra-
t-on attribuer un sens au symbole précédent? Pour répondre a
celle question, envisageons l'intégrale f

: [ " f(o) dn,

la limite supérieure z étant comprise entre @ et b : elle a un sens

parfaitement déterminé. Si, # tendant vers 0, cette fonction de

aune limite, celle-ci sera par définition la valeur de 'intégrale (5).

Un exemple simple montre qu’une pareille limite peut exister.
Soit en effet

k étant positif; on aura

v

[’" dx _(b—a)y—* (b — )~k
e e Sy S e s ey A

v a

Si k <1, le second membre tend vers une limite, et 'on pourra
intégrer f(x) entre les limites @ et b. Si au contraire &£ >>1,
l'intégrale n’aura pas de limite pour 2 = b. Pour fixer les idées,
nous supposerons dans la suite a <Z .
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13. Il n’existe pas de régle générale permettant de reconnaitre
dans quels cas l'intégrale aura une limite. On peut trouver des
régles d’une application de plus en plus étendue, mais on ne
saurait indiquer une régle générale, de méme qu’on ne peut indi-
quer un théoréme applicable a toutes les séries, pour décider de
leur convergence. Ici encore, comme dans la théorie des séries,
on comparera 'intégrale & étudier a une autre que I’on sait avoir
une limite.

Nous avons donné tout a I’heure un exemple simple; considé-
rons maintenant un cas plus compliqué en supposant que la fonc-
tion f(z) puisse de @ & b étre mise sous la forme

f@) = 225,

o(2) restant finie dans le voisinage de b et pour # = b (sans avoir
d’ailleurs nécessairement une valeur déterminée pour z = 0b). Je
dis que, st k est inférieur a Uunité, Uintégrale (5) aura un
sens déterminé.

Prenons une valeur o entre a et b; nous aurons, si x est com-
pris entre « et b,

o i X
(6) ijUMwi[bﬂﬂdm+[:ﬂﬂdm
~a o ol
la seconde intégrale pourra s’écrire

[ wyan = (2D

o Yo (b—a)

dx :

o i (b—a)=%  (b—a)\=F]
?(<) e (b—w)F =l [ TR (e e w] :

l

Y

£ est compris entre o et 2 (§ 3). Par hypothése ¢(&) est inférieure
en valeur absolue & une quantité fixe M. Le second terme du se-
cond membre, dans (6), est donc inférieur en valeur absolue a

11—k
voudra, on peut prendre o suffisamment voisin de b pour satis-
faire a inégalité

- Or, étant donné un nombre positif e aussi petit qu’on

M(b — o)k

G T
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22 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

o étant ainsi choisi, I'intégrale

I:f.l‘f(w}dz',

quand x varie entre « el b, sera comprise entre A+ ¢ et A — ¢, si
nous posons
+ O
A= [ S s '

o

i Nous donnant alors un nombre ¢ inférieur a ¢, nous choisis-
; sons o entre = et b, de telle sorte que

M(b—a' 1%

EONIER AU (e i
i 1— k L

[0}

i Quand z variera entre o' et b, Pintégrale I restera comprise, né-
%‘ cessairement, d'une part dans 'intervalle (A 4+ ¢, A — ¢) consi-
: déré plus haut, et aussi dans l'intervalle (A’ ¢/, A’—¢'), en
posant

.:"
;\'::[ J(z) dz.

Ces deux intervalles ont nécessairement une partie commune
plus petite que le premier d’entre eusx, puisque A’ est compris dans
I Pintervalle (A — ¢, A ) et que ¢ << e. Choisissant alors une
‘ succession de nombres ¢ décroissant et tendant vers zéro, nous au-
rons, en considérant successivement ces parl.ies communes, une
suite d’intervalles tous compris les uns dans les autres et tendant
| vers zéro. Leurs extrémités tendent done vers un point limite, et
par suite les intégrales A, A’,... ont une valeur limite : ce sera
la valeur de I'intégrale I pour 2 = b. Le théoréme est donc dé-
monitré.

A ce théoréme joignons une proposition en quelque sorte in-
verse et quifait connaitre un cas ot I'intégrale n'aura pas de limite.
Si I'on peut mettre f(z) sous la forme

S o)
./(f)—mi

k étant supérieur & I'unité, et ¢(z) restant, dans le voisinage de
| b, supérieur i une quantité positive M, ou inférieur & une quantité
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négative — M, M étant difiérent de zéro, I'intégrale prise de a a
b n’aura pas de sens.

La démonstration est immédiate, car on aura, en désignant par
» une valeur suffisamment voisine de 0,

x : B "'?(.'r‘) dz o
‘/a' f(?)([-‘-’-r— ! (bif‘vjﬁ—?(

o

(b—a)=k (b=
s =

la quantité entre crochets augmente indéfiniment quand z tend

T - e i - d’ i Ehtas 4
vers b, puisque /& est plus grand que 1; d’autre part, ©(§) est supé-
riear a M en valeur absolue. Donc I'intégrale grandira sans Limite.

14. Nous avons supposé que la fonction devenait infinie pour
ane limite de l'intégrale ; si elle devient infinie pour une valeur ¢
comprise entre a et b, on parlagera I'intégrale définie en deux au-
tres. Chacune des intégrales

¢ b
f flz)dz et [f(..r){/‘v

devra avoir un sens, et l'intégrale prise de @ a b sera, par défini-
tion, lasomme des deux intégrales précédentes.

Ajoutons une remarque importante. Si f(z), disconlinue pour
x = ¢, est la dérivée d’une fonction F(z) continue pour cette va-
leur et ayant une seule déterminalion, on aura

[' Fl@) do =F(c) —F(a),

puisque celte intégrale est la limite F(c—¢) —F(a) quand la
quanlité positive & tend vers zéro. On aura pareillement

b
f f(@) do=TF(b)— F(e),
et enfin

b
f flx)dw =F(b) — F(a). ;

15. Considérons maintenant le cas ot I’'une des limites de 'in-
tégrale, la limite supérieure, par exemple, devient infinie, Soit
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toujours l'intégrale

e =),

J(z) étant une fonction continue pour toute valeur finie de 2 su-
périeure a a. Si, lorsque x grandit mdéfiniment, les valeurs suc-
cessives de celte intégrale tendent vers une limite, on la représen-
tera par le symbole

[ S(x) dz.
o
5 . 1
T " - 2 3 r —_— s -
Un exemple simple nous est fourni par f(xz) = = On a (nous
supposons a > o)
s dr p—n+1 a—n+1
f G e e L e

Si n > 1, le premier terme devient nul pour 2 = o, et 'inté-
grale a une limite. Si au contraire 1 <1, lintégrale n’aura pas de
limite; il en sera de méme pour 2 = 1, carl'intégration donnerait
alors un logarithme.

lci, comme plus haut, la comparaison de f(z) 4 une fonction
pour laquelle on sait comment se comporte l'intégrale quand
grandit indéfiniment conduit & une régle qui pourra quelquefois
permettre de décider s'il y a ou non une limite. Nous pouvons étre
bref aprés les explications données (§ 13); al'aide de raisonne-
ments analogues, on démontrera les deux théorémes suivants

Si, pour x suffisamment grand, f(x) peut se meitre sous la
Jorme '07—(;?2: o (x) restant en valeur absolue inférieur & une
quantité fize, et n étant supérieur a Cunité, Uintégrale | aura
une limite pour x = w. Au contraire, st f (&) peut se mettre sous
la forme précédente, ©(z) étant, a partir d’une valeur de 0
toujours supérieur é unequantité + M ou inférieur a une quan-
tité —M (M n’étant pas nul) et n étant inférieur ou égal a
Uunité, Uintégrale n’aura pas de limite.

16. Nous aurons souvent 4 appliquer les théorémes des §§13 et
15 : quand la fonction sous le signe d’intégration cst algébrique,
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ils permettent toujours de décider si I'intégrale considérée a ou

non une limite. Ainsi, étant donnée une fraction rationnelle irré-

ductible fF((jﬂ))

> I'intégrale

dx

augmentera indéfiniment, quand z tendra vers une racine de I (z).
Soit en effet & une racine de F(«), la fraction rationnelle pourra,
dans le voisinage de b, se mettre sous la forme

o(z)

(6—ax)’

o(z) étant fini et différant de zéro pour z = b, et n représen-
tant un entier positif au moins égal a 'unité.
Prenons au contraire
¥ P(w) de

Rt

P et R désignant deux polynomes. Quand  tend vers une racine
simple b du polynéme R(z), on peut, dans le voisinage de z =0,
éerire

P(.T)‘ _ o(z)

2

Re) G

o

o (&) restant fini pour 2 = 0. L'exposant & (§13) est ici égal a
I'intégrale aura done un sens.

Voici encore une remarque importante, relative au cas ou la li-
mite supérieure augmente indéfiniment. Quand I'intégrale 1 a une
limite, f(2) a nécessairement zéro pour limite lorsque z croit in-
définiment, s¢ toutefots elle @ une limite. En effet, si f(x) tendait
vers une limite M =£ o, cette fonction serait, a partir d’une cer-
taine valeur @, su périeure & un nombre fixe M,;; par suitg,

‘ fxf( x) dx

et U'intégrale grandirait indéfiniment avec .
Il n’est d’ailleurs pas nécessaire que f(x) tende vers une limite,
quand 2 augmente indéfiniment, pour que 'intégrale ait un sens.

= le A o= M=),
(23
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(est ce que montre I'intégrale suivante, célébre dans la théorie de
la diffraction de la lumiére :

-}
[ sin x2 dx.

0

Cette intégrale a un sens, quoique sinz? n’ait aucune limile
your £ = o, Nous l'établirons en construisant la courbe repré-
I I

- sentée par I'équation

e — SIN2)

qui est formée d’arcs situés alternativement au-dessus et au-des-
sous de l'axe Oz. Nous montrerons que I'intégrale proposée a
une limite, en établissant que la somme algébrique des aires des
segments limités par ces arcs et I'axe Oz tend vers une limite.
Ces aires sont alternalivement positives et négatives, puisqu’elles
sont alternativement au-dessus et au-dessous de 'axe des 2. Nous
avons donc une série alternée : il suffit de faire voir que les aires
vont en décroissant en valeur absolue et tendent vers zéro. Or le
nitme op o (n - 1)i*m¢ segment sont respeclivement représentés
par
‘«-’W% Vin2jm
sina? dx et sinz? dz.

S ‘/n_','-r i “fr(_;-:-;—iT’t'f

Cette seconde intégrale est, en valeur absolue, moindre que la
premiére : car, si 'on pose 22 = = - 2'2, elle devient

yla+1) 7 ; : v
G SINEPe s

"2 r
A== TC

dz.
o

D’ailleurs le segment de rang 7 tend vers zéro, car il est moindre

que I'expression

e e S e

qui tend vers zéro quand n augmente indéfiniment.

Comme autre exemple d'une intégrale oti la considération d’une
série d’aires joue un role utile dans la démonstration de 'exis-
tence de la limite, citons encore

® sinz
S,
.1.'

ST
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Des raisonnements analogues & ceux que nous venons d’em-
ployer permeltent sans peine d’établir que cette intégrale a un

sens.

17. Cauchy a donné une régle élégante de convergence de cer-
taines séries, qui se rattache aux intégrales dans lesquelles la
limite supérieure devient infinie.

Soit f(x) une fonction, positive & partir d’une certaine valeur
de z, continuellement décroissante et tendant vers zéro quand x
augmente indéfiniment. La courbe y = f(z) admet P'axe des x
pour asymptote, et il pourra arriver que I'intégrale

[w_f(.z‘) dx

~a

ait ou non un sens. Si, alors, on considére la série
SO = f(2) ...+ f(n)+...,

cette série sera convergente ou divergente, sutvant que inté-
orale précédente aura ow non un sens.

.
Si en effet I’inLégralc/ f(x)dz a une limite pour z = oo,
i (4

comme la somme des rectangles intérieurs construils avec la base
un et les hauteurs respectives f(2), f(3), ..., f(n) est moindre
que Paire comprise entre la courbe, 'axe des x et la droite z =1,
on est assuré que la somme

F(2)+f(3)+...+f(n)

reste inférieure 4 un nombre fixe, et la série est par suite conver-
gente. On raisonnera de la méme maniére dans le second cas,
mais en prenant les rectangles extérieurs a la courbe : la somme

S+ f(2) ... f(n)

est alors supérieure A une aire qui augmente indéfiniment; la
série sera donc divergente.
Soit, comme exemple,

f@)==> p>o
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on devra considérer P'intégrale

mdr_

.
!.l J

clle tend vers une limite pour 2 = oo quand p > 1; la série dont
o i : :
le terme général est — est alors convergente. Elle divergera au
contraire si p<1.
Prenons encore la série étudiée par Abel (OFEu¢res complétes,

t. I, p. 399):
I I
2loga ' nlogn

elle est divergente, car l'intégrale

‘——C—[J = || P‘U [ﬂ‘: r — [ ) & log 2
9

zlogz

augmente indéfiniment avec 2. Abel cilte cette série comme
exemple d’'une série divergente & termes positifs,

Ug— Uy~ oo Uy ...,

pour laquelle le produit nu, a zéro pour limite.
En restant dans le méme ordre d’idées, on pourra souvent dé-

terminer la limite d’expressions de la forme
S =F(n) + f(n~+1) ...« f(n +p),

les entiers n et p augmentant indéfiniment, la fonction S(z) sa-
tisfaisant d’ailleurs aux mémes conditions que plus haut. La con-
sidération des rectangles intérieurs el extérieurs insecrits dans la
courbe conduit de suite aux inégalités

’I+'l?
J(n)+... .+ flrn+p—1)> i
?!+I)
S S-0) = p) < () d;
donc
H—lj) Il+_f)
Jilzdo T filn) =S5 = S(@)de + f(n-+p),

“n n
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3 o 4210 p g &
et par suite la recherche de la limite de S, reviendra a celle de

n--p

lim flz) de.

n

ool ; 1
Soit, par exemple, /() = ~, on aura

et comme
P +n
dx )
= —log (1--i~ /—) )
= z \ n,

on aura, p et n augmentant indéfiniment de telle sorte que

lim £
I

:'l?

. ~ P
limS! = log(1+ 2);

en particulier, si p = n, nous voyons que la limite de

pour n = o est égale a loga.

IV. — Différentiation sous le signe d’intégration.

18. On rencontrera souvent, dans les applications, des fonc-
tions F(a) d’une variable o, représentées par des intégrales dé-
finies

S o

@ et b étant, soit des constantes, soit des fonctions de a.
Cherchons comment on pourra former la dérivée de cette ex-
pression par rapport a o.
Nous supposerons d’abord que « et b ne dépendent pas de .
On a alors

b
Fla+a0) —F(a) = [ [f@ 2-+2) — f(w, 2)| da;
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et, par suite,

E(a+Aa) —F(a) f’.f(:r, o Ax)—f(.r,:t)dr
Ao Rk Az S

Cela posé, nous supposerons d’abord que la fonction f(z, =) ait
une dérivée partielle f,(z, a) par rapport a a, d’ott I'on conclut

F(a 4 Az)— F(z)

b
Az :f Jal@ya+0ha)dz, o<0<r.
(3

Nous supposerons ensuite la fonction Ja(zya) telle que, x
étant quelcongue entre a et b, on puisse délerminer une quan-
Lité positive 7 telle que pour

[ Az | <,
on ait
|.fc;.(m7 o+ -.31) —f;,_(.?’.', a) l <s
¢ étanl une quantité positive donnée a 'avance aussi petite qu’on
voudra. Dans ces conditions, on aura évidemment

b
F'(«) :f Lol )

Ainsi donc, pour former F/(a), il suffira de différentier sous
le signe somme f(x, o) par rapport a .

La condition requise se trouvera vérifiée si la fonction D),
a non seulement une dérivée premidre, mais aussi une dérivée
seconde par rapport a o; la formule de Taylor donne en effet

Tl et Ae) — 1o (x, @) = Ao fr.(z, o+ 0Ac);

donc, en supposant que f;. est finie, on peut satisfaire & 1'égalité
demandée.

Un second cas & signaler est celui ot la fonction Sulzy o) des
deux variables z et o sera une fonction continue de ces deux
variables par rapport 4 z et o, quand z variera entre a et b, el o
dans un certain intervalle (a/, 0'); c’est ce qui sera démontré plus
tard. Ce point nous sera en effet utile quand nous établirons la
notion d’intégrale double : nous nous contenterons d’énoncer
cette propriété d’une fonction continue de deux variables qui sera

élablie au Chapitre I'V (§ 2).
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Nous avons, dans ce qui préctde, supposé que @ et b élaient
des constantes; supposons-l_cs maintenant fonetions de . On ramé-
nera ce cas au précédent au moyen d’un changement de variables
qui rendra constantes les limites de 'intégrale. Posons a cet effet

z=([b—a)t+a;

I'intégrale devient

1
F (2) —f Sz, 2)(b — a)dl.
0

En appliquant la régle précédente, on a

[ Lof : ‘dbieda
F'() :I a;(l; — c.:)dtf'f 9T a)((li - 'Jyf) di

/o
Uf db da da
ﬂl[ oz [(dl i E) Ui T -IU) — a)dt;

revenant a la variable 2, nous aurons

b da\ d
F'(a) = f il f Sz, g)(‘ e i[—;> Z':T«

db da
b o
af d; G e danlier
- e
ou encore
db da
.’; T b .
f o do [‘ of
I =1 e GUn ey > A T VR B o >
- f dz - b—a J, lif{‘a:, Gl ) e

les deux derniéres intégrations s’effectuentimmédiatement, et 'on
arcive enfin a la formule
b
Z db da
B () = [ l([?—!—f(l( -—_/'((r,o:)T;
ad

“

qui exprime la régle de différentiation dans le cas général.

19. Les régles précédentes impligquent essentiellement que la
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fonction sous le signe d’intégration reste finie entre les limites.
Ainsi, considérons I'intégrale définie

g dx
——
e
qui a une valeur déterminée, mais dont ’élément devient infini
pour z — o et pour £ — a.

On ne peut appliquer a cette expression la régle de différentia-
tion par rapport & « : en appliquant, on obtient une différence,
n’ayant aucun sens, de deux termes infinis.

Sil'une des limites de I'intégrale devient infinie, I'application
des régles précédentes peut encore conduire a des résultats illu-
soires. Considérons, par exemple, 'intégrale

= 53
sinaa
(7) [ dz,

ot nous supposerons o> o; le changement de variable a2 — y

raméne cetle intégrale i la suivante

“ sin
f 7},(]:}/:

<0

qui, nous I’avons dit, a un sens parfaitement déterminé. L’inté-
grale (7) ne dépend donc pas de «; mais, si nous la différentions
par rapport & «, en appliquant la régle, nous trouvons

R
f cosax dr,
0

intégrale qui n’a aucun sens.

Ce résultat n’a rien qui doive étonner. Les hypothéses faites, en
démontrant la régle de la différentiation sous le signe d’intégration,
reviennent a supposer qu’on peut prendre Az assez petit pour que

le quotient
Sflx, o+ Aa) — f(z, @)
Az

différe de f,(z, 2) de moins de ¢, et cela pour toute valeur de
comprise dans le champ d’intégration. Ici, il faudrait donc pouvoir
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déterminer Az de facon a avoir

sin(z -+ Aa)z — sina®x
E LN

= cosax 41, [Endliessc

pour toute valeur positive de x; or, pour x Lrés grand, le premier
membre est trés petit, tandis que le second est indéterminé.

Ainsi quand la fonction ou les limites deviennent infinies, on ne
devra pas appliquer sans précautions la régle de différentiation.
Voici, du reste, une remarque générale relative au cas ot 'une des
limites devientinfinie.

Considérons I'intégrale

5
V(z):[ flz, a)dn,
v a

« étant, pour simplifier, une constante. Supposons réalisées les
deux conditions suivantes : 1° a partir d’une certaine valeur de z,
f(z, «) et la dérivée f,(x, «) sont en valeur absolue moindres

M i o A
que T M étant une constante positive, 2 un exposant superieur

A l'unité; 2° étant donné un nombre ¢ aussi petit que 'on voudra,
on peut, pour Loute valeur de 2 comprise dans Iintervalle (@, {)
fini mais quelconque, trouver une quantité / telle que, pour toute
valeur /i,, de module moindre que /2, on ait

| fale, @+ k) — falz, a} | <=

Nous allons établir qu'on pourra, dans ces conditions, appliquer
a la fonction V(«)la régle de différentiation démontrée plus haut.

@0
Je remarque d’abord que les deux 'Inl,('-gl“nlcsf Sz a)deiey
“a

» 00
[ Ju(x, o) dz ont un sens bien déterminé. Or on a
s

AV__/‘“‘ : g ;
i __,”t Sau(w, o+ 048a) dz

ou, en la partageant en deux parties,

v l ®
% — f falz, a4+ 0Aa) de + [ Fo(x, @ 0Ax) de.
a &

1

On peut, en vertu des hypothéses faites, déterminer ¢ de facon
P.— 1. 3
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34 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

* M dx
'fl‘ oh

soit inférieure a . On aura donc

que l'intégrale

AV s
E:fja(a?,u--r—(].ﬂ:z)dr—i—n, [FmelE=zer

On peut en outre écrire, d’aprés la seconde condition,
i z
f So(x, @+ 0Ac) dz = [ Jalm, o) dz -+ 4, s
a “a

si Az est suffisamment petit. Done
1
AV f ' 4
— = Jalz, 2)de +n+ 7'
Az £

(4 =
nrf Julz, o) dz différe def Ja(z, o) dz de moins de . Par

3 s AY e e i :
suite la différence entre 2, oL cette derniére intégrale n'atteint pas

3¢, si Az est suffisamment petit; ce qui nous donne enfin

dV T
7 :f Jal@, o) dx

qui est la régle de différentiation précédemment établie.

20. On vérifiera facilement que les conditions précédentes sont
remplies pour I'intégrale

2 e—0Zgin

V(g):f R (2hia (z>0).

De plus cette intégrale est une fonction continue de «, méme
pour « tendant vers zéro par valeurs positives. Pour le voir nette-
ment, nous procéderons comme au § 17 : on construit la courbe
représentée par I’équation

e—9%gin

x

et on considére I'intégrale comme une série alternée. Sil'on prend
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seulement dans cette série un nombre limité n de termes, le reste .

est moindre en valeur absolue que le premier terme négligé. Or,
pour 7 suffisamment grand et &2 0, ce terme est aussi petit qu’on
veut ; d’autre part, la suite limitée de termes est une fonction évi-
demment continue de o, méme pour o = o. Par conséquent I'inté-
grale V(«) estune fonction continue de ¢ (o >>0) méme pour o. = 0.

Ceci posé, pour calculer V(2), nous calculerons d’abord I'in-

e ——f e—dxsiny dv
=0

de

tégrale

qui s’obtient immédiatement : en intégrant successivement deux
fois par parties, il vient

e ®
? 1 2
f e—4Zsiny dr = - [ e—%Zcosx dx,
o
o /o

puis

o w
[ e—%T coszdr = [ e—%Tsing dr.
(4] 0

KR~
|~

Les deux relations précédentes donnent

Y T
e I a2
donc

: I
VY = arctang - :
[v4

“; la constante

nous prenons I'arc tang compris entre —,'; =

d’intégration est nulle, puisque V tend vers zéro quand a grandit

indéfiniment. : !
Cette formule, établie pour o >> o, subsiste encore pour = o0,

d’aprés ce que nous avons dit de la continuité de la fonction V.

On trouve ainsi I'intégrale importante

VI. — Intégrales d’une fonction complexe d’une variable réelle.

91. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des fonctions réelles
de variables réelles. Ce n’est que dans le second Volume que nous
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nous occuperons du cas ou la variable est complexe; mais I'exten-
tion dela notion d’intégrale définie au cas d'une fonction complexe
d’une variable réelle se fait immédiatement.

On entend par fonction complexe F(x) de la variable réelle x,
une expression de la forme

F(z)=f(z)+ ig(z).
On aura, par définition,

b

be(ar.-)d.:r.-: fbj(a.') ri,r+£‘/‘ o(x) dz.

e}

Il n’y a donc pas de théorie particuliére a ces intégrales, qui se
raménent aux intégrales déja étudiées. M. Darboux (Journal de
Mathématiques, 1876) a donné une formule inléressante ana-
logue a celle que nous avons rencontrée quand F{z) est une
fonction réelle : dans ce dernier cas, si 4 () désigne une fonction
positive de @ a b, on a

b b
[ Fn@dr=r) [ 4@, a<i<e.

M. Darboux a montré comment on devait modifier cette formule
dans le cas d’une fonction complexe. Le résultat auquel il est par-
venu peut s’établir comme il suit. Soit

b

b b
I:f F(.x‘)'{z(x)dx:f j'(.r)@(.r)dx—!—if o(x)b(x) dz,

a

d(z) étant positf entre « et b.

On aura

b
modl/f V(@) 9 (@) V() :\/j (5 o )f V() de,

a<fb<<

nous écrivons d’abord que le module d’une somme est plus petit
que la somme des modules, et nous appliquons ensuite la formule
relative aux fonctions réelles.

On a donc

b
modI = 0y//2(%)-+ t?”E)f U z)dy i o<l
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ou

‘ b
modI =0 modF(E)] Y(z)der,
a
el par suite, si o désigne 'argument de I,

b b
I =feizmodF (%) [ Y(x)dr = feita—PBIF(£) [ Y(z)dx,
S “a

F

: £
en appelant B l'argument de F(£), puisque mod F(E) = (6), Si

if
donc nous posons
% = Oeila—p),

il vient finalement

b
l:)\F(E)f Y(z)dez,

) élant une quantité dont le module est au plus égal a Punité. Le
cas ott la fonction F () est complexe se distingue du cas ol elle
est réelle par la présence de ce facteur .

99. La démonstration donnée pour la formule de Taylor au
moyen de I'intégration par parties généralisée, s'applique sans au-
cune modification au cas d’une fonction complexe F(z), et on a

encore

F(z) =F(z)+ (w1 — 20)F' (o) +. ..

% o}

Aln+) () (2 — x )t dz.

~xo

Le reste pourra, en appliquant la formule de M. Darboux, se
) 1 3
mettre sous la forme
(‘7-1_ .’ru)”"'l

AR+ () 2= £
(g)l.z...(n+1)1

£ étant compris entre z, el 2z, et A désignant une quantité com-
plexe de module au plus égal & 'unité.
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CHAPITRE II.

INTEGRALES INDEFINIES.

I. — Integrales des fractions rationnelles.

1. On donne souvent le nom d’sntéorale indéfinie 3 une inté-

(=) =
grale définie ayant pour limite supérieure la variable 2 et une li-
mite inférieure qui est une constante qu’on ne fixe pas. On repré-

sente simplement par
ff(’rj dz

cette intégrale indéfinie, sans prendre la peine de marquer les li-
mites. C’est simplement une maniére de désigner une fonction
ayant pour dérivée f(z).

J(2) étant une fonction d’une nature déterminée, il est d’un
grand intérét de faire, quand cela est possible, la rechérche expli-
cite de cette intégrale, ou de réduire les intégrales, correspondant
aux fonctions 'de méme nature, au plus petit nombre de types.
Telles sont les questions qui vont nous occuper dans ce Chapitre;
nous commencerons par le cas oun f(2) désigne une fraction ration-
nelle irréductible.

2. Considérons done l'intégrale indéfinie

F(z)
| Fw)

On sait, d’aprés la théorie de la décomposition des fractions ra-
tionnelles, que toute fraction rationnelle peut se mettre sous la
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forme d’un polyndme en &, plus une suite de termes de la forme

>

les quantités @ élant les racines de f(z), et les A, désignant des
constantes. Or l'intégrale d'un polynéme est un polyndme, puisque

pn+l
o dy =
> m —+ I

D’autre part, on a

dz (z — a)—%+! . 5
e SO =y
J (z—a)* — a1 2

dx
: A log(z — a).

el

Toute la théoric est contenue dans ces remarques évidentes.
Mais approfondissons davantage la question.

Nous allons nous préoccuper de pousser la réduction de I'inté-
grale le plus loin possible, en ne faisant que les opérations €lé-
mentaires de I’Algébre, c’est-a-dire addition, multiplication et di-
vision de polynomes. Rappelons d’abord que si f(z) a éLé décom-
posé en un produit @, (z)>< @2 (Z) > e on(2) de polynomes ¢
premiers enlre eux, on aura

F(z) _ W Fi(@),
f(@) ™ 2 oi(x)

Supposons, en particulier, qu’ayant appliqué la théorie des ra-
cines égales nous ayons trouveé

fl@)=X1X3 ... X3,

les X désignant des polyndmes dont toutes les racines sont simples:
I'équation X;=o0 fait connaitre toutes les racines simples de f,
I'équation X, = o les racines doubles et ainside suite. Onsait qu’on
peut trouver les polyndmes X par de simples divisions. Nous au-
rons donc

F(z) _Fi(z) Fa(a) ()
s X R

Nous sommes ainsi, d’une maniére générale, ramené a chercher
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I'intégrale

o) ; 9(x) dx

X

¢ ¢tant un polyndéme quelconque, et X un polynéme qui n’a que
des racines simples.

Supposons que lentier positif « soit supérieur a I'unité; je dis
que nous pouvons ramener la recherche de cette intégrale & une
autre de méme forme, mais ou o sera remplacé par o.

I.
Montrons en effet qu’on peut déterminer un polynéme P(z) tel
que la différence

Gl [_ILT)] ¢1(2)

S s e soit de la forme I1\”

Il faut et 1l suffit pour cela que
o(xz)+(a—1)P(2)X,

X' désignant la dérivée de X, soit divisible par X. Supposons que
X soit de degré m, on pourra prendre P(z) de degré m — 1, de
telle sorte que I'expression précédente s'annule pour les m ra-
cines de X, ce qui est possible puisque, pour ces racines, X/ est

différent de zéro. On aura donc & déterminer un polyntéme de

degré m — 1 qui prend pour m valeurs de la variable des grandeurs
données. Mais, en présentant sous cette forme la recherche de
P(x), il semble qu’il faille résoudre Péquation X = o; en réalité,
lexistence de P(z) étant certaine d’aprés ce qui précede, il suffira
de procéder en faisant la division, ce qui donnera des équations
du premier degré pour déterminer les coefficients de Pillz)

AP T RrRn. Pl
Ainsi de 'intégrale (1) nous passerons. en retranchant = ), a
I
o] ! Xo—1
I'intégrale :
<F1(-Q_5_')
Xo—1

dz,

el ainsi de suite, de proche en proche, Jusqu’a

0g—1 ()
f_“'X“ da,

pour laquelle nous ne pouvons plus évidemment continuer la ré-
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duction. Arrivé & ce point, il est nécessaire, pour achever 'inté-
gration, de connaitre les racines de I'équation X = o.

3. Supposons que les coefficients de la fraction rationnelle soient
réels et que le dénominateur X ait été résolu : portons particu-
liérement notre atlention sur un couple de racines imaginaires con-

juguées. On sait que 'on aura, pour ce couple de racines, @ + bt,

a — bi, la somme des termes simples

Azxr+ B Az + By Az B,y

]_(m—a)g—i—”[}—ﬂ'?-i_[(m—a T Y [ S R e

les A et B étant des constantes. D’aprés ce qui vient d’étre dit,
toutes ces intégrales se raméneront & une intégrale de méme forme
que la dernitre, et qu'on trouvera immédiatement en I’écrivant

sous la forme
oM(z —a)—2Nb
(x— a)r+ b2

M et N étant deux nouvelles constantes. Or on aura

M (2 —
f(°_(:), f’;, dr = M log[(z — a)? -+ b2],

comme on le vérifie par la différentiation; d’autre part,

N ;
/‘( el 2 dz = 2N arc tang >l

T — a)? 2 h2 : Bt

done finalement

J.H}!I\‘I(-’E‘*f&)——gNl]) ('Tl i o
2 —  =Mlog—————
J. e—apxw e
—oN al‘cl‘mrrx_ll - 9N arc tang E\J—‘d,
Z) b

formule qui ne présentera aucune ambiguité, si on ajoute que les
arcs correspondant aux tangentes indiquées sont compris entre

T T
o B
e
Nous avons écrit plus haut

fa: L= log(z—a);

ce résultat n’a, jusqu’ici, de sens pour nous que si @ est réel.
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Soit maintenant & = « -+ ¢ : nous aurons

ol (z—o)ds Bidr
e e ket

I : z—a
.—:;log[(z‘g-a)‘l+Ei]+aarctang-i€——- \

II. — Intégrales hyperelliptiques.

4. Les intégrales les plus importantes qui aient donné lieu &
une théorie compléte sont les intégrales de la forme

(2) fF(a:', ) dz,

F étant une fonction rationnelle de z et y, et 3 une fonction algé-
brique quelconque de , c’est-a-dire une fonction liée & z par la
relation

J(=, ¥)=o,

ou fest un polyndme. Les plus simples de ces intégrales, aprés
celles ot y est une fonction rationnelle de , sont celles o y est
liée &  par la relation

y:=R(=),
R(z) étant un polynéme que nous pouvons supposer n’avoir que
des racines simples. De telles intégrales sont appelées hyperellip-
Liques.

Ce polyndéme peut étre de degré pair ou impair; les deux cas se
raménent I'un a lautre. Supposons le polynome de degré pair 2 p :
posons, en désignant par « une racine de R(z),

L == s

I'intégrale se trouvera ramenée i une intégrale de méme forme,
mais ol le radical portera seulement sur un polynéme de degré
2p —1; on aura en effet

~9
z2p

R, (=) étant un polynéme de degré 2p — 1.

Inyersement, si 'on a un polynéme R (z) de degré impair 2p —1,
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il suffira de poser

pour étre ramené au cas d'un polynéme de degré 2p.

Ceci dit, considérons Pintégrale (2): la fraction rationnelle
F(z, ) peut se metire sous la formc
M4+ Ny

L(.ﬁt‘,l}/)‘: Mm}?

les M et N étant des polyndmes en 2. On élimine pour cela toutes
les puissances de y autres que la premiére en remplagant »2" par
R% et 27+t par y RE.
Si nous multiplions les deux termes de I par M, — N, y, nous
aurons
e e e e (O
PetQ étanl des fractions rationnelles de 2 ; ou encore, en rempla-

cant y par ( ), nous aurons, d’'une maniére générale,

B
F=A-+ —
VR(2)
A et B étant des fractions rationnelles quelconques de z. En for-
mant I'intégrale (2) nous avons d’abord

f;\ i,

intégrale d'une fraction rationnelle déja étudiée, et 'intégrale, dont
nous devons maintenant nous occuper,

La fraction rationnelle B peut se décomposer en un polynéme
et en une suite de fractions simples dont le dénominateur est une
puissance d’un binéme (2 — a). Nous avons donc finalement les
deux types suivants

Z_(a:)dx o(x)de
VR(z) f(m—aWﬁ(x)

f(z) et o(z) désignant des polyndmes, et « un entier positif.
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5. Prenons d’abord les intégrales du premier type

F () da
VR(z)

La discussion se fera de laméme maniére que R soit de degré pair
ou impair; il est néanmoins indispensable de faire une hypothése
particuli¢re. Nous supposerons dans la suite que R () est de degré
2p 1. Sans éire essentiel au fond, le choix d’un polynéme de
degré impair est préférable pour le développement de la théorie;
nous ne nous en rendrons pas encore bien compte en ce moment,
mais nous le verrons plus tard dans I'étude plus compléte de ces
intégrales.

Soit m le degré de f(z), nous allons montrer que ce degré peut
étre abaissé au degré op—1. Supposons done m supérieur  ce
nombre el posons

m=oap-+ A (AZo).

Je dis que de I'expression HQ: on peut retrancher la dérivée
VR (z
de Cz*\/R (z), C étant choisi de telle sorte que le numérateur de
la différence soit de degré m — 1. On a en effet
A 1R (z)+ - 2 R'(z)
3 D)

VR ()

d e
G [ Nl
le degré du numérateur est 2 p -+ A, nous pouvons done choisir C
<] F 3 I
de telle sorte que, dans la différence

f(z)—C [1 1R (x) + % 5D‘>'R'(-T):| )

le coefficient de 2™ soit nul. Par une série de soustractions succes-
sives nous rameénerons done notre intégrale a une partie loute in-
tégrée et a une intégrale
Si(z)dz
VR(z)

mais oui cetle fois £, () sera un polyndme au plus de degré ap — 1,
car la réduction pourra se faire pour la derniére fois quand on
aura A = o.
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Nous obtenons donc 2p intégrales de la forme

zh dz G : )
: U s O) S Gy )
f\/ﬂ(?) : 5

En général, ces intégrales sont des transcendantes nouvelles et
distinctes les unes des autres, qui ne sont pas susceptibles de

s'exprimer a l'aide des foncllons introduites dans les éléments. On
doit étudier sur elles-mémes leurs propriétés extrémement inté-
ressantes ; mais nous ne pourrons qu’ultérieurement entreprendre
cette étude. Montrons seulement qu’on peut les partager en deux
espéces : les intégrales de la premicre espéce sont celles qui res-

teront finies quand z augmentera indéfiniment, les autres seront.

dites de seconde espéce. Nous pouvons ici appliquer le théoréme

. i .
du § 16 (Chap. 1) : la fonction ——— est comparable pour z trés
5 VR()
. I
grand & ——.
; P+ —W
F A

Si donc

I
p—%—;—ﬁp>1,

'intégrale sera de premiére espéce, ce qui revient a g <<p — 3.
On aura donc p intégrales de premiére espéce, c’est-a-dire res-
tant finies pour £ = oo, pour p. =0, I, 2, ..., p —1; les autres
intégrales seront de seconde espéce.
Rappelons d’ailleurs que toutes ces intégrales restent finies
quand z tend vers une racine de R(z)= o.

6. Passons maintenant aux intégrales du second type

(3) o(@)dr
f($~ﬂ)“v“(v)

Dem cas sont a dlSLlI]"llCI‘ blll\"lllL ([UC a e,sL ouw UOI] l"dClI](, du
eAndds

polynéme R(x). Je me place d’abord dans le P.I«&HH-&! “eas. Je vais,

en supposant « >> 1, retrancher de l'intégrale une expression de
la forme

CyR(z)

(ar — a)*-1 :
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de telle sorte que la différence soit une intégrale de la forme ini-
tiale mais ol & sera remplacé par o.— 1. On a, G désignant une
constante,

I
— (e —1)R(x) + 5 (z—a)R'(x)

G d(ﬂ>zc_

“dz \ (z — a)*1

(# — a)*/R (=)

Dans la différence

_ %(=) _d( VR(z)
2o

(#—a)eyRiz) . d@\(@—a)*!
le numérateur sera divisible par z — @ sil'on a
o(a)+GC(a—1)R(a)=o,

égalité qui détermine C, puisque R(a) n’est pas nul et que 2 est
supposé plus grand que I'unité. Ainsi, par la soustraction précé-
dente, nous sommes conduit & une intégrale de la forme

o\(z) dz

ST P

(1’—({.)1—1\/1{(1')
©; étant toujours un polynéme. Nous pourrons conlinuer ainsi
cette réduction jusqu’d ce que nous arrivions a une inlégrale de la
forme (3) ot on ait @ = 1. D’ailleurs, en divisant ¢ (z) par z — a,
cette derniére intégrale se raménera aux intégrales du paragraphe
précédent et & I'unique intégrale

i LN
f (¢ —a)yR(=)

Dans le cas ot R(a)=o, les considérations précédentes ne
s'appliquent plus; mais, avec une petite modification dans les rai-
sonnements, nous allons pouvoir effectuer la réduction aux seules
intégrales du premier type. Reprenons donc lintégrale (3) en
supposant que & soit racine de R(«). Nous formons la différence

o(z) cfi( VR(z) )

% (@—a))’

(v—a)p/R(z) 9%

(4)
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le second terme peut s’éerire

~R/(2)—aRy()
‘314——:)
(2 — a)*y/R()

en posant
R(z)
Blt) = p=ai
Or « est racine simple de R(z), donc R, (a)=R'(a) £ o, et
par suite on peut déterminer G de mani¢re que la différence (4)

soit de la forme
C?l(-T)

(z — a)t—1yR(z)
11 suffit pour cela que

q((!,}—C(E —1) R'(a) =o.

Le coefficient de C est différent de zéro, méme pour o =1 : on
pourra done effectuer de proche en proche la réduction jusqu’a
faire disparaitre toute puissance de # — @ au dénominateur et fi-
nalement il ne restera, dans ce cas, que des intégrales du premier
type.

En résumé, le second type se ramene au premier et a des in-
tégrales de la forme

dz
(# —a)yR(z)
la conslante @ n’étant pas racine de R(z) = o.
I

7. Nous avons fait les réductions précédentes en supposant le
polynome R(z) de degré impair 2p + 1; cette hypothése n’avail
aucun intérét pour la réduction faite en dernier lieu, qui en est évi-
demment indépendante. Il n’en est pas de méme pour celle qui
concerne les intégrales de la forme

o(z)dz
f VR(z)

Les raisonnements peuvent néanmoins élre faits avec peu de
modifications. Il suffira d’énoncer le résultat :
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Sile polyndme R (z) est de degré 2 p, toutes ces intégrales se ra-
méneront aux intégrales
oV dr
pmm e i)
VR(z)
ot . devra prendre les valeurs o, 1, 2, ..., 2p — 2; il y a donc,
dans ce cas, 2p — 1 intégrales du premier type.
8. Donnons quelques exemples simples. Je supposerai d’abord

le polynéme R(z) du second degré. D’aprés ce qui précede
(§7), toutes les intégrales de la forme

fF (z, yAz2+ Bz + G ) d,

F désignant une fonction rationnelle de z et de \/sz—t— Be (@
se raméneront aux deux intégrales

2 dx
et e
j(:r'—a) VAzi+ Bz + C

a désignant une constante. Ces deux intégrales se trouvent immé-
diatement; elles se raménent d’abord I'une & 1'autre, car il suffit
de poser dans la seconde z — a = - pour la ramener & la forme
de la premi¢re. Quant a celle-ci, deux cas seront a distinguer sui-
vant le signe de A. Selon que A sera positif ou négatif, nous au-
rons, par un changement linéaire de variable, I'une ou l'autre
forme
dr dz

qui sont respectivement, comme le montre la différentiation,

log (x e tx) el arc sin;;-

Passons au cas ot R(2) serait un polynéme du troisieme degré;
les intégrales du premier type sont alors au nombre de deux :

I'intégrale est dite alors une intégrale elliptique.
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Le cas ot R(z) est un polyndéme du quatriéme degré peut se
ramener, d’aprés ce que nous avons dit d'une maniére générale,
au cas ot le polynome est du troisiéme degré. On a pris longtemps,
comme polynéme normal, le polyndéme du quatrieme degré; on
tend maintenant a faire la théorie des intégrales elliptiques et des
fonctions qui s’en déduisent en prenant comme polyndme normal
le polynéme du troisitme degré. Indiquons cependant, relative-
ment aux polynémes du quatriéme degré, une transformation qui
a joué un role trés important : elle consiste en ce qu’on peut sup-
poser seulement des termes de degré pair dans le polynéme.
Employons en effet la transformation

A=)

p désignant une constante, ce qui revient a faire la substitution
I =
xr=p— = On a alors

5 :
R(z) = 1'._’.(..-? LS
i

Nous allons déterminer p de facon que la somme de deux ra-
cines du polyndme transformé en y soit égale & la somme des
deux autres. Si nous désignons par «, b, ¢, d les quatre racines

de R(z), les racines de R, (y) seront

___[ 1 I 2 I
e e

Ecrivons, par exemple,

1 1 I I
=1

;7—7” ‘_/-_.J—iz i };—(‘- e })——??i 27

(0%
équation qui est du second degré en p. S1 I'on prend pour p une
de ses racines, le polyndme R, () sera de la forme

Ri(y) = A'(32+ Xy + p) (2 + Ry 4 p),
le coefficient de y étant le méme dans les deux facteurs. Il suf-
o 7 . X " ;
fira alors de poser y + - = z pour avoir le polynéme bicarré

o 2

Al(z24a)(z2+ B).
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On peut donc supposer que le polynéme R(x) est bicarré,

501t
R(z) = ayz*+ a1 @+ as.

Les intégrales de la premiére calégorie sont alors

i dv x? dx
-a; \/afum*-w— a2+ w ‘/aux" - (alri+ a?

La seconde de ces intégrales se raméne aux fonctions élémen-
taires : il suffit en effet de poser 2*= y pour la ramener a I'in-

f dy i
Jt’to‘}/‘ a1y + @

III. — Intégrales de différentielles algébriques.

Vazt+ az?

Légrale

9. Le cas général d'une intégrale de différentielle algébrique
est une intégrale de la forme

fF(af', ¥)dz,

F étant une fonction rationnelle de & et ); » est liée 4 2 par la
relation
j'(.:[', Y=o,

/ étant un polynéme irréductible en z et y, c’est-a-dire que la
courbe algébrique représentée par cetle équation est indécompo-
sable. Nous allons faire sur 'intégrale précédente quelques réduc-
tions d’une nature purement algébrique; ce ne sera qu’aprés avoir
étudié plus tard les principes de la théorie des fonctions que
nous pourrons pénétrer plus avant dans la théorie de ces inté-
grales, appelées intégrales abéliennes, du nom du géomctre
norvégien Abel qui a fait connaitre a leur sujet un théoréme
d’une extréme importance.

Je supposerai la courbe f= o de degré m; de plus 'ensemble
des termes homogénes de degré m dans f(z, y) se compose de m
facteurs linéaires distincts et aucun d’eux ne se réduit & 2 ou a y.
En langage géométrique, ceci revient a dire que les m directions
asymptotiques de la courbe f sont distinctes et ne sont pas paral-
leles aux axes. Celte supposition est toujours permise, car on peut
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commencer par faire sur la courbe une transformation homogra-
phique ou une perspective qui la réalisera.
Ceci dit, j’écriral 'intégrale sous la forme

(5) ':f"e(a-w')%’

ce qui revient a poser

Yz, y) =1y Flo,¥5)
4 (z, y) sera une fraction rationnelle de z et y, soit

e i il

N(z, y)

M et N étant des polyndmes en z et ). Montrons d’abord qu’on

3 £ M
peut remplacer la fraction rationnelle N bar une autre dont le
dénominateur ne renferme que la variable z. Nous nous appuie-

rons pour cela sur le théoréme d’Algébre suivant :

Etant donnés deux polyndmes premiers entre euzx, f(x,y)
et N(z, y), on peut trouver deux polyndmes en z et en y, A el
B, tels que

Af-+BN =X,
X étant un polyndéme en x.

Ce théoréme se démontre comme la proposition analogue rela-
tive & deux polynémes ne renfermant qu'une seule variable.
Soient

= S S A S S S S

N = I"U"" S {)U'uﬂ k

les deux pol‘ynémes ordonnés par rapport a y : les @ et b sont
des polyndmes en z. Prenons le résultant X de ces deux poly-
némes en y. On peut le mettre sous la forme d’un déterminanl
bien connu d’ordre m -+ n

(2 VAR A R sat s s o) 0 o ]
0 y AT DRl O 0

|

‘ : |

X —le Qe Ry bR : |
‘ R e e e e e

|

|0l e bl
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Si I'on multiplie les éléments de la premiére colonne verticale
par y™+n—1, ceux de la seconde par y™*t7"% et ainsi de suite, et
aquaprés les avoir ainsi multipliés on les ajoute a la derniére .
Ju ar I ) :

celle-ci se trouvera remplacée par
Dol e R ey R LN RN
En développant le déterminant, on a 'identité
Xi= AL BN,

A et B étant des polynémes en z et y; X ne dépend que de z.

On aura donc
M _BM _BM

T
2

NG = BN

puisque y est définie par la relation f(z,y) = o. La fraction G a
alors pour dénominateur X qui ne dépend que de z, et nous
pouvons écrire l'intégrale (5) sous la forme

(B

Nous obtenons ainsi, en décomposant la fraction < en éléments

simples, des intégrales des deux types

f P(z,5)dz Qz,y)de

.fif),—— — 5 (—-—m _ 5 )‘—f;’

P et Q étant des polyndmes en x et y, et ces deux formes rappel-
lent celles que nous avons trouvées pour les intégrales hyperellip-

Liqucs.

10. Nous allons montrer que dans les intégrales du premier

!yl)(?
(6) f P(z, Ji)_d’,

on peut ramener le degré du polyndme P, qui est arbitraire,

a étre au plus de degré 2m — 4.
Soit p le degré du polyndéme P et supposons

P22 — 30
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Retranchons de Uintégrale (6) un polyndme homogéne en z et y
de degré p — m + 2 : soit h(z, y). Ce polynéme X peut évidem-
ment s’écrire, en tenant compte de la relation f(z, ¥) = o,

Az, ¥) :f é—”-%,;)lﬁ dz.
7

Pouvons-nous choisir ) de telle sorte que la différence
(7) P(z,y) — (Mo fy — Ay Sz)
soit un polynome de degré p —17?

Désignons par P, (z,y) l'ensemble des termes homogenes de
degré p dans P(z,y), et ¢(z,¥) I’ensemble des termes homogénes
de deoré m dans f(z,y); Pexpression (7) se réduira & un holy-

8 AL ! 7 [Py

néme de degré p —1, s
(8) Py(@, y)— (NaGy — hy%z)

est divisible par o(z,y) : car alors, w(z,y) étant le quotient, il
suffira de retrancher de (7) le produit p.(z,y) f(z,y) pour avoir
un polynéme de degré p — 1. Cette soustraction ne change d’ail-
leurs rien a l'expression (7), puisque f(z,))= o. Remplagons
X, par sa valeur

(p—m-2)A—yX,
3 T 2
tirée du théoréeme d’Euler relatif aux fonctions homogeénes : I'ex-
pression (8) deviendra

2Py (z,y) — (p—m—+ 2N, y) oy +mIyo
@€X

Elle sera divisible par o (x, #) si le numérateur est divisible
par ¢{x, :

par ¢ qui, par hypothése, ne contient pas 2 en facteur. Nous avons

donc a choisir A de telle sorte que

zPy (2, y) —(p — m—+2)h(z, )y

soit divisible par o(z,y), ce qui sera possible si le degré de
A(z,y) est supérieur ou égal & m —1, c’est-a-dire si

S—m422m—1 ou p2am—3.

Le degré de P(x se trouvera donc ainsi abaissé d'une unité,
tel 3
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?

!
et 'on pourra continuer jusqu’a ce que ce degré atteigne 2m — 4. E
Donc, en résumé, dans les intégrales du premier type

jron f

le polynéme P (z,y) peut étre abaissé au degré om — 4.

11. Avant de passer aux intégrales du second type, il nous faut
faire quelques remarques préliminaires.

Soit @ = a une droite rencontrant la courbe f(z,y) en m
points distincts dont nous désignerons les coordonnées par ¥,
Yay ooy ¥m, eladmettons d’autre part qu’un polyndéme ®(x, y) en x
el y s’annule en ces m points: je dis que le quotient

Dz, )

)

xr —a

en supposant z et y liées par la relaion f(x,y)= o, peutl se
mettre sous la forme d'un polyndme en 2 et y.

En effet, ®(xz, ) peut étre ordonnée suivant les puissances de
x — a, et 'ensemble des termes ne dépendant pas de x sera un
polyndéme en y, ©(y); nous devons montrer que

00

(”) Li—"

peut se mettre sous la forme d’un polynéme en et y. Or o(y)
s'annule pour 34, ¥a, ..., ¥m. D’autre part, en ordonnant le poly-

néme f(x,)) suivanl les puissances de x — @, 'équation f=o
se met sous la forme

VY —01)e--(Y—Fm) - (z—a)p1(¥) +(z—a)lp(y)+...= 0,
les p désignant des polynémes en y; donc

60 e NG e oo e )

Tr—a

: ©
et, par suite, _,(__Jf_)
€Xr—dAd
se mettront sous la forme d’un polynéme en z et y.
‘n second liéu, supposons que la droite x = a soit tangente &
la courbe £, en un point simple, deux points de rencontre seule-

ment étant confondus au point de contact, et les (m — 2) autres
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points de rencontre étant distincts. Je suppose le polynéme @ (z, ¥ )

tel que la courbe
D(z,y)=0

soit rencontrée par la droite # = @ en deux points confondus au
méme point que f, et passe par les (m — 2) autres points de ren-
conlre.

Je dis encore que
(2,7)
r—a 2

en supposant z ety liées par la relation f(z, /) = o, peut se mettre
sous la forme d’un polyndéme en x et en y. La démonstration sera
analogue; 'expression se réduit a la forme (9). Or, en désignant
par y, I'ordonnée correspondant a la racine double et par y,, .. .,

¥m_1 les ordonnées des (m — 2) autres points de rencontre, o(y)

contiendra en facteur
(= (=) = o1
d’autre part, I'équation J = o pourra se mettre sous la formé,
(¥ — y )y —y2)-y — ym—1)+ q1(y) (@ — @)+ ga(y ) (@ — @) =0,

les ¢ étant des polynomes, et la démonstration s’achéve comme

plus haut. \

12. Revenons maintenant aux intégrales du second Lype

el Q(z, y)d=
L) (@ —a)ify

Nous allons démontrer que :

On peut ramener, de proche en proche, cette intégrale a une
intégrale analogue, mais dans laguelle le degré de x — a est
égal a Uunité.

En d’autres termes, on peut toujours abaisser d’une unité le degré
o >1 de x — a.
Je suppose d’abord que la droite x = a renconlre la courbe

f(z,5)—o0 en m points distincts.

Employons le méme genre de considérations : nous retranche-
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rons de intégrale (10), en lenant compte de Péquation f(z, 3) = o,
une expression de la forme

Il e Az, y) ;
e = J @ (o)

|
!
 [Rene bl (e 0ne i g, |

(z—a)*fy

A(z, ) étant un polyndéme que nous choisirons de telle sorte que
cette différence soit une intégrale analogue a (10), mais « étant rem-
placé par « — 1. Pour cela, il suffit que

Q@ 3) + (a—1) Mz ) Sy

(22— a)*

. T,V
puisse se mettre sous la forme M

27 o [
(7 — a)a1> © e5t-d dire que

Q(.T,_Jf)+(a o I))‘('I‘K"1 ;V)/'Jf
(x —a)

se réduise & un polyndme. Or ceci aura lieu si le numérateur s’an-
nule pour les m points de rencontre de = « avec la courbe (§11).
On satisfait a cette condition en prenant pour A un polynéme, en
y seul, de degré m — 1, qui se trouvera ainsi complétement déter-
miné, puisque J, est différent de zéro.

Le théoréme est donc démontré, et, en continuant de proche

:
en proche, on est ramené uniquement a Iintégrale qui correspond ‘
Ado— I. i

13. Laréduction est moins immédiate si la droite z — a est tan-
gente ala courbe £, dansles conditions du § 11. Placons-nous dans
cette hypothése. Nous allons retrancher de Pintégrale (10) une
expression de la forme

Az, y)

(2 — a}ﬁ'

Pour effectuer la méme réduction que précédemment, A(z, y)
devra éure tel que 'expression

Qz, y)(z—a)+ak(z,y)f, — (& — a) (Mpfy — Ay fa)

(x_a,)’x+l
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soit de la forme
Q.l ( Z, ‘1’) |
e —d)%= |

L] )\ T,V 2 .
Il faudra d’abord que J%ib puisse se mettre sous la forme !

d’un polynome. Il suffit pour cela que N(Z ) s’annule pour
(@, y1), (@, ¥y oroy (&Y m—1),

o FALAY ! 9 2 A o r Z
puisque dLJafJ. s’annule pour (@, ) ;). Le polynome A(fw‘",y)f)_5 pour
2 — a, deviendra alors un polynéme en ) ayant la racine double y

et les racines simples 35, ..., ¥m—1 €L, par suite, d’aprés le lemme

(§ 10), :
)i’ » Yy

xr—a
pourra se melire sous la forme d’un polyn(}me. Nous pourrons

prendre pour ) le polynome en y

A= (=) (¥ —y) (¥ —Fm-1):(¥)

- w(y) étant un polynome en .

F o 1l faut ensuite que

. b e
| Q) +e g T

Li—

se mette encore sous la forme d’un polynéme. Nous allons une nou-
velle fois appliquer le lemme (§ 11). Le numérateur peut s'éerire

(y—01)(y — 72 Mool rJ'm—l}.fJf w(y)

r Q(a, 5)+ 4 ye)-
(”) +(.}’ _'.}’1)' - '(‘,V -—‘}/1”7_1)[1,'(_}’)_[;_.
e
e lJ-(_}’).){‘.:: L7 e ) d‘y(_"] J 1)5

Bl . .
Cette expression doit d’abord s’annuler pour (c, 31), (@ ¥2)y oo
(@, ¥m_1): cette'condition nous fait connaitre les valeurs de

P’(.yi): P-(.}’?): vy P-(_}’m 1)

Ces quantités seront parfaitement déterminées. En effet, cher-
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chons le coefficient de 1(y,), correspondant au point de contact :

ce sera

o ’V (= 0y ﬁ.'yi)‘-'(]'_.?/m—I)f_}"] s ]'

Ll

’ d(?’ ‘*.7’1)---(}’_“9311—1) /
% dy r=d

=04 ¥Y=mn

Or, dans le cas actuel, on a (§ 11)

Sz )= =12y —p2) (¥ —Fma1) +(@—a)qguy)+...=o.

Cette relation permet de calculer immédiatement Pexpres-
sion (12) : elle se réduit a

(13) (—22-+0)g1(¥1) (1—F2). - - (V1 — Fm—1);

or ¢, (y1) n’est pas nul sé le point (a,y,) est, comme nous le sup-
posons, un point simple de la courbe f. Donc le coefficient de
-(971) est différent de zéro.
Les autres coefficients se calculent d’'une maniére analogue : celui
de u(y2) par exemple est |

(—a+=1)gi1()2) (a—31) (F2—x3). - (2 — Y m—1),

et dans cette expression ¢, (¥2) n’est pas nul si au point (a,y,)
la tangente a la courbe f n'est pas paralléle a U'aze des x,
comme nous pouvons le supposer; nous avons d’ailleurs o > 1.

Il nous faut encore écrire que, dans expression (11) mise sous

forme de polynéme et ordonnée suivant les puissances croissantes
de z—a et y —y,,1il n'y a pas de terme du premier degré en
¥ — 9. Cette condition détermine, sans impossibilité aucune, la
valeur de p/(y, ). On trouve en effet que la partie du coefficient
de y — g qui dépend de p/(y,) se réduit a

2(L—a)p/(r1) g1 (1) (1—F2) .« (F1—Fm—1);
u/(y4) sera donc déterminée par la condition indiquée.
Ainsi p.(y) doit étre un polyndme tel que
m@a)y w(re)s oo (Fm-1), el en oulre ()

aient des valeurs données. Il existe une infinité de tels polynoémes.
Soit, par exemple, v (y) un polynéme d’un degré au moins égal &
m — 2 ayant pour y = (¥4, ..., ¥m_y) les valeurs données, il en
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sera de méme du polynéme
()=o) + Gy —pi). - (¥ = ym—1);
dans lequel on déterminera la constante C par la condition que

p(1) = ¢ (¥1) -+ G(pra—y2). . (1—Fm—1)

ait une valeur donnée.

Le théoréme énoncé (§ 12) est donc encore démontré dans le
cas ot la droite z = a est tangente & la courbe f en un point
simple.

14. D’autres circonstances pourront se présenter. La courbe
peut avoir des points singuliers. Supposons quelle ait seulement
des points doubles & tangentes distinctes, et que la paralléle a
I'axe des y menée par un point double ne soit tangente en ce point
3 aucune des deux branches de courbes qui y passent. Dans ce cas
les réductions faites plus haut ne peuvent plus étre employées.

Montrons bien nettement le point ot les raisonnements cesse-
ront d’étre applicables. D’abord la conclusion du § 11 est tou-
jours correcte, c’est-a-dire que le quotient

Pz, y)

r—a
peut toujours se mettre sous la forme d'un polynéme en z et y,
méme quand la droite 2 = a passe par un point. double de la
courbe f(z, y) = o, pourvu que la courbe

(2, ) =0

soit rencontrée par la droite 2 = a en deux points confondus au
point double et qu’elle passe par les (m — 2) autres points de
rencontre de cette droite et de la courbe f.

1l en va autrement pour les conclusions du § 13; pour le voir, 1l
suffit de se reporter a 'expression (13). Nous avons dit que la
quantité désignée par ¢, () n’était pas nulle; elle serasnulle au
contraire si le point (a, ;) représente le point double : nous
poserons dans ce cas

grEr)i= e )
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Démontrons maintenant un nouveau lemme dont nous allons

avoir a faire usage :

Si la droite # = @ passe par un point double & tangentes dis-
tinctes (a,y,) de la courbe f(z,y)= o0, dans les conditions
énoncées précédemment, je dis que le quotient

*(z, y)

(v —a)?
en supposant toujours z et y liés par la relation f(z, »)= o,
pourra se mettre sous la forme d'un polynéme en 2 et y, si, en
chacun des points de rencontre de la droite 2 = @ avec la courbe,
ce quotient garde une valeur finie, et si de plus les deux va-
leurs correspondant aux deux branches de courbe passant
par le point double (a, y,) sont égales.
Dans le cas actuel f(x, y) peut étre mis sous la forme

J@ ) =y — )2y —y2)-- (¥ —Ym—1)
+ (2 —a)(y —r)r(y)+(z—a)qgy(y) +. ..

Développons @ (., ) suivant les puissances de 2z — a,

Pz, y)=9(y)+(z—a)o(y) + (2 —a)Pea(y)+....
On aura
®(z, y) _[er)+(z—a)ei(¥) Sana
[(-Z'_f"')g:l.r:a“— l: ("Q;_(T)E :|.r:{{"— Lfﬂ(}_ﬂ-).
Y=Yk =tk

Pour que cette expression garde une valeur finie en chacun des
points de rencontre, il faut que

o(yr)=0 (= astag it ==10)

et ([HC

d
c;’(y;.-)(d—i/_)m:nq'«?i(,}ﬁ.-):o (k=T.2...m—1);
Y =7k

: dy
mais pour &k =1, ( -

—-_) a deux valeurs distinctes, donc
dz r=a
Y=

ol ()= of et eioy(g)i=lot
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Par suite, o () et ¢, () seront des expressions de la forme

()= PNy =y (¥ —72) - (¥ = Fm-1)s
enlop) =00 =) R (9e):
En d’autres termes, la courbe @ (2, y)= o0 aura pour point
double le point (@, y4) et elle sera tangente a la courbe f(z, )= o

aux points (@, ¥2).-.(@ ym_1). Cette derniére condition donne
lieu aux relations

‘ R(p2) =P (y2)7(r2),
R(y3) =P(ya)r(ys);

\ R(j’uzfl) = P(]'nz—i)"(,}’m-—l)-

1)

Ecrivons d’autre part que le quoucnt ——+ n’aqu’une valear
(x — a)?
au point double (a, y,). Désignons par p et p' les dcux valeurs

' “p 1y
supposées différentes du rapport (Q) » ou d(_, =/ 1; sur la
dx ) x—a

X=x1
courbe /= o au point (@, y,); on devra avoir
P(.)’l) !'1'2(_}’)1 _Jl) . -(_)"1*,)".-11---1) 2 { L) R(J'l)
— P(J"I) !J-‘j(.}’l '_.)"P.)- . ‘(.}’1 _,J',M‘*l) St P‘,I{(_}fl):

d’oti 'on conclut
P(.}"ll)(.}'llf.}'i)- < -‘:.}]*J’m---l)(l-’- == :J-F)+ p\(.}'1 ) = 05

on aura, d’ailleurs
(il 3
(y1—x2). - -(yY1— Fin—1)

f r
R =

et la condition trouvée se réduira a

(15) P(yy)r(yi)— R{y1) = o.

e ; : Dz, 1) Bak %
Ceci posé, revenons au quotient iz —'[—)_,—, qui, & un polynéme
r — a)? .

prés, est égal &

PN =312y —x2)- - (F —ym) (2 — a)(y = y)R()
(z —a)? :
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ou, en tenant compte de '’équation de la courbe, a

) s e O s R

r—a

D’aprés les équations (14) et (15), ce quotient se réduira a un
polyndme, puisque le numérateur admet la racine double y, et les

racines simples ya, ..., ¥m_i. Notre lemme est donc démontré.

15. Reprenons I'intégrale

Q(=z, y)dz

(z — a)*fy
en supposant que la droite x = @ passe, comme au paragraphe
précédent, par un point double de la courbe. Nous allons ici

faire la réduction en retranchant de cette intégrale une expression

de la forme
Az, ¥)

(2 — a)*+! L

On va montrer qu’on peut choisir le polynéme A(z, y) de telle
sorte que la différence soit une intégrale de méme forme que 'in-
tégrale initiale, mais ot « sera remplacé par « — 1. Il faudra pour
cela que le quotient

(2 —a)2Q(z, y)+ (% +1)M2, y)fy— (Ao fy— A fa)(z — a)

(z—a)?

puisse se mettre sous la forme d’un polyndéme en z et y.

Xz, ¥).f}

Tout d’abord le quotient e devra se réduire & un poly-

nome. Celte condition sera I‘Cmphc si nous prenons
AMa, y)=(r—r)e@)ey)-r(z—a)(y)+(z —a)2r(y),

en désignant par o(y) le produil (¥ —w2)- - (y — ¥m_1), les po-
lynémes p.(y), v(y)et = )f) étant, pour le moment, arbitraires.
z, ¥) Sy .

Calculons le (IllOllCIlL — Yt - ce sera
J —

(y —xy1) e (y) (V)L

Tr —«a

VU (2 — @) () f
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Ecrivons de nouveau la valeur de f(z, y)

Sz, y)=(r—n)2e( ) +{z —a)(y —y1)r(y)
+(z—a)Xg(y)+(z—a)Ps(y)+....

On trouve, en ordonnant suivant les puissances de 2 — @ et en
ne gardant que les termes qui seront au plus du second degré
en (y —yi)et(x—a),

N IVT5 — (=30 2 [29(3) = w3 ()
S =0l [el IV () = (il ()
+=7r'(y) 9(x) w(x)]
+ (2 —a) | —29(3) p(¥) )+ () 7(y)
+ (=) [29(0)=(¥) —'(¥) 1(¥) 2(¥)
()P (X)+ 9 () 9(3) (¥
=y =0ale (rin )
+ (2 —a)[—25(¥)9 () (¥) +=()r () +9(¥) ¢' ()]

On aura d’autre part, dans les mémes conditions,

Mefy—Mofe= 200 —y)er) +(r =29 ()
+(z —a) [r(x) + (¥ —y)r'(p)]+(z—a)q'(y)
X [v(y)+2(x —a)x(y)]
—[(y —r1) r(¥) +2(z —a)g(y) +3(2 — a)is( )]
X[y =y () e(y) +ely)x(y)
+ (¥ =y () () + (2 —a)v(y)]
Les calculs étant ainsi préparés, nous devons chercher a choi-
sir les trois polyndmes (), v(y) et =(y) de telle sorte que

Xz, v) o
Crgfﬂ)Q(Whr)—+(a—+l)—4:'Jlﬁ

— (Ma Sy — M f2)

P —a

(16)

(z —a)?

soit un polyndéme en x et y.

Appliquons le lemme du paragraphe précédent. Tout d’abord, en
développant le numérateur suivant les puissances de z — a et
Y — ¥1, nous ne devons pas avoir de terme du premier degré, ce
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qui donne immédiatement

o(y1) r(p1) p(r1) —29(r1) (1) = 0,
—aag( 1) e(y1) (1) + ar(y) () + Qla, y1) = o,

|
‘r

équations qui déterminent les valeurs de () et v(y1); pour que
les équations fussent incompatibles, il faudrait que

do(y1)g () — 1) =0

condition qui n’est pas remplie, car elle exprime que les tangentes
au point double sont confondues.
Nous devons ensuite former le polynéme homogéne du second
degré en & — a ety — y, qui donne au nu mérateur I’ensemble des J
termes de moindre degré. En I'égalant a zéro, on forme ainsiune ‘

; : y—y :
équation en —(;’ , dans laquelle la somme des racines aura une
X —

valeur donnée. Or, dans cette équation, le seul terme dépendant de
‘ =(y) se réduit a
2/(o— 1)?(.}’1 Y7 ( 1),

qui se trouve dans le coefficient du produit (z — a) () — ¥ )- La

valeur de =( y,) sera donc elle aussi déterminée si nous nous don-

i | nons, arbitrairement d’ailleurs, p/(y ) et Yi(pu)s 2

ol Nous avons maintenant a écrire les équations relatives aux
‘ autres points de rencontre de z = a avee J = o; il suffira de con-
| sidérer I'un d'eux : soil (@, 7). Nous devons écrire que la courbe

i | obtenue en égalant a zéro le numérateur de (16) passe en (a, y2)

il el est tangente en ce point a la courbe f. On devra donc avoir

;l \ ' d’abord

' v(y2) — r(y2) p(ya) = 0;

et, en écrivant ensuite la condition de contact, on voit que le seul

(z —a) et se réduit a
(2 —1)m(y2) 02— y1)2 9'(ra)-

On se donnera donc pour v(y2) et () deux valeurs satisfai-
sant 4 la condition écrite plus haut, et on se donnera tout a fait
arbitrairement v/ (2 ) et p/( 72) qui figureront dans l'expression

\ terme contenant le polynéme =(y) figure dans le coefficient de
] du coefficient angulaire. La valeur de m(),) sera alors comple-

tement délerminée.
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En résumé, on voit que les polyndmes w(» ) et v( ) se trouvent

déterminés par leurs valeurs et celle de leurs dérivées pour y = y,

sy «« «3 ¥m_1; €t le polynéme () est déterminé par ses valeurs

pour ces mémes quantités. La réduction cherchée peut évidem-
ment étre effectuée d’une infinité de maniéres.

16. La réduction est donc faile dans tous les cas pour les inté-
grales du second type

J (@—ayf; A

en supposant toutefois que la courbe ait seulement des points
doubles a tangentes distinctes. Une telle intégrale peut toujours,
par la soustraction d’une fraction rationnelle convenable en x et y,

f Rtz ) da
(z—a)fy’

R désignant encore un polynéme.

étre ramende a l'intégrale

On peut d'ailleurs supposer que le polynéme R (z, ) ne ren-
ferme » qu’au degré m —1 au plus, si l'on se sert de 'équation
J(z,7)= o pour faire disparaitre les puissances de ) supérieures
a m—1. Ordonnant alors R(x, ) ainsi réduit par rapport aux
puissanccs de ek (o)l voit que cette intégralc se rameéne en
définitive 4 une intégrale du premier type et a la suivante

R(y)dz
A=A

olt R(y) est un polynéme en y seul, de degré m — 1 au plus.

IV. — Intégrales des fonctions rationnelles de sinz et cosa.

17. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des intégrales de dif-
férentielles algébriques; on rencontrera souvent, dans les applica-
tions, des intégrales de la forme

ff(sinm, cos@) di,

/ étant une fonction rationnelle de sinz et cosz. Ces intégrales se
S o 5
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raménent immédiatement a des intégrales de fonctions ration-
nelles : si I'on pose en effet

:Z..—- /
tang: =9,

on a, comme on sait,

12

. 2 I— ¥?
sine = —*—» cos® = =0
[E=t=iis L=t

d’autre part, de la relation entre x el y, qui peut s’écrire

x = 2arc tangy,

on tire

Aprés ces substitutions, notre intégrale prendra donc la forme

[Fo) @,

F étant une fraction rationnelle de .
On peut ramener d'une autre maniére I'intégration i celle d'une
fraction rationnelle : en posant

eri— 3z,

on a, d’aprés les formules d’Euler,

B2—1

sing =

LX)

213

on aura de plus
dx = (—[—;,
Zl
nous aurons done encore, aprés les substitutions, a intégrer une
fraction rationnelle.

Comme exemple de la premiére méthode d’intégration, calcu-
lons I'arc de la parabole. Soit y*= 2p=z 1'équation de la courbe
rapportée a son axe el la tangente au sommet. Exprimons les
coordonnées z et y d’un point arbitraire de la courbe a l'aide de
I'angle « que fait la tangente en ce point de la courbe avec l'axe

des z. On a
p

5 = bl
2tang?a A tangao
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et I’on trouve de suite

n2 o2
ds? = da?+ dy*= !— .
sin® o

Nous allons compter I'arc & partir du sommet : ds et do seront de
signe contraire. Nous aurons donc

[‘l da
s=—p ey,
].,.~ sinda

2

Pour calculer cette intégrale, posons

| &

tang — = ¥

~

il vient alors

e iy

/ 4y

S :7})
dont I'intégration estimmeédiate

= [ (o D)y =p(f 5 —tlogy Lo
isllbensse il e s oy
et, en remplagant y par tangg,

P (cos'x TR o
SER e e e L O SR AT O e
2 \ sinZa 2 25

18. On peut modifier la seconde méthode d’intégration de
fagon & présenter cette théorie sous la forme la plus élégante.
(Vest ce que fait M. Hermite dans son Cours d’Analyse, et ce
que nous allons indiquer rapidement d’aprés lui.

Reprenons I'intégrale

ff(sinx, cosz) da.
En remplacant sinz et cosz par leur valeur en fonction de
Z— g% on a

J(sinz, cosz) = P(3),

P étant une fonction rationnelle de z. Nous allons chercher
mettre P(z), considérée comme fonction de z, sousla forme la
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plus favorable pour l'intégration. En décomposant P(z) en frac-
tions simples, nous avons

Pa)= (e Doe + D=t

=(z) étant un polynéme; on voit que le second terme provient
de la racine z= o0 qui pourrait se trouver au dénominateur de
P(z), et que nous mettons ainsi en évidence. Les aulres racines
sont différentes de zéro. Posant alors

a = eie,
nous avons d’'abord

I 1 e—0L r—
= — = —1—zcot )
b () (il (2 2 2

conséquence immeédiate de la relation qui donne cotx en fonction

de e%t. Les termes
2 (a — a)“

2 4 i r — o
se présentent maintenant sous la forme d'un polynéme en cot —

Cette forme est peu favorable a I'intégration; mais nous pouvons

oL . .
en fonctions [i-

2 e i T —
exprimer les différentes puissances de cot

S x—u e,
néaires de cot et de ses dérivées. On a en effet, pour la se-

conde puissance,

q dcotw
col2x = —1— ———-
dx

Supposons d’une maniére générale que l'on ait jusqu'au rang n

k=n—1

dkcota
cothx = E Cp———>

dak
J 1]
les C étant des constantes; il en sera de méme pour cot?™! z. Déri-
vons en effet les deux membres de l'identité précédente : on aura

k=n—1

ncotr—la(—1—cot?z) = E Cr

=0

di+lcota
dapl+1 ?
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or, cot®™ !z s’exprimant comme il a été dit, la méme propriété
subsistera, d’aprés cette relation, pour cot®*!z.
us av . aprés ces réductions
Nous avons done, aprés ces réductions,

r—a
k=n—1  Jk
A A, A - °°"( 5 )
—_ —_— L —— =0+ By ——————42
z—a (z—a)? (52— a)r dzk

=

Si I’on multiplie cette expression par dz, et qu’on veuille inté-
grer, Uintégration sera immédiate, car la seule quadrature a effec-

(H =)
j cot = i
2

e

fuer sera

% ’ A oL
qui est égale & 2log sin =

Pour toutes les racines « différentes de zéro, on fera un calcul
analogue. Il reste donc seulement a considérer les Lermes

- B”.
EES) E 2

mais, en remplacant z par cosz - i sinz, cetle expression prend
la forme

E (ancosnz + B,sinnz),

dont I'intégration est immédiate.

Ces généralités nous suffiront; je renverrai, pour les applica-
tions, au Cours d’Analyse de M. Hermite, oti le lecteur trouvera
les développements les plus intéressants sur cette méthode de ré-
duction.
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CHAPITRE III.

INTEGRALES CURVILIGNES.

I. — Définition des intégrales curvilignes.

1. C’est la notion de la somme simple d’éléments de la forme
S(z;) dz; quiajoué jusqu’ici le role essentiel; nous allons cher-
cher a la généraliser. Commencons par une extension qui, tout en
n’impliquantaucuneidée nouvelle, nous sera trés utile dans la suite.

Considérons une fonction P(z, y) des deux variables z et y et
prenons dans le plan (O 2, Oy ) deux points « et 3 de coordon-
nées (a, A) et (b,B) : on les joint par une courbe C ( fig. 2).

P : 5
Divisons l'arc «f en un certain nombre d'intervalles par les

points de subdivision ay, o, ..., a,_; dont les coordonnées seront
(1, 1)(@2,Y2) - (Zn_1,¥n_1); nous formons la somme

Pla, A)(z1— @) +P(@1, y1) (22— 21) +. . .+ P(@p—1y Y1) (b — Zn—1),

tout & fait analogue, comme on voit, a celle qui nous ‘a conduit
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a l'intégrale définie, avec la seule différence que la fonction P ne

‘

dépend pas seulement de 2, mais aussi de y. |
Quand tous les intervalles (o ;) tendent vers zéro, leur J|

\‘\

nombre augmente indéfiniment, cette somme tend vers une limite.
"Pour s’en rendre compte, on pourrait répéter les raisonnements
faits au début; il est plus rapide de ramener cette somme aux
sommes jusqu’ici considérées. Prenons le cas le plus simple ou la

SN i
courbe af est telle qu'a chaque valeur de x correspond une seule {
valeur de y. Soity = ¢(z) 'équation de cette courbe , B
b. En posant J

|
1l
1]

nous

supposons la fonction ¢(z) continue de a a
P[z,o(z)] = F(z), la somme précédente n’est autre chose que ;

F(a)(zi— a) + B(z)(za— 1) +- - .+ F(2p—1) (6 —Zn—1);

elle a, par conséquent, pour limite l'intégrale définie

; :
[ Pz, o(z)] dz. {

L]

Cette intégrale se représente par le symbole

[ Pz, y)dz; i
AV l

on dit que c'est une intégrale curviligne prise le long de la

courbe C depuis o jusqu’a 3. Pour que cette intégrale ait un sens, |
- ~ . A . \
il ne suffit pas de donner les points extrémes o et 8, 1l faut en
outre indiquer le chemin suivi pour aller de o a (3.

Il peut arriver que la courbe joignant o a [ soit rencontrée en

Fig. 3.

(0]

lus d’'un point par une parallele & 'axe des 3. Nous parta-
[ I J

1

|

gerons alors I'arc de courbe en un certain nombre de parties ;
i

1
|
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pour lesquelles a chaque valeur de # ne correspondra qu'une va-
leur de y. Les extrémités de ces arcs seront les points ou la tan-
gente a la courbe est parallele a Oy. Prenons, par exemple, la
Jig. 3. 1l y aura sur I'arc («3) un pointy ol la tangente est paral-
lele & Oy. L'intégrale de o & v se calculera comme plus haut et
pareillement celle de y & 3; mais, dans le second cas, la fonction
Y = ¢(x) a substituer dans P ne scra pas la méme que dans le
premier.

2. On définira de méme l'intégrale curviligne
[ Q@) dy,
Je

prise le long d’un arc C et dans laquelle la variable de sommation
est . Elle est la limite de la somme des éléments
Qe A) (1 —A) + Qo ¥1)(ya— 1) +- - -+ Q(@n—ty Fr1)(B—yn—1),
et les mémes considérations serviront a la ramener 2 une intégrale
définie.

On peut indiquer pour I'intégrale curviligne une méthode de
calcul plus générale dont nous ferons fréquemment usage.

Soient

z=f(t), y=29(1),

les coordonnées d'un point quelconque de la courbe exprimees en
fonction d’un paramétre ¢. Ces deux fonctions seront supposées
des fonctions continues de ¢; quand ¢ variera de £, & ¢, le point
(2, ) décrira I'arc de courbe C. Admettons en outre que les fone-
tions f(z) et o(¢) aient des dérivées f'(¢) et o/(¢) et que ces
dérivées soient des fonctions continues de ¢, sauf peut-étre en un
nombre limité de valeurs de ¢, pour lesquelles £/ (¢) et ¢'(¢) pour-
ront passer brusquement d’une valeur finie & une autre valeur
finie. Dans ces conditions, si I'on se reporte a ce que nous avons
vu relativement au changement de variable dans les intégrales
définies (§ 11, Chap. I), et aux discontinuités possibles (§ 7,
Chap. T) dans les fonctions que 'on intégre, il est clair que l'in-

tégrale curviligne °
f Pdx,
(
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J prise le long de la courbe C, s’exprimera, en prenant ¢ comme va-
riable de sommation, par P'intégrale définie ordinaire
) 1 5

ty
[P0
/1,

En admettant comme possibles les discontinuités indiquées de
J'(¢) et ¥/(¢), nous pouvons avoir des courbes présentant des
points anguleux ou la tangente change brusquement de direction;

c’est pour avoir plus de généralité dans les courbes employées que

nous avons fait cette hypothése.

3 - Les intégrales curvilignes les plus importantes et dont nous au-
rons le plus souvent a nous occuper se présentent sous la forme de
la somme des deux intégrales précédentes

fl‘(_:r,,y) doe + Q(z, y)dy.
G

Sil'on emploie comme précédemment le paramétre £, celte in-
tégrale pourra s’écrire

f ‘i_l’(f,'?)f'f&f Q(f, )] de. »

1,
II. — Condition pour que lintégrale curviligne f Pdr + Q dy
ne dépende que de ses limites.

3. Nous allons nous proposer une question d'une grande impor-
tance pour I’Analyse et pour la Physique mathématique. Je suppose

que nous ayons dans le plan une région limitée par un seul con-
tour, et que, dans cette région, les fonctions P(z, ) et Q(z,y)
soient continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier
ordre. Il est entendu que le point (z, ») ainsi que les courbes

- que nous aurons a tracer ne sortiront pas de la région envisagée.
Posons-nous le probléme suivant :

Quelle condition devront remplir les fonctions P et Q pour
A’
h que l’c'nzégralef Pdxz + Qdy prise le long d’une courbe
A

f quelconque tracée entre deux points arbitraires A et A/ ne dé-
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pende pas du chemin suivi, mais seulement des coordonnées de
ces deux points.

il Pour trouver cette condition, nous allons avoir recours a une
méthode d’une extréme généralité en Mathématiques et qu’on a
appelée la méthode des variations. Ce ne serait pas le lieu de ‘}
Pexposer 1ci en détail. Bornons-nous aux remarques sulvantes
dont nous aurons a faire usage.

Soit y = f(«) I'équation d’un arc de courbe joignant le point
A de coordonnées (@, b) au point A’ de coordonnées (<, 0'). On
peut considérer la courbe précédente comme faisant partie d'une
famille de courbes dépendant d’un paramétre arbitraire o et pas-
sant toutes par les points A et A’, la courbe donnée correspondant
a la valeur «, de ce paramétre. Telle est, par exemple, la famille de
courbes

(1) ¥ = f(@) + (a—a0) (z — a) (2 — a)g(, @),

o(x, o) étant une fonction continue quelconque de z et de a. Ceci
posé, formons l'intégrale curviligne de A en A’ sur une quelconque
de ces courbes; cette intégrale sera, en général, une fonction de
a, puisqu’elle variera avec la courbe. Si nous supposons, comme
dans le probléme proposé, que l'intégrale ne dépende pas du che-
min, celte fonction de « devra se réduire & une constante.

Nous allons avoir, dans la suite, & prendre des différentielles par
rapport & z et par rapport a «: les premieres seront représentées
par la lettre d, et les secondes par . La différentielle par rapport
4 o d'une fonction S (z, «) est souvent appelée la variation de cette
fonction. Il est clair que 'on aura ¢ 85 = 3 dS, puisque I'on peut
intervertir 'ordre de la différentiation, les deux variables z et o
étant indépendantes; I'égalité précédente exprime simplement

o s aun s 028
I'identité S air

Revenons a 'intégrale
a'
I :f Pdz + Q dy,
a
prise en faisant varier z de @ en @/, y étant définie par I'équa-

tion(1), et calculons sa différentielle par rapport a o, c’est-a-dire sa
variation ol. Sous le signe d’intégration P, Q et dy sont des fonc-
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tions de ¢, puisque y est fonction de 2 et o. Appliquons la régle
de la différentiation sous le signe somme : ce qui nous donne

a’
ol :f 6P dz + 8Q dy +— Q 8 dy.
a

Or

et, comme nous 'avons dit,
8 dy = ddy;

nous pouvons donc écrire

- a’ > 10 a
ol —f (‘)I Ao = cfy-) oy —:—f Qdsy.
(23 ("J/ d.:l, - AL ;

Inlégrons par parties celte derniére intégrale; nous aurons

a' g — ! a 0 0 :
[I Qdoy =(Qdy)t — [ (3—; dx + o3 d}') oy.
“a T

e dui,

Or 6y est nul pour =@ et pour z = &/, puisque toutes les
courbes de la famille (1) passent en A et en A’. [l reste done pour

4 ) o : A
ol, en remarquant que les termes en % disparaissent d’eux-mémes,
X & OP dO N
ol = [. (— = —Q) oy dx,
0y o

s

et cette quantité doit étre nulle puisque I ne doit pas dépendre
de a.
Supposons que, dans I'équation (1), ¢ ne dépende que de z. On
aura
Sy =(xz—a)(z—a)e(x) ot

Donc la variation de &l est, dans ce cas, donnée par la formule

i el oD GO e
oI_o.th (@ E)g(x)dx.

a

On intégre le long d’une courbe C de la famille (1); sur cette

apP 00 . : : A s
courbe P = doit étre nulidentiquement : car, s’il en était au-
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| trement, cette différence aurait sur la courbe tantét un signe, tan- i
tot un autre. Or o(x) est une fonction continue arbitraire qui

il pourrait étre prise de telle sorte que le produit

il { 0P :
I (\E’ r).r) 162

fit d'un signe invariable, et par conséquent ol ne serait pas nulle.
Nous aurons donc identiquement

oP _ 0Q

L)I}’ dz

sur toute courbe joignant A a A’, et par suite pour toute valeur de
' (l‘, .}')‘

Nous avons supposé, dans le calcul qui précede, quela courbe
était donnée par une équation de la forme y = ¢ (z). Il est utile
de calculer la variation de I'intégrale en supposant que 2 ety soient
des fonctions de ¢, f(¢) et o(t), définissant une courbe passant en
A et en A/, de telle sorte que, pour ¢ = fy, on ait z=a, y =20
el que, pour { = t;, on ait z = o, y = B,

Prenons, en suivant la méme idée que plus haut, une famille de

courbes ;
= f(t)+ (2 —a) (= t1) (1 —to) (% a),
y=o0(t)+(a—ao)(t—t)(t—to)y (% )
[’intégrale

4

i:f Pdz -+ Qdy

ity

aura pour variation

(4]
8l :f 8P dx +8Q dy +~Pdde + Qddy;

or ici

e ey G AN
—d' U)" Y, ) -v‘d—JvO.’Z"—i—(F 0y .

On intégre par parties, comme précédemment, les deux der-
niers termes, ce qui donne

1
f Péd de = Pdox—#‘/ dP oz,
to
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=

7
et une intégrale de méme forme pour le dernier terme. Il vient
donc finalement, en remplacant &P par
JP
dz

O 5
5[=b[ (d_; s f{%) (8y dv — bz dy).
S R x : JP (0]
On retrouve ainsi la condition necessaire, == DT:, pour que

oP
dz + 3 dy,

cette intégrale ne dépende pas de a.

5. Nous allons établir maintenant que cette condition est Suffi-
sante. Supposons que nous ayons deux courbes passanten A et en
A, et soit la premiére donnée par

T =[f(t),  y=o(t),

et la seconde par
x = fi1(t), ¥ = 212,

les points extrémes correspondant, pour I'une et 'autre, & ¢ = ¢,
[ =l i

J'envisage la famille de courbes, avec un paramétre =, définie
par les équations

o — Uy o — o
i :/ 1) — *{‘fl {
) 5 ( )oc, a ( )ag——:tl
(D=
=Ry s 55 e,

a2y et oy sont deux constantes : pour o = o, on aura la premiére
courbe, et & = a, donnera la seconde. Or, en se reportant a I'ex-
pression de oI, on voit que cette variation est nulle puisque
P 90 : ; :
= = —=. Donc I ne dépendant pas de o. aura la méme valeur
dx D“)/‘ :
pour la premiére et la seconde courbe : c'est ce que nous vou-
lions établir.

Uneremarque est nécessaire. Les courbes représentées par I'équa-
tion (2), quand on fera varier « de o, & #, se déformeront d’une

g 4

maniére continue en passant de la courbe (/, ¢) a la courbe (£, ,);
elles balayeront donc tout I'espace compris entre ces deux courbes.
Il faut donc que dans cet espace les deux fonctions P(z, y) et
Q(z, ) soient continues ainsi que leurs dérivées du premier ordre ;
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c'est bien ce qui arrivera d’aprés nos hypothéses, car, l'aire consi-
dérée étant limitée par un seul contour, deux courbes, comprises
dans cette aire et ayant les mémes extrémilés, pourront se ramener
I'une & I'autre sans sortir de cette aire.

6. Nous pouvons donner une autre forme aux résultats précé-
dents ; mais auparavant donnons une nouvelle définition. On entend
par intégrale le long d’un contour fermé une intégrale curvi-
ligne ol le point d’arrivée coincide avec le point de départ. Si la
fonction A intégrer n’est susceptible que d’une seule valeur en tous
les points du contour d’intégration considéré, celte intégrale aura
évidemment la méme valeur quel que soit le point origine. De plus
cette intégration peut étre effectuée dans un sens ou dans 'autre;
nous le préciserons de la maniére suivante en nous plagant au
point de vue plus général d’une aire A limitée par une ou plu-
sieurs courbes fermées G, (/, C". Ce sera, dans le cas de la fig. 4,
’aire intérieure & C et extérieure aux courbes C/ et C. Tracons

autour d’un point P de cette aire un élément de surface limité par
le contour . Le sens positif sur ce contour sera tel qu'un mobile
en le décrivant se’meuve dans le sens de Oz vers Oy par rapport
au point P. Supposons faintenant que le point P soit voisin d'une
portion quelconque du contour G, ¢/, C" et qu'une partie du péri-
métre y appartienne & ce contour, un sens déterminé se trouvera
alors fixé sur celui-ci, et nous le désignerons encore sous le nom

de sens positif.
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Cela posé, on peut énoncer le théoréme suivant :

L’z'mégralcfi’ dz + Q dy, effectude le long de tout contour
Jermé limitant une aire en chaque point de laquelle les fonc-
: : f : 3 i JP dQ
tions P et ) sont continues et satisfont a la relation N T

est nulle.

Ladémonstration de ce théoréme estimmédiate : il suffit de prendre
deux points A et B sur le conlour (fig. 5); 'intégrale le long de
el

P ¥ :
I’'arc ACB sera égale a I'intégrale prise le lone de 'arc AC/'B
8 8 I 5

f Pdx+ Qdy = f Pdz + Qdy.
ACR <ACB

Donc on aura
e

en prenant I'intégrale le long de ACBC/A, puisque une intégrale
Fig. 5.

() B

a (C)

curviligne change de signe quand on parcourt en sens inverse I'arc

d’intégration.

7. 1l a été supposé, dans ce qui précéde, que I'aire ot restait
le point (z, ) et ol les fonctions P et QQ étaient continues,
ainsi que leurs dérivées du premier ordre, était limitée par un
seul contour. D’intéressantes conséquences résultent encore du
théoréme établi, dans le cas o 'aire est limitée par un nombre
quelconque de contours. D’abord il est manifeste que l'intégrale
prise le long d’un contour fermé sera certainement nulle quand ce
contour pourra étre ramené a un point par une déformation con-
linue sans traverser le contour de l'aire. Si maintenant nous consi-
déronsune courbe fermée quelconque tracée dans le contour( fig. 6),
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par exemple la courbe T dans I'aire A limilée par les courbes C,
C’ et €, en général l'intégrale prise le long de I' ne sera pas nulle;
mais envisageons une seconde courbe I' qui puisse se ramener a
I par une déformation continue sans traverser aucune des courbes

Cj; les intégrales prisesle long de ' et de I dans le méme sens,

le. sens positif par exemple, seront égales, si on a dans l'aire A,

comme nous le supposons, la relation

i oF 1490

(3) W o

et siles fonctions P et Q, ainsi que leurs dérivées du premier ordre,

sont continues. Cela résulte de ce que la variation de I'intégrale est

nulle quand on passe de I & I' par une déformation continue.
Dans certains cas la déformation pourra étre faite de telle sorte

que le nouveau contour se compose de deux ou plusieurs parties

distinctes. Ainsi ( fig. 7) l'intégrale prise le long d’un contour I’

enveloppant les deux courbes limites C’ et G sera égale i la somme
des intégrales curvilignes prises le long des contours I'" et I qui

enveloppent respectivement C et C'.
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On peut en effet déformer T' de maniére a le réduire au contour
I"mnT" nm; il faut ici considérer mn comme une ligne ayant deux
bords. Les intégrales prises le long de mn et de nm se détruisent
évidemment.

III. — De lintégrale curviligne considérée comme fonction
de sa limite supérieure.

8. Pour fixer les idées, prenons un contour simple & I'intérieur
duquel les fonctions P et Q et leurs dérivées partielles sont conti-
nues et satisfont a la condition (3).

L'intégrale

(2, ¥)
P dx+ Q dy,
“a, D)
prise d’un point (@, b) & un point variable (x, y), ne dépendant
pas du chemin suaivi, peut étre regardée comme une fonction  de
z et y. Cherchons ses dérivées par rapport 4 z et . Laissant
d’abord y constant, nous faisons varier z de Az, et nous aurons
amnst
(r+Ax, y)
u(ze —+ Aw, y) — u(z, y) = P de+ Qdy;
o)

caron peut supposer qu’on va du poini («, 0) au point (2 + Az, )
en sutvant d’abord le méme chemin que pour aller en (z, ¥);
Puis, pour aller du point (2, ) au point (# + Az, y), on peul
suivre le chemin rectiligne : alors Pintégrale se réduit a

.l‘+AJ.'
[ P(z, y)dr = Az.P(z + 0 Az, ), (o< b ).

Nous aurons donc

w(zw Az, ) — u(x, y) o
Az iy

P(x + 0 Az, ),

d’ott se conclut
di

4 P a
Rl P(a, y),

el par un raisonnement analogue

o
a} = Q(&, ).
Ainsi la fonction w(z, ) a pour dérivées partielles P et Q.
P.— 1. 3 6
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Il est d'ailleurs évident que si 'on a une fonction w(x, y) ayant
des dérivées partielles P et Q, on aura

<

P 90
dy =z’
ce qui résulte des identités
021 00 o2 oP

oxdy oz’ dy dz — dy

9. Ltant données deux fonctions P(z, y) et Q(z, y) satisfai-
sant 4 la relation précédente, on peut, d'une maniére plus élémen-
taive, rechercher la fonction u(z, ) ayant ces deux fonctions pour
dérivées partielles du premier ordre. De la relation

du

= = Bz

on déduit, en intégrant par rapport a z et considérant y comme
un paramétre arbitraire,

u=f P(z, y)dz +2(y)

©(y) étant une fonction arbitraire de .

< 3o i ou : . 514
Peut-on choisir ¢( ) de maniére que T Q? On doit avoir
X

oP i
Q(w)zf 5 4o+,

Lo
oP dQ
, en remplagant = biloy — et intégrant,

Q(z, 7) = Q(z, 3) — Qwo, )+ ¢ (¥);

done

:
s = Qew )y,

“Yo

et 1l vient finalement

u ﬁj P(z, y)de hrf Q (@0, y) dy-
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Remarquons que l'intégrale curviligne

(2, )
Pdx + Q dy
“{xg, ya) i
pouvait nous conduire a4 la méme forme de u. Prenons en effet, i
pour contour d’intégration, les deux portions de droite obtenues
en menant respectivement par (2, ¥,) et par (z, ) des paralléles I
a Oy et Oz : Pintégrale sur la parallele & Oy se réduira a

.
f Qav, y) dy,
Yo

et I'intégrale sur la parallele 2 Oz a

i [ P(z, y)dz.

o

La somme de ces deux intégrales fournit bien la valeur trouvée
plus haut pour .

IV. — Exemples d’intégrales effectuées le long d’un contour fermsé. _
Racines communes & deux équations. i

10. Nous avons dit quel'intégrale effectude le long d’un contour
fermé n’était pas nécessairement nulle; prenons par exemple ['in-

tégrale
I @ dy —y dzv
2m x2 - y2

La condition d’intégrabilité est satisfaite. Cherchons la valeur
de I'intégrale prise le long d’un cercle ayant I'origine pour centre,
¢t dans le sens positif par exemple.

Nous aurons, R désignant le rayon du cercle et I'angle po-
laire,

z=Rcosl, y=Rsind;
el par suile
z dy — y dv = R? db.

L’intégrale se réduira done a

2T
L_f di =1.
29T 0
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Lintégrale prise le long de ce cercle, et plus généralement le
long de toute courbe fermée tournant une fois autour de l'origine,
sera égale a un.

11. L'intéerale précédente pouvait s’écrire
8 I

I I
— | darctang=;
2T ang x>

prenons maintenant l'intégrale

FVT
= ;’T—me‘(l(urc tang F:)’

F, et T, étant des polyndmes en z et y, ou méme plus générale-
ment des fonctions de z et ) développables, dans le voisinage de
toute valeur (2, ¥,) de z et y, en séric ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de @ — x, et )y — 7. Cette intégrale peut s’é-

I /’F, dF,— Fy dF
= - B
2T F2 3

crire

ou encore

i o) i .
(4) = S P dz + Q dy,

en désignant par P et Q les expressions

OB g OFy p 2 p OFy
P oz oz 0 Ay dy
I O e S e

ST W OBl L 50
qui satisfont évidemment & — = =-
dy oz

Considérons maintenant un contour [ermé quelconque G, pour
aucun point duquel les deux fonctions F; et F, ne s’annulent si-
multanément. L’intégrale (4), prise le long de ce contour dans le
sens positif, a une signification remarquable que nous nous pro-
posons d’obtenir. Tout d’abord sil n'y a, a Pintériear du con-
tour, aucune racine commune aux deux équations

Fl(x:y) = 0,
By, 32)i= o]
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I'intégrale sera nulle d’aprés le théoréme fondamental (§ 6). Mais
supposons qu’il y ait une ou plusieurs racines communes a ces
deux équations : autour de chacune de ces racines nous pouvons
décrire un contour et 'intégrale prise le long du contour initial
sera égale & la somme des intégrales prises le long de chacun de
ces contours.

Cherchons la valeur de 'une quelconque d’entre elles, qu'un dé-
placement d’axes permet de placer a l'origine.

Nous aurons dans le voisinage de x = 0, ¥ = o

Fi(z,p)=arx+b1y +...,
Fo(z, y)=ase + byy +...,

les termes non écrits étant de degré supérieur au premier : nous
nous bornons essentiellement au cas ou a, by — @, b, n'est pas
nul, c’est-d-dire & celui ot le point (z = o0, ¥ = 0) est un point
stmple de rencontre pour les courbes F; = o, Fy= o.

Je dis que I'intégrale ne changera pas de valeur si nous rédui-
sons F; et IV, a ses termes du premier degré. En effet concevons
qu’on intégre le long d’un cercle de rayon p ayant l'origine pour
centre, nous aurons dans I'intégrale I un terme indépendant de p,
et une partie devenant infiniment petite avec g. Le terme indépen-
dant de p n’est autre que 'intégrale I, ou I, et I, sont remplacées
par

ar+b,y et A+ bay;

la seconde partie doit disparaitre, puisque l'intégrale ne dépend
pas de g, et nous avons

D xdy — yvdz
= —_— = - )
zn‘[[kal.r + b1y )2 (s +— bay )?]

D=a b,— ayb,.

en pOS(lI’lL

Pour effectuer rapidement le calcul de cette intégrale, prenons
comme nouveau contour d’'intégration l'ellipse représentée parl'é-
quation

(a1x + b1y )2+ (s + Doy )2=1,

supposée parcourue dans le sens positif.
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L’intégrale se réduit alors a

[ — L)]—’);f.:l dy — y daz.

Mais si nous nous servons des coordonnées polaires g et 6, de
telle sorte que
i ="picosiD; S s —Tpieini0}
on aura
zdy —ydr=¢c?dd;
donc
ot i f-npﬂ do.

™ Jo

La signification géométrique de l'intégrale essentiellement po-
sitive, qui figure dans le second membre, est facile a trouver; c’est
le double de I'aire de notre ellipse. Or celle-ci a pour aire, comme
on le trouve aisément,

T

D}’
en désignant par {D\ la valeur absolue de D. Nous avons donc

D

1= —
|D|

et par suite I === 1, suivant que D est positif ou négatif.
Quant 4 D ce n’est autre chose que la valeur du déterminant
fonctionnel

OF, OF, |
o t)J/‘
OF, oF, |
o dy |

quand on substitue & z et ) les coordonnées du point racine con-

sidéré. Chaque racine pour laquelle ce déterminant est positif

donne done -+ 1 dans l'intégrale et — 1 si ce déterminant est né-

gatif. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :
Lintégrale

1 FydFy—F,dF,

[=— :
2T 1 fd

prise le long d’un contour fermé dans le sens posilif, est égale
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a U’exces du nombre des racines du systéme d’équations

F?('T:.y):OJ

, . : oF; dF,

your lesquelles le déterminant fonctionnel —- —2
I

: oxr d_)f

3 positif, sur le nombre des racines pour lesquelles ce détermi-
nant est negatif.

IF, 0T,

dy oz

; On voit 'importance du signe du déterminant fonctionnel : on
ne connail pas, du moins en général, de formule donnant pour les
deux équations précédentes le non\ﬂn‘c des racines contenues dans
un contour; mais si, quels que soient z et y, le déterminant fonc-
tionnel a un signe invariable, 'énoncé précédent permettra de
trouver le nom bre des racines. Prenons, en particulier, un poly-
noéme f(z) a coefficients quelconques; si on pose z =z - iy, on
aura
J(3)=Fy(z, y) + iFs (2, y),

F, et I¥, étant deux polynémes en « et y. Or en différentiant, par
rapport a et a y, 'identité précédente, on trouve

s s e SR Sy
AT Dz 0w
s PRI
lf(a‘-—k(l))—mr-;‘}—;—O— T}”
et par suite
oF; _ JF, oFr. . oF:
D dy > Ay P

Le déterminant fonctionnel de F, et F, se réduit a

OF,\?  /0F;\*

O ay g
et est positif; par suite 'intégrale I donnera le nombre des racines
contenues dans un contour fermé. Nous retombons ainsi sur un

import ant théoréme dii & Cauchy, que nous aurons & étudier
d’une m aniére plus compléte dans la théorie des fonctions.

SCD LYON




88 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

CHAPITRE 1V.

DES INTEGRALES DOUBLES.

I. — Définition des intégrales doubles.

1. Nous allons donner a la notion d’intégrale une nouvelle ex-
tension qui, en partant toujours de la méme idée fondamentale,
nous conduira & la notion de l'intégrale double. Soit f(z,y)
une fonction de deux variables z et y; faisons varier z entre z,
et X, et y entre y, et Y. On supposera que f(z,y) reste continue
pour toutes ces valeurs de z ¢t y. Pour passer d’'une sommation
simple & une sommation double, il est naturel de partager les
intervalles (2, X) et (), Y) comme nous 'avons déja fait; on
aura ainsi les suites

Dol 39 L TR,

AR L S oD )f_nle:
el on considérera la somme double

t—n—1 k=p=1

(1) 5= 2 2 S i) (2 — @) (Yot — Yk,

=1 k=0

en l'étendant A toutes les valeurs de ¢ et de & respectivement de
oan—1etdeoap—r1. Nous allons démontrer que, z, et X
ainsi que y, et Y restant fixes, si fous les intervalles xi\— @i
et yrp — Yk tendent vers zéro suivant une loi quelconque a
mesure que leur nombre augmente indéfiniment, I expression
précédente a une limite déterminée.

Une représentation géométrique facilitera le langage (/ig. 8):
prenant deux axes de coordonnées rectangulaires, nous menons les
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droites # = 2y, # = X et =y, » = Y qui forment unrectangle
MNPQ (on suppose z, << X et y,<<Y). Ce rectangle sera divisé

par les droites correspondant aux subdivisions zy, za, ..., 2, ,,
Fig. 8

y
Y 9 [ P

e ‘." I
yn J lr_j
Yo T o T —’\
0 Tg T Tjyq X D

et 4, Y2y -+, ¥p_s en un réseau de rectangles plus petits. Soit
le point o de coordonnées (a;, y4); jappellerai rectangle cor-
respondant a ce point, le rectangle ayant ce sommet et ayant pour
cOLés xiyy — 27 et Vi — ¥4 Pour former la somme S, on envi-
sage donc tous les points (z;, ¥4), on prend la valeur de la fonction
en ce point, on la multiplie par 'aire du rectangle correspondant,
et on fait la sommation.

2. Pour démontrer le théoréme annoncé, nous devons établir
un lemme analogue a celui qui nous a servi dans la théorie de I'in-
tégrale simple. Rappelons d’abord la définition de la continuité
d’une fonction f(z,y) de deux variables. Une telle fonction est
continue dans le voisinage d’un point (a, b), si, étant donné un
nombre positif ¢ aussi petit qu’on veut, on peut déterminer une
quantité positive ¢, telle qu’on ait

| (7" ) —Flzp) | <=

.

pour tout point (', »') dont les coordonnées satisfont aux inéga-
lités
o=l <o, 0 ld=ny et
Ceci posé, dans 'hypothése ot la fonction f(z, 5 ) est continue
dans le rectangle indiqué, on pourra énoncer le lemme suivant :
Etant donné un nombre ¢ aussi petit quon voudra, on peut




e ———
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trouver une quantité ¢ telle qu'a l'intérieur de tout rectangle,
de cétés paralléles aux axes, compris dans le rectangle MNPQ
et ayant ses cotés moindres que o, l'oscillation de la fonction
Sz, ) sait moindre quee.

Nous entendons encore par oscillation de la fonction dans une
aire la différence entre le maximum et le minimum de la fonction
dans cette aire. Ce lemme est une conséquence immédiate de la
continuité de la fonction f(z,y) a Pintérieur du rectangle; on le
démontrera en raisonnant comme au § 2, Chap..I. Partageons
MN et MQ en un certain nombre de parties égales, puis de la
méme maniére chacune de ces parties et ainsi de suite. On décom-
posera ainsi le rectangle MNPQ en un réseau de rectangles égaux
de plus en plus petits; il arrivera un moment ou l'oscillation de la

fonction dans chacun de ces rectangles sera inférieure a -- Si, en

N ®

effet, il en était autrement, on aurait nécessairemenl un premier
rectangle dans lequel I'oscillation serait supérieure a —, puis dans
celui-ci un second, et ainsi de suite. Ces rectangles sont compris
les uns dans les autres et leurs dimensions tendent vers zéro; ils

ont done nécessairement un point pour limite. A Pintérieur d’un
rectangle de dimensions aussi petites qu’on voudra autour de ce

point limite,l’oscillation de la fonction serait supérieure a 5: ce qui

est en contradiction avee I'hypothése de la continuité de la fone-
tion. Raisonnant alors comme dans le cas d'une fonction d’une
variable, on voit qu'il suffit de prendre pour & la plus petite des
dimensions des rectangles, quand I'oscillation dans tous ces rec-

. riia Cre i
lang]es est devenue 111f'er1eure a ;

3. Nous pouvons aborder la démonstration de I'existence de la
limite. Prenons d’abord une loi particuliére de subdivision, pour
laquelle on passera d’'un mode de subdivision au suivant en con-
servant toujours les lignes de subdivision précédentes. Dans ces
conditions, désignons par M; ; le maximum de la fonction f dans
le rectangle correspondant au point (z;, 37%), et formons la somme

(2) 22 MI,A-(‘TH-: — ) (Vir1— Vi)
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Cette somme aura certainement une limite quand les rectangles
tendront vers zéro en suivant la loi indiquée. En effet, elle ne peut
que diminuer quand on passe d’'un mode de subdivision au sui-
vant, et, d’autre part, elle reste supérieure a

m(X — z) (Y — yo),

en désignant par m le minimum de f(z,y) dans le rectangle
MNPQ. Soit donc p. la limite de 'expression (2). Revenons a la
somme S : elle aura dans les mémes conditions la méme limite. En
effet, on peut prendre un mode de subdivision assez loin dans la
suile, pour que, dans tout rectangle (7, k), on ait

| M — flos, ye) | <&t

il suffira que les cd1és de tous les rectangles soient inférieurs i 3
(d’aprés le lemme). Les sommes (1) et (2) différeront alors de
moins de

e Y (@eri— @) (yeri— ) ou e(X —a0) (Y — yo);

el, comme ¢ est aussi pelil que I'on veut, il en résulte que S a
pour limite.

4. Il nous faut maintenant démontrer qu’il y aura toujours une
limite égale & 1, quelle que soit la loi de subdivision adoptée.
Nous allons comparer, i cet effet, lasomme S correspondant a un
mode de subdivision (2, y) pris dans la loi précédemment étu-
diée, avec la somme S’ correspondant & un mode quelconque de
subdivision que nous désignerons par (z, ¢£). Nous donnant a
'avance un nombre ¢ aussi petit qu’on voudra, prenons un mode
de subdivision (2, y) assez loin dans la série pour que chacun
des intervalles ;4 — a; et ¥ry1 — ¥k soil moindre que d; suppo-
sons d’autre part les intervalles (z, ¢) assez petits pour qu’entre
deux z et entre deux y consécutifs il y ait au moins un z et un ¢.
Au rectangle (7, k) correspond dans la somme S le terme

S@s yi)(@ipr— 20) (Y ir— Vi)

Ecrivons, d’autre part, la somme S’ en décomposant chaque
rectangle (=, ¢) empiétant sur plusieurs rectangles (2, y), en une
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somme de rectangles contenus chacun tout entier dans un seul
de ces rectangles. Nous pouvons alors comparer la part de la
somme S' provenant du rectangle (7, &), 4 la part de la somme S
provenant du méme rectangle. Comme la valeur de la fonction f
a associer a chacun des rectangles partiels formant le rectangle
(Z, k) est la valear de cette fonction pour un point situé dans un
rectangle (z, y) limitrophe du point (Z, k), il s'ensuit que cette
valeur différera de /(24 y4) de moins de ¢; par suite, la différence
des deux parts considérées de S et S' sera moindre que ¢ multi-
pliée par la somme des aires des rectangles partiels, c’est-a-dire
e( @it — 2¢) (Yt — Fk )
Nous en concluons que

| S"—8 | <e(X—a)(Y —yq).

Or S a  pour limite; il résulte de I'inégalité précédente que S’
aura laméme limite, comme nous voulions I'établir. On représente
cette limite par le symbole

If://( xz, y)dzdy;

il rappelle que cette limite est la somme des éléments f(z, y)dz dy,
ou les deux accroissements dz et dy sont posilifs, et on dit que
celle intégrale double est étendue a I'aire du rectangle MNPQ.

5. Le calcul de cette intégrale peut étre fait en effectuant suc-
cessivement la recherche de deux intégrales définies. En effet,
écrivons la somme

DX S @iy i) (@is1— @) (Fhrs— )

sous la forme

2 [U’HI—.}%)E S (s ye) (@i — T:‘)] )

7

el faisons tendre tous les intervalles (z;,, — @;) vers zéro en lais-
sant d’abord les y constants. La somme dans la parenthése

deviendra
X
[ @y e,
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et, en substituant et faisant tendre les intervalles (¥ kg1 — yr) vers
z€ro, nous aurons enfin

¥ X
dy f itz pde!

=0
X
En effectuant la premiére intégration [ S(z,y)dz, onregarde
iz

 comme un simple paramétre : le résultat est une fonction de y,
qui, multipliée par dy, est intégrée entre ¥ et Y. On aurait pu faire
les intégrations dans I'ordre inverse, et le résultat etit été

’

X ~

b Y
[ e [ fap)ay,
vy Yo

qui doit ayoir la méme valeur, puisque la loi suivant laquelle les
intervalles tendent vers zéro est indifférente. On n’oubliera pas que
les quatre lettres 2y, X, 5, Y représentent ici des conslantes.

6. Telle est la premiére généralisation de U'intégrale définie qui
s'offrait immédiatement; la forme géométrique que I'on donne a
cette notion, en parlant d’intégrale double étendue & aire d’un

Fig. g.
y |
[t
Sk ~
3 2N
i \
(e ]
/- |
o /
| P q ~
i b — L
~
\ m| _~In
‘-—___/’
1] z

rectangle, inspire une généralisation plus étendue. Prenons en
effet, au lieu de I'aire d'un rectangle, une aire plane quelconque
limitée par une courbe C ( fig. g), el tragons dans le plan une suc-
cession de paralleles a Oz et & Oy. Nous rangeons encore, par
ordre croissant de grandeurs, la succession des abscisses des pa-
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ralleles & Oy, ct des ordonnées des paralleles a Oz. Nous aurons

ainsi un réseau de rectangles : le rectangle (7, k) sera, comme
plus haut, celui qui correspond au point (&;, y) et qui aura pour
cOLés z; — @, et ¥py — vk Formons la somme

(3) ZEJ"(@":‘: Vi) Bivr — T)(Frr1— Jke),

\

1‘ en l'étendant & tous les points (x;, %) contenus a I'intérieur ou
i sur le périmétre de l'aire. Certains de ces rectangles, tels que mnpg,
E‘ pourront sortir en partie de l'aire limitée par G; ces rectangles
| irréguliers figureront néanmoins dans notre somme. Nous allons
} montrer que la somme précédente tend vers une limite quand tous

les rectangles tendent vers zéro suivant une loi quelconque.
8 | [

Prenons encore, pour commencer, une loi particuli¢re de sub-

division, pour laguelle on passera d’'un mode de subdivision au
) I
suivant en conservant toujours les lignes de subdivision précé-
dentes. Nous désienons par M; ; le maximum de la fonction f dans
el E]

le rectangle (¢, k), et nous envisageons la somme

(4) EE M; (@1 — i) (Vi1 — Vi)

On voit immédiatement, comme plus haut, que cette somme a
une limite quand les rectangles tendent vers zéro suivant la loi
indiquée. Elle ne peut en effet que diminuer quand on passe d’un
mode de subdivision au suivant, et méme pour les rectangles irré-
guliers la diminution de la somme pourra provenirde ce que laire
A envisager se trouve réduite. D’autre part toutes ces sommes sont

’”22 (Zirr—20) (Vi1 — Vi)

en désignant par m le minimum de f(z, y) dans l'intérieur d'une

supérieures a

courbe fixe extérieure & C et s’en rapprochant d’ailleurs autant

qu’on veut. Or, si m est positif, la somme (4) sera positive. D’autre f
part, si m est négatif, cette somme sera supérieure a m R, en dési-
gnant par R l'aire d'un rectangle quelconque comprenant a son in-
térieur la surface entiére limitée par C. Dans 'un et 'autre cas, la
somme (4) décroissant toujours et supérieure a une quantité fixe '
aura bien une limite p. Il en sera de méme de la somme (3), I
comme le montre le raisonnement fait & la fin du § 3.
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& i

7. Nous achéverons cette étude en montrant qu'il y aura tou-
jours une limite égale a 1, quelle que soit la loi de subdivision J
adoptée. Une petite difficulté se présente seulement pour les rec- |
tangles irréguliers que nous n’avions pas a considérer au § 4. ‘
Raisonnant de la méme maniére et employant les mémes notations, ‘
nous voulons trouver une limite supérieure de | S'—S | . Or,
les rectangles réguliers donnent pour cette différence une part

«-EE (i1 — @) (Y1 —Y k),

la sommation ne comprenant ici que les rectangles réguliers. Cette

égale au plus &

expression est moindre évidemment que eR (§ 6). Désignons par
M le maximum de f'; les rectangles irréguliers donnent dans S et ;
dans 5" une part inférieure au produit de M par la somme des
aires des rectangles irréguliers : désignons cette derniére par s,
nous aurons

['§'— 8§ | <eR aMs.

Si donc nous démontrons que la somme s des aires des rec-
tangles irréguliers tend vers zéro quand tous les rectangles ten-
dent vers zéro, motre démonstration sera achevée, puisque
I'inégalité précédente nous montre que S'— S aura zéro pour li-
mite. .

Pour établir que s tend vers zéro, considérons deux paralléles J

Fig. 10.
1

conséeutives a 'axe des y, et soit @b un des arcs qu’elles décou- |
pent sur la courbe G ( fig. 10). Plusieurs rectangles irréguliers ‘

pourront étre traversés par I’arc @b : il y en aura ¢rois dans le cas
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de la figure. La somme des aires de ces rectangles sera égale @ leur
hauteur commune %, distance des deux paralléles, multipliée par
la somme mn de leurs bases. Nous supposons d'ailleurs les cotés |
de tous les rectangles moindres que 8; donc mn sera moindre
que 28 augmenté de Ia projection de la corde ab sur O y, et cela
quel que soit le nombre des rectangles. Nous pouvons alors dire
que la somme des rectangles envisagés est moindre que

h(za—;—ﬂ);

e 232 I +2hﬂ

et, par suite,

ou, puisque /o <o
SRR )

(=

G o,PE kot 82&7}.

()rE / est finie; car, en désignant par A le nombre de fois maxi-
mum qu’une paralléle a Paxe 0Oy rencontre la courbe G, et par {
la distance des paralléles extrémes & O) rencontrant la méme

E Pl

D’autre part, la somme des cordes ab est finie; en effet, la somme
de leurs projections sur Oz est moindre que /), et la somme de
leurs projections sur Oy est moindre que /N, en désignant par N
le nombre de fois maximum qu'une paralléle 4 Oz rencontre la
courbe C, et par £/ la distance des paralleles extrémes 4 Oz ren-
contrant cette courbe. Il en résulte

Zﬂ<n\ L e

s, étant le produit de & par un facteur qui reste fini, tend done
vers zéro quand tous les rectangles tendent vers zéro.

On pourra établiv d’une maniére plus rapide que s tend vers
zéro si 'on suppose que l'on puisse construire deux lignes poly-
gonales fermées, I'une intérieure, 'aulre extérieure & la courbe, et
telles que l'aire comprise entre ces deux lignes soit inférieure & un
nombre ¢ donné A l'avance aussi petit que I'on voudra. Tous les
rectangles formant s, si les subdivisions sont poussées suffisamment

courbe, on a
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loin, élant compris dans cette aire, la somme s tendra vers ZEro.
Comme on s’en rend compte aisément, on pourra obtenir des lignes
polygonales remplissant les conditions énoncées plus haut dans le
cas ou le contour est rencontré par toute droite en un nombre li-
mité de points; cette derniére condition n’est d’ailleurs pas né-
cessaire.

[existence de la somme (3) est done complétement démontrée.

J'ajoute qu’au lieu de la somme (3) on peut considérer d’une
maniére plus générale la somme

22 S (& yi) (@ — @;) (Vhr1—yr),

ot z; et y; sont les coordonnées d'un point quelconque situé
dans le rectangle (7, &) ; la limite est la méme. En effet, f(z;, )
différe de f(zi yx) de moins e, s1 les dimensions des reclangles
sont moindres que 8 ; les deux sommes différant de moins de

EEZ (Zivs — @) (Y rar— 3

auront la méme limite.

Le calcul de cette intégrale pourra s’effectuer comme il suil.
Supposons, ce que l'on peut toujours faire par un partage d'une

=

5

0

() s B e

A T

aire en'plusicurs autres, que la courbe C soit seulement rencon-
trée en deux poiuts par une parallele & Oy (fig. 11). Effectuant
d’abord la sommation en laissant 2 constant, nous avons, pour
chaque accroissement dz,

az [ f(m ) dy.

Yy,
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en désignant par 37, et y. ()7 > ys) les ordonnées des points de
rencontre avec G d’une paralléle & Oy d’abscisse z. Sommant en-

SL]lllt‘. yar rapport a #, nous aurons
|

. 2 (" sy,

o

@ et A étant deux constantes qui représentent les abscisses des pa-
ralléles extrémes & Oy, rencontrant la courbe. On remarquera
que les limites ), et y, de la premiére intégrale sont au conlraire,
en général, des fonctions de 2. On aurait pu effectuer ces somma-
tions dans un autre ordre, mais les limites eussent été tout autres,

i 5 : sk 3
ce qui eiit donné pour expression de I'intégrale

B A e
[ dy / S (@ y)de,
/b o,
a; et z, désignant les abscisses des points de rencontre avec G
d’une paralléle & Oz (2, << x,), b et B désignant les ordonnées ex-
trémes.

Arrétons-nous sur le cas simple ot f(2,)) =1; on a alors I'in-

f [ dx dy ;

tégrale double

sa valeur sera donnée par
A A 4

/ dzx ;(@f = [ (y2—o1) d.

Ya izl @

On reconnail la I'expression de 'aire, donnée par une intégrale
simple. L’aire limitée par une courbe C peut donc étre considérée
comme la limite de la somme des aires des rectangles élémen-

laires dx dy.

1I. — Changement de variables dans les intégrales doubles.

8. Soit a effectuer sur z et y le changement de variables

]
[
o

=
@
&
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Nous supposons que cette transformation établisse une corres-
pondance uniforme entre les points 'd'une aire A située dans le
plan (z, 5-), et une aire A’ située dans le plan (2, 8); on entend
par ld qu’a un point de A correspond un seul point de A, et inver-
sement. Il est nécessaire pour cela que le déterminant fonctionnel
df do af do

D= e
9z 0f3 B du

ne s’annule pas a lintérieur de A’. Nous supposerons donc que D
garde un signe invariable sans s’annuler.
Soit maintenant I'intégrale

// F(z,y)dz dy,

étendue a I'aire A. Une question importante se présente : Par
quelle intégrale étendue a Uaire A’ pouvons-nous remplacer
cette intégrale?

Sans nous préoccuper des limites, I'intégrale double revient,
comme nous P'avons dit, & la superposition de deux intégrales

simples
/ dy [F(2,y) da.

Au lieu de z et », prenons o ety comme variables. La premiére
intégration

/IL’I‘J) dx

suppose y constant. Si I'on prend o pour nouvelle variable au lieu
de z, on sait que, pour avoir le nouvel élément de I'intégrale, il
suffit de remplacer dz par la différentielle de 2 en fonection de la
nouvelle variable . Or on a

z = f(a, B), st
et ( est lié par o par la relation
Yy =o9(aB8),

ou y est a considérer comme une constante, Nous aurons donc

f of
i z—){;tlj—;gdﬁ,
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avec
du 0%
0= rZot—i— d@ dp, '
ce qui donne i
d
dz =D -i 5 l\
99 |
a8 |

[’intégrale double devient alors

B(z, y)D wl F('r 'MD
——-?-—-— dy dx =
9B

Laissons maintenant « constant et prenons [ﬂ comme variable
indépendante au lieu de y ; nous aurons

9
dy = 5t dB,

et par suite notre intégrale se réduit a

f F(f, 0) D de dp.

Signalons tout d’abord une difficulté qui résulte du dénomina-
l.eur%inl;roduit dans les calculs. Or ce dénominateur disparait ‘
dans le résultat final; il y a donc lieu de penser que la difficulté
n’est qu’apparente. 1l en est bien ainsi, car, ;E et d_ﬁ_ ne pouvant
s’annuler a la fois, nous pouvons décomposer notre aire en aires
partielles ott’'une au moins de ces dérivées sera différente de zéro.

S 2 _rﬂ s’annule dans une de ces aires, on dirigera le calcul en intro-
duisant d’abord §3 au lieu de «, ce qui aménera le dénominateur
do . 5o A

—=, et la difficulté disparait.

oo

Les calculs précédents ont été faits sans se préoccuper des si-
gues des différentielles. Or, dans une intégrale double telle que

(5) [ F(z,y)dz dy,

étendue a une certaine aire, dz et dy sonl essentiellement posi- ?
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tifs. Pour voir nettement comment on devra prendre l'intéerale
I g

transformée, supposons F = 1; nous avons d’une part

f[dr dy,
f[f) do df.

On a donc remplacé I’élément dz dy par D dadB. Si l'on veut
que da et df3 soient aussi & considérer comme positifs, il faudra

et de lautre

mettre devant D da df3 le signe de D.

Posons e === 1, suivant que D, qui a un signe constant, est po-
sitif ou négatif ; on substituera & d dy 'élément ¢ D dad3, et dans
ces conditions Uintégrale (5) étendue & I aire A sera remplacée

/ -f"‘?i.f} ¢)e D da df,

étendue a Uaire A dans le plan (o, B).

. s Lo
par Uintégrale

9. Le théoréme précédent nous permel d’élargir notre notion
de Pintégrale double; jusqu’ici, pour I'obtenir, nous avons partagé
le plan en deux réseaux de droites perpendiculaires, et nous avons
considéré les rectangles formés par deux droites du premier ré-
seau et deux droites du second. Prenons d’une maniére plus géné-
rale deux réseaux de courbes o et 5 (fig.12), tels que, par chaque

point a l'intérieur d’une courbe G, passent une courbe et une seule

du premier réseau ainsi qu'une courbe et une seule du second.

Désignons par o l'aire d'un quelconque des quadrilatéres curvi-
5 [ 1 | :
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lignes, tels que mnpg, obtenus en tracant un cerlain nombre de
courbes de I'un et 'autre réseau. Soit (2,y) un point a l'intérieur

du quadrilatére mnpg, et formons la somme
OO
S :Z F(z,y)w.
YE(e, )

Cette somme double aura encore une limite quand tous les qua-
drilatéres curvilignes tendront vers zéro, leur nombre augmentant
indéfiniment, et cette limite sera toujours laméme intégrale double.

Pour le montrer, évaluons I'aire

(6) I../”d.r dy,

comprise entre deux courbes a et deux courbes {. Désignons par

S (e ),
Y =9(a B)

x

I

les équalions définissant les deux familles de courbes. Quand, o
restant constant, on fail vagier 3, on a ce que nous avons appelé
une courbe o, et de méme les courbes 3 correspondent 4 une va-
leur fixe de . Si nous substituons les variables « et  aux va-
riables z et y, I'intégrale (6) deviendra

/j: D da df;

donc I'élément de surface w compris entre les courbes o, o + du
et les courbes f, B - dB est égal & eD dudpB, et la limite de la
somme S n’est autre chose que

f F(z, y)eD da df,

/fl?(a', ¥y)dz dy,

cette derniére intégrale élant étendue & V'airve limitée par C.

c’est-d-dire

10. Comme exemple de changement de variables, substituons
aux coordonnées rectangulaires des coordonnées polaires. Les for-
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mules de substitution sont
z —=prcosl, )@ —oisini0:

Les courbes ¢ = const. sont des cercles et les courbes § = consl.

des droites issues de lorigine. Calculons le nouvel élément

eD dp di qui devra remplacer dz dy. Onauraici D =p,e =1, et

/-.[(/.r = [‘[p dp db.

Supposons qu'étant donnée une courbe C on ait a calculer

par suite

I’aire d’un secteur compris entre le rayon fixe OA,, le rayon va-
riable OA et la courbe. On étendra 'intégrale ] [p dp df a I'aire
de ce secteur; aire cherchée sera done
AlA ] ] A
j[pc‘[pc[ﬂ: [\ fedi) [ pdp:[ = df.
. 0, o Jy, 2

Appliquons, avee Poisson, la méme transformation al'intéerale
PR ) 8

/‘/c*-*":*)': dz dy = [ / e—P*p do df.

litendons d’abord cette intégrale au carré de centre O dont les
¢dtés sont paralleles & Oz et Oy et égaux a 2. Nous aurons

double

ainsi I'intégrale

Ay e o (] ]

=

Si l'on étend cette intégrale au cercle de rayon R ayant pour
centre I'origine, elle sera égale, en se servant des coordonnées po-
laires, a

o 8 S
dp ePpdl==(1
L)) L)

c*“:).

Or l'aire du carré considéré est comprise entre 'aire du cercle
. = .
de rayon @ et celui de rayon @ /2 ; par suile,

; )

nt
r.'*"': (_{’J' ) : Tf(l L

w(I—e-20%) > ( I_

\ &/
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Si donc nous taisons croitre @ indéfiniment, il viendra

s >
i [ e—*'dy = \/=.

| —

i III. — Applications. — Volumes et surfaces.

il 11. Comme exemple de transformation d’intégrale double, el
pour trouver en méme temps une formule importante, Jenvisage

I'intégrale
»r/OP 0Q
S (% - &)

étendue a 1'aire limitée par une courbe fermée C. Prenons d’abord
la premiére intégrale
0P
— dz dy;
a0 :

nous pouvons eflectuer une premiére intégration et ’écrire

A P
[ dslP(ys, @) —P(31, )]
i
s1 nOUS supposons, uniquement pour simplifier, qu'une paralléle
d I'axe des y, répondant a P'abscisse #, rencontre la courbe seu-
lement en deux points de coordonnées Y1 etys (11 <<ya),etsia |
et A (@ <CA) désignent’ les abscisses extrémes des ordonnées
rencontrant la courbe. Or, si nous considérons I'intégrale curvi-
ligne
/ Erdaxy
0 |
prise dans le sens positif, on aura
. A
[P dv= / [P(y1; ®) — P(ya, 2)] da.
“ G e
Nous avons donc ;
JpP :
T dedy =—: [ P daz.
. e i 3
Un calcul analogue montre que \
k
r0O i |
—Sdw dy.— [ Qidy:
[ Gawa Jea a
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d'ott la formule fondamentale que nous voulions obtenir

S5

Iintégrale curviligne étant prise dans le sens positif (§ 6, Ch. IL1).

J>fla'c]y—w—f]’ da -+ Q) dy,

On peut tirer de cette formule la condition pour que [’ mlcgra[c
curviligne, qui figure au second membre, soit nulle le long de
tout contour fermé; l'intégrale double du premier membre doit,
dans ce cas, étre nulle, quand on 1'étend & une aire quelconque,
ce qui entraine

oP  0Q
dy o

2

condition que nous avons obtenue précédemment.

Faisons une application trés particuliére de la formule fonda-
mentale, en faisant d’abord P =y, Q = o, puis P=o0, Q = z;
nous obtenons ainsi

ffd.'l,‘ (= —f} dz, /[dl" dy :fa? dy;
. G A [N

el par suite
/[daf({y: l-:—f.rd_y — y dz,
L G

ce qui nous donne l'aire limitée par la courbe C, au moyen d'une
intégrale curviligne étendue a cette courbe, et prise dans le sens
posilif. Ainsi, par exemple, si la courbe C se réduit au périmetre
d'un triangle, dont les sommets @, ., a; aient pour coordonnées
(21 710, (Z2; 2 )y (29, Ys), l'aire A du triangle sera donnée par
la formule

s EE |
I |
*'X =— | @9 9 I
[ e
B 2 Ry e ‘

ce déterminant représente en effet 'intégrale ¢ urviligne prise po-
sitivement le long du périmétre du triangle, si, en le parcourant
dans ce sens, on rencontre les sommets dans 1’ ordrc (PRl T AT

12. Passons maintenant a la définition des volumes limités par
des surfaces.
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‘
Etant donnés trois axes de coordonnées rectangulaires, O,

Oy, Oz, on considére une surface représentée par I'équation

s=f(x, y), et dans le plan Oy une aire A limitée par une
courbe C. Construisons un cylindre paralléle & Oz et ayant pour

directrice C; ce cylindre coupe la surface suivant une certaine
l ; e - FANE )

y} . courbe fermée. Le volume & définir est le volume limité par le cy-
lindre, la surface et le plan 20 y. Découpons, comme précédem-

ment, I'aire A en quadrilatéres curvilignes au moyen de deux fa-

milles de courbes « et 3, et soit w l'aire de 'un quelconque de ces

quadrilatéres; prenons dans ce quadrilatére un point (&, 7); & ce

point correspond surla surface un point par lequel je méne un 1

it plan paralléle au plan des 2y. Le volume cylindrique limité par
L ce plan, celui des zy et la surface du cylindre paralléle 2 O 5 ayant

|
|
|
I pour divectrice le périmétre du quadrilatére curviligne w, sera
i it s
| 0 /(& n). La somme de tous ces éléments

|

|

EEU}I&E, ) P

i a une limite qui sera le volume cherché. Si I'on emploie z el y
i comme variables sommatoires, ce sera l'intégrale double

‘/:[/(;r,y)clz' ay, i

On passe de la a la définition d'un volume fermé limité par une

étendue a aire A.

surface quelconque : il suffit de le considérer comme une somme
algébrique de volumes analogues au précédent.
z 1 . zry . .
Soit comme exemple 'équation 5 = ==, qui représente un pa-
C

raboloide hyperbolique tangent au plan zOy & l'origine. Si l'on
prend les plans # = a, z = A et y = b, 3 = B, le volume limité ‘
par la surface, le plan des zy et ces quatre plans sera
2)(B2—62)

4e

13. Comme autre application de la notion d’intégrale double, y
nous définirons 'aire d’une surface courbe.
Soit encore z == [(x, y) 'équation d’une surface. Sur cette
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surface nous considérons une courhe fermée C qui en limite une
partie. Que doit-on entendre par laire de cette portion de sur-
face?

Projetons la courbe C sur le plan z Q) suivant une certaine
courbe ¢, et tracons dans ce plan les deux familles de courbes
dont nous avons (iéjit fait bien souvent usage : soit w 'aire d’un
des quadrilatéres curvilignes élémentaires. Concevons le cylindre
paralléle & Oz et ayant pour directrice le périmeétre de o : il dé-
coupe sur la surface une petite courbe fermée Q ; a Uintérieur de
I"aire limitée par Q, je prends sur la surface un point arbitraire
ficsitn, €), et je méne en ce point le plan tangent & la surface.

Ce plan cou pe le cylindre suivant une courbe enveloppant une

3 Sebls : ~ %
aire =. [Faisons maintenant la somme Z = de toutes ces aires

planes élémentaires : il est aisé de voir qu’elle tend vers une li-
mite. Désignons, en effet, par F(z, ) le cosinus supposé positif,
en prenant un sens convenable, de I'angle de la normale a la sur-
face au point (z, y, z) avec Oz. On aura

puisquc 7 et w sont des aires planes. Nous devons donc sommer

D s
BiCEa)

qui aura une limile si, comme nous 'admettons, il n’y a pas, dans
la portion considérée de la surface, des points ou le plan tan-
gent soit paralléle 3 I'axe des z. On pourra représenter ceite li-

mile par Iintégrale
j‘:)f‘ dz dy
: F(z, y)

étendue & 'aire ¢, dans le plan des .
En introduisant les dérivées partielles

on aura

3
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I el par suite l'aire sera représentée par I'intégrale double

! f/ \/?jﬁ_-p gk‘-’. dz dy.

Soil, par exemple, a calculer dans une sphére ayant pour centre
I'origine et pour rayon R l'aire de la zone limitée par un cercle
| de rayon r, paralléle au plan des zy et inférieure & la demi-sphére.
| Nous nous servirons des coordonnées polaires p et § dans le plan;
U on aura alors
!} w=pdpdi;

VR — 2

e - Nous devons calculer

i

I f.devant varier de 0 a 2, et p de 0 & 7: on aura donc

1 et le cosinus de la normale, c’est-a-dire du rayon, avec Oz sera
|

2R | —C (R —y/RE—72) = 2R . }

v YR2—p2

‘ f s dp

|
en désignant par & la hauteur de la zone. : ‘
14. Nous désignerons souvent, dans la suite, sous le nom d’é/é-
i ment de la surface, I'aire plane élémentaire . On a
I

W = T COSY,

' l

1 en désignant par y l'angle de la normale i la surface avec 1'axe {
des z. Les lettres o et = onl représenté essentiellement jusqu’ici |

l des aires positives; la formule précédente suppose donc que v |

‘ désigne un angle aigu. Si dans le plan des zy on emploie les varia-

I bles et y, w est égale & dxdy; quant & =, nous le représen- ‘

l terons souvenl par do pour marquer qu’il rcpr(zscn te un élément

| de surface : nous pouvons alors écrire

|
|
I dz dy = cosy do,
|

a les éléments do et dz dy étant, je le répéte, des quantités posi-
tives. Nous maintiendrons sans exception cette régle pour ds; il
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|
|

n’en sera pas de méme pour dx dy, comme nous allons le voir
dans un moment en étendant encore le point de vue sous lequel
nous envisageons les intégrales doubles.

¢ Mais, auparavant, cherchons1’expression de ds dans le cas ou la
surface est représentée par les trois équations

7= s () ¥ = o, ) 5 = Ulu,v),

u €t ¢ désignant deux paramétres arbitraires.
Pour bien préciser, nous supposerons que, quand le point (#, ¢)

décrit dans son plan une certaine aire X, le point (z z,¥,5) dé-
crive la surface S, de telle sorte que les aires S et ¥ se correspon -
dent um['mmuncnl L’aire est représentée par

f da dy |
3 cosy

(7)

.

en prenant dx dy positivement et cosy positivement. Or, d’ aprés
la théorie du changement de variable, nous avons

\ oz dy  dx dp" DA, 'J)
l i s G 7 i
dz d (d.za W o ,) du dy = ) du dp, E
en emplovant une notation souvent adoptée pour le déterminant i

fonctionnel et en prenant pour ¢ les valeurs == 1, de telle sorte
i que le second membre soit positif. D’autre part, les cosinus direc-
' leurs de la normale a la surface sont proportionnels a

D(y,5) D(s,2) D(zy) |
1 D(u,¢)’  D(u,v)’ D(a,r) :

La valeur de cosy, prise positivement, sera donc

. - D)
"D, o) (
/ 2 TD(s2)|F [Dlz,) ] |
‘ [I)(u ) J £ L])(N,(')J o [l)(u., vjjl i :
le radical étant pris positivement. Nous aurons, par suite, en sub- , ‘
stituant, [
|

(., 5)

s ‘ [I)(u, ¢)

;
du dy,

D(s, 2Dz |2
[Dw J [ D (, ¢) |
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arale double

|‘ el la surface sera alors représentée par I'intég

D e D
h: (8) , / \ T Dis ) S St a8 ST
I N D(u,v) LB D(u, )

étendue, dans le p];m (@, ¢), a l'aire X.

i Cette formule a une généralité que n’avait pas la formule (7).

fl Elle est applicable, méme dans le cas oi, en cerlains points de la
‘;’; surface envisagée, le plan tangent serait parallele & Oz. Elle dé-
‘1 finit par conséquent, dans tous les cas possibles, I'aive limitée sur
f une surface par une courbe fermée : on peul, en effet, toujours
h découper cetle aire en portions assez pelites pour établir une cor-
respondance uniforme entre chacune d’elles et une aire T dans le
plan (z, ¢).

l Ajoutons encore une remarque. Il est important de vérifier que
, ]

‘ I'expression trouvée pour Paire d’une surface est mdépendanle

' du systéme d’axes de coordonnées employées. La vérification sera

|

“ immédiate sur la formule (8). Soient

h z=aX+a ¥+ dZ,
‘! y=bX+b'Y + b7,
1 Gi—tc K ich Yool

i ; . i
‘} les formules de translormation de coordonnées; on pourra regar-
‘ der X, Y, Z comme des fonctions de u et ¢ : les déterminants

fonctionnels
{ e = D= ) i )
‘ Diko)e Do) Do)

s’expriment a l'aide de

Di(EYe ) D(Z. X) DX, Y)

; D(w, v)) D(u, ¢)
) {

D(u,v)’

comme z, ¥, 5 4 l'aide de X, Y, Z. On voit donc que la somme
des carrés de ces trois délerminants fonctionnels reste invariable.
} IV. — Définition des intégrales de surface.

‘
15. Nous avons généralisé précédemment la notion ‘des inlé- '
8

grales simples définies, en étudiant les intégrales curvilignes.
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Nous allons pareillement définir les intégrales doubles étendues
a une surface.

Quelques remarques sur les surfaces nous sont indispensables.
Soit une portion de surface S limitée par une ou plusieurs courbes;
on la suppose telle qu’on puisse distinguer sur elle deux cotés
diffévents : 1'un de ces cotés, par exemple, peut étre peint en
rouge, l'autre en bleu, et I'on ne peut passer d'un point de I'un a
un point de l'autre d’une maniére continue sans traverser les
courbes limites ('). En un point P de I'un on fixe sur la normale
une direction déterminée, et la direction opposée au point cor-
respondant P! (qui coincide géométriquement avec P) de autre.
La direction de la normale en chacun des points de I'un et 'autre
cOlé se trouve alors déterminée sans ambiguité si le point P ou le
point P’ se déplacent, sur les cOtds correspondants, entrainant
avec cux la direction choisie de la normale, qui varie d’'une ma-
niére conlinue.

Considérons, par exemple, le cas simple d'une portion de
surface que rencontre seulement en un point toute paralléle a
I'axe Oz. On pourra sur cette surface distinguer deux cOtés :
si l'on associe & un point P de Pun la direction de la normale
qui fait un angle aigu avec Oz, et au point correspondant P’ de
I"autre la direction opposée qui fait un angle obtus, ces deux
angles varieront respectivement d’une maniére continue en res-
tant I'un aigu, I'autre obtus, quand les points P et P’ se dépla-
ceront sur leurs cOtés respectifs; ils sulfiront par conséquent a
les distinguer.

Soient maintenant C(z, y, z) une fonction de x, y, & et une
surface 5, z = ¢(«, y), limitée par une courbe L, que je suppose-
rai d’abord n’étre rencontrée qu’en un point par une paralléle

a Oz; L se projette sur £0) suivant une courbe /. Formons

(') Il existe cependant des surfaces sur lesquelles on ne peut distinguer deux

cotés. On en réalisera facilement une de la mani¢re suivante. Que l'on prenne
un rectangle de papier abed, dans lequel je suppose que ab el ed désignent
deux coOtés paralleles, de telle sorte que @ et d, ainsi que & et ¢, désignent des
sommels opposés. On conlourne la feuille de papier de telle sorte que @b vienne
coincider avec de, en faisant coincider par conséquent les sommetls opposés. On
réalise ainsi une surface limitée par un seul contour et gui n'a qu'un cote. De
telles surfaces sont exclues des considérations qui vont suivre.
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I'intégrale double

(9) JfC(x,_y, z) dz dy,

H:‘ étendue & V'aire [, en supposant que 5 soit remplacé par sa valeur
en fonction de z et y. Cette intégrale a un sens précis quand le
contour L et la surface 5 =¢(xz, ) passant par ce contour sont
I donnés. Introduisons les éléments do de la surface; pour cela,
“ . remplagons dz dy par cosy ds. L'intégrale (9) devient alors

(10) f C(@,y,5) cosy do.

it Cette derniére forme a une généralité que n’avait pas la pre-
”w miére. Pour 'oblenir, nous avons supposé qu’a une valeur de =
i et v ne correspondail qu’un point de la surface; dans cette hypo-
, thése, cosy gardait sur l'aire envisagée un signe invariable, et c’est
1 en supposant cosy positif que nous avons pu remplacer da dy
‘. par cosyds. Llintégrale (9) ainsi comprise, en restant dans
} 'ordre d’idées ol mous nous sommes jusqu’ici placé, sera dite
i prise sur la surface S, du cOté de la surface olt la normale, con-
| ‘ sidérée comme demi-droite, fait avec 'axe des z un angle aigu.
‘ Mais, comme nous I’avons dit, sur notre surface S nous pouvons
‘ envisager le second colé pour lequel ici la normale, considérée
‘: comme demi-droite, fait un angle obtus avec Oz : I'intégrale (10)
i a toujours un sens précis ; nous dirons alors qu'elle représente
‘ I'intégrale (g) prise sur le second coté de S.

La définition s’étend d’elle-méme. Quels que soient la surface
l i que l'on envisage et le c6lé que I'on considére sur elle, 1'inté-

‘ ‘ grale (i0) aura pour lui un sens parfaitement déterminé en met-
tant pour cosy le cosinus de I'angle fait par Oz et la direction
I de la normale correspondant & ce c¢6té. On dira que cette inté-
‘{ grale (10) ainsi prise représente l'intégrale () étendue au coté
considéré de la surface. 1l y.ala, comme on voit, une extension
‘ de la notion d’intégrale double, car, dans I'intégrale (g) ainsi gé-
l néralisée, 1’élément dz dy n’est plus nécessairement positif.
‘ Dans lintégrale (g), Pélément d’'intégration était dz dy ; on
peut de méme considérer des intégrales telles que

//;\(:r',y,;)dyda et [[B(;v,y,z)d: dz
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étendues 4 un cOté déterminé d’une surface et dans lesquelles
I'élément d’intégration est dy dz ou dzdz. Elles seront repré-
sentées respeclivement par

/fi'\(r,‘y,:)cosads et /jB(_m,y,;)cosﬁdc,

ot o et 5 désignent les angles faits par la direction de la normale

correspondant au coté choisi avec les axes des x et des 5.
En faisant la somme des trois intégrales précédentes, on a en-
core une intégrale de surface

(11) ff_»\ dy dz + B ds de + C dz dy

qui est souvent employée. On peut Pécrive sous la forme
f[( A cosa 4+ B cosf + Cgosy) ds.

16. 1l est important d’avoir I'expression de I'intégrale (11)
quand on exprime #, ¥, 3 en fonction de deux paramelres u et ¢,
comme nous l’'avons fait au paragraphe (13). En se reportant a
I’expression trouvée pour ds, et en se rappelant que cosa, cosf3,
cosy sont proportionnels aux déterminants fonctionnels

D( %, z) s @) o Dz, )
D(u,v)’ D(u,v)’ D(u,v)’

ces cosinus sont déterminés, au signe prés : on prendra un signe
ou I'autre, suivant le coté envisagé de la surface. L’expression (11)
est donc égale a

Iz sl s mD () ) BN (et
(12) ./;[.I:;\ D B D) G T_l(ujit)J lu dp,

ou a cette intégrale changée de signe, suivant qu’on prend un

cbLé ou Pautre sur la surface. Cette intégrale double est une inté-
grale définie ordinaire, étendue A l'aire X, dans le plan (u, ¢)
(voir § 13) qui correspond uniformément a S.
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V. — Condition pour que I'intégrale de surface

f/‘.-\ dy dsz -+ Bdzde - Cdz dy
ne dépende que du contour.

17. Nous pouvons nous proposer, sur les intégrales de surface,
une quenllon analogue a celle que nous avons résolue (Chap. III,
§ 3) pour les intégrales curvilignes. A quelle condition l'intégrale
de surface

[F= / [z\ dy ds + B dz dx + Cdz dy

dépendra-t-elle seulement du contour limitant la surface a laquelle
elle est étendue?

Nous supposons que, pour une surface S, les coordonnées z, y,
soient exprimées, comme il a éié dit, en fonction de deux para-
métres « et ¢. Nous avons alors pour 1 intégrale 'expression (12).

Or, considérons une famille de surfaces ayant la méme limite
et dépendant d’un paramétre arbitraire o ; pour ces surfaces, nous
concevons que &, ¥, £ soient exprimées par des fonctions de w, ¢
et du paramétre «. Chaque valeur de « détermine une portion de
surface qui correspond & l'aire X dans le plan (u, ¢), et on peut
choisir évidemment ces fonctions de maniére que la courbe cor-
respondant au périmetre de % ne dépende pas de «, et soit, par
suite, la méme pour toutes les surfaces. De plus, nous admettons
que les limites entre lesquelles on fait varier o sont telles que
dans tout l'eSpace, balayé par les surfaces correspondantes, les
fonctions A, B, C et leurs dérivées partielles du premier ordre
restent continues.

Calculons la variation de I, en réservant comme précédemment
la lettre 8 aux variations, ¢’est-d-dire aux différentielles prises par
rapport a d.

La variation de

[[_,_\ dy dsz ou [[ D(i 2 /u dy
D () e it
//i }_.. ) 4+ AD ll(.'.f,Tl du dv,

sera égale a
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ou, en développant, a
A -')\ )\ )
= f[[(—— dz -+ - Jy =3 J :—)Ef:’ ) du dy
(13) - 3 S
[‘[‘ [0 6y d:. _dydds 0Joy 0z dy dész i
Ow op ' du Oy dp du  dv du gl

[.a seconde intéerale peut &tre transformée au moyen d’intégrations
8 P 8
par parties : ainsi 'on a

: ()
f:_[;\ (ltd()f-—fj r)u / d—)o‘ydudv,

en se rappelant que la variation de ¢y est nulle sur le bord ; et

dz d 8y
o du

chacune des intégrales qui composent le second terme de (13)

peut étre transformée de la méme maniére. Remplagons ensuite,

en développant les calculs,

dA
ow

JdAS o O0A dy  OJA 0ds

dz ou E du = 0z du’

0A
et pareillement pour - =

: 'expression (13), aprés des réductions
qui se font d’elles-mémes, se réduit a

ff [ 3:] du de.

Finalement, apres des calculs analogues pour les deux autres inté-

oA
0

D)i(E=)
Diu, )

D(y, s)

D(z. v)
D(u, v) e

D(u, ¢)

oy +

grales qui forment I, nous obtenons

0A B
ol = Lo
J f [d& oy

Ol ol doit étre
sont urbm aires, il en l‘(;SLl].LG que l'on doit avoir identiquement

B2 \
" D(u,v)

OGPy, ) o
dz | [ D(u, v) :

enulle, et,comme les s

|l i
T)”(U.iivij 8 - J(lu do.

: S S
signes des variations 6z, 6y, 63
5 i

0A oB oG
(14) — 4 — 4+ =— =20
dw ay 03
Cette condition nécessaire est en méme temps suffisante? Nous
effet,
contour, une famille de surfaces avec ce méme contour et dépen-

formerions en étant données deux surfaces ayant méme

dant d’un paramétre o, et dont feraient partie ces deux surfaces :
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5

et le mode de raisonnement employé au § 5 (Chap. 1II) est encore
applicable. '

Sans qu'il soit nécessaire d’insister el en se reportant toujours
aux intégrales curvilignes, on voit que nous pouvons énoncer le
théoréme suivant :

La relation (14) exprime la condition nécessaire et suffisante
pour que Uintégralel, étendue a une surface fermée, a U'inté-
rieur de laquelle A, B, C et leurs dérivées partielles du pre-
mier ordre sont continues, soit égale a zéro.

18. Tl suffira aussi d’énoncer les conséquences de ce théoreme.
Si une surface fermée S contient 2 son intérieur des points ou les
fonctions A, B, C cessent d’étre continues, l'intégrale étendue &
cette surface ne sera pas nulle en général, mais elle gardera une
valeur constante quand on déformera la surface sans lui faire
traverser aucun de ces points singuliers.

Je prends, comme exemple, 'intégrale

f/' zdyds+ydsde+—zdedy
- :
I-“ i

(@2 y-+ 32)

La condition (14) sera vérifiée. L'intégrale étendue a une sur-
face fermée est nulle, quand cette surface ne comprend pas 'ori-
gine & son intérieur. Cherchons sa valeur quand on integre suivant
une surface fermée (sans ligne double), comprenant I'origine &
son intérieur. Nous supposerons que le cézé considéré sur la sur-
face soit le coté extérieur & l'origine. Il suffira d’intégrer sur une
sphére de rayon R ayant son centre en ce point ; nous avons donc

a calculer
x.cosa + ¥ cosB - z cosy
: : - do,
i R

en désignant par «, 3, v les angles faits par la normale extérieure
A la surface avec les axes de coordonnées : on a, dans le cas actuel,

o'uﬁ -+ coq[ﬂB ECOSY R =1,

1
I:m'ffds:r.

el par suite
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VI. — Formule de Stokes.

19. Nous venons de voir que l'intégrale de surface

ffft dy ds + B dsdr+ Cdr dy,

étendue & une surface limitée par un contour L, ne dépendait que
de ce contour, quand la condition

5 oA OB, G
(15) e T

dx dy dz

¢tait satisfaite. On peut dans ce cas mettre U'intégrale double sous
la forme d’une intégrale curviligne prise le long du contour 115

Montrons d’abord que, étant données trois fonctions satisfaisant
a l'identité précédente, on pourra trouver trois fonctions «, 3, v de

z, y, & telles que

W
(=¥
o

oz (1):3 dy dx

1
!

(16)

<

Prenons, par exemple, v = 0; nous satisferons aux deux premiéres

équations en posant

%o 22

mr-—f B(z, y, 5)ds, = f Az, y,3)dz+9(z, 1),

3, désignant une constante numérique et ¢ étant une fonction ar-
bitraire de z et . En portant ces valeurs dans la troisiéme éque-
tion, il vient, en se servant de I'identité (Dl

do 3

R 4+ Gz, ¥y 50) =0

et on pourra, par une quadrature, déterminer une fonction ¢ (2, )
satisfaisant & cette équation. Il est clair d’ailleurs que, siog, By ¥
désignent une solution particuliére des équations (16), la solution
la plus générale sera donnée par

oF Fd oF
O[::CLI-—‘#‘(')—I;: p:.‘_,l-—ﬁ——; '(:'fi_“zf_'?

I étant une fonction arbitraire de z, ), .
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Nous avons alors a considérer des intégrales de surface de la
forme

o OB Oy IN B o dae o Sl
(17) b[‘f(.azl = &J;)d‘)fdd S ();)d“dx -+ (@ﬁ ﬁ)dxd_y.

De telles intégrales se rencontrent dans plusieurs théories im-
portantes de Physique mathématique. On peut exprimer cette
intégrale au moyen de Uintégrale curviligne

(18) [ct dx + B dy + vy da,

CAH

prise le long du contour L.

Il importe de bien définir le sens dans lequel sera prise cette
intégrale curviligne. L’intégrale (17) est étenduc & un coté déter
miné de la surface S. A chaque point de S correspond une direc-
tion de la normale; tragons autour de P un élément de surface
limité par le contour =. Le sens direct sur le contour « sera le
sens de gauche & droite pour un observateur placé sur la nor-
male, ayant les pieds en P et la téte dans la direction de cette
normale. Supposons maintenant que le point P soit voisin du
contour C et qu’unc pal‘tie du p(—’rrimétre T appal‘tienne a ce con-
tour. Un sens déterminé se trouvera alors fixé sur celui-ci, et ce
sens sera évidemment toujours le méme, de quelque partie du
contour que se rapproche le point P. Nous allons montrer que, le
sens sur L se trouvant ainsi fixé, les intégrales (17) et (18) sont
égales et de signe contraire, si le sens de rotation du triddre

(:O’L")fs) est direct ().

20. Démontrons d’abord le théoréme dans le cas ot le contour C
est plan; on passera ensuite immédiatement 3 un contour quel-
conque. Nous allons simplement faire un changement de coor-
données, en prenant un nouveau systeme d’axes (QXYZ) de

(') Un triedre (Ozys) ot lordre de permutation circulaire des arctes est
donné a son sens de rotation direct, quand un observateur placé sur une quel-
conque des arétes, les pieds en O, voit 'aréte suivante coincider avec la troisiéme
au moyen d'une rotation d’un angle droit en tournant dans le sens direct de la
Cinématique, c'est-a-dire dans le sens des aiguilles d’une montre, ou encore, de
gauche a droite.
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méme sens de rotation que le premier et tel que le plan Z=o0
soit le plan de la courbe plane C. Supposons qu’on intégre sur le
c¢dté du plan correspondant a la direction de I'axe Q%; le sens di-
rect sur la courbe C sera alors le sens de OX vers OY, c'est-a-dire
le sens positif tel que nous Pavons défini (Ch. III, § 6). 5i &', (A
¢ désignent les cosinus directeurs de Q7, lintégrale double (17)
peut s'écrire :

Do i aaNe o (0)e4 ¥ oo oRRE
// (-‘J—-— —-‘—)(t’—‘:(--'——-')/) —l—(~ -ﬁ—'—))r' do;
ih3 O3 oy ox 0z ) =\ ady ox )
formules de transformation de coordonnées

d'autre part, les
donnent

"

r—aXx-+—-a¥Y-+a - P
Sty e B S

5 — X caYe—ell T

et I'on sait que

"= ab — ba', a = 'be' — cb, " = ca'— ac'.

Comme dZ — o, l'intégrale curviligne se réduit a

[ (aa + b8+ cy)dX +(a'a+ b0+ cy)dY,
Ja

qui, d'apres une formule démontrée plus haut (§11) est égale i

(oo o) (e O )|

A\

ant étendue a l'aire L. 1l faut calculer les dérivées

cette intégrale ¢t
2Y de o, 3, v, qui sont des fonctions

pm'Lielles par rapport aX et
de z. v et 5. On aura
)

do dot Glrhiy (el oo Oa oo i OEae

Ju it T e s ) e —1—7—."‘-— i
i T e R i

ot des formules analogues pour { et y. Par suite

oY oY )
08 QryaNaRr s il (d:’. 0B
(\a:,_' g ‘)J’,) GimE e ) NI 0.1‘)(

SCDLYON 1




| 120 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

I et la formule

il

: o8 oy, iy A !
| fﬂa:—‘ry)"} e

|

il

[ do ap

S (s e dr dy f-—/‘i dx + Bdy +vydz
kdy dx,) I

est établie, dans le cas ot la courbe est plane.

| 21. 11 est aisé maintenant de passer au cas ou le conlour est
}. qne]conqhe. Tout d’abord on peut réduire ce contour i éktre un
‘. contour polygonal, puisqu’il suffirait d’augmenter indéfiniment le
: nombre des c6tés du polygone pour avoir une courbe quelconque.
On peut ensuite par ce contour polygonal faire passer une surface
polyédrale dont les faces soient des triangles. En appliquant la
formule démontrée pour le cas des aires planes a4 chacun de ces
triangles et, ajoutant les résultats obtenus, on aura évidemment la
formule cherchée, qui est alors démontrée dans toute sa généra-
lité, et que les géométres anglais désignent sous le nom de for-
mule de Stokes (e

Une application immédiate de cette formule est la recherche des
conditions pour que l'intégrale curviligne :

fa dr + B dy + v dz,

prise le long d’une courbe fermée quelconque, soit nulle, probléme
tout a fait analogue & celui (que nous avons traité dans le cas du I
plan. Les conditions nécessaires et suffisantes sont

do. 0B : g ady oy 0Oa 7

— = —, e R = = e 4
‘ dy. oz 9z oy’ ox  dz E
; o ; e HE

. Si elles sont remplies, l'mtcgrnlc curviligne L
|

|

(a0, 55 5)
f wdr -+ Bdy +vds
| (Lo, Yo, 50) b
t S L
(') La formule précédente, au moins dans un cas particulier, était connue
@’Ampére, qui s’en est servi, sous une autre forme, en électromagnétisme.
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sera une fonction « de x, ¥ et 5, et 'on aura : ,

du ot du ?

-—:a, ——.:l[-}, —:"i’. A il

oz dy 05 |

99, Pour faire une seconde application de la formule de Stokes,
considérons une courbe fermée L et un point M quelconque de
coordonnées @, b, ¢ dans I'espace. Soit une surface quelconque S
; limitée par L, et sur laquelle nous considérons deux cotés. Un élé-

ment do de cette surface est vu sous un angle égal &

cos(_z n) 7

9 )

et

en appelant 7 la distance du point M & un point P(z, y, 2) de

I’élément, el en appelant (7, n) 'angle fait par la direction PM
avec la direction de la normale en P a la surface. Ainsi compté,
cet angle solide est positif ou négatif suivant que Pangle (r, n) est
aigu ou obtus. Or, en désignant par cos, c0s 3, cosy les cosinus des
| angles de la nmmale avee les axes, nous aurons

a—x b—y c— 3z
cos(7, n) = ——— cosa + ——— c0sf + —— cOoSY.
; = = =

!
l

SCDLYON1 -

[.a somme des angles solides pour tous les éléments do de S sera

done

N

a—a (== (e 7
(19) [.[ —f(‘05x~—w-’;g—ycosﬁ+ = cosT)ds.

Ce sera donc une intégrale de surface étendue & S, et elle sera

indépendante de S, car on a

J fa—=\ | e](h—‘}') 0 13_5)7
dz\ 1’ ) AR _"_E(‘ e

TR

‘;

Y [ri=(x—a)+(y — b))+ (5—c)*].

{ On peut dire quelle représente I'angle solide (compté avec un
! : signe) sous lequel du point M on voit le contour G.

: Cherchons d’abord, avant d’appliquer la formule de Stokes,
h quelle sera la valeur de Iintégrale (19) étendue a une surface

lermée. Sile point (@, b, ¢) est extérieur i la surface, cette mnté-
grale sera nulle d’aprés le théoréme fondamental (§17). Supposons




rivées partielles de I, considéré comme fonction de a, b et ¢, par
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(@, b, c) a lintérieur de la surface, et intégrons sur le coté in-
terne de celle-ci. L’intégrale est indépendante de la surface; pre-
nons donc une sphére de rayon R ayant (&, b, ¢) pour centre : |'in-

tégrale devient
* Cdo
— = 4.
s

On a done

résultat bien simple, mais dont Gauss a tiré d’importantes consé-
quences, et dont la démonstration géomélrique est immédiate.
Revenons maintenant a Pintégrale I étendue & une surface S li-
mitée par un contour C. D’aprés la formule de Stokes, on peut la
remplacer par une intégrale curviligne prise le long de C. Cette
transformation serait compliquée et présenterait peu d’intérét. Ce
qui est au contraire d’une grande utilité dans diverses théories, el .
cn particulier dans I’électromagnétisme, c’est d’exprimer les dé- :

des intégrales curvilignes. Nous allons y parvenir immédiatement
au moyen de la formule de Stokes.

Prenons, par exemple, la dérivée partielle de I par rapport a «,
nous aurons

ol oS = L0 fb— ni 0 e~ Z Ai ;
5 :([: L—)a (\7-- -I) COSe -+ = (\ = —‘) cos B - s (,-_?‘ 7’) cos (J ds.

Nous devons chercher des fonctions «, &, v de 2. 1. = telles que
Yelzole] :.j )

af dy 0 oy

e e

dy oo 0 (b— o
Iz 5 E( e

O R dat

da 8 d(rﬁ:

Or, prenons & = o : nous devons choisir s’il est possible, B el
3 ) l )
v de maniére i satisfaire aux équations

i)
oy i (b ) ol = dle—3)(a—2)
Bl i B PR T T T
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o

G e Gt

SO T 7%

wl

Ces équations seront vérifides si I’'on prend

b z—c¢
-\{:-JA' , [ = —

73 L 78

et, par suite, | intégrale curviligne
e

kj adr -+ Bdy + yds f
<C

se réduira 1ci a

[‘(: —c)dy —(y—b)ds
(ﬁ = i |

On trouverait de la méme maniére

ol ['(’.’r—(l.')/]:#(:—r')r[.r |

i b (8

(b

4

dl (y—b)de — (z — a) dy

formules d’un grand intérét dans la théorie du magnétisme ().

VII. — Racines communes 3 trois éguations.

93. Nous ferons encore une application de la théorie des inté-
grales de surface, en cherchant une intégrale qui soit & rappro-
cher de l'intégrale curviligne étudiée au §11 (Chap. IIT). Prenons,
A cot effet, trois fonctions continues F,(z, y,z), Fa(z, ¥ z),
F3(2,y, z) des variables z, y, z, développables, dans le voisinage
de toute valeur a,, ¥o, 5o (Ue NOUS aUTONS & considérer, en série
ordonnée suivant les puissances croissantes de 2 — &y, '~ Cl

z— z,. Je forme 'intégrale de surface

= [1 f/ A dy dz+ B dz do—+ Cdz dy.
RAVES

i)

(*) On trouvera d’intéressantes applications géométriques de la formule de

Stokes dans un Mémoire de M. Keenigs (Journal de Jordan, 1889 )
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e U S

! ay 03

| p, OB o

‘ dy 0z

S
Ly

3
(F}-+F2+F2)2

oF; OF,

0z da
oF, JF,
UGt
ZAnfY Sl
F, gli‘_ A
dz ' ox
B - v
(F}+TF3+F2)2
el 5
‘ ' Tow dy
1 dF; OF,
e
S ol o
L | P:J W W ‘7

3
(F3+F2+ F3)2

dA OB oG

- — 4+ — —o
dx dy 0z 4

Quelles que soient les fonctions F,, F,, F,, on aura 'identité

comme le montre un caleul un peu long, mais ne présentant au-
cune difficulté.

L'intégrale I étendue & une surface fermée ne change donc pas

i l'intérieur de S.

Bz —0
o, sl —io)

Holl(eyr e —io

de valeur quand on déforme la surface S d’intégration sans ren-
contrer de points ot A, B, G cessent d’étre continus. Il en résulte

que l'intégrale I sera nulle, s'il n’y a pas de racines communes
aux trois équations
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Supposons maintenant qu'il y ait & U'intérieur de S un point P
correspondant a une racine commune aux trois équations. Au lien
de calculer I en intégrant le long de S, nous pouvons intégrer le
long d'une surface quelconque entourant le point P. Or prenons
ce point pour origine et développons Iy, Fy, Iy d’aprés la for-

mule de Taylor,

Fi(z, ¥, 8) = i@+ b1y +ec1s—+...,
Folz, y,8) = aa@® +boy +~cas+...,
Bi(z, 7 8) = dg@ -+ b3y -+ C35 2.
On montre, comme dans le cas de deux équations, que I'inté-

grale ne change pas de valeur, quand on réduit ¥y, F,, I; aux
termes du premier degré. L'in tégrale I devient alors

e D . z dy dz -+ y dz de + 5 do dy
W AT = l:
- ff (@1 z—+byy—+c1 5)2—+ (@ @+ba y-+cy 5)>+ (azw—+byy—+c35)]2
en posant \

@ b1 er
{Sictone (Dot eyl

[
!“3 by e |

qui est supposé différent de zéro et représente la valeur du déter-

minant fonctionnel

By OFy OF, |
dy )5
dFy dF, dF,
(B e S

S

)

JF,

% o

ol =
| M

au point P.
Pour calculer I, prenons comme surface d’intégration l’ellip-
soide

a1 @ -0y - ¢13)2+ (@ + by ¥ - 252+ (g2 4+ b3y +¢338)2 = 1.
1 1.} (&2 f J 3 i

En désignant par o, (3, v les angles faits par la normale exté-
g8 312 g
rieure 4 cette surface avec les axes, nous avons

D
l:[—_ff(mcosa -y cosf -z cosy)da,
i
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ou, en appelant 7 le rayon vecteur allant du centre de Lellipsoide
a I'élément da, et © 'angle aigu fait par le rayon vecteur avec la

normale,
D R
[ —“--Hr' cos® do.
AT

Mais l'intégrale double, qui figure dans le second membre, est
égale & trois fois la somme des pyramides élémentaires de som-
met P et de base ds, et par conséquent égale & trois fois le vo-
lume de I'ellipsoide. Or celui-ci, comme on le reconnait aisément,
est égal &

T

(G HEN

————y

| D |

| D | désignant la valeur absolue de D. Nous aurons donc

D’ou le résultat suivant, entiérement semblable a celui que nous
avons obtenu dans le cas des deux équations :

Lintégrale 1 est égale a la différence entre le nombre des
racines contenues dans S, pour lesquelles le déterminant fonc-
tionnel
| OF, oF
0z Jy 0z

dFs  JF, dF,

|
i

O oy £ ‘
oFy oF, ,0F, !
o0z dy 0z !

est posutif, et le nombre des racines pour lesquelles ce déter-
minant est négalif.

Le théoréme précédent a été donné par M. Kronecker, sous
une forme différente, dans ses études sur les systémes de fonc-
tions de plusieurs variables (Monatsberichte der Academie der
Wissenschaften su Berlin, 1869); il peut étre étendu & un nombre
quelconque d’équations.

On voit le role essentiel joué dans cette question par le signe
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du déterminant fonctionnel. Remarquons aussi que l'intégrale |
prend une forme toute différente si, au lieu des trois équations
primilives, on forme avec elles une com binaison linéaire. Par suite,
I'intégrale qui, au signe prés, ne devrait pas changer, ne se pre-
sente pas sous une forme invariante. 1l semble done que le résul-
tat précédent, si intéressant qu’il soit, appelle encore de nou-

velles recherches.

e G RO e—
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CHAPITRE V.

DES INTEGRALES MULTIPLES.

I. — Définition et propriétés fondamentales des intégrales multiples.

1. D’une sommation double, on passe tout naturellement & une
sommation d'un ordre n de multiplicité étendue a n variables.

Prenons d’abord le cas de trois variables z, y, z et considérons

x, y, 3 comme les coordonnées rectangulaires d’un point dans
I’espace. Nous menons trois systémes de plans respectivement pa-
ralléles aux plans de coordonnées. Ce résean de plans découpe
I’espace en [m'ralléléi)ip(‘:dcs rectangles. A chaque point (i) Ky 50)
nous associons le para]léh’%pip(‘:de ayant pour cOtés les expressions
positives (2, — %), (Vi1 — Ik ), (3241 — &) Soient maintenant
an volume V et f(«,y, z) une fonction continue de z, y, 5; je

forme la somme Lriple

EEZ F( @, ¥ 50) (@ir — T ) Yhr — Y ) (Bt — 1),

étendue a tous les points (@i, y&, 5¢) situés & l'intérieur du vo-
lume. On démontrera, comme dans le cas de deux dimensions
(Chap.1V), que cette somme a une limite toujours laméme, quelle
que soit la loi suivant laquelle les parallélépipédes tendent vers
zéro. Rien n’est 4 changer au mode de raisonnement. Nous aurons
certains parallélépipédes irréguliers, c’est-a-dire sortant partielle-
ment du volume V, comme nous avions précédemment des rec-
tangles irréguliers. La somme des volumes de ces parallélépipedes
irréguliers tend vers zéro ; pour le voir, on pourrait étendre au
cas actuel la premiére démonstration employée (Chap. 1V, § 6),
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mais la discussion serait minutieuse. La seconde, au contraire, s'é-
tendra d’elle-méme; nous supposerons la surface S comprise dans
le volume limité par deux surfaces polyédrales variables, 'une ex-
téricure, 'autre intérieure & S, ces surfaces étant telles que le
volume compris puisse toujours étre ren du moindre qu'une quan-
tité ¢ donnée a I'avance. Dans ces conditions, les parallélépipedes
irréguliers, & partir d'un certain moment, sont tous compris enlre
ces deux surfaces polyédrales et, par suite, la somme des volumes
de ces parallélépipédes tend vers zéro. La limite oblenue se re-
présentera par

(1) -[Lffj'(.?‘,y, z)dwdyds,

et on dira que cette intégrale triple est étendue au volume V.
Quand on passe & un nombre 7 de dimensions, I'image géomé-
trique fait défaut, mais I'extension n’en est pas moins possible.
Dans une multiplicité & n dimensions, nous considérons ’en-
semble continu des valeurs des n grandeurs xy, Za, ..., &y,
satisfaisant a une ou plusieurs inégalités de la forme

(2) ?(‘Tlarﬁs---:-Tfl)>3'0~

el nous supposons que les valeurs des @, satisfaisant a ces inéga-

8
lités, restent inférieures, en valeur absolue, & un nombre fixe.
Telle serait, par exemple, la multiplicité définie par P'unique
inégalité
2!+ 23 +. . .+ af <R
Soit maintenant une succession de valeurs croissantes de 2y,
puis de &, ... et de z,. Nous formons la somme multiple

EZ . .E f(x‘;, Xy vuey .?"”)_\.‘3"1 Aws . ..l.l‘,“

Az, désignant I'accroissement positif de z, quand on passe de la
valeur désignée d'une maniére générale par z, a la suivante, el
pareillement pour Az, ..., Az,. Celte somme est étendue aux
valeurs considérées de z,, &a, ..., 2, satisfaisant aux inégalités (2).
flle a une limite que 'on représente par

[{...Jf(:r‘l,m,...,.'r”)dmld.('z...dx,,:
I.

P. —
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¢’est une intégrale multiple d’ordre n, étendue au continuim défini
par les inégalités (2).

2. Revenons, pour plus de simplicité, aux intégrales triples.
Le caleul de Iintégrale (1) se raménera & un calcul d'intégrales
simples. Effectuant d’abord la sommation en laissant et ) con-
stants, et faisant tendre seulement les dz vers zéro, nous écrirons
I'intégrale sous la forme

[[dxd_y[jf{r,_;-‘,z)rl;.

Une parallele a I'axe des z correspondant & un systeme de valeurs
(x, ) rencontrera la surface en un nombre pair de points, qui
pourra étre variable : supposons qu’il y ait quatre points, et soient
5y, G2, 53, 54 les valeurs correspondantes de z (&, <C 52 << 25 <%4)
qui sont, en général, des fonctions de @ et y.

On aura a prendre I'intégrale

fj’(.’v,y, 5)ds,

entre z; et sa, puis enlre zq et 55 c’est en effet pour ces valeurs

de 5 que I'on sera a I'intéricur dua volume. Posons
e : |
[y s [ floy =) ds = (o) |
ofs (A !
~1 ~3

Il nous reste a faire la sommation double

ffﬂ)(.‘r,}*) dz dy,

étendue, dans le plan des (&, ), a l'aire limitée par le contour
apparent de la surface sur ce plan.

3. Le changement des variables de sommation se fera dans une
intégrale triple, en suivant les mémes principes que pour les inté-
grales doubles. On suppose que les trois équations

el AR,
.;I’ == "F(u'l ".J w :),

5= U, v, w)
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élablissent une correspondance uniforme entre un volume V rap-
porlé aux axes (x,y,3) et un volume U rapporté a des axes
(u, v, w). Dans ces conditions, le déterminant fonctionnel :

or o o
du oJ¢ OJdw
[ do oo do
du dv  Ow |
S e ]
du o ow |
est diffévent de zéro pour tous les points du volume U.
Pour effectuer le changement de variable, on écrira I’intégrale

f{ls [fF(x,y, s)dz dy,

et, laissant z constant, on remplacera les variables z et ) par

sous la forme

et y.

Pour cela, nous calculerons le déterminant fonctionnel de 2
el y par rapport & « el ¢, en considérant & comme une fonction
de ces variables satisfaisant & la relation

3= blu, ¢, w),
ol z est, pour le moment, une constante. Remplagant alors I'élé-
e D QLS
ment dz dy par I'élément - - du dy, nous avons l'intégrale
4 oU

dw

s D
[ f F(z,y,2) -ds du dv.
AR diw
ol

. . o
[Laissant ensuite & et ¢ constanl, on remplace ds par = dw, et
7 g

nous obtenons 'intégrale

[‘f[l‘"(:r,‘}', z) D du dv dw.

Nous n’avons pas tenu compte des signes ; le produit dx dy ds
dans l'intégrale proposée étant positif, st nous considérons auss
dudydw comme positif, il faut remplacer

dr dy ds par =D dude dw,
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e élant == 1, suivant que D est positif ou négatif. Finalement on :

ff[F(;r,y,:)d.rdyd::[[f"(f,cg,'.!:)EDc(zch('{ltx-,

la seconde intégrale étant étendue au volume U.

4. Arrétons-nous sur le cas ot ' = 1. L’intégrale

(3 f/fc.l.r dy ds

étendue a V sera, par définition, le volume contenu dans la sur-
face qui limite V. On peut la ramener & I'intégrale double

ff( 5y— 5y) dz dy,

en nous bornant au cas ol une paralléle a 'axe des z rencontre la
surface limite en deux points dont les z sont z; el z3(z; << 55).
L’intégrale (3) est indépendante du systéme d’axes de coordon-
nées reclangulaires, auquel est rapportée la surface. Si I'on fait en
effet un changement d’axes, les nouvelles coordonnées &', y/, &
sont des fonctions linéaires des anciennes, et le déterminant fonc-
tionnel est égal & ==1; on a donec, d’aprés la régle relative au

changement de variables,

fji/dw dy dsz :f‘]:fd.z:’ dy' dz'.

On aura souvent & remplacer les coordonnées rectangulaires
par les coordonnées polaires p, 0, 4. Les formules sont

z = psinl cosy, y = psindsiny, z = p cosl,

et, par suite,
dw dy ds = p? sin 0 dp d di.

Soit, par exemple, a calculer le volume V d'une sphere de
rayon R ; on aura

V= p2 sinb dp db dy = = =R3.

e ;
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II. — Cas ou la fonction devient infinie ou indéterminée.

5. Il a toujours été essentiellement supposé, dans tout ce qui
précéde, tant pour les intégrales doubles que pour les inlégrales
multiples, que la fonction qui figure sous le signe d’'intégration
restait finie et déterminée dans toute I'étendue du champ d'inté-
gration. En prenant d’abord une intégrale double, supposouns que
la fonction f(z, ) devienne infinie ou indélerminée en un point
(a,b) & Uintérieur du champ d’intégration D : dans quels cas y
aura-t-il lieu d’attribuer un sens a l'intégrale

[ [r@p) dzdye

Tragons autour du point (@, b) une petite courbe fermée v, el
étendons 'intégrale précédente a la portion du domaine D exté-
rieure i cette courbe. Si cette intégrale tend vers une limite tou-
jours la méme quand la courbe y tend vers zéro en se rapprochant
indéfiniment du point (@, b) suivant une loi quelcongue, on
dira que l'intégrale a un sens el represente précisément celte
limite. Le point (a, b) peut d’ailleurs étre sur le périmétre de D :
on considérera un arc y autour de ce point et a 'intérieur de ce
domaine.

Soit, par exemple, & calculer I'intégrale double

a a' 2V
[ [. ——dx dy (a0 @ =100
il oz dy

V(z,y) étant une fonction que je supposerai d’abord continue
dans le rectangle d’intégration et sur son périmeétre. L’intégrale se
calcule immédiatement et I’on obtient

V(a, a')+ V(o,0)—V(o,a')— V(a,o).

Supposons maintenant que V(z,») soit infinie ou indéter-
minée pour 2 = o, ¥ = 0. Nous détacherons du rectangle (a,a’)
un petit rectangle dont les cotés, suivant les axes, soient respecti-

2V
[ g tedr

vement ¢ et &'
L’intégrale
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étendue au rectangle primitif diminué de ce pelit rectangle sera,
comme le donne un calcul immédiat,

V(a, @) — V(a,0)— V(o, &)+ V(g 0)+ V(o,s") — V(e ).
Or, quand = et ¢ tendent vers zéro, 'expression
V(e, 0) + V(0,¢') — V(s, &)

peul éire ou infinie, ou avoir une limite variable avec la limite du

rapport

®|®

C’est ce que va nous montrer un exemple trés simple. Soit

I

V = arc lang < ;

nous aurons l'intégrale double

: (Ve
(4) ff(a: +y2)nclxdy.

sa valeur étendue au rectangle (@, ') diminué du rectangle (¢, <)
5 ™
sera, en prenant des arc tang compris entre o el o

' !

@ 3
arc tang; — arc t:mg?,

=T
qui dépend de la limite de =- On doit donc considérer que I'inté-

grale (4) étendue au rectangle (@, @') n’a aucun sens. ;

6. Les considérations qui précédent sont a rapprocher de la re-
marque faite dans le calcul des intégrales doubles, d'apres la-
quelle on peut faire les intégrations dans un ordre arbitraire. Ce
résultal suppose essentiellement que la fonction sous le signe d’in-
tégration reste finie et bien déterminée. Prenons, par exemple,
sans précaution, I'intégrale

[‘ £ (y2— x?) dx dy
[

On peut la calculer en sommant d’abord par rapport & y puis

par rapport & z. Ceci revient, dans notre calcul précédent, a poser
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¢/= a', puis & faire tendre ¢ vers zéro. L’intégrale, ainsi calculée,

sera donc égale a

t a T
are tang— — —-
Ry

2

Au contraire, faisons d’abord la sommation par rapporta z,
puis par rapport a y. Ceci revient a faire ¢ — a et a faire tendre &
vers zéro; ce qui nous donne

arc tang &
I § F— o
D
Les deux valeurs ainsi lrouvées sont inégales.

7. Pour les intégrales triples, on peut évidemment développer
des considérations analogues.

Si, par exemple, la fonction devient infinie en un point, il faudra
isoler ce point par un petit volume le comprenant, et étudier en-
suite la limite de l'intégrale quand ce volume tend vers zéro. Soit,

par exemple, I'intégrale

drdyds
f f 24 ¥ L

étendue & un volume V comprenant I'origine i son intérieur.
Doit-on altribuer un sens a cette intégrale? I’emploi des coor-

données polaires nous permet de répondre immédiatement : 'in-

fffpsinOdgdﬂd@

et toute difficulté a disparu; l'intégrale aura un sens.

Des circonstances un peu différentes peuvent encore se pré-
senter; la fonction sous le signe d’intégration pourrait devenir in-
finie ou indélerminée, non seulement en des points isolés, mais le

tégrale devient

long de certaines lignes ou de certaines surfaces. On isolera tou-
jours les singularités, soit par une sorte de tube entourant la ligne
singuli¢re, soit par deux surfaces infiniment rapprochées de lasur-

face singuliére.
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III. — Quelques formules relatives aux intégrales triples.

8. Soient A, B, C trois fonctions de #, y, = continues, ainsi que

volume V limité par la surface S,

\ :

‘ dA 0B  dC

‘ = . L -—_— Id it
’ f:[‘f( T )d:c' dy dsz;
|

|
l' leurs dérivées partielles; j'envisage I'intégrale triple, étendue a un
il
1.

nous nous proposons de montrer qu’on peut la remplacer par une
intégrale de surface.

Prenons en effet le premier terme

R 0A JA
I/fa; da dy d :-v[jd‘)’ ciﬁ-f% ol

Pour simplifier, supposons la surface seulement rencontrée en
deux points par une paralléle & 'axe des 2 ; soient 2, et z, (2, << 25)
les abscisses de ces points pour une valeur donnée de ) et 5 : nous
| les appellerons le point un et le point dewx. L'intégrale triple sera
égale a I'intégrale double

ii (5) ./:_[.[A(xh.)’l z)—x\(:r],.)’, :\] d.)/ d:'f

cette intégrale double étant étendue au contour apparent de la |
surface sur le plan des yz. Considérons, d’autre part, 'intégrale de

surface
fff\(x, ¥, 5)dy ds,

prise sur le coté extérieur de la surface S. Cette intégrale de sur-
face n’est autre chose que I'intégrale (5), car pour le point un la
normale extérieure & la surface fait un angle obtus avec l'axe des
x, tandis qu’elle fait un angle aigu pour le point deuz. Nous au-
rons de la méme maniére

" [oB
‘[‘f'f-é;d:rd_}fdﬂ, :fde{I ds, !
fffggdxdyd:.:ffc.c{ydr,

les intégrales dans les seconds membres étant encore des intégrales
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de surface étendues au coté extérieur de la surface S. De la ré-
sulte la formule importante et absolument genérale que nous

voulions obtencr

>/ OA aB dC
‘f‘ﬁ[(aé-—i—‘d;fdz)dz(lyrld

(6)
:—ff(!\ dy dz + B dz dz + C dz dy ).

9. La formule précédente permet de résoudre Lrés simplement
le probléeme suivant déja traité : Quelle est la condition pour
qu'une intégrale de surface ne dépende que du contour limi-
tant la surface sur lagquelle on intégre? Nous avons vu que celle
queslion revient a déterminer la condition pour que 'intégrale

{[A dy dz + B dz dxz + C dx dy,

prise le long de toute surface fermée, soit nulle. On a, par suite, en

se reportant i la formule (6),

; 5
fj[(% ﬂ'-g—i— ;%)d:rd)f([;:“,

celle intégrale étant élendue a un volume quelconque, ce qu
exige
oA 0B oG

w oy " os

= 0.

Une autre application de la formule (6) s’obtient en faisant

A=tz Br— b=

ce qui donne

ff dz dy 3:.%ffxcl_}fd.s +ydsdr +sdxdy.
a

On peut, par conséquent, exprimer le volume limité par une sur-
face fermée sous forme d’intégrale double étendue & cette surface,
el ce résultat est & rapprocher de 'expression d’une aire plane a

l'aide d’une intégrale curviligne.

10. La formule (6) va nous conduire & une relation célebre,
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138 INTEGRALES SIMPLES ET MULTIPLES.

connue sous le nom de théoréme de Green. Envisageons l'inté-

I JU oV 7C)U oV~ adU dV B
_/‘Jf(c)r(?_ a;dy+dsdz e

U et V étant deux fonctions continues dans un volume limité par

grale

une surface fermée S. De l'identilé
] T 7
QUM (UU‘)—U

dxr dx

et des 1dentités analogues obtenues cn rem])]ar‘ant successivement
02V 2V

!

& par ¥ et z, on déduit, en posant A\r# T + + —,
et ) ) 1V ayE Ja?

aV o /0N A 3
fff[f)x( da:)fi' E)TJ—,(U J}) (UZ)__>] dw dy dz
“ff UAV dx dy ds.

La formule (6) permet de remplacer la premiére de ces intégrales
par l'intégrale de surface

oV Y )
fo( — COSao ECOQH iy 005‘() ds,

en introduisant les angles o, 3, v fails par la direction de la nor-
male extérieure a la surface avec les axes de coordonnées. Nous

aurons done

oV
fo()‘c ”_%}//CDSB - ‘—COS{)d"ﬁffo.&de'dyd»

La quantité entre crochets dans l'intégrale double peut étre
écrite sous une forme plus condensée, en introduisant la dérivée

i dans le sens de la normale. Nous appellerons, d’'une maniére gé-

“ nérale, dérivée d’une fonction V en un point A(z, y, 3),

| de I'accroissement de la fonction, quand on passe du point A & un

“\ dans la direction An menée par le point A, la limite du rapport
‘l
‘ point infiniment voisin A’ sur la direction A7, a la distance posi-

: Pk iy aNe ki
tive AA'= dn : on désigne cette dérivée par - - Soient o, 3,7 les

cosinus directeurs de la demi-droite An; on a évidemment
AV _oVds oVdy oVds oV OV W
I dn oz dn dy dn " 0z dn R O i OF ks

.
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n chaque point de la surface S, introduisons la dérivée de V
par rapport & la normale extérieure au volume que limite S, la va-
leur de I devient

;—ffu AL —jjfU.‘.V(lrc{)/(l:,

formule intéressante en elle-méme, mais surtout en ce qu’elle
nous donne de suite, en permutant U et V et retranchant, la re-
lation

ff ZZ dU fj (UAY — VAU)dz dy dz=o

Si nous voulons introduire les dérivées dans la direction de la
normale intérieure i la surface, il suffira de changer le signe du
premier lerme, et on aura la formule définitive, dite formule de
Green,

dy rlU ; g
[f( S cln)l —mfff(U_\V—\AU)clLdydo_o

Cette formule est générale ; elle a lieu quel que soit le nombre
des surfaces qui limitent le volume. 1l importe seulement, dans

1
) gy dans le
dn

sens de la normale intérieure au volume que Uon étudie. Si,

Hegns 3 s 1)
son appllcaLlon de pl‘endre toujours les dérivées —
2 dn

parexemple, nous considérons 'espace compris entre deux sphéres
concentriques, I'intégrale double qui figure dans la formule de
Green se composera d'une somme de deux intégrales. Pour la
sphére extérieure les dérivées devront étre prises dans le sens de
la normale intérieure a la sphére qui est en méme temps la nor-
male intérieure au volume étudié; pour la sphére intérieure, au
contraire, les dérivées devront étre prises dans le sens de la nor-
male extéricure a cette =sphcro qui est le sens de la normale inté-
ricure au volume compris entre les deux spheéres.
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DEUXIEME PARTIE.

I’EQUATION DE LAPLACE ET SES APPLICATIONS.
DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

BB e——

CHAPITRE VI

DE L’EQUATION DE LAPLACE.

I. — Formule fondamentale. Enoncé du principe de Dirichlet.

1. L'équation suivante

#U _ 2U  2U
PETL a e

7

qu'on peut appeler I'éguation de Laplace, joue dans plusieurs
théories un rodle trés important, et nous aurons, dans ce Livre
méme, |'occasion de la rencontrer en étudiant la théorie de I'at-
traction. Nous allons, comme application des transformations gé-
nérales faites sur les intégrales multiples, étudier les principales
propriétés des fonctions satisfaisant a celte équation.

Une premiére relation nous sera de suite fournie par Papplica-
tion du théoréme de Green.

Désignons par U el V deux fonctions continues, ainsi que leurs
dérivées partielles des deux premiers ordres, dans un volume li-

mité par une ou plusieurs surfaces. La formule de Green nous
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142 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

donne immédiatement, si U etV satisfont a I'équation de Laplace,

(1) [[(Ucﬂ_\’fiy>zls:rr.
: S dn dn

el celle inlégrale pourra étre une somme d'intégrales prises comme
il a été dit plus haut, si le volume envisagé est limité par plusieurs
surfaces.

Avant de déduire une conséquence fondamentale de cette for-
mule, faisons quelques remarques :

D’abord, si 'on fait dans la formule précédente U = 1, on aura

dV
(2) ,_/:fﬁds_ 0.

Ainsi, si une fonction continue V satisfait a I'équation AV = o,
I'intégrale (2), prise pour toute surface fermée, est nulle.

En second lieu, une solution particuliére de I'équation de La-
place nous est donnée par

U=, r=V@—ar+0—bp+GE o)

a, b, ¢ désignant trois constantes arbitraires; c’est ce qul se vérifie
immédiatement.

Enfin, en désignant d’une maniére générale par P le poinl
de coordonnées x, y, z, par A le point (@, b, ¢), el par Pn une
droite menée par le point P, cherchons quelle sera la dérivée de

1 5 A
~ dans cette direction. On aura
=

d(rl) 1 dr

\

dn

r? dn’
or

P=(x—aP+(y—0)2+(s—c);
par suite,

dz

dr = dz 3 S e
el e e s e e

il
dn

d’oit se conclut
dr

— =—cos(r, n
e cos(r, n),
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en désignant par (7, ) l'angle fait par la direction PA avec la di-
rection Prn. On a donc ;‘
|
1 |
o(2) |
7 eos () | |
i 72 :

9. Ces remarques faites, soit V une solution quelconque de I'é-
quation AV = o, continue dans un volume’limité par une ou plu-

\

|

sieurs surfaces 8; considérons la fonction 11
. |

U=-, |
r |

le point A (a, b, ¢) étant & 'intérieur du volume.

La formule (1) n’est pas applicable aux deux fonctions ]l et V,
puisque la premiére n’est pas continue dans le volume que nous , ,
étudions; mais décrivons autour de A une sphére et envisageons le ,
volume compris dans le volume initial et extérieur a cette sphere . |

Nous pourrons alors appliquer la formule (1) qui s’écrira

1
cl— = i
TV /[[\ ;) = g
/ [ T dn i (f_ (h rodn _ﬁ\(u[Ti.‘ e 0 [ I
o 1 3

La premiére intégrale est étendue aux surfaces S limitant le vo-

i
lume, et la seconde & la sphére X. Les dérivées qui figurent dans ;
celte derniére sont prises dans la direction de la normale extérieure |

b a la sphére; si nous les supposons prises sur la normale intéricure : i
a la sphére, nous devrons changer le signe de l'intégrale et écrire |

i

i

l

I\ I
/ 1 dv V(l; Sl / I (f\'_vd; g I
P ko G 7 dn dri ) it

La premiére intégrale ne doit pas dépendre du rayon de la B
sphére 2; elle a une valeur trés simple que nous allons calculer. : |
Tout d’abord, » étant constant sur ¥, le premier terme de cetle in- [ 1

tégrale est égal & |

_} 2 f\ |

| |
c/n ¥

et par suite est nul, d’aprés ce que nous avons dit (§1). 1
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Le premier membre de (3) se réduit donc a

~ 2 4
(]; ; 1 o
(4) — 3 \Etlc:—;E'ff\/cus(f:n)d:r:—r_zj./\f[ﬁ.

puisque, sur la sphére, cos(r, n)=1.
Soient, d’autre part, sur la sphére ¥ de rayon 7, M et m le
maximum et le minimum de la fonction, 'intégrale double

/\f\"' ds

sera comprise entre M. 4=r? et m.4wre. L’intégrale (4) sera donc
comprise entre

—4mM et —4mm.
Mais le rayon 7 est arbitraire et peut tendre vers zéro; M et m dif-
férent donc aussi peu qu'on veut de V (@, b, ¢), et'expression (4),
d’ailleurs ind épendante du rayon de la sphére ¥, a pour valeur

— 4w V(a,b,e),

ce qui nous conduit & la formule fondamentale

e ) 'i‘/ l \
d -
; ! e r |dV)
(5) Wm’u()-_ﬁj/(\v}m S dgs
S

qui fait connaitre la valeur de V en un point quelconque («, b, ¢)

ST ; . av.
de Dintérieur du volume, en fonction des valeurs de V et de L
dn

la surface.

On peut donner une formule analogue pour le cas ou la fonc-
tion V satisferait 4 I'équation de Laplace en dehors de la surface S;
mais, ici, il est nécessaire de faire une hypothése sur la maniere
dont V et ses dérivées du premier ordre se comportent a l'infini.
Nous supposerons que, pour (z, y, ) trés grand, on ait

VI<g

T,
R

e (z2+ 2+ 32= R?),

Rz

<

T

0z

IV | \ % I oV |
_ et R
oy

M désignant un nombre fixe.
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Ceci posé, décrivons, de 'origine comme centre, une sphére ¥’ de

rayon trés grand R : le point A sera compris entre la surface S et

cette sphére; nous considérons toujours la sphére ¥ de rayon 7,

ayant pour centre A. Appliquons la formule de Green & I'espace

limité par les surfaces S, 2 et ¥'. Faisant de suite tendre r “vers
zéro, nous aurons, en raisonnant comme plus haut,

N \
- I ([V 1' 1 dV
L,r‘/‘j e cln,, oy fj At e O,

La seconde intégrale est égale d zéro. En elfet, elle peut s’écrire,
en employant sur la sphére ¥' les coordonnées polaires 6 et ¢,

27 n
f [ cos( ;; 11_)_1_EZV:| R?sin 0 db .

R ; Yes S . dv
Or — est trés voisin de I'unité, V tend vers zéro et —— @ une

Cette intégrale est donc moindre

valeur absolue moindre que SE?,

en valeur absolue qu'une quantité donnée quelconque, quand le
rayon R augmente indéfiniment. Or elle a une valeur indépendante
de R : elle est rigoureusement nulle. Nous avons done la formule

o e s
(ln r dn i

les dérivées étant ici prises sur la normale extérieure a la surface.

n\—

,H”

3. Appliquons la formule (5) au cas trés particulier ou la sur-
face S se réduit a une sphére X, de centre (a, b, ¢) et de rayon R;
elle se réduira, d’aprés le calcul fait plus haut, &

‘ f V ds.
b

Nous allons en tirer aveec Gauss un théoréme de la plus haute

V(a,b,¢) = —

’
T

=

importuncc ;

Une jfonction V(z,y,s) continue dans le voisinage d'un
P.— 1. f 10
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point (a, b, ¢) et satisfaisant a U'équation

A=t

ne peut avoir aw point (a, b, ¢) ni maximum ne minimum.
Supposons en effet que la fonction V posséde en ce point un
maximum ; en prenant R assez petit, on aura, pour tout point de
la sphére X,
V(@ 7, 8) < Vila,b,c),

cette inégalité excluant I'égalité, d’oti nous concluons, en multi-
he]

o a s
o [ i B COT L)
pliant par R et inlégrant,

I
4rR2

f Y ds < V(a, b, c),

inégalité absurde, puisque les deux membres sont précisément
égaux.
On démontrerait de la méme maniére que lafonction V(z,y, )

ne peukt avoir de minimum.

o

4. Une conséquence immédiate del'impossibilité d’un maximum
ou d’un minimum est le théoréme suivant :

11 ne peut exister deux fonctions V, satisfaisant a Uéquation
de Laplace, continues ainsi que leurs déripées partielles des
deux premiers ordres a Uintéricur d’une surface, et prenant
sur cette surface les mémes valeurs.

Supposons en effet qu'il existe deux telles fonctions, leur dif-
férence W satisfera a I'équation

AW =o

et s'annulera sur la surface. Elle devrait donc avoir a l'intérieur
s0ib un maximum, soit un minimum, ce qui est en contradiction

1
i
avec le théoréme que nous venons d’établir. W doit done étre |
identiquement nulle, c'est-a-dire que les deux fonctions consi- .

|

dérées sont identiques.
On peut démontrer, de la méme maniére, qu’il ne peut exister

deux fonctions V continues a I'extéricur d'une surface fermée S,
tendant vers zéro quand le point (z, y, z)s'éloigne & I'infini d’une
maniére quelconque, et prenant la méme succession de valeurs '
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sur la surface S. En effet, leur différence, s’annulant sur la surface
et & linfini, devrait avoir quelque part un maximum ou un mi-
nimam.

On voit le probléme que suggere le théoréme précédent :

Si I'on se donne, sur une surface fermée S, une succession
continue de valeurs associées chacune a un point de la surface,
il ne peut exister qu'une seule fonction continue i Vintérieur
de S, satisfaisant a 'équation de Laplace, et prenant sur la sur-
face S les valeurs données. Cette solution existe-t-elle toujours,
et comment peut-on la déterminer ?

(C’est la un probléme célebre, désigné souvent sous le nom de
probléme ou principe de Dirichlet, et dont nous allons main-
tenant nous occuper. La formule fondamentale (5) n’en donne
pas la solution, puisque sous le signe d’intégration se trouve, non

A%

seulement V, mais aussi la dérivée ;> lous sommes assuré que les
7

valeurs de ces deux expressions sur la surface sont liées les unes
aux aulres, mais nous ne pouvons que concevoir cette dépen-
dance. Il y a un cas cependant ot un artifice permet d’éliminer la

G A
dérivée

- nous allons 'approfondir.
an

II. — Probléme de Dirichlet dans le cas d’une sphére.

5. Cest dans le cas o la surface S se réduit i une sphére que

dav

nous allons pouvoir éliminer de la formule (5) la dérivée .
Rappelons a cet effet une propriété élémentaire de la sphére.
Soit A un point intérieur & une sphere S de rayon R et de centre O,
le point conjugué A, sera sur le diameétre OA, et 'on aura

OA=0RG — Rz

Le rapport des distances d’'un point quelconque M de la sphére
aux deux points A et A, est constant, et I'on a
MA _ OA
MA; = R

Si(a, b, ¢) et (ay, by, c,) désignent les coordonnées de A el A,
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je poseral
e R e (s LR

ri=@— a1+ (y—8b1)2+ (5 —a)

La formule (5) nous donne d’abord

1
d -
e =t L )de
Vi@, byc) — :’;w‘/‘f(‘ dn r EZH)db
S

D’autre part, en appliquant la formule de Green aux fonctions V
L ! ; : !
el —— continues toutes deux dans S, puisque le point A, est exté-
1

rieur a la sphére, on a

I
Sl xfd;;_iiz.\i s
L 4w dn ry dn =
S L=

Posons OA — [ et OA, = /, ; nous multiplions la derniére éga-

1l

i R i : STt
lité par _l: et nous la retranchons de la précédente. Il vienl ainsi,

5 i Al Lot
puisque T sur la sphere,

: I d?l‘ R d;-l'—
SRTRIES Vi i e S
A b,.c) T 4m ¥ dn l dn de

& e 5 T dV 5
L’artifice précédent nous a donc permis d’éliminer €t d’ex-

primer V en un point quelconque de I'intérieur de la sphére a
’aide de ses valeurs sur la surface.

Faisons explicitement le calcul de I'expression précédente. La
quantité entre crochets sous le signe d’intégration peut s’écrire

iy

I .
ﬁcos(r, ) — 7 cos(ry, n).

r

—re

Soit
LEORS L
o= (r,n)= 0MA, oy = (rq, n) =0MA;,.
. Or, dans les deux triangtes OMA et OMA,,

2= R2+ r2 —aRr cosy,

I3=R2+ r}—aoRricosg;.
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On formera de suite la combinaison

cosQ R cosg, R2— /2

73 Chiiser AR I R /
et l
en se rappelant que //, = R2 et =5
- 1

La formule trouvée devient donec

(6) V(a,b,¢) = —= I(W ”V?{',

4

qui pourra encore s’écrire, en mettant en évidence 'angle y formé

par OA et OM,

(7) V(a,b,c)= ";l’\/f (R2— )V do T
i (R2— 2[R cosy + £2)%

Si 'on introduit les coordonnées polaires (Z, 0y, Uy) du point A,
et (R, 0, 4) du point (2, y, z), on aura

cosy = cos0 cosly—+ sinf sin 0y cos(d — )

et, si ’on veut prendre pour variables de sommation sur la sphére

O et ¢, on posera
ds = R2sin0 d0 di,

f variant de o A et U de 0 a 27.

6. Il nous faut traiter maintenant la question inverse.

En supposant que la fonction V sous le signe somme soit une
fonction continue V (0, ¥) des angles § et ¢ qui fixent la position
d’un point sur la sphére, les formules (6) ou (7) représentent une
fonction des coordonnées @, b, ¢ du point A. Représentent-elles
une fonction de a, b, ¢ satisfaisant a I'équation

02V . 2V . 02V

— =0

L
da? 202 - oc? :

et prenant la valeur V (0, &), quand le point A se rapproche du
point de la sphére correspondant aux coordonnées polaires 0 et 4?
[1 en est bien ainsi, comme nous allons 1’établir.

Tout d’abord, la fonction V(a, b, ¢) définie par la formule (6)
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satisfait & I"équation de Laplace. Cela résulte immédiatement de
ce que

considérée comme fonction de a, 0, ¢, vérifie cette équation. Le
calcul ne présente aucune difficulté, si 'on ne perd pas de vue
Ies trois relations

B=atbite,  rl=(a—a)+(b—yl+ (c—a),
R2 — 22|92 52,
La dérivée seconde de I'expression précédente par rapport & @ est
égale a ;
3(R2—72) 15(R2— 12)(a — z)? 2 12a(a—2z)

. 75 ; i T 75 /
et 'on a des expressions analogues pour les deux autres dérivées
partielles; la somme de ces trois dérivées est identiquement nulle,
car

Pi+r— R =ala(la—ax)+b(b—y)+c(c—3)]

L.a démonstration du second point est plus délicate. Nous allons
suivre une marche analogue a celle que suit M. Schwarz dans le
cas de I'équation de Laplace avec deux variables ().

7. Commengons par une remarque préliminaire. Sila fonction
donnée V (0, &) se réduit & une constante, I'unité, par exemple, il
y aura certainement une fonction V satisfaisant & I’équation de
Laplace et devenant égale & un en tous les points de la sphére : ce
sera la fonction V(a, b, ¢) = 1. D’autre part, cette fonction doit
étre donnée par la formule (7); on en conclut que

; (R2— 12) ds =
_iﬁﬁff _ s
(R2— 2R cosy + %)

quel que soit le point (&, b, ¢) & 'intérieur de la sphére.

roes

Ceci posé, soit A’ le point ou le rayon OA rencontre la sphére;

(') ScawaRrz, Journal de Crelle, t. T4.
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du point A’ comme pdle, je déeris un pelit cercle correspondant &
I'arc trigonométrique 8. Ce petit cercle divise la sphére en deux
calottes ¢ et G, dont 1'une, ¢, comprend le point A’. Partageons
intégrale (7) en deux parties : I'une relative a la calotte ¢, 'autre
a la calotte C. Puisque la fonction V (0, 4) est continue, on pourra,
étant donné a Pavance un nombre ¢, aussi petit qu'on voudra,
choisir & assez petil pour que la différence des valeurs de V (0, L:z)
correspondant a deux points quelconques situés sur la calotte ¢
soit inférieure en valeur absolue a «.

Prenons maintenant sur la sphére un point fixe P, tel que I'arc PA’
soit moindre que 4. J'écris 'intégrale (7), en désignant par V, la
valeur de V (0, 4) au point P, sous la forme

({RE=Talo (R2—2) (V—Vp)ds
'lTl't 75 ‘.l{ 52
(R’f')_il{ cosy —+ %) (R2— 2R cosy + 12)’

le premier terme se réduira a V, d’aprés la remarque faite précé-
I i I | I

;4..

ol

demment ; nous allons chercher une limite supérieare de la valeur
absolue du second.

Partageons ce second terme en deux parties, le champ d’inté-
gration étant, pour l'une, la calotte ¢, pour 'autre, la calotte C.
Puisque sur la calotte ¢ on a

V—V, | <¢, la premiére partie a
une valeur absolue inféricure a I'intégrale

s /,jm (R2— 22) ds
b 3
4R (R2—2/7 R cosy + I2)2

étendue a ¢, et, & plus forte raison, inférieure a cette intégrale

étendue a la sphére entiére; elle est done moindre que ¢ en valeur
absolue.
Passons a la seconde partie; on aura, quand M est sur la ca-

lotte C,
R?

sy -+ {2 > 2l R(1 — cosd),

puisque cosy < cosd. Si nous désignons par g le maximum de la
valeur absolue de V (6, ¢), notre seconde partie aura donc une va-
leur absolue moindre que

28 R" 2
4oR f[[d

[ /Ii(l 086
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moindre, par conséquent, que

_agR(RI— 1)

15(e8

[2Z R(1— cosd)]?

Or, on peut prendre /suffisamment voisin de R pour que ce terme
soit aussi voisin de zéro qu’on voudra : il en résulte que, quand le
point A, i I'intérieur de la sphére, tend d’une maniére quelconque
vers le point P, la fonction V(a, b, ¢) tend vers V. On a, en effet,
d’aprés ce qui précéde,

oy IR o )

g

[2 R(1— cosd)]?

| V(a,b,c) —Vp| <e+

[

¢ est donné a I'avance aussi pelit qu’on veut et / est trés voisin

de R.

Le probleme de Dirichlet est donc complétement résolu pouwr
le cas de la sphere; on peut se donner arbitrairement la fone-
tion V sur la surface, en la supposant seulement fonction con-
tinue des parametres § et . La formule (7) donne I'intégrale de
I'équation de Laplace, continue 4 I'intérieur, et prenant les valeurs
indiquées sur la surface.

8. Avant de passer 4 un cas plus général, démontrons un théo-
réme d’une application fréquém,c el qui se déduit immédiatement

de la formule (6) :

St une fonction V(z, y, 3) satisfaisant & 'équation de La- ‘
place est continue pour toute valeur finie de z, y et z, et sisa
valeur absolue est, quelles que sotent les valeurs de ces varia-

bles, inférieure a un nombre fixe M, cette fonction doit se ré-

duire & une constante.

De l'origine comme centre, avec un rayon R, décrivons une sphére
et appliquons la formule (6) pour l'origine O et le point inté-
rieur A, nous avons V, et V, désignant les valeurs de Ven O et A,

S T Y ds
‘“*;;ﬁff‘{r’
) I R e e
\*“‘,-;Tcnff"? V ds,
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et, par suile,

s e I R2— /2 i
e e e
T oa2m s
— .;l_ f [ {! o b R——il] V sinf b .
dislis oM L 7S ;

Or, supposons que le rayon de R soit trés grand, on a loujours,

Sy Sh R 5h ; s
par hypothése, |V | << M; mais — sera évidemment trés voisin de

I'unité pour tous les points de la sphére, puisque le point A reste
fixe. La fraction
R(R?— 2)

sera done aussi trés voisine de l'unité. 11 en résulte que la différence
Vo — V, aune valeur absolue moindre que toule quantité donnée;
or, ¢’est une quantité fixe : elle est donc rigoureusement nulle. On

a ainsi
\"‘\ - V().

La fonction V en un point arbitraire A a la méme valeur qu’a
origine; elle est constante, comme nous voulions Pétablir.

III. — Sur une généralisation de l’intégrale de Gauss.

9. Dans un Chapitre précédent (Chap. IV, § 22), nous avons
considéré 'intégrale de Gauss

(8) [ [t g

élendue a une surface fermée, r désignant la distance d’un point
fixe A & un point M de I’élément variable ds de la surface, et 'angle
(7, n), que nous désignerons maintenant par o, représentant I'angle
de la direction MA avec la normale intérieure a la surface au
point M. Nous avons démontré que cette intégrale était égale & 4=
quand le point A était intérieur i la surface, et égale & zéro quand
il est extérieur. Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que
la surface donnée S est une surface convexe, ayant en chaque point
un plan tangent déterminé : c’est le cas pour lequel nous traite-
rons,.dans la Section suivante, le probléeme général de Dirichlet;
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coso est alors toujours positif quand le point est & U'intérieur ou
sur la surface.

Dans ces conditions, nous voyons de suite quelle sera la valeur
de I'intégrale (8) en tout point de la surface. Elle est égale & 2=,
puisqu’elle représente la somme des ouvertures, évaludes sur la
sphére de rayon un, des angles solides sous lesquels, du point A, on
voit les éléments do sur la surface. Cette somme correspondra donc
4 une demi-sphére, quand le point est sur la surface, c’est-a-dire a
aw. L'intégrale de Gauss, considérée comme fonction des coor-
données (a, b, ¢) du point A, est donc une fonction discontinue
de (a, b, ¢), quand A traverse la surface. Elle est égale a 4=, quand
le point est & I'intérieur, égale & 2w, quand il est sur la surface,
et a zéro, quand il est a I'extérieur.

Envisageons maintenant, d’une maniére plus générale, I'inté-
grale

1L COS©
— 1 do,

WVitaib e =

ot p. désigne une fonction continue des paramétres qui fixent la
position d’un point sur la surface S. Cette intégrale V, considérée
comme fonction de (@, b, ¢) est une fonction conlinue, ainsi que
ses dérivées partielles, quand le point A est & 'intérieur ou & 'ex-
térieur de la surface; elle éprouvera une discontinuité pour le pas-
sage par la surface. Pour étudier cette discontinuité, je prends un
point fixe s sur la surface S, et, désignant par pla valear de p en
ce point, je forme la différence

Wit bsic) = f.‘[“mjdds—' s ff

q ui ])CH[ encore s CCI‘]l‘

[f(“‘* ig).So8 % ds.

Montrons que la fonction W est une. fonction continue de
(a, b, c) dans Uespace avoisinant le point s.

Décrivons, a cet effet, de s comme centre, une sphére de rayon o,
qui découpe sur la Slu'flco une courbe y; on peut prendre p assez
petit pour que la différence p.— p soit, en valeur absolue, moindre
que e, quand le point de la surface, pour lequel on prend la valeur
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de p, est intérieur & y. Partageons alors I'intégrale en deux parties,
I'une relative a I'aire intérieure a v, l'autre a I'aire extérieure. La
premiére intégrale sera, en valeur absolue, moindre que 4, quelle
que soit la position de A dans I’espace. Quant a la seconde inté-
grale, elle est une fonction continue de (a, b, ¢), pourvu que ce
point, quand il est dans le voisinage de la surface, reste a une dis-
tance de s inférieure a . On peut donc trouver un rayon p' < otel
que, a 'intérieur d’une sphére ayant s pour centre et p pour rayon,
la différence des valeurs que prend W en deux points quelconques
soit moindre que ¢; ce qui démontre la continuité de la fonction
dans le voisinage de S.

Ce point établi, nous avons 4 distinguer : 1° la valeur de V au
point s, nous la désignerons par V; 2°lalimite de V(a, b, ¢) quand
A tend vers s en étant a Uintérieur de la surface, nous Pappelle-
rons Vis; 3° la limite de V(«, b, ¢) quand A tend vers s en étant
a l'extérienr de la surface, nous la représenterons par V. Lethéo-
reme précédent nous fournit immédiatement deux relations entre
Vi, Vi, Ve La fonction W élant continue, nous avons I’égalité

T o S e
Vis— fmps= Vs— 2wy,

qui exprime que la limite des valeurs de W («, 0, ¢), quand A tend
vers s en étant a I'intérieur de la surface, est égale a sa valeur au
point s. Pareillement, nous aurons

Ves=Vs—amps.
Ainsi, on a les deux formules trés importantes
Vis'=V;+2 Ty Ves= Vs — 2T .
10. Voici maintenant une remarque quinous sera trés utile dans
un moment.
Partageons la surface S en deux parties o et 3, et soient s et s

deux points quelconques de la surface; nous désignerons d'une
maniére générale par IY 'intégrale

% cos @
[k::/n/ﬂ = ds,
Jye

relative au point s, et étendue a une portion y de la surface S.
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Montrons que

(9) )

est comprise entre l'unité et A, A désignant un nombre positif fixe
inférieur & un. Supposons d’abord que s et s aient des positions
déterminées sur la surface.

En premier lieu, la somme (g) est inférieure ou au plus égale a
'unité, car

IX Siomie (s ol

En second lieu, pour montrer que celie somme est supérieure
a une certaine limite positive différente de zéro, décrivons de s
et s’ comme centres, avec un petit rayon p, des sphéres découpant
sur la surface deux aires ¥ et ¥ autour de s et §. Dans toute la
portion de l'aire « extérieure & ¥, la quantité toujours positive
coso, dans I'intégrale 1

82

% restera supérieure & un nombre m et la
distance 7 sera inférieure a la longueur D.

On aura done
1%~ T,(IZE),

§ D2

a désignant l'aire de la partie «, et £ I'aire de la portion 2. De la
meéme maniére

[3,> ﬂ(?___i),
i Dz

$

en désignant par m et D les minima et maxima correspondant a s’
et B; nous pouvons, bien entendu, prendre les mémes valeurs

pour m et D dans I'uné et I'autre inégalité. Par suite,

m(S —=2—3")

3
| S (SN =

(& lq 30 S)J
S désignant laire totale de la surface. La somme (g), qui est infé-
rieure ou au plus égale & I'unité, ne descend donc pas au-dessous
d’'une certaine limite.

Quand s et s’ se déplacent sur la surface, cette limite inférieure
a certainement un minimum ; nous le désignons par A, et il est
manifestement compris entre zéro et un. Il existe donc un nombre
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Mk <<1), tel que l'on ait

4]
o< A< —(I2+ IE)EI,
f‘ i
quelles que soient les positions de s et s' sur la surface.
11. La remarque précédente va nous permetire d’approfondir

I'étude de I'intégrale
Ve : [fl"'_(‘g;_‘-? ds,
S r2

prise pour un point s de la surface S.

Désignons par M et m le maximum et le minimum de [+, €t par-
tageons la surface en deux régions « et {3, telles que, dans la pre-

ol 3 ’ M+ m
miére, la valeur de la fonction . reste comprise entre M et 7%,
’ 5 I

3 5 M+ m e
et soit comprise, dans la seconde, entre m et —,— + Ces régions

pourront se COHIPOSGI‘ de l‘JOI‘[iOHS séparées. Ol’l aura évidcmmenl

M -+ m B

anVSMIZ+ — T,

- m
— I+ m IE,

|

ct . L . A . 7 a
inégalités qui pourront encore s'écrire, puisque 12418 = 57

=

M—m
VesM — —— 16,
2 4T 2
(10)
. M—m
Vi2m = =%
4T
Prenons maintenant un autre point s; sur la surface S; on aura

pareillement

‘ g M-—m Ii?,
: gm
L M —m

o

50

? Vs, 2m +

\ 4T

Donc, en retranchant membre & membre la seconde des inéga-
lités (11) de la premiere des inégalités (10),

14 e
Vi— Vs, (M — m)(i = “‘)s

47
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et, par suite, en introduisant la quantité A du paragraphe précé-

dent
: Vo Ve S (=,

ou enfin, en posant 1 — k= g, on a, quelles que sotent les posi-
tions des points s et s, sur la surface,

(12) Vi— V5, 2(M —m)p,
o désignant un nombre positif fize plus petit que l'unité.

Cet important théoréme est dit &4 M. Neumann (') qui en a fait
la base de sa méthode de la moyenne arithmétique pour la solu-
tion du principe de Dirichlet. Nous nous sommes borné au cas ot
la surface convexe a, en chaque point, un plan tangent; 1’éminent
géométre se place dans des circonslances un peu plus générales,
qu’il serait trop long d’examinver ici (2).

Voici une conséquence immédiate de I'inégalité (12): s1 M, et
m, désignentle maximum et le minimum de V; sur S, on aura

M; — my S(M —m)p.

IV. — Principe de Dirichlet pour une surface convexe.

12, On doit & M. Neumann une méthode remarquable pour ré-
soudre le probleme de Dirichlet, dans le cas trés étendu ol la sur-
face est rencontrée seulement en deux points par une droite et ou,
suivant l'expression de l'auteur, la surface n’est pas biétoiice,
¢’est-a-dire, ol tous les plans tangents ne vont pas passer par deux
points fixes (tel serait le cas d’un cube).

Nous nous bornerons ici aux surfaces convexes, considérées
dans la Section précédente, pour lesquelles il existe en chaque
point un plan tangent déterminé. Nous suivrons une méthode in-
diquée par Kirchhofl et publiée par les soins de M™* Kowalewsky
dans les Acta mathematica (t. XIV, p. 179). Au fond, 'analyse

(') K. NuumMANN, Untersuchungen iiber das logarithmische und Newtonische
potential., Leipzig, 1877.

(2) On pourra encore consulter sur ce sujet. ’excellente thése de M. Riquier
sur Pextension a I'hyperespace de la méthode de M. Neumann (Paris, Hermann,
1886 ).
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de Kirchhoff n’est pas différente de celle de M. Neumann : nous
I’exposerons, en la rattachant & I'inégalité fondamentale de ce
savant auteur.

Soit une fonction continue U définie sur la surface convexe S
en désignant toujours par U; la valeur d’une fonection U au point s,
je forme I'intégrale

Ul(a, ble ffS”.E(U__U ) de.
44

Cette intégrale représente, comme nous l'avons vu (§ 9), une
fonction continue de @, b, ¢ a Pextérieur et a intérieur de s, dans
Pespace avoisinant le point s. Lorsque le point (@, b, ¢) est au
point s, elle a une valeur déterminée U!. L’ensemble de ces va-
leurs, quand le point s se déplace sur la surface S, définit une fonc-
tion U' sur cette surface,

Formons de méme 'intégrale

CO‘SJ

U2(a, b,¢c) =— — Ul) ds,

qui permettra de définir une nouvelle fonction U2 sur S, au moyen
des valeurs telles que U ; et ainsi de suite, ayant, d’une maniére
générale,

Un(a, b,¢) =— - -ff—cfi?(U"—l—U;!*l)dc,
4 r2

intégrale au moyen de laquelle on formera U”, et on définira U
sur la surface S.

Soient M et m le maximum ét le minimum de U, M, et m,, les
maxima et minima des U”; on aura (§ 11), puisque U — Uy est
compris entre 2Met 297 M-n. o/~ ey

Fore. I | wetie 49 - el
| F é 1 ~

My —m <(M—m)p,
par suite, de proche en proche
M,— m,<(M— m)pn.

13. Ce point établi, cherchons une limite pour les fonctions U
clles-mémes. Nous avons vu précédemment (§9), que U est la li-
mile vers laquelle tend I'intégrale

-ij"””m—ldm
(T
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quand le point (@, b, ¢), supposé extérieur a la surface S, se rap-
proche indéfiniment du point s.

Or, si nous envisageons cette intégrale pour -un point exté-
rieur K, il est facile de trouver pour sa valeur absolue une limite
supérieure. En effet, considérons le cone circonserit a la surface
ayant pour sommet E ; la courbe de contact partage la surface en
deux parties. Pour 'une, cosg est positif, et, pour 'autre, il est
négatif. D'ailleurs les intégrales

coso®
ff * ds,
2

élendues & I'une et I'autre, sont égales, au signe prés. Leur valeur
absolue représente 'angle solide Q sous lequel, du point E, on voit
la surface. Si done nous appelons toujours M,_; et m,_, le maxi-
mum et le minimum de U”*, I'intégrale

I COS©
7 ‘/:/‘ o st dﬂ':
qm r?

prise pour le point extérieur E, aura une valeur absolue moindre
q[lfﬁ

Q(Mp—y — mn—)

i ?

car, pour trouver ces valeurs extrémes, nous prenons le maximum
de U~ dans la région ol cosy est négatif, et son minimum dans
la région ou il est positif. Quand E tend vers s, Q tend vers am.
Nous avons donc :
- My — m,—
[iUzii<s Al A
2

et, par conséquent, d’aprés 'inégalité du § 12,

i M—m

bel] sl o e e e U

De la se tire la conséquence suivante : [a série
U+Ul+ U2+, ..+ Ur. ..

est convergente sur la surface S.

Ses termes sont moindres, en effet, en valeur absolue que ceux
d’une progression géométrique décroissante.
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14. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le pro-
bléme de Dirichlet, pour une surface convexe S. Soit U la fone-
tion faisant connaitre la succession des valeurs que doit prendre,
sur S, lintégrale V de 1'équation de Laplace. Nous formons,
comme plus haut, la série

U+Ut+-U24 ., . +Ur+....

Nous allons établir que U'intégrale
Via,b,c) =+ ','I: ‘/[“;;"?(U + Ul .+ Ur...)ds
4T ¢ 3 7

résout le probleme de Dirichlet, c'est-a-dire qu'elle satisfait a
Uéquation de Laplace et que V(a, b, ¢) tend vers Uy, quand le
point (a, b, ¢) intérieur & S tend vers le point s de cette sur-
face.

Le premier point est évident. Pour démontrer le second, for-

mons la différence
V.".\' o Vﬁsa

en adoptant les notations du §9 : on aura
U

Vz':: = Ve.\' =- U,\' e

s+ U2 +...+Ur+....

Or, nous voulons établir que V; — Us; il faut donc montrer

\

que .
— Ve =Ul+-TU24-... U2 ..

Nous avons vu que l'on peut écrire

Pintégrale étant prise pour un point infiniment voisin de s en
dehors de la surface : il en résulte que

I cCose® . - . f
U+ U2 +...+ U_(.Uf...:—.gf-q: ff 7_,—'([)+U'-:~...+ Un—14 ., .)ds,
Ll el
Pintégrale étant prise dans les mémes conditions, égalité qui re-
vient a
Ul+-U3+U3+... .+ U24...=— V.,
P. o= I- In
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comme il fallait le démontrer. Nous avons done

EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

W= ]

la fonetion NV (a, b, ¢) tend vers Usquand le point (a, b, c) tend
vers s, en restant a Uintérieur de la surface.

15. Le probléme de Dirichlet est ainsi complétement résolu
pour le cas d’une surface convexe. Diverses méthodes permettent,

‘ *  dans des cas étendus, de passer d’un contour convexe a un con-
l tour plus compliqué ; nous aurons I'occasion de les étudier dans la

théorie des équations aux dérivées partielles.
Dans ces derniers temps, M. Poincaré a donné une remarquable

méthode pour traiter le probléme de Dirichlet. Cette méthode |
trés générale suppose seulement que le plan tangent & la surface {
en chaque point soit déterminé, sauf en un nombre limité de
points coniques ordinaires (American Journal of Mathem a-
g G )

SCD LYON 1



ATTRACTION ET POTENTIEL. 163

CHAPITRE VII.

ATTRACTION ET POTENTIEL.

I. — Définitions et premiéres propriétés du potentiel.

1. Nous ferons une derniére application des notions relatives
aux intégrales multiples, en étudiant les propositions les plus
simples de la théorie de I'attraction. Nous n’avons pas & expliquer
ici comment, dans un corps attirant, on suppose la matiére ré-
partie d'une maniere continue, de telle sorte que la densité p soit
une fonction continue des coordonnées (@, b, c¢) d'un point va-
viable de la masse attirante. Les trois composantes X, Y, Z de
I'attraction exercée sur un point de coordonnées (x, y,s) sonl

" (a—a)pde
i
j‘f (/)—3)5(/(’

i (('_HI)J(II“
=iy

ot 712 =(z — a)*+ (¥ — b)>*+ (5—c)* et dv=dadbdc, ces
intégrales triples étant étendues & la masse attirante. X, Y, Z

alors

sont & regarder comme des fonctions de 2, y, 5. Nous allons
démontrer qu’elles sont les dérivées partielles par rapport a x,
y, & d’'une méme fonction représentée par I'intégrale

) V(z, 5, 5) _[ff if‘{'—

étendue 4 la masse attirante et a laquelle on donne le nom de
potentiel.
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4

2. Supposons d’abord que le point soit a I’extéricur des masses
attirantes. X, Y, Z sont alors des fonctions continues de z, y, z,
et les relations

oV o Y
(74) S e ey

sont une conséquence immédiate de lidentité

et des identités analogues relatives & y et z.

Remarquons de suite que V(z, y, z) et ses dérivées partielles
d¥ oV dV
oz’ dy 9z
Vinfini d'une maniére quelconque. Ecrivons V sous la forme

= l%f[f?-pdctdbdc (R2 = 22+ 2+ 52).

R o o S S
Quand (z, y, z) s’éloigne a I'infini, i I'unité pour limite

lim VR :fffp da db de = M,

M désignant la masse attirante. La fonction V devient donc nulle

tendent vers zéro quand le point (z, y, z) s'éloigne a

; on a

donec

N
comme - De la méme maniére on écrira

;)_r_f/‘f (rr—a")arladbdc‘_ ff/‘ 1—1‘(_7“ S Adb 0

R o —— s : 3 el
Or - tend vers 'unité, — = reste inférieur & I'unité en valeur ab-

solue; par suite on aura, en supposant que le point (z,y, 3)
s’éloigne a I'infini dans une direction faisant avec les axes des
angles (z, 8, 1),

lim (R‘l %) =— M cosa,

et deux formules analogues pour g el

A%
o
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On dit quelquefois qu’une fonction V et ses dérivées du pre-

mier ordre s’annulent & l'infini comme un potentiel si elles sont
. - . I [
respectivement, pour R trés grand, de Pordre de 1 et de —

Passons aux dérivées secondes ; on a

2V eV otV

ozt | gyn 0z ¢

AV X 1 3(a —z)? |
LB e tatle o

et en faisant la somme AV on obtient zéro identiquement.

en effet,

U
<

On n'oubliera pas que, dans ces calculs, le point (z,y, z) est
rsupposé exlérieur aux masses attirante s. Les ol)ét‘ations que nous
avons faites ne seraient plus légitimes, a cause des éléments deve-
nant infinis, si le point était intérieur.

3. Clest ce cas que nous allons maintenant examiner. Le point
A(z,y, z) est donc a I'intérieur de la masse attirante. On s’assure
d’abord immédiatement que V, X, Y, Z n’en ont pas moins un
sens parfaitement déterminé. 11 suffit, en effet, de faire usage
des coordonnées polaires (7, 0, ) en posant

a = x -+ rsinl cosd, b = y -+ rsin0sind, ¢ =z rcosh;

alors
de = r2sin dr d0 dU,

et les éléments restent finis dans V, X, Y, Z pour r = o ; de plus,
ces fonctions sont des fonctions continues dans tout I’espace.

Nous allons montrer que les relations (2) subsistent. Concevons
autour de A un petit volume. Les masses attirantes sont alors par-
tagées en deux parties, l'une un intérieure a ce petit volume,
I'autre deuzx extérieure et dont nous désignerons respectivement

les potentiels par V, et V,. On aura
V=Vi+V, et aussi X =X+ X,,

en décomposant la composante X en deux parties, 'une X, rela-
tive & la masse wun et 'autre X, relative & la masse deux.
On prend, dans le volume wn, un second point A’ de coordon-
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nées (x + Az, y,s); sotent V', V), V) les valeurs du potentiel
relatif & A’ pour le volume tolal et lcs volumes unet deuz. Nous

avons

V=
Or lim e = X, quand Az tend vers zéro. Etudions le quo-
Lient
Vi =V,
Az

En désignant par r et 7' les distances d’un point variable du
volume wn a A et A/, on a

-

el comme

1 I iRl e
A7t r LIS

il s’ensuit que

V'—v
L2 <

car r—r|<|Az|;

SR
e
slE
+

M-

G S bR e
e
/ r;dv J
f / _ff psinf dr db db < 4=mp; d,

oy désignant une limite supérieure de la densité autour de A, et
d la distance maxima de A a la surface limitant le volume un. Si
donc D désigne la plus grande corde de cette surface, on aura

Or

| < 4mpy D

et I'on peut prendre le volume un assez petit pour que D soit infé-
rieur & loute quantité donnée. D’autre part, si ce volume est assez
petit, X, différe de X d’aussi peu qu’on veut. Done

Vr__ v
Az
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a une limite, et cetle limite est X. Les relations

Wi g e

& S e o

subsistent donc pour le point intérieur (*).

4. Nous avons vu que la fonction V et ses dérivées partielles
du premier ordre sont continues pour toute valeur de z, ¥ et 53
il n’en est pas de méme pour les dérivées du second ordre. Pour
approfondir la nature de ces dérivées partielles, nous allons effec-
tuer sur les dérivées du premier ordre la transformation employée
par Riemann (Schwere, Electricitit und Magnetismus, Han-
nover, 1880).

Les dérivées du second ordre sont évidemment conlinues pour
I’espace extérieur aux masses atlirantes. Montrons quil en est de
méme a l'intérieur; c’est pour la surface de séparation seulement
qu'il y aura une différence, au point de vue de la continuité, entre
les dérivées du premier et du second ordre.

D’aprés ce que nous avons établi au paragraphe précédent,

iv :—./ /[ (a;q) o da db de = / / N e
U‘Z. L . 0 I“j : L= e e/ ;i F)&

Décomposons le volume des masses attirantes en deux parties :
I'un comprenant a son intérieur le point (x, y, 5) et n’ayant aucun
point commun avec la surface de séparation, I'autre formée du
reste du volume.

Soient V, le potentiel di & la premiére partie et V, celui qui
est di a la seconde partie.

V. et toutes ses dérivées partielles seront des fonctions con-
tinues de 2, ¥, 5; nous n'avons donc i nous occuper que de V.
Nous supposerons que p ait des dérivées partielles du premier
ordre par rapport & @, b, ¢, a l'intérieur du volume des masses

attirantes. Nous ne faisons aucune hypothése a cet égard pour la
surface méme ; c¢’est pourquoi nous avons fait la décomposition
des volumes un et deuz. En intégrant par parties, on pourra

(*) Cette démonstration est due a M. Bouquet.
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:/:/.ECOSOth—}—/J.[‘l Edar.dbdc,
i JJJ 7o

o désignant I'angle de la normale intérieure avec I'axe des z.

écrire

L’intégrale double est étendue a la surface = limitant le volume
un, et 'intégrale triple a ce volume lui-méme. Sous cette forme,

: IV, St : J
on voit que —— aura des dérivées partielles du premier ordre,
puisque l'intégrale triple, qui_figure dans son expression, est un

potentiel, la distribution de la matiére correspondant seulement a
S ) 4 i S r
la densité 5 Au lieu de correspondre 4 la densité o. Il en résulte

que les dérivées secondes de la fonction V(z,y,z) sont con-
tinues a Uintérieur des masses attirantes. Nous allons voir dans
un moment qu’elles sont discontinues pour le passage a la surface
de séparation.

f
E II. — Formule de Poisson. — Propriétés caractéristiques
i du potentiel. — Attraction d’un ellipsoide.
5. Nous avons vu que, pour un point extérieur aux masses atti-
rantes, on a
NVE=T0T i
Sile point est inlérieur, on a, p étant la densité au point (z, ¥, =)
pour lequel on prend le potentiel,
AV =— {mp,
Jormule célébre due a Poisson, et (ue nous nous proposons
maintenant d’établir.
Reprenons le potentiel V, du § 4; on a
AV = AV,
puisque AV, = o, le point (z, y, z) étant extérieur au volume au-
{ -
l quel se rapporte le potentiel V,. Or ¢
IV i
| f_/lf gosotdshr[[f—-——rladbdr' ‘3
| ¥

SCD LYON 1




i
|
{
{

ATTRACTION ET POTENTIEL. I()()

par suite,

2 I

r ,), =

ANV ;
T p—~ cosa ds +\/‘\/L/‘0— —= da db de,

la seconde intégrale ayant un sens parfaitement délerminé.

=7

I 1
o O
OI] pCllL encore (,(:I‘]l(' en I(‘Inalquaﬂ.L C[HL‘ SR '_7

1
r o
Ur- [ /PTCOSD’({J /l/‘/ ra(/adb(/(‘

et, par suile,

3
d - - d l d l
= Lt "‘ '-- o2 ) dadbde.
Vi dn X c)a da ()b r)l) ; f)c dc

Or, appliquons la formule préliminaire de Green (§ 10, Chap. V)

aa volume limité par la surface X du volume un, quine contient

aucun poinl de la surface de séparation, et par une petite sphére &
ayanl pour centre le point ( z, 3, 5); il viendra

9L D
/ [ r . op 7 , 9p I T
d(t()a " 0b 0b = de de il
/c/— ffd—-
dn :/Edg

. I . LIy (3 . i
pulsque — satisfait & 1'équation de Laplace.

La premiére intégrale double est étendue a la surface X et la se-
conde a la sphére o; dans cette derniére, la direction de la normale
correspond & 'extérieur de la sphére. Mais nous avons déja cal-
culé cette derniére intégrale : on a

lim //‘p-—dcg—iwp(;r,y,:)

quand le rayon de la sphére o tend vers zéro.
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Revenant donc a 'expression de AV, nous voyons que

] AVy = — 4mp
et, par suite,
AV =— 4=p,

v

o étant la densité au point (z, y, z) pour lequel on prend le po-
tentiel.

6. Du théoréme précédent, on peut conclure la valeur trou-
vée par Gauss de Uintégrale

A%
e

, s : LD av
étendue a une surface fermée quelconque X, la dérivée — €tant

prise vers I'extérieur de la surface.

Supposons d’abord que le volume limité par cette surface fermée
soit tout entier a 'intérieur des masses attirantes. Les dérivées ‘
secondes étant continues, on peut appliquer la formule de Green,

qui donne
» rdv 25
jf;/n do :ﬂ/AV(lJ' dy dz
1V :
/f;;([af 47M, |

M étant la portion des masses contenues a 'intérieur de X.
Cette formule est générale a cause de la continuité des dérivées
du premier ordre et de ce fait que l'intégrale

S

ne change pas de valeur quand la surface £ d’intégration se déforme
sans rencontrer de masses attirantes.

, par suite,

Pour le montrer bien nettement, supposons d’abord que la sur-
face ¥, limitant toujours un volume intérieur aux masses atlirantes,
ait une ou plusieurs parties communes avec la surface de séparation.
La formule subsiste, car, a cause de la continuité, on peut rem-
placer ces parties communes par une surface intérieure infiniment ¢
voisine.

Dans le cas général, que la surface soit exlérieure aux masses
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atlirantes ou les coupe, on peut, sans changer la valeur de I'in-
tégrale, remplacer les portions de X extérieures par les portions de
surfaces quelles découpent sur la surface de séparation, et I'on
est ramené alors au cas précédent.

7. La formule de Poisson montre que, en général, les dérivées
secondes seront discontinues pour le passage par la surface de sépa-
ration, puisque AV passe brusquement de la valeur zéro ala valeur
— 47p. Nous allons véri fier ce résultat dans le cas particulier d’une
sphére homogene. Soit une sphére homogéne de centre O et de
rayon R. Calculons le potentiel dit & son attraction sur un point A
placé &4 une distance @ du centre. Désignons par M un point quel-
conque de la sphére 4 la distance 7 du centre; soient MOA = o,
u=AM, et U Dangle fait par l'azimut MOA avec un plan fixe
quelconque passant par OA. Un élément de surface rdrdfi dans

le plan MOA, en tournant autour de OA, engendre un anneau dont

le potentiel sur A est
p.amr2drsinf di
R (1 7

Nous devons donc calculer 'intégrale double

L T sin0 d
2TP rdr - —
0 Jy 2

w?= a2+ r*—oaarcosl;

Or,

par suite, quand 1 reste conslant,

sinfl db  du

i ar

Nous aurons donc Uintégrale

T .
AV _.ﬂ.*_ rdr | du.

o

Je n’ai pas éerit les limites pour «. Nous avons, en effel, pour les
fixer, besoin de distinguer le cas ot le point est intérieur de celui

ou il est extérieur.
Soit d’abord le point extérieur. Pour une valeur de r, variera
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entre @ — 7 el @ -+ r; donc

f{[u —=oip;

- : » 4mpR3
I et le potentiel sera alors égal a ~5°"=.
I 2 Sa

Il est donc le méme que si la masse attirante étail concentrée au
centre de la sphére.

|
‘. Si le point est intérieur, nous séparerons la masse attirante en
| deux parties : I'une intérieure, lautre extéricure & la sphére de
| rayon OA. Pour la partie intérieure, le calcul est le méme que plus
| haut, et I'on a 3 mpa® pour valeur correspondante du potentiel.
“ Pour la partie extérieure, u varie entre r — @ et r - a, ce qui
W donne le potentiel 27 (R2— @2). Donc, additionnant,

1

| — 9mo 2.;(_{_2.
\-g)“l(i{ 3>

1
| T . . . . - |
~‘ Nous avons ainsi pour le potentiel deux expressions analytiques :
I différentes. On a, en désignant par z, y, z les coordonnées de A,
le centre de la sphére étant P'origine,

P2 92 22

\ |
‘(x’y’;)zn‘g(ﬁ'ﬁ o |

quand le point (2, y, 5) est & Uintérieur, et

quand 1l est a I'extérieur. Les expressions et leurs dérivées par-
‘ tielles du premier ordre prennent respectivement les mémes va-
§ leurs sur la sphére de rayon R; il n’en est pas de méme pour les
!i dérivées partielles du second ordre.

|
|

I
|

8. Résumons les propriétés générales du potentiel V(z, y, z),
établies jusqu’ici. C'est une fonction continue dans tout I'espace,
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Les dérivées
secondes sont continues & l'intérieur et 4 extérieur des masses
attivantes ; la surface de séparation du milieu extérieur et des

s
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masses attirantes sera pour elles une surface de discontinuités. Nous

avons en oulre
AWVE—20

a l'extérieur, et
AY =—jmp

a I'intérieur des masses attirantes. De plus, V(z, ¥, z) tend vers
zéro quand le point (z, y, z) s’¢loigne a l'infini d’'une maniére
quelconque.

Nous allons établir maintenant que ces propriétés sont carac-
téristiques du potentiel. On suppose donc donnés un ou plusieurs
volumes ¢ et une fonction V (z, y, z) satisfaisant a toutes les con-
ditions précédentes; p est une fonction également donnée de
(z, ¥, ) a 'intérieur de chaque volume. Montrons que :

V représentera nécessairement le potentiel en (x,y,s) di a
Uattraction d’une matiére répartie dans chacun des volumes,
la loi de la densité étant représentée en chaque point par la
Jonction ».

Les masses qui viennent d’étre définies auront un potentiel V,
et I'on aura
Ay = o, ou AV =— 4mp,

i
suivant que (2, ), 5) sera & I'extérieur ou & l'intérieur. Par suite
Mo e

que le point soit & I'intérieur ou & extérieur des volumes ¢. Nous
avons done une fonction
Uy,

continue dans tout 'espace, ainsi que ses dérivées partielles du
premier ordre. Nous savons qu’elle a des dérivées secondes conti-
nues et qu'elle satisfait & I'équation de Laplace en tous les points
de 'espace, en exceptant seulement les surfaces E limitant les vo-
lumes ¢. De plus U s’annule a I'infini.

1l est facile d'établir que les surfaces fermées E ne peuvent étre
pour les dérivées secondes des surfaces de discontinuité et que
I'équation AU = o sera encore vérifiée pour les points de ces sur-
faces. Considérons, a cet effet, une surface quelconque S compre-
nant & son intérieur une de ces surfaces E, et deux autres surfaces

SCD LYON 1




EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

174
E/ et E” trés voisines de E, I'une extérieure et 'autre inlérieure
a E. Soit M un point de I'espace compris entre S et E'; nous

7 71 N\ ¢ /] N\
d— d—
S 1 dU I ( ey 1 dU
f,j v dn 1 dn a3, iw ff \ U dn~ r dn ds;
s E

les dérivées étant prises dans les deux cas dans le sens des nor-

avons

Un=

= |

4

males intérieures aux surfaces géométriques S et E'. D’ailleurs

(\G]]. VAL, § 1)
' h( (ll b
TR D i dU
3 r"/ e ﬁ;;)f’%

par suile, on peut écrire

» / b s o \
d- - d - .
TS e el AT [ ( SFT 1 dU
UM = .’_’it;/tf URIL 4‘7 {—{—’I ds = —,l—‘_-u j \U :‘[ll e ;‘ %)(h
s ;
» / [[ N
d - :
I ( r I dU) i
i 'f.‘Uk(ln i

mais, puisque E’ et E’ sont trés voisines I'une de I'autre, les deux

derniéres intégrales, ot ne figurent que U et ses dérivées premiéres
supposées continues méme pour les points de la surface E, seront
trés peu différentes 'une de I'autre. Comme d’ailleurs leur diffé-
rence est constante, elle doit étre rigoureusement nulle. Donc

i 1 2
a —
Un= = / f el [—lH ds.
Ju e dn

Si le point M est & I'intérieur de E, des calculs analogues éta-
blissent que Uy est donnée par la méme formule. Mais la fonction U
du point M, donnée par cette formule, est continue, ainsi que ses
dérivées du premier et du second ordre, pour tous les points & I'in-
térieur de S. La surface E n’est donc pas une surface de singula-
rités, et 'on a, méme pour les points de E, AU = o. C'est ce que
nous voulions démontrer.
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Revenant alors a la fonction U, nous voyons que U et ses dé-

rivées du premier et du second ordre sont continues dans tout
I'espace, et de plus on a toujours

AU = o.
Donc d’aprés le théoréme du § 8 (Ch. VI), U se réduit & une

constante qui ne pourra élre que zéro puisque la fonction devient
nulle a I'infini. Nous avons alors

V=V,

et la fonction V coincide avec le potentiel V.

9. D’aprés le théoréme précédent, on connaitra le potentiel di
a 'attraction d’un corps, sil’on a pu déterminer une fonction V sa-
tisfaisant & toutes les conditions précédentes. C’est ce qu’a fait
Dirichlet dans un de ses Mémoires pour le cas de ellipsoide (*).
Soit ellipsoide représenté par I’équation

Supposons-le rempli d'une matiére homogene de densité p. Nous
allons former @ priori une fonction V(z, y, ), qui jouira des
propriétés indiquées et devra, par suite, représenter le potentiel di
a l'attraction de cet ellipsoide.

On sait que, si I'on considére I'équation en u,
‘sﬂ

e el = ((@="bF=c)]
at+u 2w U

fratd

(3)
elle a trois racines réelles comprises entre — a® et — 62, — 0*
el —e2, —c? et + 0.

Si le point (z, y, z) est & I'extéricur de lellipsoide, la racine
supérieure & — ¢* est positive. Nous allons désigner par « une

fonction de z, ¥, 5, qui sera nulle quand ce point sera a I'inté-
rieur de D'ellipsoide et sera égale a la racine positive de I'équa-

tion (3) quand il sera & ’extérieur.

(") Journal de Crelle, t. 32.
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Dans ces conditions formons I'intégrale

@

22 2 z2

2R S e c‘!;e—i(

YV = wabcp
i \/‘(a-A)\)(b + A)(e2+X)

V est une fonction de , y et 5 : elle représente, nous allons I'éta-
blir, le potentiel dit & l'attraction de I'ellipsoide.

Cette fonction est d’abord évidemment continue dans tout 'es-
pace et s'annule a I'infini. La régle de différentiation sous le signe
d’intégration donne de suite, sile point est extérieur,

b —oxr

— dA
oV a?—+ A
5 mabep - : =
0 v M@+ h)(b2+A)(c2+ 1)
([7 T ﬁ_{z_)‘lﬂ'
a’+u b2+ u +u/ ox
— nabe
Vet 4+ w)( 02+ u)(c?+u)
ou
JdV . o dh
T:-—2’ﬁ{lbcpr — — =
o Jy, (a2 M)V(ar+ X) (b2 X)(c2+ X)

La méme formule convient pour le cas o le point est a l'inté-
rieur, en prenant alors, comme nous 'avons dit, u = o. Cette dé-
rivée est continue dans tout I'espace.

Passons aux dérivées secondes; on a, en supposant le point
extérieur,

92V A
o amabep ﬁf = —
: (@A) (a2 A) (b2 4 A)(e2+ D)

@ Ju
a--u dx

ﬁ V(a2 u) (02— u)(e*+ u)

et des expressions analogues pour LA el oy
Fibs P : ) 9 _L-)J,’l 032

in faisant la somme AV, on rencontre I'intégrale

1 > d\
40/ a2+ N) (b2 + h)(c? E
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2
= 9
Via2+ u)(b2+—u)(ei+ u)
si l'on remarque que la quadrature indéfinie

dontla valeur est trouvée de suite égale &

i L 2 ik
)\/(cc‘l—:— M) (624 N)(c2+ 1))

V(@0 (Brr Ny (0

De plus,
iU Dl G
a?+u 0z = bPrwdy i+ u 0z

comme on le vérifie en dérivant successivement I’équation (3) par
rapport a .z, ¥, 5, et en ajoutant aprés avoir multiplié respective-

ment ces CquaUOHS(lBI‘th‘CS DAL oot ,"y

S, — - Nous aurons
— i f4=—U Cc-+ U

done
9)

Via2+ u) (b2 uw)(c*+ u)

AV = amabep (—

2
4 — — —
Vie+ u)(b2+ u)(c:+ u)
Le point a été supposé extérieur. Si le point est intérieur, il

5 due du du
I‘rllll. SLIPI)OSCF = ==

— = — - 5 et faire w—0. On a alors de
dx dy Ot ol

suite
AV =— 4mp.
La fonction V représente donc le potentiel de Uatiraction
due a ['ellipsoide E.

III. — Attraction d’une couche superficielle.
Théoréme de M. Bertrand.

10. Nous terminons cette étude sur ’attraction par 'examen d'un
cas qui se rencontre fréquemment dans les applications. Considé-
rons une surface fermée S, et une surface S' infiniment rapprochée
de la premicre. Soit ds un élément de S; menons la normale &
cetle surface en un point de I'élément ds, et désignons par ¢ la
longueur de cette normale comprise entre S et §. Le cylindre
ayant pour base ds et pour hauteur ¢ a pour volume sdo; si 0

P.— 1. 12
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désigne la densité de la matiére formant cet élément de volume,

la masse de celui-ci sera
£ 0 do.

Nous poserons ¢ 6 = p, et, faisant tendre S’ vers S, nous allons
supposer que le produit 5 tende pour chaque point de la surface
vers une limite déterminée. Nous concentrons ainsi la masse de
I’élément de volume sur I’élément de surface do ; ¢'est une fiction
analogue a celle par laquelle on concentre une masse déterminée
en un point matériel. La masse attirante va donc étre supposée
concentrée sur la surface S, avec la densité superficielle p. 11
pourra étre utile, dans certains cas, de revenir i I'origine méme
de cette notion.

Le potentiel di & I'attraction d’une couche superficielle sera

I'intégrale

étendue a la surface S, r désignant toujours la distance du point
attiré A de coordonnées z, y, z a I'élément da. Quand le point A
ne fait pas partie de la surface S, V est évidemment continue
ainsi que ses dérivées partielles, et 'on a

N e oV

D

X, Y, Z désignant les composantes de l'attraction de la couche
sur A. Le potentiel V est encore parfaitement déterminé quand le
point est sur la surface et ne cesse pas d’étre une fonction con-
tinue quand A traverse la surface. Pour le montrer, tracons sur
la surface une petite courbe fermée v, et supposons que le pied M
de la normale menée du point A a la surface tombe & Uintérieur
de cette courbe. Prenons comme axe des z la droite MA, le
point M étant I'orvigine, et deux axes rectangulaires quelconques

dans le plan tangent & la surface en M. Le potentiel sera repré-

) e

MA = %,

senté par

r[}f \/II P
S —— — 7
+ y2+ (53— h)?

en posant
03 0z
— =P, r_)y =q-.

Jz
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Nous n'avons & nous préoccuper que du potentiel dit a attrac—
tion de I'aire limitée par . Lintégrale précédente doit donc étre
étendue a la projection de celte aire sur le plan des zy; mais
cette intégrale est moindre que

// o dx dy 1+ p?+ q?
ot b)
= L V.I-'g -‘.—}/2

et, par suite, en prenant les coordonnées polaires R et § dans le

plan (z)'), moindre que

[fpdl{dﬂ \/{—e—p‘3+ g,

intégrale qui sera trés petite si I'aire limitée par y est trés petite.
Done, quand le point A traverse la surface, le potentiel V ne
cesse pas d'étre une fonction continue.

Il n’en est pas de méme pour les dérivées partielles, qui cessent
d’avoir un sens quand le point est sur la surface. Sans m’arréter
sur celte question, je veux seulement faire connaitre a ce sujet
une formule essentielle qui va étre trés utile dans la démonstration
de deux théorémes qui termineront ce Chapitre.

11. Considérons une surface fermée S et une couche étendue
sur sa surface ; on la suppose telle que Pattraction, sur tout point
intérieur, soit nulle. Dans ces conditions, le potentiel di & P'at-
traction de cette couche sera constant a 'intérieur et, par con-
séquent, sur la surface S qui est dite alors une surface de niveau,
c¢’est-a-dire une surface ou le potentiel est constant. Soit C la
valeur constante du potentiel sur S ; & extérieur, le potentiel est
une fonction variable avec la position du point (z, 37, z) el qui varie
depuis la valeur G jusqu’a zéro, quand le point s'éloigne ndé-
finiment. Envisageons une surface de niveau 5'infiniment voisine
de S et un élément de sur celle-ci. Par les points du contour de
cet ¢lément, menons des courbes orthogonales aux surfaces de
niveau ; ces courbes formeront une sorte de surface cylindrique,
et je considére le volume limité par ce petit cylindre et les deux
surfaces S et S'. Appliquons & ce volume la relation générale de

Gauss (§ 6)
AN s
j / dn ds =— 4=,
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|
:
|
Les termes de I'intégrale relatifs a la surface latérale et a 1'élé-
a ment ds sont nuls, puisque le cylindre a ses génératrices nor-
‘,‘ males aux surfaces de niveau el que, d’autre part, V reste constant ¢
: quand on pénétre dans la surface. L'intégrale se réduit donc &
A dV S5l S ; ; -
I’élément = ds’ relatif & 1'élément ds’ découpé sur la surface S/
an
par le cylindre. D’ailleurs, on a (§ 10)

n

o= P do,

&

o
(s}

®

i b, pa ite, I'égalité précédente se réduit 1ci a
i et, par suite, 1'égalité pré :

\‘ av

‘ ——do' =— 47p do.

dn A

I . o da’ B
Or, faisons tendre S' vers S, le rapport - tend vers I'unité, et

il nous reste
AT

4w dn’

: ; o . dav ; :
Jormule capitale ou il faut bien entendre que — représente la li- ¢

mite de la dérivée relative & la normale extérieure pour la surface
! de niveau S, quand celle-ci se rapproche indéfiniment de S.

Voici une conséquence intéressante de cette formule. Suppo-
[ sons que l'on ait, sur la surface S, deux couches différentes
I n’exergant aucune action a l'intérieur. Soient, en chaque point,
- o et py les densités superficielles pour ces deux couches, V et V,

les potentiels qui leur correspondent. V et V, auront chacun une
valeur constante sur la surface, soit m le rapport de ces deux

l Wi
‘ constantes. Les deux potentiels

|

g \T, m V[
|| A ~ . 5 . 3

| auront la méme valeur sur S ; ils devront donc coincider a Pexté-

i \ o i

g rieur (§ 7). Done, pour chaque élément, nous avons

o

| Y S,

1 e dn’

; et, par suite,

p= mp;.

E '
i Les deux densités sont, dans le méme rapport en ltous les F

points de la surface.
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12. Je considére maintenant une famille de surfaces
Wiz el =lconsty

la fonction V satisfaisant a I'équation AV = o, a 'extérieur d’'un
certain volume P, et s’annulant a l'infini ainsi que ses dérivées
partielles comme un potentiel. On suppose, de plus, que, G variant
depuis une certaine valeur vy jusqu’a zéro, les surfaces

(4) V(z,y,2)=0C

soient des surfaces fermées, enveloppant entiérement le volume P.
Prenons une de ces surfaces et étalons sur elle une couche dont
la densité en chaque point soit inversement proportionnelle a la
distance a la surface infiniment voisine. Nous allons établir que :

L’action de cette couche, pour tout point qui lut est intérieur,
est nulle, et que, pour les points extérieurs, les surfaces de
niveau sont les surfaces de la famille considérée.

Tout d’abord, nous pouvons prendre comme expression de la
3 I P I

densité
1 dV

f g et o |
: 4w dn

expression inversement proportionnelle a dn, puisque, quand on
passe d'une surface a la surface voisine, dV est constant. Soit A
un point intérieur a la surface S définie par I'équation (4), la for-
mule de Green, appliquée pour le volume indéfini extérieur i cette
surface, nous donne

s o
e
1 dV r
!/‘j rdn Y dn L=

Or, sur la surface, V a la valeur constante C ; donc

4 I ‘/‘] 1 dV /f p da
C=— - e i — s
A 3 i

Ainsi, quel que soit le point A intérieur & S, le potentiel di a
l'attraction de la couche étendue sur S est égalghi la constante C.
L’attraction de cette couche est donc nulle sur tout point in-
térieur,
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Appliquons encore la formule de Green, mais en supposant le :
point A extérieur 2 S. Nous aurons

N
- >
1 dV : r) I 1 dV f/‘p ds
o V—— Jdo=— — - ——do= —
47 Sdn e 4 7 dn ks r
ce qui montre que le potentiel di & I'attraction de la couche est
égal, au point A, A la valeur V, de la fonction V(z, y, z) en ce
point. La famille des surfaces, dont nous sommes parti, donne
donc les surfaces de niveau.

Le théoréme précédent est un cas particulier d’'une proposition
plas générale donnée par Green dans le Mémoire que nous avons
déja cité. Elle a été retrouvée postérieurement par Chasles.

13. On doit & M. Bertrand un théoréme qui est, en quelque
sorte, 'inverse de la question précédente et que des considéra-
tions frf,onutrlqucs avaient conduit I'éminent %omotrc a énoncer t]
comme trés vraisemblable. On peut I'établir comme il suit (1) :
On a, je le suppose, une famille de surfaces fermées telles que,
si 'on couvre une quelconque d’entre elles d’une couche dont la

densité soit en chaque point inversement proportionnelle & la
distance a la surface infiniment voisine, 'attraction de cette couche
sur tout point inlérieur soit nulle. Nous allons établir que, dans
ces conditions, les surfaces extérieures a la couche seront pour
elles des surfaces de niveau.

Désignons par

_f‘(-?-‘,_}’, :') = )‘

P'une quelconque des surfaces. Si A désigne un point intérieur a S
et r sa distance a 1’élément variable ds de cetle surface, I'inté-

grale
d d
[f ( coS o ~+ o cosf + —[cosy> ds
ay d
ou encore

65 S e f~.‘?f e et |
(J) ‘/,fi_<t)—’.5‘rj‘) (['-J'T @CZ.Q(Z.I-TE([:;'([-)/): |

(?) Comptes rendus, t. CVII, p. 984.

o e
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élendue & S, ne dépend pas de la position de A; le multiplicateur
df

da B - ?
de —- est, en effet, dans la premiére intégrale - et est bien, par

suite, inversement proportionnel & dn. Or prenons deunx surfaces
S et S’ (S érant extéricur a S et correspondant & la valeur %’ du
paramétre); nous pouvons dire que lintégrale (5), étendue & la
surface intéricure de S et a la surface extérieure de S, est indé-
pendante de la position de A. Or cette intégrale, comme nous le

savons, peut se remplacer par I'intégrale triple

(el o)t G |

stendue au volume compris entre S et 8/, laquelle est la somme
. ]

de l'intégrale

- Ot e
(6) fff ‘—2 -t f-d;z)fu dy dz

et de 'intégrale

! 1
/f/ ua dz +0_[):_,) 3;, +d*{);> g dx dy ds,

“qui, d’aprés la formule préliminaire de Green, se réduilt a

[‘ dw
bk i

et est par suile égale a 4 (N —\); car, f élant constant sur les
deux surfaces d’intégralion, mous sommes ramené a I'intégrale

de Gauss.
De la résulte que l'intégrale (6) ne dépend pas de la position
de A. Or supposons maintenant X'=h -+ d i, I'élément de volume

dz dy dz se réduil a
ds d).

ds dn = ME S SR

V&6
%/~ )

car

(2]
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L’intégrale (6), en supprimant le facteur d, se réduit alors a

(7) [[ : ZY}F+3}F o
(@)=

()Jr 03

D’autre part, 'intégrale (5) peut aussi s’écrire

o JNEEE

Les intégrales (7) et (8) ne dépendent donc pas de la position de A
a U'intérieur de S; il en résulte que (§ 11) le quotient

EARRCARICA)
dz ( S\ oE
resle constant sur chaque surface; il est donc une fonction de

f(z, s 7).

La démonstration va maintenant s’achever facilement : de la
Af

relation
of (a/ AR
t)x) Oy 03
on déduit immédiatement qu’il existe une fonction V de f satis-
faisant & ’équation de Laplace. Soit, en effet,
V =40f);

le calcul de AV donne de suite

- G- (- ]

3

(9)

— i

L’équation AV = o revient done a
AF df?

E-GEG 5

et la condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse trouver
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une fonction ¢ (/) vérifiant cette relation est que 'on ait I'iden-

tité (g).

L’équation de la famille de surfaces ‘

Sz, 8) =14

peut donc se metlre sous la forme

e Y

Viiz; ¥y 3)= G

m————

et, par suite, nous nous trouvons ramené au théoréme précédent.

i‘- Toutefois une objection se présente; dans le cas actuel, nous ne
i savons rien sur la facon dont se comporte la fonction V(z, y, z)
a4 l'infini. Mais cela importe peu, si 'on a soin de modifier de la

i & . . : o
! maniére suivante le raisonnement fait au paragraphe précédent. i
!

‘ Considérons deux surfaces fermées S et S g
Viz, y,2) =G, Vi(z,y;8) =0

é on suppose S intérieur a 5. |
b |
b 4 i . . .

i Soit A un point compris entre ces deux surfaces. On aura, d’a-

il prés la formule classique, I
it i
; ) )/ I e 7 I 3

{ d— d- ; i
! I ST 1 dV I LR 1 dV §
1 = — Vo= — - — | do+- V— — - 5 [ds; ‘
| A= Gan r dn 47 dn r dn ]
1] S 5’ i

pour la premiére intégrale, la dérivée est prise vers 'extérieur de
la surface; elle est prise vers lmLeucm dans la seconde. Mais V
étant constant sur les surfaces d’ intégration, la formule précédente

1 (lV f‘ 1 r/V
P ([n & 4w ((.'L
Or la seconde intégrale, celle qui est relative a la surface §', est |

indépendante par hypothése de la position de A. Done V, qui, a b
une constante prés, se réduit a

er
/ P f (ln

se réduit a

i oo G A o o e Gl s o e

o

représente le potentiel au point A de laction exercée, par la
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A T o A
couche de densité — — e étalée sur S. Les surfaces
47 ¢

Vi, shi=iconsh:
extérieures a la surface S sont donc les surfaces de niveau pour

cette couche. C'est ce que nous voulions établir.

14. Faisons une application au cas ot la famille considérée de
surfaces est une famille d’ellipsoides homofocaux,

A

in désignant, pour des valeurs données de z, y, z, la plus
grande racine de cette équation par %, nous devons calculer

[ oh N\ 2 OAN2  /oh\2
— )+ (=) =+ .
Vile ool
Or, en différentiant successivement par rapport i z, ¥, &, on

ok o\ “ X
—, — el finalement, pour I'expression
dy~ dz 2

-

: i N
trouve immédiatement —
T

précédente,

En particulier, pour I'ellipsoide correspondant & A = o, la loi de
la densité, en supposant celle-ci inversement proportionnelle a la
distance a la surface infiniment voisine, pourra étre représentée
par

Je dis que pour une telle couche 'action sur un point intérieur
est nulle. Pour I'établir, nous aurons recours a 'artifice suivant :
Imaginons un second ellipsoide homothétique, concentrique au
premier et extérieur, et supposons que I'espace compris entre ces
deux surfaces soit rempli d'une matiére de densité constante 6. 3
Cette masse n’exercera aucune aclion sur un point intérieur A.
Pour le voir, il suffit de considérer un cone d’ouverture infini-
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ment petite d3, ayant pour sommet le point A. On sait que deux
ellipsoides homothétiques détachent sur une méme sécante des
portions égales, c’est-a-dire qu'en désignant par 7, el 7', s el r,
les distances respectives du point A aux points de rencontre d’une
sécante, passant par ce point, avec les deux ellipsoides, on aura
ry—ry=r,—r,. De cette propriété résulte immédiatement que
les deux masses, découpées par le cone élémentaire dans le volume
attirant, exerceront sur le point A une méme attraction, qui aura

pour expression

o (fo(b' =0dE(r1— 1) =08 dE(r) — ry).

Soit maintenant 1+ a le rapport de similitude des deux ellip-
soides, o étant trés pelit. Appelons p la perpendiculaire abaissée
du centre sur le plan tangent & I'élément dz du premier ellip-
soide; le cone ayant A pour sommet et pour base ds découpera
dans le volume attirant un volume élémentaire égal a

peds,

car po représentera la distance de deux plans tangents correspon-
dants dans les deux ellipsoides homothétiques. La masse de cet

élément sera donc
poac da,

et la densité superficielle sur l'ellipsoide, comme il a été expli-
qué (§ 10), sera proportionnelle & p. Or on a

Nous retombons donc sur la couche que nous avons oblenue
plus haut. Pour une telle couche, dont I'action sur un point inté-
rieur est nulle, les surfaces de niveau a U'extérieur seront, d’aprés
le théoréme de M. Bertrand, des ellipsoides homofocaux a ellip-
soide sur lequel est étalée la couche considérée. Cette remarqu able

proposition est due a Poisson.
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IV. — Méthode de M. Robin pour la recherche d'une couche r
sans action sur un point intérieur.

. Nous terminerons ce Chapitre en faisant la recherche de la

couche étalée sur une surface convexe et sans action sur un pomt
intérieur. D’aprés ce que nous avons dit plus haut (§11), cette
couche est unique si l'on fait abstraction d’un facteur constant
par lequel on peut multiplier la densité en chaque point de la sur-
face. Ce probléme est du plus grand intérét, car il revient au pro-
bléme de la distribution de I'électricité. Pal‘m] les diverses méthodes
proposées pour le résoudre, une des plus élégantes est celle de
M. Robin (Comptes rendus des séances de U Académie des
Sciences, t. CIV, p. 1834). Nous allons Iexposer, en démontrant
d’abord une formule préliminaire, obtenue par cet auteur dans sa
remarquable Thése sur le probleme de la distribution de 'élec-
tricite (1) 3

16. Nous considérons donc une couche étalée sur une surface
fermée convexe el n’exercant aucune action sur un point intérieur.
En un point fixe 7 sur la surface, je méne la normale 7 et je prends
sur cette droite, & l'intérieur de la surface, un point m, infiniment
voisin de m. L’action exercée par la couche sur le point 7, est
nulle. Evaluons la composante suivant mm, de 'action exercée
par la couche sur le point m; elle sera représentée par l'intégrale

(o) ffptosu 2

ou ¢ désigne I'angle fait avec la normale mm, par la droite joi-
gnant le point m a 'élément ds. (On aura soin de ne pas confondre
cet angle avec celui qui a été désigné par la méme letire dans un
Chapitre précédent. ) L’intégrale précédente a un sens parfaitement
déterminé; on s’en assure en prenant le point 7 pour origine et

introduisant les coordonnées polaires avec lesquelles I'élément ne
devient plus infini. En désignant de méme par ¢, Pangle que fait
avec mym la droite joignant le point m,; a I'élément do, 1'inté-

¢

(') G. Roziy, Annales de U’Ecole Normale, 1886 (supplément).
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grale

(r1) / P"“““-‘I_{[J
5 o r

représentlera la projection sur 7, m de 'action de la couche en m;
celte intégrale sera donc nulle par hypothése. Formons la somme
des intégrales (10) et (11); il est facile de I’évaluer. Partageons, en
effet, la surface en deux parties, dont I'une est 'aire X infiniment
petite, découpée autour de m par une sphére de rayon infiniment
petit 7', ce rayon étant toutefois infiniment grand par rapport & la
distance mm,. La somme des intégrales (10) et (11), relatives a la
portion de la surface extérieure a Paire ¥, est infiniment petite ;
car, le rayon 7 une fois fixé, I’action exercée sur nz, par cette por-
tion de surface varie d’'une maniére continue quand m; se rap-
proche indéfiniment de m. Il reste & évaluer la somme pour P'aire .
L’intégrale (10) a évidemment une valeur infiniment petite ; I'inté-
grale (11) représente, & un infiniment petit prés, le produit par
om de 'angle solide sous lequel on voit du point mz;, I'aire X : c’est
ce qu’on voit nettement en introduisant I'angle ¢ fait par la nor-
male a I’élément do et la droite joignant cet élément au point m;.
L'intégrale peut s’écrire

ff coswy cosb ds

) =

Y 2l +2
cosy  r}

et, si 'on appelle g, la valeur de 5 au point m, cette expression

€089 COS ] r.’c
B cosy rf
cos®

r L est tres voisin de 'unité ; nous sommes donc ramené a

cost ‘
cocu (I'-
Pnz

Nous avons cette fois 'intégrale de Gauss. Le multiplicateur de

différera trés peu de

o est Pangle solide sous lequel du poeint m, on voit I'aire ¥; il
est done trés voisin de 27, et nous arrivons enfin a la formule

i i */‘f ho:o

puisque, comme il a éré dit, I'intégrale (11) est nulle. C'est une




|
i
i
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équation fonctionnelle a laquelle satisfait la densité p, considérée
comme fonction de point sur la surface, quand cette densité cor-
respond a une couche sans action sur un point intérieur.

Cette équation fonctionnelle définit complétement, ¢ un fac-
teur constant pres, la densité p. Pour le voir, reprenons le rai-
sonnement précédent, sans nous appuyer, bien entendu, sur ce
que Pintégrale (11) est nulle. De Pexistence supposée de 'équa-
tion (12), on tire précisément la conclusion que I'intégrale (11)
est nulle ou, pour parler plus rigoureusement, qu’elle est infini-
ment petite si le point 72, est infiniment voisin de la surface. Ceci
suffit 4 établir que o représente la densité d'une couche sans action
sur un point intérieur. En etfet, considérons la surface &', paralléle
a la surface convexe donnée S, obtenue en portant sur la normale
intérieure une longueur constante infiniment petite. En chaque
point de §', la dérivée :% du potentiel dii a la couche étalée sur S,
est infiniment petite; or on a, d’aprés la formule préliminaire de
Green, ot 'on fail U=V,

Rl OV 2 (OVNE L OV 2 Qv
.[_]_/ [(r).i) S @) - (\:}5) :lcf.x dy dz :_n‘/'j\. = da,

I'intégrale triple élant étendue’au volume limité par S' et Pintégrale

. : 5 A . . :
double étant étendue a cette surface. Or i/.{i est infiniment petit;
(£

s 4 % R } oV oV oV
il en sera, par suite, de méme des dérivées partielles —, —, —
dr~ dy~ 0s
en tous les points de U'intérieur. Ces expressions, indépendantes
de la surface 8/, élant aussi pelites que 1'on veut, sont rigoureuse-
ment nulles, et, par suite, V est constant a I'intérieur. La couche
de densité p étendue sur S est done sans action sur un point inté-
rieur; c’est ce que nous voulions démontrer.
Faisons encore la remarque importante que la densité p d'une
couche sans action sur un point intérieur ne peut s’annuler en
aucun point de la surface convexe S. Clest ce que montre I’équa-

‘tion fonctionnelle de M. Robin. En effet, c0s o élant toujours po-

sitif, les éléments de I'intégrale (12) sont tous positfs et l’on ne
peut avoir, par suite, p, =o. Il y aura cerlainement un certain
nombre positif, au-dessous duquel ne descendra pas la densité p.
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17. Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probléme
proposu Donnons-nous une fonction guelcongque f, bien déter-
minée, finie et continue en tout point de S; pour fixer les idées,
nous supposerons cette fonction positive en tous les points de la
surface. Je forme la suite d’intégrales

fi=on [ B2
2= // /I":‘—,?:J' da,

f.-;ﬁ f/ L 'l e ds.

La premiére équation donne une fonction f, du point arbi-

traire /m sur la surface; avec cette fonction, on forme la seconde
mtégrale, et ainsi de suite. L’angle ¢ a la méme signification qu’au
paragraphe précédent, c¢’est I'angle formé par la droite 7 qui va de
m al'élément do avee la normale intérieure en 7. On va démontrer
que fy, tend wvers la densité p d’une couche sans action sur un
point intérieur.

On peul éerire

* f ocoso
/177—— JLJ — ds.
NS e (DD

Soient A le maximum, B le minimum du rapport L. En suivant
: p

la méme idée que plus haut avec M. C. Neumann, partageons la
surface S en deux parties : I'une, o, pour laquelle la valeur de £
P

, pour laquelle cette valeur sera

A

est supérieure a - lautre, {3

M g - i AR

inférieure ou égale & ——- On aura
o)

s \//9(']:_0_(J,;, -\—4—!3
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ce qui peut encore s’éerire

2w fi S \fft“‘?:ic e ff SoR8 e,
:),:.j'l?;}'}/.[ﬁi:"';iﬁ?dj_;__\—li [‘/‘ocnsu o
gt

pcose 3
Or nous avons vu qm eglal—0 Eo -
ek

|
(=)
=
(6]

Posons

*0coso G COSt
f/ [ 0, f ER e e
2 r2 & 7 :

a ]

On aura donc

B el
Tl SRR TR
i ke e B b
B EREaE oD

Nous avons deux limites entre lesquelles est comprise % pour
: f
un point 7 de la surface. Pour un aulre point m', nous aurions

des inégalités analogues

e sl Lp 0y
s s
A s
2B+ — oy
P 2 270

les accents indiquant que les fonctions et les intégrales § sont
prises pour le pomL m'.
Nous tirons des inégalités qui pu,ccdunt

'2.

i’.) p 'ZT'CF 2T l’)
i Lrl_ SR A—B kv HF@_ 2
P o 2 2mTp  2WP!
Or il est évident que
0 0
B
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car chacun des termes est moindre que y; de plus, cette somme

restera supérieure & un nombre positif plus petit que l'unité. Il en
est de méme de

;

0 g

T

(Rente] TP

Nous en concluons, enfin,
/ b
| fi | , \ PN \
%-— %| Z (A —B) (Or<ipL <E 1)
& ,

Si donc on désigne par A, et B, le maximum et le minimum de

1
i, on aura
P

Ay By =Kk By,
et, en général, A, B, désignant le maximum et le minimum de fﬂ,

on a
Ay —B, < pr(A-—B).

Si donc f;, tend vers une limite pour chaque point 7 de la sur-
face, il est manifeste que le quotient.

7

Q@
i

tend vers une constante, puisque la différence entre son maximum
et son minimum tend vers zéro quand n augmenle infiniment.

Or Dinégalité précédente elle-méme montre que f, tend vers
une limite; on peut, en effet, écrire

: [ Rl cos
i — e ) ds,
5 o 2 72

2T,

en mettant explicitement en évidence, sous le signe d’intégration,
au moyen des accents, que les fonctions se rapportent a 1élé-
ment de. Par suite,

e

i

puisque
1 p' coso
L e
ey 72
mais
., R
|
A e Jn—1 < pp=i(A — BYs
0 g -
§ I
P. - I 13
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194 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

nous avons donc
| fi—fr—1| < pr=1p(A —B) < p*1p(A — B),

en désignant par p, le maximum de ¢.
e ) b
Si 'on écrit alors

,fn ":,fﬂ"l‘ (,fl —fo) O (,fn“,/ln—l.)'

on voit que la limite de £, existe bien et peut étre regardée comme
la somme d’une série, dont les termes décroissent a la facon d’une
progression géomélrique décroissante.

Il est done démontré que

lim f,, = Cp (pour n = ),

C érant une constante. Cette constante C ne peut d’ailleurs étre
nulle, quelle que soit la fonction initiale f, puisque, en particu-
lier, si Pon prenait J=p, on aurait C = 1. La méthode précé-
dente permet done d’obtenir la densité de la couche sans action
sur un point intérieur.
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CHAPITRE VIII.

INTEGRATION DES SERIES. — SERIES ENTIERES.

I. — Des séries uniformément convergentes.

1. Les fonctions se présentant souvent en Analyse sous forme
de séries, il serait extrémement utile d’avoir des regles qui per-
missent d’effectuer I’intégration ou la différentiation d’une fonc-
tion ainsi représentée. On sait malheureusement peu de chose de
général sur ce sujet. Toutefois I'étude de ces questions a conduit
a bien préciser la nature particuliére de convergence de certaines
séries dépendant d'un paramétre arbitraire. Soit

wo(z) + g (@) +...+ up(2)+...

une série dont les termes sont des fonctions continues d’une va-
riable z ; la série est supposée convergente quand

asSxs b,

On la dira wniformément convergente dans cet intervalle,
quand, étant donné & l'avance un nombre ¢, on peut prendre 7
assez grand pour que le reste de la série

Ru(z) = uper (@) ...

correspondant an nombre n, soit inférieur en valeur absolue a g,
quelle que soit la valeur de x dans Iintervalle (@, b). En d’au-
tres termes, I'approximation ne doit pas dépendre de la valeur
particuliére de 2 que 'on considére.

Il est facile d’indiquer des séries, convergentes dans un inter-
valle, mais non uniformément convergentes ; soit, par exemple, la
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196 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

série
22 72
(1= 22)> (0 = e i

elle est convergente pour toute valeur de z, mais elle n’est pas
uniformément convergente dans un intervalle: comprenant la va-
leur £ = o. On a, en effet,

Ru(2) = o pryat?

el on ne peut pas fixer 7 de telle sorte que R, (x) soit inférienr
a ¢, # étant aussi voisin de zéro qu’on voudra.

9. La notion de convergence uniforme étant élablie, on peut
faire, sur la fonction représentée par la série, quelques remarques
aussi simples qu’importantes.

Tout d’abord la fonction f(z) représentée par la série, uni-
formément convergente dans {intervalle (a, b),

Jl@) = uo(x) + wi(®) +.. .= Un(T) +. 50,

od les termes sont des fonctions continues de x, sera elle-méme
une fonction continue dans cet intervalle.
Ecrivons
fl@) = up—+ wy—+. ..+ up+ Ry
Nous pouvons, par hypothése, prendre 7 assez grand pour que
[ Rp| <&, z étant quelconque dans l'intervalle (a, b), et e dé-
signant une quantité donnée a l’avance aussi petite que 1’on

voudra. On aura donc
F(& ) —f(@) = Wy+ )+ ..o uly— (Uo+ U1+ ..+ Un) += R — Ry,
quels que soient z et &', avec \
R R |-<iae

D’autre part, la fonetion w4 w; ...+ w,, formée d'un nombre
limité de termes, est continue ; par suile, on peut prendre &’ suf-
fisamment voisin de z pour que la différence

(). .. 1) — (W= Wi+ .~ Un)
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soit inférieure en valeur absolue & e, et, par conséquent,
| flz') — flz) | < 3¢,

si 2 est suffisamment voisin de z ; la fonction est done continue.

3. Montrons, en second lieu, que [la fonction pourra étre
intégrée en faisant la somme des intégrales de chaque terme
de la série.

On a d’abord

et “ 2]

B I i3 ¥t
Viida = :f o dow +. ..+ f wy, do a—/ R,(z)dz,
Yo o o .

%

% et B étant compris dans Pintervalle (a, b). Mais, n étant tou-
jours fixé de la méme maniére,

fj l
[
f Ru(e)de | << x|,

[al”

¢ étant aussi petit que 'on veut ; il en résulte que la série

el

I tﬂ’
/ UQ(I.T“'*...‘F/‘ Undr—+...
Jo o

A
i
I
est convergente et a pour lmnm[ [f(x)dx. On pourra donc faire
blle 3

I'intégration en intégrant chaque terme de la série et en faisant la
somme de ces intégrales.

Relativement & la dérivation de f(x), la régle n'est plus aussl
simple. Supposons que les fonctions z aient des dérivées elles-
méme continues; la série

dugy iy dity,
4 4

R R R R e RS

ne sera pas nécessairement convergente; telle est, par exemple, la

i = sin(n2x) i ) et %
scrie COl‘l‘eSpond:mLe A= ; Mais, st elle est H.H{/r)f'me—

n=

ment convergente dans Uintercalle (a, b), on peut affirmer
gi’elle représente, dans cet intervalle, la dérivée de la fonc-

tion f(z). :
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Soit, en effet,

diy duy,
- = 1

— .
dx

on aura, d’aprés le théoréme qui vient d’étre établi,

x
f ofz) de = (uwg—ud) + (g —uf) ..o (p—uf) ...,

Al

up désignant la valeur de w,(z) pour & = a; or la série dans le

second membre représente la différence des séries

Ug—+ Uy~ o= Up—+. ..
el

o« o Oy
UG = UL e Upy s

On a, par suite,

x

i) f o(x)de =uf +uf+...+—uf—+...,
%

ce qui montre bien que f(x) a pour dérivée o ().

L.a notion de la convergence uniforme s’applique aux fonctions
d’un nombre quelconque de variables. Soit, par exemple,

w(aw,y)=w (@, y) +u(z,y) ...+~ tp(x, ¥)+...

une série dont les termes sont des fonctions continues des deux
rariables # el 3 quand le point (2, y) est a l'intéricur d’un con-
tour A. La série sera uniformément convergente dans ce contour,
si 'on peut prendre 7 assez grand pour que le reste de la série,
relatif au nombre 7, soit moindre qu’une quantité donnée a
I'avance e, quel que soit le point (z, ») dans le contour A. Le
théoréme relatif & I'intégration s’étend de lui-méme ; si 3 désigne
une aire contenue dans A, on aura

[ Ju@yydody = [ fus@,pydody +...+ [ [untaz)dndy+..,

les intégrales doubles étant étendues a I'aire X.

Nous nous bornerons & ces généralités; nous allons les appliquer
a une classe de séries qui jouent, dans la théorie des fonctions,
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un rdle capital, je veux parler des séries ordonnées suivant les
puissances entiéres et positives de la variable.

II. — Des séries ordonnées suivant les puissances entiéres
et croissantes de la variable.

5. La formule de Mac-Laurin conduit i considérer des séries
ordonnées suivant les puissances positives et entiéres de la va-
riable. Prenons, a priori, une telle série
(1) Ao+ AT+ QX2+ ...~ @pat ...,
ot les @ désignent des constantes. Abel a donné, relativement a
ces séries, deux propositions importantes. Désignons, d’'une ma-

niére générale, par A, la valeur absolue de a et, par X, la valeur
absolue de . Le premier théoréme d’Abel est le suivant :

Si, pour une valeur x, de x, on a, quel que soit n,
A, X% < M,
M étant un nombre fixe, la série sera convergente pour toute
valeur de x inférieure & X, en valeur absolue.
Je dis, en effet, que la série a termes positifs
Ag+ Ay X . A XL

sera convergente, si X < X,. On le voit de suite, en remarquant
que les termes de celle série sont moindres que ceux de la série

A X : i _\’— .'i.‘
MTM(E)f...T\l(Xu) e

évidemment convergente. La série (1) est donc convergente quand

on remplace chaque terme par sa valeur absolue, s1
| @ | < X3

elle est donc elle-méme convergente. En entendant par série ab-
solument convergente une série dans laquelle la série des valeurs
absolues des termes est convergente, nous pouvons dire que la
série est absolument convergente pour toute valeur de x de mo-
dule moindre que X,.

\.‘3’9/
P L7

)
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Un cas particulier intéressant est eelui ou la série convergerait
pour x = z, ; dans ce cas, A,X] tend manifestement vers zéro

quand 7n augmente indéfiniment, et nous pouvons appliquer le

théoréme précédent. Si done la série converge pour z = z,, clle
converge pour toute valeur de x telle que |2 | << | 2, |.

Soit, pour fixer les 1dées, z, positif; si la série (1) converge
pour z = &;, elle convergera, d’aprés ce qui précéde, pour toute
valeur positive de z inférieur 2 2,. Nous allons montrer, d’aprés
Abel (1), que cette série est uniformément convergente dans

Uintervalle (— I, 2,), la quanlité positive / étant inférieure i x,.
6. Pour établir cet important théoréme, établissons d’abord un
lemme préliminaire :

Soient un nombre quelconque de quantités positives décrois-
santes :

Eplr e e e

et un méme nombre de quantités réelles quelcongues
S S L o o

Supposons que les sommes

Sp = Uo,

§1 = o+ Uy,

$a = Ug—+ Uy Us,
............ e

Sp=Upgt=Uyt.FUp

sotent toutes comprises entre deux nombres A et B, je dis que
la somme

(2) Eollp—+ e Uy ... EpUy
sera comprise entre Ag, et Be,.
tn effet, nous pouvons écrire

o= Sy, 0 — Si— 50 ok Up = 8Sp—Sp—1;

(') ABEL, OFuvres complétes, t. I (Mémoire sur la formule du binome).
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INTEGRATION DES SERIES. 201
la somme (2) sera donc égale a
So(eg—€1) + S1(ey—€2) . .= Sp1(Ep—1— Ep) +SpEp.

Toutes les différences entre parenthéses sont positives; si, a la
7 2
place des s, on met A ou B, on aura des limites inférieure et supé-
ricure de la somme (2), ce qui nous donne
Agy << gollg—+...+ eptep << Bey,

ce qui démontre le lemme énoncé ().

(') De ce lemme d’Abel, M. Bonnet a déduit une forme importante de ’inté-
grale

b
[ r@)s(@yaz  (a<b),
“a

en supposant que o (z) varie dans le méme sens de @ a b. Supposons ¢ (&) po-
sitif et décroissant quand 2z variede @ 4 b.
Cette intégrale est la limite de la somme

flayela)(z,—a) +....
Or cette somme, d'aprés le lemme d’Abel, est comprise entre
Ag(a) et Bo(a),
en désignant par A et B la plus petite et la plus grande des sommes

Sfla)(z,— a),
fla)(z,—a) + fla)lz,— =),

................ + flz,_ )6 —a, ).

Passons a la limite; on voit que l'intégrale proposée sera comprise entre

Sfla)(z,—a) -+

Ao(a) et Bo(a),

A, et B, désignant le minimum et le maximum de

[ " f(a) s,

quand z varie entre a et 6. On peut donc écrire, et c’est'le théoréme de
M. Bonnet,

b E
[./'(.E)g(;v)clx:p((f)[_/'(1;)(!17 (@<tE=ab))"

~a

Dans le cas ol (&) serait positif et croissant, on démontrerait de la méme
maniére la formule

b b
/j(.zj;o(x)f!;)::ap(b)[ flz)dz (a<E<b). i

SCDLYON1
i




1 202 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

Arrivons maintenant a la démonstration du théoréme; il suffira
évidemment de I’établir pour lintervalle (o, x,). Par hypothése,
la série

Ao+ BTy~ + o+ ApTF ..
est COH\"CI‘SCDLC; on ])C[IE dOllC pl‘CIldFC 71 assezr g 'Hlld PO[U‘ (lLl(.f
AnBt—+. .o+ CppTdtP

soil compris entre — g et + «, quel que soit p, « étant une quan-
tité donnée & I'avance aussi petite que 1'on voudra. Or, dans la
série

Qy—— AIT e o ApB—-.. .,

la somme dep —— 1 lermes, a la suite du ni®me, peul s’éerire

x \n o \n+1 m \ nEp
o9 % i or L i / -
(3 anz (— + @pg it — ot Grep@i P — .
\ Lo &g s

Appliquons le lemme précédent, en supposant que les ¢ solent les

| 1 ¥ z\n a2\t n
|\ lelSSﬂl']CCS successives Z_ ) —) shrseR el ([HC Ugy— Ap T,
Ty &y -

\

| Uy = QpyyZy''y - .. Les sommes sy, 5y, ... correspondantes se-

| ront toutes comprises entre — o et - o. La somme (3) est donc

oz \n z \n
—=i(E=s et 4o — 3
2y x,

et, par conséquent, entre —a et +a. Done, quel que soit x dans
Uintervalle (o, x,), le reste \

comprise entre

Ry(2) = apz+ ap o™l ..
de la série
(23 e 7 T ol i O P 2 7 s it

sera compris entre o et + a. La série est par suile wnifor-

mément convergente dans cet intervalle. Clest le théoréme

d’Abel; I'illustre géométre I’énonce autrement, en insistant par-
ticulierement sur le point suivant : lorsque @ tend vers z,, la li-

mite des valeurs que prend la série entiére est précisément la va-

lear de la série pour z — zy. Avec nos locutions, ceci revient a

dire que la convergence uniforme s’étend jusqu’a la valeur limite xz, )
elle-méme; c’est ce que nous venons d’établir.

Le théoréme d’Abel est d’'un grand intérét; la remarque sui-
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vante en fera bien comprendre toute la valeur. Dans une série,

dont les termes sont des fonctions continues de z,

U=l e o Wn

et qui converge pour les valeurs voisines de x, et pour z, elle-
méme, il peut arriver que la limite des valeurs de la série quand z
tend vers x, ne soit pas égale i la valeur de la série pour z = z,.

Ainsi prenons la série

sinzz  sindaz

S 3 it

sinz —

’ 1 . . ’ €X

on démontrera, dans le Chapitre suivant, qu’elle représente —
2,

lorsque x est (:ompris entre — w et -+ =. Lorsque z tend vers =,
il est évident que la limite des valeurs de la série est ';': et cette

valeur n’est pas égale a la valeur méme de la série qui est zéro

[H)l!l' == 8"

7: Indiquons quelques applications du théoréme précédent.
Lorsque 2 est compris entre — 1 et +- 1, la formule de Taylor
donne le (l(f‘,\-'cloppemunl‘

m(m—1)
(=) — T i
150

Rnd @il (e Rl S
I. 2l

Lorsque z tend vers un, le premier membre tend vers 2. I
série du second membre, pour 2 = 1, représentera donc 2™ quand
elle sera convergente; c’est ce qui résulte du théoréme d’Abel.
Nous avons donc a chercher dans quels cas la série

m(m—1) e ==a0leo dle —oBss )

4 e el P Pl : Tt
(@ R o

est convergente.
Le rapport d’un terme au précédent est

m-—~n-E1 m—+1I

n 7

|

|

F
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Si done m +- 1= 0, les termes ne peuvent décroitre indéfiniment
et la série diverge.
Soit donc m > — 1. A partir d’une valeur suffisamment grande
de n, la valeur absolue du rapport d’un terme au précédent sera
n —+i y

e
LS

la valeur absolue des termes ira donc en diminuant; de plus, les
termes seront alternativement positifs et négatifs. Nous aurons
donc montré que la série est convergente si nous ¢tablissons que
le terme général tend vers zéro. Prenons la série des valears ab-

solues des termes, soit

Uo, UI, aey U”, st
on a

Considérons, d’aulre part, la série

VU: “.la HEOY ) \'m

S

ouV,= —_ : dans cette série, le rapport d’'un terme au précé-

nm+l ] J
dent est
Nied ( I )—"”‘-"3 Mo 1 (m—=+=1)(m—+2) 1 ( i} )*’"*"‘
e = I = = e e e e e e it [ B e b
Vo n n 1o n? n
en développant par la formule de Taylor et s’arrétant au second
terme. Le reste est positif, donc 3

Vn-i—l I]f)-hl
;

inégalité d’oti 'on conelut de suite

ks

|
Va DA ' i
1
\
|

U,

Un+_u = Vn+p \T 2
"

Laissons n fixe et faisons croitre p indéfiniment, V., , tend vers
zéro et par suite U, ,. 1
Donec le terme général !
m(m—i)...(m—n--1)

(m—+1>0)
o2 o0
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tend vers zéro quand n augmente indéfiniment. En résumé, la
série (4) est convergente et représente 2™ quand m est supérieur
a—I.

On établira, par des considérations analogues, que la série du
bindme est convergente pour x — — 1, quand m est positif. La

somme de la série est alors égale a zéro.

8. Abel a donné une régle intéressante concernant la multipli-
cation des séries; elle se déduit trés élégamment de son théoréme
relatif aux séries entiéres.

Rappelons d’abord le théoréme suivant, di & Cauchy :

Si on a deux séries absolument convergentles

S =g+ U+ Us—o o Up—+.u.,
Sr:VQ—:—‘U] Siat o TRt i et
la série
S"= uyvo+ (UeP1+ UrPg) .. . (WP UPp—g oo UpPp) ...

sera convergente et égale au produit des deux premieres. Ce théo-
réme est méme exact, si I'on suppose seulement qu’une des deux
séries soit absolument convergente; c'est ce qu'a fait voir
M. Mertens (Journal de Crelle, v. 79).

Abel, dans son énoncé, ne suppose pas que les deux séries (S)
et (5') soient absolument convergentes. La série 8" pourrait alors
étre divergente ; mais, et ¢’est la'le théoréme, si elle converge, elle
représentera le produit des deuwx premiéres.

Formons en effet les deux séries

2=y T UL,
=0+ B 0T,

elles'sont convergentes, par hypothése, pour z —1, et elles sont

absolument convergentes quand 'Ll< 1. En nppliqun nt la 1-(-51(: de
multiplication de Cauchy, on a
B3 = wovp—+ (UpP1—+ Uy 90)T o o= (Ug P o= UpPo) TR ...

On suppose que cette derniére série converge pour z —1. Sa
valeur 8" pour 2 = 1 est donc la limite des valeurs qu’elle prend
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quand x tend vers un. Mais ¥/ tend vers SS’: on aura donc

SSI—sl

La troisiéme série est bien le produit des deux premiéres.

9. Revenons 2 la théorie générale des séries entiéres. Une telle

série
flz)=ay+ o1& +... - apat-t...

converge nécessairement dans un certain intervalle (— L, + L),
les deux valeurs limites étant exclues. De plus, dans tout intervalle
(o, B) compris dans celui-1a (o et B étant distincts de — Let + L),
la convergence est uniforme. Soit, en particulier, l'intervalle
(0, z2), ou |z
d’écrire

< L; le théoréme du paragraphe (3) nous permel

it a2 ap il
f(Z)de=ayx+ —— +...+ — S e 00
gy 2 TVi==rT

Considérons maintenant la série formée avec les dérivées

(5) )+ 2@% 4. ..+ na,et—14 ...

Je dis que cette série est convergente entre — L et + L. Soiten
effet z, distinct de la limite - L, mais aussi voisin d’elle que 'on
voudra, on aura

Anzt < M,
M étant indépendant de n. La série
Aj+2A, X ...+ nA X1,
sera convergente si X << x,. En effet, ses termes sont moindres
que ceux de la série évidemment convergente

I+ 2 SEG b oamo e Eae s
&g Ty Ty 2

La série (5) est donc absolument convergente pour toute va-
leur de 2 moindre que L en valeur absolue, et, d’aprés les pro-

priétés des séries entiéres, elle sera uniformément convergente
dans l'intervalle («, ). Donc, en appliquant le second théoréme
établi au § 3, nous sommes assuré que la série (5) représente
la dérivée de la fonction [(x).
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]
=]
~1

Nous avons done établi ce théoréme trés important :

La série
(o Y 2 b 1 RS ol ey P s

convergente dans Uintervalle (— L, L), définit dans cet in-
tervalle une fonction continue, ayant une dérivée; celle-ci peut
élre représentée par la série

A+ 202 +...—RAu@t—14-. . ..

Considérons, comme application, la série

elle est convergente entre — 1 et -~ 1 : nous aurons

el ; ’
Slz)=1—-z2+ 2" —ab+. . ;

cetle derniére série est une progression géométrique décroissante
dont la raison est — 22. On a done

lf’(;T)-"—'«' e )

T2
et de la se conclut le déve]oppcmem

28 5 7
arctangx = — — 4+

T e e oy

en f)l'CIlZlIll. pour arc l'r'.l]'lg.’l’-‘ I’EIT‘C COH]])F;S eniees—r

[ |

et + —- Ce
2

développement est valable pour z compris entre — 1 et + 1. Pour

a =1, la série du second mcmbr‘c, étant convergente, 1'cp['(':sen—

lera arc tang 1, ¢’est-d-dire

= A

10. Examinons quelques cas particuliers ou la série diverge
pour la limite de Fintervalle de convergence. Soit la série

o o 22 2l
1 -_— - e 1 — ]
F(z) =1+ s G R L

S

p étant un nombre positif. Cette série sera convergente pour toute
valeur de & comprise entre — 1 et -1, car le rapport d’un terme
au précédent a 2 pour limite. Pour @ — 1, la série sera conver-
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gente s1 p est supérieur a I'unité, elle sera au contraire diver-
sente si p est inférieur a 'unité. Dans ce dernier cas, quand z tend
vers l'unité, la série précédente augmente indéfiniment.

Nous plagant dans I'hypothése p <t considérons le produit
(1—=z)i=EE(=z).

Nous allons montrer que ce produit tend wvers une limite
quand x tend vers un, en lui étant inférieur. On a

x(t — x)i—=r (1 — z)1—P

S s e S by Gt B
(=) (@) = (1 ) =0 £ = = i

Or considérons, pour une valeur fixe de z, la courbe, rapportée
aux axes X et Y, représentée par I'équation

e Rl 2GS
= =
D’aprés ce que nous avons expliqué (Ch. I, § A7), la série ;

x2(1—z) P
= L e Ll G

2.r npr

sera comprise entre

@ X Eikt 1—p n® X (p—— )P 1 )
f £ ”(_L' A dX, et / £t _,iﬂ,.._ dxX — z(1 —a)t=E.

Si donc l'intégrale

7 2 ¥ i—@) P o
(6) [ Xr S

tend vers une limite quand z tend vers I'unité, cette limite sera
celle du produit
(1—a)=PF(z).

Or lexpression (6) a une limite que nous allons facilement
trouver. Au lieu de Pintégrale précédente, nous pouvons prendre

l'intégrale

- X (1 —@)=r
(7) f T - dX, ’
0
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quin’en differe que par la valeur

' X
(1—1-)1—.”{ vd"\"

+/o
qui a un sens parfai tement déterminé, puisque p <1, et qui tend
vers zéro pour z = 1. Posons, dans l'intégrale (7), z = e~%; a sera
positif et tendra vers zéro.

Nous aurons alors & étudier l'intégrale

(1—e=2)l—p [ e—0XX P dX:

L
faisons enfin « X =Y, il vient

(t—e—2)1-p

gl=—p

[ e

()

L’intégrale qui est en facteur ne dépend plus de «;elle a une
valeur parfaitement déterminée, car, pour Y = o, la fonction sous

le signe d’intégration est de ’ordre de

;P,]) élant plus pelit que

'unité; et pour Y trés grand, la fonction e~ " estinférieure a toute
puissance ﬁ » m étant une quantité positive quelconque.

Quand on fait tendre o vers zéro, le premier facteur tend vers
I'unité ; nous avons donc

lim (1 — z)\=PF(z) = f e YY~P IV,
xr=i1 >

0

Si nous introduisons I'intégrale

- <]
1L ()= f e TxP—1dn,
v

dont le sens est déterminé quand p ~> o, et que I'on désigne sous
le nom d'intégrale ewlérienne de seconde espéce, nous pourrons
écrire

lim (1—a&)!=PF () =T0—p).

el

11. Du résultat précédent nous allons déduire un théoréme dé-
montré par M. Appell (Sur certaines séries ordonnées par rap-
9., = 11, 1

SCDLYON1 |




R R R RO R R R
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port auz puissances croissantesd’ unevaria ble (Comptes rendus,
t. LXXXVII).

Soit une série
flz)=ay+ a1 .. Gn@t ...,
dans laquelle les coefficients @ sont positifs. On suppose que

lim a,nP =k,

n=w=
/ étant une constante différente de zéro, et p un nombre positif.
La série est évidemment convergente quand 2 est compris entre
5 1
—+1 et — 1. Elle diverge pour & = 1, si p est inférieur a I'unité,
T P 1
comme la série de terme général =
Mais le produit
(1— a)=2f(xz),

tend vers une (imite, comme nous allons le montrer.

La solution sera immédiate, en se reportant au paragraphe pré-
cédent.
Nous avons, en effet, & partir d’une certaine valeur de r,

ky e ks
st a it
nre % nf',

en désignant par /&, et ks deux nombres tels que la suite
O T s
soit rangée par ordre croissant de grandeur.
Prenons dans f(x) les termes a partir du ni™¢ seulement, et
posons

O(&) = Ap&" . ...

Si l'on considére les deux séries

/t'l X ‘ ]l'l phtl
gu(z) ="+ S
1k (n +1)?
AN Jeo i1
t‘?‘-’-(‘x)_ 2 s - ey

P (n—+1)P i
on aura

o(z)(1—= @) -P L o(@)(1—a )P < os(@)(1— &)=7;
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mais le premier et le dernier terme ont respeclivement pour li-
mites, quand z tend vers wn,

kyD(r—p) et kT (1 — p).

Par suite, le produit f{z) (1 — x)!=? sera compris, quand 2 sera
infiniment voisin de I'unité, entre deux limites infiniment voisines
des deux limites précédentes. D’autre part, on peut prendre 4,
et &, aussi voisins qu’on veut de £ ; par conséquent, nous pouvons
conclure que

lim (v —@)i=r flz) = EL(1— p).

r=1

12. C’est dans la théorie des fonctions d’une variable complexe
que nous verrons surtout 'intérét des séries procédant suivant les
puissances entiéres et croissantes de la variable. Nous terminerons
ce Chapitre en indiquant une proposition générale due a4 M. Ha-
damard ('), qui peut éwe utile pour déterminer Dintervalle de
convergence de la série

07 A Rl » 4 1 7 ERSIGI T, A, L A S

Faisons d’abord quelques remarques préliminaires. Soit une
suite infinie de nombres positifs

('\") o, U, ey Um,

Il peut arriver que cetle suile contienne des termes supérieurs a
tout nombre donné, si grand qu'il soit. Supposons qu’il n'en soit
pas ainsi, c¢’est-a-dire que tous ces nombres restent inférieurs i
une quantité assignable L. On pourra alors distinguer deux classes
de nombres. Dans la premiére, on mettra tout nombre A tel qu’il
existe toujours dans la suite 2, & partir d’un rang aussi élevé que
on veut, des termes supérieurs 2 A ; on mettra dans la seconde
tout nombre B, tel que tous les termes de la suite X, a partir d’un
certain rang, soient moindres que B. Ceci posé, considérons deux
de ces nombres A et B (A </B); on peut prendre, par exemple,
A=o0 et B=L. Partageons l'intervalle (A, B) en deux parties
égales; sile point de subdivision est de seconde classe, nous le sub-

(') Surle rayon de convergence des séries ordonnées suivant les puissances
d’une variable, par M. Hadamard (Comptes rendus, t. CVI).
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stituerons & B, sinon nous le substituerons a A. Dans I'un et 'autre

cas,nous aurons un intervalle réduit de moitié, dans lequel la limite
supérieure sera un nombre de la seconde classe, et la limite infé- 1
rieure un nombre de la premiére. On opérera de la méme maniére ;
sur ce second intervalle, et ainsi de suite. Tous ces intervalles
étant compris les uns dans les autres et tendant vers zéro, leurs
limites inférieure et supéricure tendront vers une limite o. La
quantité positive ¢ étant aussi petite qu’on voudra, ¢ — e appar-
tiendra a la premiére classe et o ¢ a la seconde.
Cela posé, supposons que la suite des u soit formée des quan-
tiLés

DS ey LY ey
(5) | @1 |, \/l“i|} sy \/I“ml: ceey

T . . . e s

et admettons que \/@p soit, quel que soit m, inférieur 4 une
quantité déterminée. Soit toujours o le nombre correspondant a
cette suite. Nous allons démontrer que la série

Ap O T .. . AT+ . #

converge si | x| < ‘I et qu'elle diverge si | x| > i

En effet, & partir d'une certaine valeur de 7, le nombre posiuf e
étant donné a I'avance, on a

|
T |
Vide| <a+e,
done
1Y TR |
Viaa| |z | <(2+e). |z[;
par suite, la série sera convergente si («-¢).|x| est plus petit
qu'un nombre plus petit que I'unité ; donc si
| =) &
ot (n > o),
o e
la série convergera. Mais ¢ et 7 sont des quantités arbitraires
aussi petites que I'on voudra; la série convergera donc tant que
I
Pl =0
2 P

De la méme maniére, on peut trouver dans la suite (S), & partir
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L] 2 ’ Y
d'un rang aussi élevé qu'on voudra, un terme v, tel que

VJ“:LI>‘Q_5;
donc
| Qp Tl ‘ >.(a_5)u |$ |n.

Par suite, si

on aura
| apazr | >1.

La série contiendra donc des termes, d’un rang aussi élevé
qu’on voudra, supérieurs 4 'unité; elle sera divergente. Le théo-
réme est complétement établi.

13. Quand on passe d’une variable a deux variables, les séries
analogues aux séries ordonnées suivant les puissances entiéres et
croissantes, que nous venons d’étudier, sont les séries de la

forme
o+ g (2, ¥) .o unlz, ) +. ..,

ou uy(z,y) désignc un polynoéme homogénc de degré n en x
et . Il n’existe pas de théoréme analogue & celui qui est la base
de la théorie des séries enliéres: si une série de la forme précé-
dente converge pour z = z,, ¥ =y,, elle ne convergera pas
nécessairement pour

! z | :. | 4] I il r_}’ | < |]"u l

On peut cependant faire la remarque suivante, dans laquelle
nous imitons ce qui a été fait pour le cas d’une variable. Ecrivons

Up (T, y) = a2+ a1 2t~y 4. .+ aq,y".
Supposons que les termes
(51x571'.}"£.] (‘E:’ 0y I;2,...,1)

des polynémes w,, soient inférieurs en valeurs absolues & un nombre
fixe K. La valeur absolue de u, (z, ) sera moindre que

) .

n—1 | 9

s

Jo

T

&y

e
Jo

n
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Soit « la plus orande des deux valeurs ’ — l et ’}J— ’; ce terme
it T ‘o

sera moindre que
K(n -+ 1)a”.

Si donc o est plus petit que I'unité, la série proposée sera con-
vergente. Ainsi, sous I'hypothése faite, la série convergera pour

|z | < | @0l [y < 1yl

Soit @ << |zo| et b < | y0o|; la série sera uniformément con-
vergente i l'intérieur du rectangle ayant pour centre Porigine et
ses cOlés paralléles aux axes avec les longueurs respeclives 2a
et 2b.

GO E—
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CHAPITRE IX.

DES SERIES TRIGONOMETRIQUES.

I. — Généralités. — Intégrales de Dirichlet.

1. Des séries trigonométriques paraissent avoir été considérées
pour la premiére fois par Daniel Bernoulli, 4 propos du probléme
des cordes vibrantes. Fuler a le premier indiqué le procédé de
détermination des coefficients d’une série Lrigonométrique.

Dans un Mémoire de 1577, publié dans les Acta nova Acad.
Scient. Petrop., t. X1, 1798, Euler dit incidemment que, si 'on
a le développement valable entre o et 2,

e
(1) flz)=a,+ E (emcosma + by, sinma) (m entier positif),

m=1
les @ et les & étant des constantes, développement auquel on donne
le nom de série trigonométrique, on pourra déterminer les coef-
ficients de la maniére suivante. Remarquons d’abord que 'on a

27
[ cosmax cosnz dr = o, simz=n;
0
2T
f cosma sinnz dr = o, méme si m = n;
0
2T
f sinma sinn dr = o, si m # n;
0

AT 27 2T
f cos2ma dx :f sin?mz dr == et f dox = 2.
0 0 0

Multiplions maintenant les deux membres du développement (1),
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dans lequel on remplace @ par o, par cosmo deo, et intégrons entre
0 el 27, on trouve

I 270
o = = f Sf(a) cosma da.
T
De la méme maniére, en multipliant par sinmo do, on trouve

I 27
b= f S(a)sinmada;

A

enfin, pour m = 0, on a

27
T — )]—_ f J(a)da.
27 )

Les séries (1), ot les coefficients sont exprimés par la'loi précé-
dente, sont généralement désignées sous le nom de séries de Fou-
rier. Ce grand géomeétre a, en eflet, montré dans sa Théorie de la
chaleur leur extréme importance en Analyse; il a le premier osé af-
firmer que toute fonction pouvait étre représentée par un dévelop-
pement de ce genre, valable entre o et 2w, et qu'un méme dévelop-
pement pouvait, entre ces limites, représenter des fonctions qu’on
considérait comme distinctes, ¢’est-a-dire représentées graphique-
ment par des arcs de courbes différentes. Il y a plus, Fourier, sans
traiter cetle question d'une maniére absolument rigoureuse, a
trouvé les véritables bases de la théorie (1), développée par Dirichlet
dans un Mémoire que nous aurons tout a I’heure a étudier.

2. Si l'on se reporte au Chapitre précédent sur les séries uni-
formément convergentes, une objection immédiate se présente re-
lative & la détermination des coefficients. Celle-ci n’est rigoureuse
que si la série (1) est supposée uniformément convergente entre o
et 2. Ne nous préoccupons pas, pour le moment, de cette objec-
tion et, prenant les coefficients tels qu’ils ont été déterminés,
cherchons si la série ainsi obtenue est convergente et représente

/(@).

() Voir en particulier, dans la Zhéorie analytique de la chaleur, de Fou-
rier, le Chapitre IX et la Note de M. Darboux, & la p. 511 de son édition de Fou-
rier.
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La somme S, des m - 1 premiers termes de la série peul s’écrirve
Th
Sip = = [2 +cos(a—&)+...+ cosm(y_—m)J Sla) dus
e

le terme général est, en effel,
27

2T 4
éf J(@)(cospacospr—+sinpasinpr)ds = :{ f cos p(a—az) f(x)dx.
"o

T o

La suite

- cos(a—x) ... cosmia— x)

b=

est facile & sommer; elle est égale a

feli °—x
sin (o7 1) — ]

]

S
2L e
2

comme on le voit de suite en remplacant les cosinus par leurs va-

leurs au moyen d’exponentielles. Nous avons donc

' QT o
i e Yo, ] o—
| sin | (2m —+1)
I I
h S == _— = s 3
L§ gtk I . o— 2 "/(”dl
I 281N ——
fl.
il &
i) % —
5 ou, en posant Ee
Y 2
i it
I T— =
i I “sin(2m 0y .,
i} S D
y s f siny € 1y
J L o )
A J———
(] )
! Nous devons chercher si S,, a une limite quand 72 augmente in-
§ définiment.
¥ 3. L'intégrale précédente se rameéne, comme nous le verrons
| bientdt, & des intégrales de la forme

) 5

" inkw =
, S ! ; el

'a J = - o(z)dr, —2h > o,
' . ; sinz T 2

h étant une constante et £ élant un entier impair 2.2 1, qui va
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croitre indéfiniment. Nous allons d’abord nous occuper de cette
intégrale et chercher si elle tend vers une limite quand £ augmente 4
indéfiniment. Cette étude a été faite pour la premiére fois d’une
maniére entiérement rigoureuse par Dirichlet (Journal de Crelle,
t. 45 1829). Nous suivrons 'analyse de I'illustre auteur.
Commencons par calculer 'intégrale

w3

sin(2n +—1)x

. da: L
sinx ;
).
on a
1
= 2( — -}=co82x -\-...+Ccosanx .
2
de 13 résulte immédiatement
2l e
*“sin(on 1)@ T
T de = —.
o S1n & 2 &

Revenons a l'intégrale proposée en supposant d’abord que la
fonction ¢ () reste continue et positive entre o et /2, et n’aille ja-
mais en croissant. Nous partageons le champ d’intégration en

intervalles

A RS ey

T 2T m s

1 désignant le plus grand multiple de 7 contenu dans /2. Nous avons

ainsi la somme d’intégrales

T (m—-1)7
o k - h -
sinkx : J sin ka sinkax
f . o(z)de—+...+ ———o(@)dz+...+ —— o(x)dxz.
" SInrE bt sinxz ! sina ¢
0 “YmT “riw
R R

Les termes de cette somme sont alternativement positifs et né-
gatifs, et décroissent en valeur absolue. En effet, soient deux in-
tégrales consécutives

(m—+1)m (m+2)T \
R ) A o »
: sinkx sink @
—— o(x) dx et - o(z)dn;
s sina ¢ ; sinx
T (m—+1) 1T
o "
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on raméne la seconde & avoir mémes limites que la premiére, en

r posant x = / - z'; elle devient ainsi
:
1 Or, en vertu des hypothéses faites, le facteur

moindre que le facteur = de la premiére intégrale; les deux in-
S1

tégrales sont donc de signes contraires et la seconde est moindre
en valeur absolue que la premiére. Nous pouvons done écrire

({2) J = wp— g+ ty—. ..
?

chaque terme « étant moindre que le précédent et le terme général
$ étant

(m—+1)7

A
: sinkaz
Up = (— 1) / ——— o(z)dz.
W sin &

W

) uons le méme partage pour l'intéerale auxiliaire
Eftectuons le m g g

T

s
*“ sinka

f —~dr. (k=an-+1).
S sing

Nous aurons

a

a1 " s
(J) ;:.40_91'37.42""-

en posant

HH‘I:“'I
R
sinka
P = (—1)™ - dx.
S sin @
~mT
T
De (2) et (3), on conclut
(4) Ug— Ug oo i— Ugm—qg < I < Uy — Uy~ U,
5 5 2 by " =T AR 2
(5) Po—P1T...7— Pam—1 < mES Po—P1L .= Pam:

SI maintenant, dans le terme général u,,, nous remplacons ?(;2:)
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S =i mm
par sa limite superieure Tﬂ(f—'> 1)[115 par sa limite inférieure

k
(m—+1)m
k

-5

] » NOUsS aurons

mm (m—+-1)7
4y T Pm > Upm > © T Pan-

Nous allons nous servir de ces inégalités pour trouver deux li-
mites de J. Dans le premier membre de I'mmégalité (4), remplacons
les termes d’indice impair par des termes plus grands et ceux A
d’indice pair par des termes plus petits ; dans le second membre, -
remplacons les termes d'indice pair par des termes plus grands
et ceux d’indice impair par des termes plus petits : IDS inégalités
subsisteront. Ceci nous donne

T (2m —1)m (2m—1)T
J>u( )90 fa(k)p; ——:-...—‘—';[‘?mk-LJ’zm _'"‘-?[.—T—']Pamwl-
2.7 ) : 2T 2 mm
J = c'F(O).:)[) ST (T) P e G (2’2? )P:’_nzfl =i G( ‘—/«_) Pam-

La seconde de ces inégalités peut s’écrire

.70 ) amm :
J<’9(0)Po—<e<gf—_)(ps—pe) —4( ’,_ /](le_l—{}ﬂmJ-

el a fortiort

a2mT
J < ?(O)PO* @ (7 ) (FI —~P21...-+Pam—1— sz)‘
k
el enfin

2T 2MT
J<|:u(o)—-o<”z )qu—i-‘:(—'}:— )(?11"’[31'1*;39"-‘.I—Fgm‘).

Quant a la premiére inégalité, on la met immédiatement sous
la forme
LINT

J >‘?(‘_ﬂ_)(ﬂu*Pl =t Fzm—1)-

Les deux inégalités précédentes peuvent, en vertu de I'inéga-
o I ) to)
lité (5), s’écrire

2MT\ T 2T
i [?(o) Bt 9(2?\1“)] e (2:2}’:) L (_z__mii-) s

L |
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Il est d’autre part facile de trouver une limite pour p,. On a

(m+1)7
(—m (R
pm< - o sin kz dz,
sin ~—— * M
5 T
ou bien
mT
<t I 2 7/17 2
P < - mn k. mmomn
sin T Sin /l"ﬁ

Nous devons maintenant faire croitre & indéfiniment. Faisons en

. . m
méme Lemps croitre 772 indéfiniment, de maniére que 111117 —o0
L

(il suffira; par exemple, que m soit le plus grand entier contenu
dans \/%); om lendra vers zéro, d’aprés U'inégalité précédente. De
plus g, reste fini, puisque

2

2 T T
sin —

k

On voit alors que I'intégrale J reste constamment comprise enlre

deux quantités qui tendent vers '4 o (0).

Nous arrivons done a la (:ml(‘lusmn sulvante .
limJ= = w(0)
== L

4. Pour arrviver au résultat précédent nous avons fait quelques
hypothéses, dont il est possible de s'affranchir. Nous avons sup-
pos¢ que la fonction continue () était positive et n'allait jamais
en croissant dans l'intervalle de o & /.

Tout d’abord la fonction ¢ (), en gardant la seconde hypothése,
peut étre négative, car si C est une constante telle que G+ o(z)
soit positif, comme le théoréme est démontré quand la fonchon o
se réduit 4 une constante, du théoréme relatif a G- o(z) on d(,—
duira le théoréme pour o(x).

Supposons maintenant que (), ayant un signe arbitraire,
n’aille jamais en décroissant de o 4 /2, on pourra appliquer le théo-
réme & — o(x) et par conséquent, en changeant les signes, a ()
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Ainsi ¢(z) peut avoir un signe quelconque, pourvu qu’elle varie

constamment dans le méme sens.
On peut aller plus loin. Considérons d’abord, g étant compris

entre o et &, 'intégrale

heinka

(6) f —— o(xz)daz, oL g<hz

sin &

Je dis que sa limite sera zéro quand & augmcntcraindéﬁnimcut,

\

si o(«) varie dans le méme sens de g & . Considérons en effet
une fonction o, () qui coincide avec ¢(g), « variant de o0 a g, et
avec o («) quand z varie de g4 h. D'aprés ce qui précede, les li-

mites des deux intégrales

[‘gsin/lfo Ak & {"".:in/.'.-r e
——— Q1 ()i : i e o (2) da

A sIina

seront toutes deux égales & ~ o, (o) : leur différence (6) tendra donc

vers zéro.
Ceci posé, admettons que, dans 'intégrale

ksinka
f —— o(z)dw,

sina

o(xz) ne vavic plus’ constamment dans le méme sens, mais gu'elle
aitentre o et h un nombre fini de mazima et de minima. On
pourra évidemment partager l'intégrale en une somme d'inté-
grales, entre les limites desquelles la fonction variera dans le méme

sens. Celle de ces intégrales qui a zéro pour limite tend vers _;T' 0),
les autres tendront vers zéro.
Nous avons donc en résumé

bgin ke x T

lim f i o(z) dr.= —Zz'cgo),

f==Jy

sous la condition que la fonction continue ¢(z)n'ail qu’un nombre
limité de maxima et minima.

Il y a des fonctions continues qui, dans un intervalle limité,
peuvent avoir un nombre infini de maxima et de minima; telle est,
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par exemple, la fonction z .siu% dans le voisinage de x = o. De
telles fonctions sont exclues de notre analyse.

Nous avons suivi dans I'étude de Pintégrale J la méthode de
Dirichlet. On trouvera encore une étude rigoureuse de cette inté-
grale dans le beau Mémoire de M. O. Bonnet couronné par I'Aca-
démie royale de Belgique (Mémoires des Savants étrangers
publiés par I’ Académie de Belgique, t. XXIII).

5. Nous avons jusqu’ici supposé /u compris entre o et =« Quand /
2

eslL compris entre ; et m, les résultats précédents subsistent. Pour

le montrer, il suffira d'écrire

J:f
o

Faisons dans la derniére intégrale 2 == — z/; elle deviendra

13

; il
sinkz sinkx
—o(z)dx + - o(z)dz.
sinz ! AR

5

)3

sin k' 4 ;
[ (T e
e SID

dont la limite (§ 4) est zéro. Donc nous avons encore

.

Cette extension suppose que 2 ne se confond pas avec w. Si

h = =, la seconde intéerale donnera = o (=) et on aura alors
bl (e 9 i /

U=y 77
lim f fldee (%) de = :
0

i sin &

[¢(0) + o (w)].

¥ A

J'ajoute une derniére remarque. Il peut se faire que la valeur
de la fonction o (z), supposée continue entre o et /2, ne soit pas,
pour z = o, égale & la limite des valeurs que prend ¢(z) quand z
tend vers zéro. La fonction ¢(z), en général continue, pourrait
étre discontinue pour le passage par zéro, de telle sorte que
©(+4 @) tende vers une certaine limite, quand « tend vers zéro, et
que ¢(— a) ait également une limite, mais différente de la pre-
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miére. Ce genre de discontinuités ne doit pas étre exclu de notre
analyse; il suffit de remplacer ¢ (o), partout ou nous Payons éerit,
par o(+¢), en désignant ainsi, avec Dirichlet, la limite de ©(+ o)
quand la quantité positive o tend vers zéro. On aura alors

fEtal g =
lim [ 1‘?—’-‘—'1?9(:&') (ol = ;i?(—‘.— =)k

k=w./, SIDZ

D’une maniére générale, on aura aussi

Tsinka T ;
i o(z)dr = = [e(+c)+¢(mr—c¢
lim [ S o) de ?‘[‘( )+ %( )],

=%/

en désignant par o(=— <) lalimite de o(=— o) quand la quantité
positive o tend vers zéro.

Tl est d’ailleurs bien évident que la fonction o(x) peut avoir
entre o et & un nombre fini de discontinuités par sauts brusques
de valeurs ; nous avons déja parlé de ces discontinuités (Chap. I°7,
ST

Ainsi, en résumé, les hypothéses faites sur la fonction o(x)sont
les suivantes : elle reste finie, est en général continue, peut pos-
séder un nombre limité de points de discontinuité de la nature
indiquée, et enfin n’a qu’un nombre limité de mazima et de
minima dans [’intervalle considéré.

Les conditions précédentes représentent des conditions suffi-
santes pour que

lim] =

2
elles ne sont nullement nécessaires. La recherche de conditions suf-
fisantes de plus en plus étendues, pour que le résultat précédent
subsiste, a fait 'objet de travaux trés nombreux et d’un grand in-
térét. Nous ne pouvons méme pas songer  les énumérer ici (*).
Citons seulement un résultat trés général dét & Lipschitz, relatif
aux fonctions ayant un nombre infini de maxima et minima, les
autres conditions étant satisfaites (Journal de Crelle, t. 63). La
condition suffisante de M. Lipschitz est la suivante : il suppose

(1) Un Essai historique sur la représentation des fonctions par une série tri-
gonométrique a été publi¢ par M. Arnold Sachse (Bulletin des Sciences mathe-
matiques, 1880 ).
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que, pour Loute valeur 5 dans le voisinage de laquelle la fonction
©(2) a une infinité de maxima et de minima, on ait, pour 5 suffi-
T ) p

samment petit,

lo(B +08) —o(B)|< Adx,

A étant une conslante et o un exposant positif ().

Mentionnons encore les recherches de M. Jordan (Comptes
rendus, 1881), ol 'éminent géométre introduit la notion de fone-
tion & variation limitée.

Dans la suite, nous ne considérerons que des fonctions satis-
faisant aux conditions indiqués plus haut, en faisant toutefois une
exceplion pour la premiére de ces conditions. Dans un cas étendu,
en effet, on peut s’affranchir de la condition que la fonction o (z)
reste finie, comme nous allons le montrer.

6. Considérons donc une fonction o(2) devenant infinie pour

& =x,. On suppose que, de 2y—c & 2, et de z, & Tl

(*) Remarquons que, dans tous les cas, on a

méme quand la fonction continue ¢ () a une infinité de maxima et de minima,
pourvu que les points correspondant 4 ces maxima et minima aient un nombre
fini de points limites et qu'aucun de ceuz-ci ne coincident avec le point z = o.

Il suffira, pour I’établir, de considérer le cas ou il Y aurait entre o el &, un
seul de ces points limites, soit & = «. Nous partagerons lintégrale en trois
parties :

"UL—E . %A+E _. e

sinkz sinkx sinkax
/ - o(z) do + — o(x)dz -+ e o(x) dz,
i sinz R RSN wiaies e

& étant une quantité donnée a Pavance, d’ailleurs aussi petite qu'on voudra; ¢’est
seulement dans Pintervalle (« — ¢, « -+¢) que la fonction aura une infinité de
maxima et de minima. Ceci posé, la premiére et la troisieme intégrale tendront

respectivement vers f—;'p(n) et o, quand & augmentera indéfiniment. Quant & la

seconde, on peut 'écrire
sinkk

wl(E).o¢e
Sil]E 7‘(*.)'-"‘-3
€ ¢tant compris entre & — & et o - =. Done, quel que soit %, elle est moindre
que Ac, A étant un nombre fixe, et comme & est aussi petit qu’on veut, on en
conclut I'égalité annoncée.

P.—I.
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fonetion conserve un signe constant. De plus, 'intégrale

AL

] o(x)dz

tend vers une limite quand x tend vers x, en lui étant inférieur
ou supérieur. On va démontrer que, dans ces conditions, la for-

mule fondamentale subsiste. Reprenons Uintégrale
hoginkd
——o(x)dz,

sinax
0

1z, étant supposé compris entre o et h. Partageons l'intégrale en

(uatre parties

f-r‘..— e S [»u.-:— z W
<0 '['“ -E SZ5TH '[',,+:
’élément, que nous n'avons pas éerit, étant toujours
Stz
— : O(.r')([‘{'.
sinz

Iin appliquant le théoréme de la moyenne la seconde intégrale
| 1 Y ) 8

peul s'écrirve
sinkt 70
:.lf [ o(@)dz,
Sl EE

£ ¢lant compris enlre &y — £ b L. On peut choisir ¢ assez petit

[1"3\
o

soit moindre qu’une quantité n donnée a I’avance, aussi petite
qu'on voudra ; c’est ce qui résulte de I'hypothése faite sur o(xz).

[La méme remarque s'applique & la troisiéme intégrale. Par con-

1_)0 ur (:[U e

(z)dx

=g

séquent, quel que soit K, la somme de ces deux intégrales est
moindre en valeur absolue que toute quantilé donnée a 'avance,
si I'on a pris ¢ assez petit. Faisons croitre & indéfiniment ; la qua-
triéme intégrale tend vers zéro, la premiére vers "—:f(—L e

Nous avons donec encore ?

" sinka =
lim [ = o(x)dr=

sinz

fe=» /gy
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si o(x) devient infini de la manicre indiquée pour z, cbmpris
entre o et /.

Nous dirons, dans la suite, qu'une fonction satisfait auz con-
ditions de Dirichlet, quand elle satisfait aux conditions énumé-
rées au § 5, saul qu’elle peut devenir infinie, mais de la maniére
qui vient d’étre indiquée.

II. — Série de Fourier. — Ordre de ses coefficients.
Sa convergence uniforme.

7. Revenons maintenant i la série de Fon rier, c¢’est-a-dire A la
série lrigonomélri([ue ol les coeflficients sont exprimés par les
intégrales définies données au § 2 de ce Chapitre. En faisant la
somme des m -+ 1 premiers termes, nous avons Lrouvé

Ha
Tl

SRS N oty =y o
/ —— f(@+ 2x5)dy
B ] Ty

o
=

m IR
] sy

a

a2

(est la limite de S,, pour /7, =co (ue nous nous proposons de
trouver, en supposant que la fonction () satisfasse entre o et a7
aux conditions de Dirichlet.

Supposons d’abord que z, qui va rester compris entre o et 27,
ne soit égal & aucune de ces limites, ni A une valeur de z ou J(z)
devienne infinie. fcrivons

0 <
._ I si(2m 1)y .
Sy = et f e ‘.).'l’) r,[‘f

siny

sin(om -1 )

S+ 2y)dy.

|

1
A=
E

.51]]1’
La seconde intégrale est de la forme de celles qui ont éLé étu-

dides au § 5 ; sa limite sera done

S @t e);

ce sera - f() st la valeur & ne correspond pas & une discontinuité
2

de la fonction. Quant & la premiére intégrale, il suffit d’y changer
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Y en —, el Pon est ramené au Lype étudié. La limite pour m=oc

sera
Ainsi done, pour la valeur considérée de z, la série de Fourier
converge et a pour limite
I'e : <
(7) SRR )

[ Celte limite sera f(), si @ n'est pas une de ces valeurs, par
hypothése en nombre limité, pour lesquelles la fonction soit dis-

Fig. 13.
Y
il F
C /
N E
\\' |
et o
A
I 0 o B 27 T

continue. Ainsi soit, par exemple, une fonction f(x) représentéc

var la fie. 13 on suppose que la courbe
I JUE ) PE |
_;lf :f(?)

corresponde a l'arc continu AB, x étant compris entre o et a,
puis a l'are CD, « variant entre « et 3, et enfin a I'arc EF entre §
It et 2m.

i Pour toute valeur de z distincte de o, «, B, 2w, la série trigo-
! nométrique représentera l'ordonnée correspondante de la courbe.
i Pour = a, que représentera la série trigonométrique ? Ce ne
sera ni oB, ni G, mais, d’aprés la formule (6), leur demi-somme,

car on a évidemment
Sle—e)=aB, J'(z+a)=aTj_

Supposons maintenant # =0 ou 27, ce qui doit donner néces-
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sairement le méme résultat. On aura

T sin(e - 1)
Sm:-_[- [‘ sin(2m - 1)¢f(2_()d_{:

T Jo siny

nous aurons donc, comme limite, d’apres le § 5,
Ty e
S [f(0) +f(2m)].

Ce cas est a considérer, en quelque sorte, comme un cas de
discontinuité. Si I'on enroule, en effet, la figure sur un cylindre,
la longueur (o, 2w) devenant une circonférence, rien ne distin-
guera plus le passage brusque de A a T des autres discontinuités
de la fonction.

8. Prenons quelques exemples. Supposons que f(z) se réduise

4 =. On aura
2

-

Ay = —»
2.
2 2TC ; . \ 2T X S
I xr I X sinmax | sinmex
Uy = — cosmz—dr=— (=) __ / e
w 2 T NG s 2m
par conséquent @, — o, m =< o.
Pour b4,,, on aura
29T
I : T
== [I sinma — dx
i) 2
\ 2T 29T
1 cosmazx 1 cosmax I
=—(—r—— —+ == dp—
2T m 0 2T 0 A m

Nous aurons donc, pour 2 compris entre o et 27,

Z [ sin sinoz sinma
S i

2 I 9 % n

Pour 2 = o, le second membre est égal a g, qui est bien la

@€
moyenne entre les valeurs de > pour o et a7
Prenons un exemple de fonction présentant une discontinuité.

Imaginons qu'une fonction soit égale 4 = de o 4 w et & — 7 de =4
cf L

i
i
|
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. On aura ici

L\:
&

o
27

: ™ S
=2 ; cosma dr — - cosma dr = o,
4 o/

b Jg

et ce résullat est valable aussi pour n = o. D'autre part

T 27
1 : I ; I

(o= sinmz dz — — /‘ sinmz dr = —(1—cosmm);
450k A 2, 1 f

4 y s . I "
donc pour m pair, b, = 0; pour m impair, (e = Le dévelop-
pement cherché est done

‘ sina sin 3o sinhr

I 2 )

Pour z = =, point de discontinuité, la somme de la série est
nulle; ¢’est bien la demi-somme des deux valeurs correspondantes
de la fonction.
Comme exemple de fonction devenant infinie entre o el o,
prenons la fonction
filz)i= log cos? 7
2
Elle devient infinie pour # = =, mais I'intégrale

f log cos? — dz
2

a une limite quand z tend vers =. Pour s’en assurer, il suffit de
poser cos— —J ebona i‘lnlcgl‘ulc*

Y log y2 dy
T R

. Vi— 3

dans laquelle y tend vers zéro par des valears qu’on peut sup-
poser positives ; U'intégrale

[-" log y dy
: VAT

comparable & I'intégrale

Y
f log y dy = ylogy — ¥,

a nécessairement une limite pour ¥ = o.
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m=w

|
li
Le développement Ir
2 O : l
log cos®2 — = ay—+ (@, cosmaz - b, sinmaz) i
- 5 2
) ‘

| 7 m =1

aura pour coefficients
1 A 2TC

1 e
Ay = = [ log cos? - du,
v 2

| g S
@ log cos? —cosma dr,
™ £

37T

e
f log cos? — sinma da.
9

/g

O =

d1 =

La valeur de b, est nulle, car les ¢éléments correspondant &

et & o — 2 se détruisent deux a deux.
Quant a la valeur de a,,, elle se calcule sans peine en se débar-
rassant du logarithme, qui figure sous le signe d’intégration, au
f 8

moyen d’une intégration par partie. On trouve ainsi

‘:7 II“’” r; 7 i

W= oo (m==0) !

et I

@y — = 2lopgo, il

! 9. Les séries trigonométriques auxquelles nous sommes par- I
venu dans les exemples précédents, en appliquant la régle de |E

i

Fourier, sont de la forme

A= a,+ a;cosh + ascosal +...a,cosnba. ...

les coefficients, dans ce développement, élant tous ou de méme

: signe, ou alternativement positifs et négatifs. Il est facile de dé- ‘{e
5 montrer qu'une pareille série est convergente, lorsque les coeffi-
cients vont en décroissant en valeur absolue et que la limite de @, |
; est nulle.
1 Admettons d'abord que tous les coefficienls soient positifs, et it

posons i
. A, = ap+ @y cosh - @y cosal ...+ a, cosnb. il
’- En multipliant les deux membres de cette égalité par 2 sin i—}a
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qui est différent de zéro, si § n'est pas égal a un multiple de 2,
on oblient

i m=n ! m=n
" o) ) R . 2m 1 . 2m—I

\ 2A,sin— = 2 2a,, cosmf sin— = } (s (sm ——— 0 —sin—— 0},
It 2 2% ol \ 2 2

1 m=0 m=~0

d’oti, en ordonnant par rapporl aux sinus,

) o ) )
2A,8in - = @psin— + (@yp— @) sin— —+. ..
I 2 2 2
::’ .o2n—1 Lo2n 41
il —+ (@p—1— a@p) 8N o 04 @, sin — 0.
| ) 2
i Laissant de ¢6té le premier terme de cette formule et le dernier
i qui a pour limite zéro, nous remarquerons que la série & termes
]
i positifs
; S=(ay—a1)+(a1—az)+...+(@py— ay)+...

est Con\fergcnte eta a, POlll‘ somme, l)lliSClllC
u Sf! = A — QAp

et que la limite de a, est zéro. Celle série sera encore conver-
gente quand on multipliera respectivement ses différents termes

s ORRE et . 2n—1g : 3 G o
par sin-, sin-=; .-, sin ———0,..., qui sont des quantités moin-

dres que «n en valeur absolue. Done la série A sing esl conver-
gente, et par suite la série A, sauf peut-étre pour § = 2 /£ .

Si la série A était 4 termes alternativement positifs et négatifs,
il suffiraiv de changer § en =—10 pour éire ramené au cas pré-
cédent.

On démontrerait de méme la convergence de la série

3|i’ B = by+ b, sinf + by sin20 +. ..+ b, sinnbh +. ..,
les conditions étant les mémes que pour la série A.

10. Revenons a la série de Fourier ; une question capitale se
il pose. Peut-on, d’'une maniére générale, avoir une limite supérieure
| de la valeur absolue des coefficients a,, et b,,?

La fonction f(x) satisfait toujours aux conditions de Dirichlet ;
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SERIES TRIGONOMETRIQUES.
supposons d’abord qu’elle reste finie. Nous considérons

27

1 ;
(e = f S(z)cosma dx.
ey
Partageons l'intervalle (o,27) en intervalles tels que, dans
chacun d’eux, la fonction soit conlinue et varie toujours dans
le méme sens. Soit

B
[ Sflx)cosma dz

E2E 0y

11 =

Pintégrale correspondant & un de ces intervalles et soit, par

exemple ) non croissant de « & B ; on aura, d’aprés le théo-
e 23 ; I

réme de M. Bonnet (Chap. VIII, § 6, en note),

p £ : e
3 ny & SIN Mg — SINTNo.
f j(x)cosmwdx:j(:c)f cosma dr = f(a) 2 )
e e m
£ élant compris entre « et 3. Une formule analogue se calcule si
JS(z) ne décroit pas de o a . Dans les deux cas, le point capital
est la présence de m au dénominateur, tandis que le multiplicateur

I . ~ . , Raan .

de — reste fini. En groupant les 111L(—:g1‘ales pl‘ecec]eni.cs, qui, par
m

hypothése, sont en nombre limité, on aura

S

| @ F s e

mn
A ¢lant une conslante fixe convenable, indépendante de m, el
on a pour b, une formule analogue. Ainsi a,, et b,, tendent vers
zéro et l'on voit clairement, dans le cas général, leur degré de
petitesse pour m (rés grand. Le résultat précédent est bien digne

. e T T .
de remarque : puisque la série de terme général — est divergente,

la convergence des séries de Fourier est due, en général, aux
variations de signe que présentent leurs termes.

I1. Les choses sont un peu moins simples quand la fonction
J(x), satisfaisant aux conditions de Dirichlet, devient infinie.
Nous allons faire une hypothése particuliére sur la maniére dont
f(z) devient infinie. Soit z, une valeur entre o et uT, pour
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laquelle /() soit infinie; on supposera que, dans Pintervalle de «
azy (o< ), f(x) puisse se mettre sous la forme

T S o () e
(h) ,fﬂ_-")*(&;u -:ll"}"’ 2oy

w(2) variant dans le méme sens de o & z, et (x,) ayanl une
valeur déterminée différente de zéro. On aura une expression
analogue pour 'intervalle de zo & B (5 > x,). Pour tout inter-
ralle ne comprenant pas le poinl z,, la part de I'intégrale est de

Tt b 2 Rl
I'ordre de ok Considérons maintenant U'intégrale

‘ ATt p(g)
(9) / Sl S e 0STRdY
e T

La valeur de cette intégrale, en supposant, pour fixer les idées,
que ©(z) ne croisse jnmnis de o & x,, sera de la forme

cosmax it
o(J.) 0 dr, Tt <,

J:l—v’)u

JA

Posons m( &o— Z )=y ; on aura
.
C

P cosmz 1 /‘"’(“" ‘cos( y— maxy) 0
r = —— —— r
(xg—a ) = v :

“mia,—o)

Or les deux intégrales

.m[l'hfzw COSY m .l'l,—z Siﬂ 1
Y dy el MY gy
Y . 1Y %

S mlr,—ot) . <~ m(x,—ot)

ont, quels que soient m et £, des valeurs absolues inférieures a un

nombre fixe; en effet les deux intégrales \
('(]:'I’ "\Iﬂ Vv
f — dy el [ = (o< v<1)
i Dt L ;

ont un sens parfaitement délerminé, comme on le voit, par une
méthode analogue a celle que nous avons suivie au § 17, Chap. 1.
Donc, en faisant tendre dans (9) ¢ vers zéro, on voit que I'inté-
grale
o o(:r'
—— o COSIMT da,

w (Zo—z)
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sera moindre que le produit de —= bar une conslanle ndépen-
e

dante de m.

Il en résulte
B

| @m | et [ Om | < T

‘B étant un nombre positif convenable indépendant de m.

La condition précédente, relative au cas ou la fonction devient
infinie, n’est d’ailleurs nullement nécessaire. Une fonction peut
devenirinfinie d’une toul autre maniére et n’en élre pas moins dé-
veloppable en série de Fourier. Que I'on prenne, par exemple, la

série divergente a lermes positifs
o—— @y~ .. .=ty -

dans laquelle les coefficients satisfont aux conditions du § 9; la
série

J(0) = ay+a;cosb-+...4+ a,cosmb ...
convergera pour toute valeur de 0, sauf = a/k=, valeurs pour
lesquelles elle deviendra infinie d'une maniére évidemment arbi-
traire. On peut, de plus, remarquer qu’aucun ordre ne peut étre
assigné aux coefficients @, de cette série trigonoméLtrique conver-

genle.

12. Dans bien des cas particuliers, on pourra avoir une approxi-
mation différente pour les coefficients. Supposons, par exemple,
que la fonction f(z) n’ait aucune discontinuité, qu’elle admeltte
o comme période et qu’elle ait une dérivée restant finie et satis-
faisant d’ailleurs aux conditions de Dirichlet. Nous aurons, pour
cette fonetion

: a7
A= = [ S(&) cosme dx

)
el
27
b = = f( &) sinma dua
L)
el, en inlégr'anl par pm‘Lics1
27 L
1 . i
A= — — f S (@) sinmae d
mac
Jo
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el
I aTc

i b= — f S (@) cos ma de,
H mr., g
‘. =1
,
il puisque f(0) = f(2m=). En appliquant alors a I'intégrale précé-
il

‘ dente le résultat du § 10, nous voyons que
}' A o
i [“ea | et ] e

m2’

A étant indépendant de m ; par conséquent, dans ce cas, la série
de Fourier correspondant a la fonction f(2) sera absolument et
uniformément convergente.

La remarque précédente peut évidemment étre généralisée. Si
la fonction f(z) et ses dérivées jusqu’a I'ordre p — 1 sont con-
tinues et périodiques (la période étant 27), et que la dérivée

d’ordre p reste finie, on trouvera en intégrant p fois successive-
ment, par parties, et appliquant le théoréme du § 10,
A

I ‘ 2L ‘ e
}"' | @m [ € | b (S e, )

|
Il
l A étant toujours indépendant de m.

13. Nous avons encore une question trés inléressanle a nous
poser sur les séries de Fourier. Le calcul des coefficients, nous
’avons dit, a été fait en supposant la série uniformément conver-
gente. En fait, la série de Fourier, que nous venons d’étudier,
converge-t-elle uniformément ? Il est évident qu’il n’en peut étre
ainsi dans un intervalle comprenant un point de discontinuité.
Nous devons donc nous borner & considérer un intervalle (e, b)
compris de 0 4 2= dans lequel ne se trouve aucun point de dis-
continuité.

Commencons par supposer que la fonction f(z) varie d'une
maniére continue dans le méme sens de @ & b, et aussi un peu
au dela de b et en deca de @ (a < b), de telle sorte que @ et b ne
correspondent ni 4 un maximum, ni 4 un minimum ; la fonction
Jf(z) sera, de plus, supposée positive, ce qui peut Loujours étre
réalisé par 'addition d’une constante. De 'hypothése faite résulte
qu’on peut trouver un nombre positif / tel que la fonction de y

J((‘r = ')‘T))
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pour une valeur fixe # quelconque comprise dans Dintervalle
(@, b), varie dans le méme sens, v allant de — 4 & - /.

Ceci posé, nous allons démontrer que la série de Fourier cor-
respondant a () converge uniformément dans intervalle (a,b).
Reprenons a cet effet 'intégrale

sinky .
- flz +2v) .

sin ~
,|nl

[l faut étab'ir qu’on peut prendre 'entier im pair & assez grand
pour que S,_, differe de J(z) de moins de ¢ (¢ étant donné i

2|
"avance), quel que soit x dans Uintervalle (@, b). Nous parta-
geons, comme plus haut, I'intégrale en deux parties : nous allons
vk
S ),' il

montrer que chacune d’elles tend uniformément vers S

suffira de prendre I'une d’elles, soit

(2

L e e

sin~ v
Sin L’

nous la partageons elle-méme en deux intégrales

[ “ [
(10) - [ -+ — [ s
T s

<0 i
/e étant le nombre fixé plus haut. La fonction de 1 f(2+27),
varie dans le méme sens quand Y va de o a /i; supposons, pour
fixer les idées, qu’eclle n'aille jamais en croissant. En nous repor-
tant alors au § 3, nous avons, en posant

Esinky
= f F (w4 2y) dy

/ST

el entendant par m le méme entier que dans ce paragraphe, soit
le plus grand entier contenu dans \//\',

J< [/'(Jc} —_/'(Jv fel T—)J po+j'(m -+ 4%_)
I YT\ T S E?Z.‘E\ y
J >_/ (.?’ = 7/._—) = — f (-‘U t 7 ) Pam-

De ces deux inégalités résulte bien que J converge wniformé-

\

qmm
—i—f &~ i ) Pam,
{

A
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ment vers sa limite = f(z), « étant dans I'intervalle (a, b), c'est-

a-dire que l'on peut prendre £ assez grand pour que J differe de

;‘/(:) de moins de z, quel que soit z dans Iintervalle indiqué.
" Nous avons maintenant a considérer la seconde des intégrales
(10); elle est de la [orme

/,..ﬂ .,;n e o " (Iﬁ (/‘i’, o< h< o< .

s 1Ny ‘

Il est bien facile de voir qu’elle est de Iordre de /I.’ il suffic de
raisonner comme nous 'avons fait (§ 11) pour déterminer 'ordre
des coefficients. On en conclut que la seconde des intégrales (10)
est moindre, en valeur absolue, que

A
2
A étant une constante fixe convenable, et cela, quel que soit x
dans Pintervalle (a, ).
[l est done établi que U'intégrale

wl =

1 sinky . : 4 .
- f =L fle-oy)dy (kaimpair),

sinvy

1o 5

I N S
— premiers termes de la série de

; ; k
(ui représente la somme des —

2
Fourier, differe de f(x), pour A suffisamment grand, de moins
de ¢, quel que soit  dans Uintervalle (a, D).

Les raisonnements précédents supposent essentiellement que la
fonction f(z) n’ait ni maximum, pi minimum dans l'intervalle
(a,b), y compris les deux extrémités. Il est aisé de lever ces res-

trictions. Les maxima et les minima étant, par hypothese, 1solés,
puisqu’ils sont en nombre fini, considérons I'un deux. Soit, par
exemple, z =z correspondant a un maximum y, = f(z,) de la
fonction f(z) positive dans le voisinage de x; f(x) croit de
Zo— & a4 x, et décroit de zo & 2yt . Je considére la fonction

continue Q(x) ainsi définie dans Lintervalle (z,— 2, )+ %),

Qlz) = f(z) de xg—a & L,

Q@) = yo+ w[ yo—S(@)] de @ a Zo+ o (L =)

Cette fonction ira en croissant de zy,— o a &) .
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Considérons maintenant la fonction

Plx) = Q(z)-+ flz),
on a
Ritx) =2 f(x) de iy = o Z0s

B =)= —1) flx) de xy Bl g
P () ira aussi en croissant de 2y, — o & 2y . Ov
f(z) =P(z)— Q(z)

Par suite, la fonction S(z) est la différence de deux fonctions
variant dans le méme sens de part et d’autre de ,. Si donc on déve-
loppe P () et Q () en séries de Fourier, il n’y aura aucune difficulté
relativement & la valeur a,. L'intervalle (a, b) peut done contenir
des valeurs de & correspondant & des maxima ou des minima.

EEn résumé, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

La série de Fourier, représentant une fonction f(z) satis-
Jaisant aux conditions de Diricllet, est uniformément con-
vergente dans tout intervalle (a,b) a Uintérieur dugquel la
Jonction ne présente pas de discontinuités.

III. — Sur les séries trigonométriques les plus générales.
Théoréme de M. Cantor.

14. Quand nous avons cherché les coelficients du développe-

ment
m=nm

(11) TR = iy == E (@m cosma + b, sin ma),
m=1

nous avons fait des intégrations qui supposaient la série uniformé-
ment convergente dans I'intervalle de o a ax.

Si 'on veut que la série (r1) soit uniformément convergente de
0 a am, il est clair que le développement ne peut se faire que d’une
seule maniére. Mais, si on laisse de coLé I'hypothése de la con-
vergence uniforme, on peut se demander s’il n’existe pas, pour
représenter f(z), un développement trigonométrique différent
de celui de Fourier.

Nous bornant toujours aux fonctions satisfaisant aux conditions

de Dirichlet, nous supposons qu’il y a égalité entre les deux
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membres de (11) pour toute valeur de z qui ne rend pas la fone-
tion f infinie ou discontinue. On aura done D'identité (11), sauf
peut-étre pour un nombre limité de points entre o et am. Si deux
développements de cette forme et dans ces conditions sont pos-
sibles, on aura évidemment, en les retranchant, une identité de la

forme
m=®

(r2) oy —+ E (e cosma + B Sinma) = o.
m=1

pour toute valeur de z, comprisc entre o et 2w, sauf peul.—élrc
pour un nombre limité de points.

Si on peut établir que tous les o et 3 sont nuls, Iidentité des
deux développements supposés sera démontrée. M. Cantor a, le
premier, démontré que identité (12) ne peut avoir lieu que si tous
les coefficients sont nuls (Journal de Crelle, t. 72, et Acta ma-
thematica, t. 11). Son analyse s’appuie sur un théoréme de
Riemann, trés intéressant en lui-méme et que nous allons d’abord

exposer.

15. Considérons avec Riemann [OFuvres complétes (Ueber die
Darstellbarkeit einer Function durch eine ff'igonomatr'isclt('
Reihe, § 8)] une série trigonométrique

=1

I ; :
(2) =@+ & cOsx - by sinz—+. .- @p COSNT +— bpsinne ——. . .;

on supposeé que
[imiaie =10} lim &, = o.

n=w®o n=m

Dans ces conditions, si 'on écrit

1 :
Ay= = Qs A,= a, cosnz + b, sinnz,
la série
\ z? A A, Ap
Fa e o 3 et e M R P Sy e i)
: i n? ;

que Pon déduit de la série initiale, en intégrant deux fois chaque
terme, sera uniformément convergente de o 4 am, pulsque A,
reste finie quel que soit &, el représentera une fonction continue
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F(2). Riemann considére le rapport

F(x+o20)+ F(ex—aa)— oF(z)
jo?

Si la série I converge pour une certaine valeur de 2, eha
S(x) pour somme, le rapport précédent tend vers S(z), quand
x tend vers zéro. Tel est le théoréme que nous allons établir.

En remarquant que

@p COSN( T + 2a) + @, COS n(x—oz)—2a, cosnr

= 2, COSNZ(COS2NA — 1) = — fdy COSR2 SN2 2,
by sinn (z +0a) + b, sinn (# —2a) —a2b, sin nx
= 2b, sin nz(cosany —1) = — 1b,sin na sin?na,

on peut écrire
F(xr +922)+F(2 —aa)—oF(2)

sina\ 2
o _—A,,-i-—:\J(ﬁ-z—) .
(13) ¢ )

SI 2
SR e
EAG A
\ nx

Or, z ayant la valeur particuliére considérée, on a

Ag+ Ay+... .+ Ay = flz)+e,,

el, o élant une quantité donnée A l'avance aussi pelite qu’on
voudra, on peut trouver m tel que l'on ait

-~ e ~,
| eri==ie si nZm.
De plus nous prendrons dans (13) o assez petit pou rque mo. << .
En remplacant d'une maniére générale A, pare, , — ¢,, la série
(13) peut s’écrire

n=uwm

] : ﬁ:k .jin(_n—l)'f_
D e

n=1

2 (sinn:z\)?

Parlageons maintenant cette série en trois parties. Dans la pre-
miére, on fait croitre 2 de 14 m ; dansla seconde, n variera de n2 -1

au plus grand entier s inférieur a =; enfin, dans la troisiéme, n va-

(-4

riera de s 4+ 1 & Uinfini.
P.— L
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La premiére partie se compose de termes en nombre fini, et

tendra évidemment vers zéro si o a été pris su ffisamment petit.

La seconde partie est moindre que

5 ("sin ma\? (sin so\2
SIEE s g
N\ ma ) s ) :
les quantités entre crochels, dans la somme, étant toutes positives,
SN A & \ e
car — — décroit constamment de oam, etlona ])l‘(,‘CISGﬂ]CllL
= :

S = ou sa < m.

Passons enfin A la troisiéme partie. Décomposons le terme gé-

néral de la maniére suivante

a '\[sin(n.———l)u]i [sin{n —1)1“|1)

SR ¥ Ty N e o ¢

I (= ) no |
s i[sin(n—0D)a]? (s.inna-,“'ly
T no T ) \

LLe second terme peut s'écrire

sin(2n —1)asina

Zn PR
n2a?

Le terme général sera donc moindre, en valeur absolue, que

i 1 1 G
6| — — — -+ .
(== Agpes n?o? nra

La troisiéme partie, comprenant la sommation de 5 +1 a I'in-
fini, aura donc une valeur absolue moindre que

la somme entre parenthéses étant une série convergente.
Mais on a (')

I I
sy =
~

4 e

(1) Cette inégalité peut en effet s’écrire

Gﬁm+m</”g,

v
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(<)
=
wo

nous avons done, comme limite supérieure,

sa
Or s est le plus grand entier inférieur A 7, c’est-a-dire que

ou S =

la Iumite précédente sera donc moindre que

N I 1
ol —— +— —— — |-
(T — )2 T—d

Elle est infiniment petite avee 5 : Pexpression (13) différe done de
J(z), d’aussi peu qu’on veut, pour o suffisamment petit. Le théo-
réme est démontré.

16. A ce théoréme je joindrai, avec Riemann, la remarque sui-
vante :

Le quotient
F(# +-94)+ F(z —22)— oF(2)
29

tend, quel que soit x, vers zéro, quand o tend vers zéro.

P&l‘l.'l"COD‘i €n C[TCE la .5(.1‘1[, (l[ll l‘t‘pl‘LSCIllU I’ L\])I‘CS:]OH pi‘(:(,(‘

dente
S1Nn 72 &
2 A 2222’
ni

en trois parties. Dans la premiére, n variera jusqu’a un nombre
fixe m, tel que, pour n > m, on ait { | < e; dans la seconde, on
fait varier n depuis (m - 1) jusqu’a la plus grande valeur satisfai-
sant a l'inégalité na=c, ¢ dé 'signant une constante fixe; enfin, la
Lroisiéme partie comprendra le reste de la série.

Lla premiére partie donne une somme inférieure a 5Qa, Q étant

et elle se vérifie immédiatement en considérant les rectangles intérieurs inscrits
dans la courbe y = —, comme nous I'avons déja fait a différentes reprises
=

(Chap. I, § 17)
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une quantité fixe; la seconde est moindre en valeur absolue que

ATl <@ 2 CE
enfin, la troisiéme partie est moindre que

sin(na)]* 1 2z
948 - < 2de T e
TaE nto? o

¢
n>=
oL

en se reportant, pour la derniére inégalité, a I'égalité (14).

d’oti suit immédiatement que le pl‘cmier membre tend vers zéro en

Nous avons donc

<53

| B(z+2a)+ F(z—22)—2 F(x) '

| e

méme [,(‘,Iﬂl):i ([l[C o..

17. Avant d’aborder la démonstration du théoréme de M. Cantor,
relatif aux séries trigonométriques, faisons encore une remarque
essentielle, due & M. Schwarz.

Soit F(z) une fonction continue dans un intervalle (a, b),

et telle que, pour toulte valeur de x dans cet intervalle, on ait

e Rzt a)— 2Bz BE(z - a)
lim — -
o=0

= 0.
o2

Nous allons montrer que ¥ (x) est une fonction linéaire de x.
Supposant « <Z b, nous considérons la fonction
ol et & @ . e
o) = oy E(e) —H(a)=—"+ [E(b)—F(a); ——(z—a)(b—2a),
1 b—a \ o :
i désignant == 1, el & une constante quelconque. La fonction o(x)
est continue dans U'intervalle (a, b), et 'on a

. oloxto)—oo(z)+ ol —a)
lim = o il it = h?
oL=0

o2

Donc, si o est assez petit, 'expression

o(w+a)—20(x) +o(z—a)
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est positive. Je dis qu’il en résulte que ©(x) ne peut étre positive i
pour aucune valeur de # dans I'intervalle (@, b). Si, en effet, o(x) |
était positive pour certaines valeurs de z, elle aurait un mazimum
pour une certaine valeur z, de z, puisque o(a)= ofib)y='o. Par

(~0ns('([nc%nl, pour o assez peLit, on auraib

o (2g+a) —o(z)= o0, i
p(xo—a) — o(zy)S0;
par suite,
o(@y—+ o)+ o(xy—2) — 20(z)

serait négatif.

Ainsi dong, quel que soit /4, et pour i === 1, la fonction o(x) |
est négative ou nulle dans I'intervalle (@, b); mais nous pouvons i
prendre / trés petit et donner & ¢ un signe tel que, pour une va- '
leur de &, ©(x) soit positif, sil’'on n’a pas 1identiquement i

= xr— g i
F(z)—F(a) — ——[F(b) —F(a)] =o. |
: b (4 é 4

i

Cette identité est donc nécessaire. 11 en résulte bien que F(z)
est une fonction linéaire de 2.

On remarquera que la proposition précédente serait évidente si
I’on supposait que la fonction F(z)admet des dérivées premiére et i
seconde continues dans P'intervalle (a, b). i

18. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme de
M. Cantor. On suppose, comme nous 'avons dit, que I'on ait

%9+ (&g cos® + B sin@) +.. .+ (9, cosnzw + B, sinnz) +...= o, !
i
|

cetle égalité ayant lieu pour toute valeur de z, sauf peut-étre pour
an nombre limité de valeurs dans un intervalle égal & ax. On ne ]]
fair d’ailleurs aucune hypothése sur la facon dont se comporte la

il
série pour ces valeurs exceptionnelles. il
Remplacons successivement, dans la série précédente, z par l]‘
. . . !
& + 6 et & — 3, et ajoutons; il viendra i
H
i
(15) ( oo+ (aq cosz - By sinz) cos8 +... ‘1;
15 :
—+ (2p cOSnZ + By sinnz) cosnd +...= o,
2 ayant une valeur fixe (différente des valeurs singuliéres). La rela- i

i
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tion précédente aura lieu pour toute valeur de d, sauf peut-étre un
nombre limité de valeurs dans un intervalle égal & am. (est une
série trigonométrique en & ; elle ne renferme que des cosinus, mais
ceci nous importe peu; ce qu'elle présente d'intéressant pournous,
. ~ 2 I I
c’est que le coefficient de cosnd tend vers zéro avec =7 Nous al-
lons donc pouvoir nous borner, dans la démonstration du théoréme
de M. Cantor, au cas ol les coefficients des cosinus et sinus ten-
: T SN ]
dent vers zéro avec —- Si l'on suppose, en effet, le théoreme dé-
7
montré dans cette hypothése, la série (15) montre que ’on a

ap cosnz + [, sinne = o,
quel que soit z (sauf peut-étre un nombre limité de valeurs dans
un intervalle 27); on en conclut o, = B, = o.
Ces préliminaires étant bien compris, nous partirons maintenant
de I'identité

o g .
=2 icosE— by SiNT .. @y CoSnE - b, Sy .. =0,
2

qui a lieu dans les conditions indiquées, el nous faisons I'hypo-
thése légitime
it —Ic" lim 6, = o.

n=w= n—o

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de Riemann et former
la fonction ' (z) du § 15, fonction continue pour toute valeur de 2,
sans aucune exception. Nous avons, d’aprés ce théoréme,

. Flz4+ay—2F(z)+F(zr—a)
lim 5 —

=0
o°=0 Y o=

pour toute valeur de # distincte des valeurs exceptionnelles. Donc
(§ 17) la fonction F(z), entre deux valeurs exceptionnelles con-
séculives, sera une fonction linéaire de z. La courbe

y=FE(z)

forme donc une ligne polygonale continue, les sommets de la
ligne correspondant aux valeurs singuliéres, si elles existent. Mais
considérons une telle valeur @,; la fonction F () ne cesse pas
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d’étre continue pour z — z,, et (§ 16)

Bzt S Bime—a)i=oH () =

lim
oL=0 %

Or les deux (_[ut')LiCan

Flzo+a)—F(z) . Flz—a)—F(x)

o et O

représentent les coefficients angulaires des deux cotés de la ligne
polygonale ayant pour sommet le point considéré. Ces deux coef-
ficients angulaires sont done égaux et les deux c6tés sont le pro-
8 g8
longement I'un de I'autre. Nous en concluons que la courbe
ne — B

représente une ligne droite indéfinie. Soit y = cx + ¢’ cetle
droite; on aura, pour toute valeur de x, la relation

a? A,

_\UT__\I.__.,_.__ — —...=Ccx +cC.

que nous écrirons

A, N
4 n?

Le second membre admet la période ax; pour que le premier
'admette, il faut que

11 reste alors

; 3 apcosnx + b, sinna
—¢' = aycosx + by sing +. ..+ : -
n?

mais la série du second membre est uniformément convergente;
on peut donc appliquer, en toute rigueur, la méthode classique
pourla détermination des coefficients, ce qui donne immédiatement

=10} BRi—105

et le théoréme est démontré.
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IV. — L’intégrale de Poisson. — Représentation approchée
des fonctions.

19. Nous terminerons ce Chapitre en faisant I'étude d’une nté-

grale célebre, considérée par Poisson, el qui se rattache étroite-
ment & la théorie des séries trigonométriques.

Soit f(%) une fonction développable entre o et 2w en série de
Fourier,
J(2) :%3 () COS® + by SING . . .~ @y COSMY + by SINIVD 4. ...

Envisageons la série ordonnée suivant les puissances croissantes
de r,

e ! v A .
— +r(a;cose + by sing) +. ..+ rM(a, cosmo + By ST o)
5 T . ; :

qui est convergente pour r=1. Nous allons montrer qu'on peut
la metire sous la forme d’une intégrale définie.
Formons, en eflet, I'intégrale

27 -
1 I — 72

il f L) i

- arcos(d . T ey
2] o | B Y LU:‘R?*E‘)"”

1l est facile de la développer suivant les puissances croissantes
de 7 : nous retomberons sur la série qui précede. Partons de la
formule

1— r2 I I

= —1 I

I— reid © 1 pe=ill

o2

11— 2rcosh

on a

[ i1 pln+1)i0

S e et -
1 — ret T,

et une identité analogue en changeant ¢ en — 7. On aura donec

n

11— 72
- =1-+2 E rtcosn(b— o)
t—arcos(b—o) - r? : !
1
{ eln-+1) ilh—a) e—(n+1) ilb—o)
- pht s o i &
1— reil—¢ ' [— pe—ily-9)
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Substituant dans I'intégrale I et remarquant que le reste tend
vers zéro, puisque 7 est plus petit que 'unité, on obtient la rela-
tion

/i

am 27

[ S db + :IEM [ J(V)cosn(y—o)dl
=

27

R)) 0
n

et, enfin,

n—uom
A ity 3
(16) Ll ri(ay cosne + by sinno),
5 ; £
n—|
€n posant
I 2 270 i 27
Uy = = / S(Y) cosnd dl, = = /‘ S(Y) sinnd dl.
SHiedy Ty

(est bien le développement que nous avons écrit plus haut; il
n'est valable, @ priori, que pour r < 1, de sorte qu’on ne peut en
déduire la série de Fourier, comme nous le verrons d’ailleurs plus
en détail au § 24.

20. L’intégrale I est une fonction de r et de ©, qu’on peut consi-
dérer comme fonction des coordonnées polaires. Nousavons supposé
z— 1 ;i lepeint (7, ) restera donc & Uintérieur du cercle de rayon
un. Quand ce point se rapproche d’un point de la eirconfé-
rence G de ce cercle, I’intégrale tend-elle vers une limite?

La réponse n’est pas immédiate, car une circonstance singuliére
se présente. Puisque 7 tend vers un, tous les éléments de I'inté-
grale tendent vers zéro, sauf un seul correspondanta 7 =1, 4 = o,
pour lequel il y a indétermination. On ne voit donc pas de suite ce
que devient I'mtégrale. Au surplus, nous avons déja rencontré un
exemple de celte nature quand nous avons traité le probléme de
Dirichlet pour le cas d’une sphére (Chap. VI, Section II). L'inté-
grale que nous avons alors obtenue est entiérement analogue
Pintégrale de Poisson (ui nous occupe maintenant.

Le d(’:vc]oppemcnt en série, suivant les puissances croissantes
de , donne, sinon une réponse entiérement satisfaisante, du moins
une indication sur la solution. Quand 7 tend vers 1'unité, © restant
conslant, la série (16) tend vers f(). On sait, en effet, puisqu’on
asupposé que f(¢) est développable en série de Fourier, que cette
série est convergente pour » =1 et représente f(v); il suffit alors
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de se reporter an théoreme d’Abel sur les séries enliéres pour en
conclure que la limite de la série (16), pour 7 = 1, est égale a f@)-
Ce mode de raisonnement a l'inconvénient grave de nous obliger a
faire tendre le point (7, ¢) vers le point (1, ) de la circonférence C
en suivant le rayon qui passe par ce point. Nous allons suivre, avec
M. Schwarz ('), une tout autre marche en étudiant directement
'intégrale 1; cette méthode aura de plus I’avantage de ne pas
nous obliger & supposer que /(%) est développable en série trigo-
nométrique.

921. Considérons d’abord le cas ou la fonction f(¥), étant tou-
jours continue et admettant la période 2w, peut étre considérée
comme une fonction continue et bien délerminée de la position
d’un point sur la circonférence C.

Nous avons besoin, pour faire cette étude, de la valeur de I'inté-
grale I pour f(4)=r1. Elle se calcule immédiatement : la fonc-
tion sous le signe d’intégration est une fonction rationnelle de
cos (Y — o), et l'intégrale indéfinie est I'expression & détermination
multiple

1
— arc tang

1%

appliquant la régle donnée précédemment a ce sujet (Chap. L, §6),
on trouve que la valeur de I, pour 7 <T1, est égale a 4-1.

Cela posé, désignons par A un point (7, ©) pris & I'intérieur de
la circonférence C de centre O, et soit M, un point fixe (1, @) sur
cette circonférence. Il s’agit de trouver la limite vers laquelle tend
I'intégrale I correspondant au point (7, %) quand ce point se rap-
proche du point (1, ¢,) en suivant une direction quelconque. L’in-
tégrale I peut s’écrire

I— r?
— — ),
=0 7rcos (li=lo)Srins

i T[w [‘I‘f(t;fo R (o)) -

intégrale étendue a la circonférence, c’est-a-dire I'intégration ¢tant

(') Voir deux Mémoires de M. Schwarz : Ueber die Integration der partiel-
len Differentialgleichung Aw=o fiir die Fliche eines Kreises ( Gesammelle
mathematische Abhandlungen, zweiter Band ).
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faite entre deux valeurs de 4 différentes de 2m. Par suite, on aura

I - o (=5 gk
= ile0) -t M‘[‘U('!ﬂ RACIY) 1_7'.,_7.’50;'[.;,, S
Or, la fonction f(4) étant continue, on peut trouver une quantité
positive 26 telle que, sur tout arc de la circonférence C inférieur
a 28, Poscillation de la fonction soit inférieare i une quantité po-
sitive ¢, donnée & lavance, aussi petite qu’on voudra. On aura
donc
| fCY) — Floo) | <&,

pourvu que 'arc qui sépare le point (1, ) du point (1, 9y) soitin-
férieur & 3, et cela d’ailleurs quelle que soit la position du point M,
sur la circonférence C; 8 étant ainsi fixé va rester constant. D’autre
part, le point A, en se rapprochant du point M, restera, & partir
d'une certaine valeur de ¢, a I'intérieur de I'angle au centre, cor-
respondant a I'arc 28, ayant M, pour milieu. Désignons par A, le
point oti-le rayon prolongé OA rencontre la circonférence C et
prenons de part et d’autre de A, un arc égal a 3. Soient s I'arc égal
a 20 ainsi formé, lequel contient le point M,, et S le reste de la
circonférence. Nous partagerons I'intégrale qui figure dans I en
deux parties : I'une relative & s, I'antre 4 S. La valeur absolue de
la premiére sera moindre, quel que soit 7, que

I I ,}_’ 1' : 1 lwl T 1 72

= e - db <e — — -

27 ), 1—arcos(y—o)—r? 1— 27 cos(U—o)+ r2
ey T 0 T T

o

Passons & la seconde intégrale. On a, pour l’arc S,
1—a2rcos(b—o)+r2>a2r —arcoss = ar(1— cosd),

el, si g désigne le maximum de | /(4)[, on voit que la seconde
intégrale aura une valeur absolue moindre que

Sl =Rty
ot b
’(1— C050)

Cette quantité tend vers zéro quand r se rapproche de 'unité;
remarquons d’ailleurs qu’elle est indépendante de la position du
point M, sur C.

Ainsi done, étant donné le point M, sur la circonférence C et
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une quantité 7 fixe, mais aussi petite que I'on veut, on peut tracer,
de part et d’autre de M, un arc de longueur o tel que, le point A
restant a4 P'intérieur de I'angle au centre correspondant & cet arc
26 et étant suffisamment rapproché de la circonférence, la valeur
de Pintégrale correspondante differe de f(¢,) de moins de 7 : c’est
dire que l'intégrale I, correspondant au point (r,%), tend vers
Jf(©y) quand ce point se rapproche d’une maniére quelconque
du point (1, ¢,) de la circonférence G (en restant intérieur a cette
circonférence).

29. 1l ne sera pas sans intérét d’étudier maintenant le cas ot la
fonction f({) n’est pas partout continue, mais présente pour cer-
taines valeurs isolées de ¢ des discontinuités du genre de celles
qui ont été érudiées dans la théorie des séries trigonoméLriques.

Nous supposerons donc que, pour une cerlaine valeur o, la
fonction f(¢) ait, de part et d’autre du point correspondant, des
valeurs limites différentes. Vers quelle valeur tendra ['inté-
grale 1 quand le point (r, o) tendra vers le point (1,9,)?

Pour traiter celte question, prenons d’abord un exemple parti-
culier : si Pon fait f({)=1{, on se trouve bien, sur la circonfé-
rence C, dans le cas indiqué; on peut, en cffet, considérer qu’on
a, sur celle circonférence, une succession de valeurs données par
la loi précédente en faisant varier ¢ entre o et 2m. Pour bi=lotet
Y = am, on obtient la méme position M, et la différence des va-
leurs limites de la fonction, de part et d’autre de M, est visible-
ment égale 4 am. Formons, pour ce cas particulier, 'intégrale I,

9

1 i 1— 72 g
- ) S 1 — d.,‘,‘
2T Jy |——.r.f(.ua('f4’f)#.-f~

Sa valeur est facile a calculer au moyen d'un développement en

série, ordonné suivant les puissances croissantes de 7. Les coelfi-
clents du développement

n=—w=m
@y R ; :
- ‘;\ rit(a, cosno —+ b, sinno), i s
5 T 2

=
dans lequel
200

5 27T
I ;
an = = Yeosnd db Dpi—= Usinnd db
P T T T2 n 1 T 'y
0 0

T
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sonl ici

. )
dg = 2T, 10 (L), O—
n
On a donc le développement
A i
R /" SIn o
T™—2 _
n
f=il
Pour calculer
n—= =
rtsinno
N 2
2 7
=
prenons sa dérivée par rapport a r, qui esl
n=ow
E =1 gin no.
n=1
Or celle série est égale au coefficient de i —= \/— 1 dans
B A
@« .
2Dl
o E it enQi — L LT 1
i il — rert
o]
On aura, par suite,
?
n—mm v
- : sino
pR 1SN e B
] 1— 27 cosw + r?
= !
eL, en i]_}l‘l'"'gl‘{l[ll.j
n—cwx : :
rtsinno rsin®
E ———* =arc lang —————F
n | — 7 COS®
=1 !

P'arc tangente, dans le second membre, étant I'arc comprisentre — =
2

et + ;; qui s’annule pour 7 = 0. Nous avons donc

I i 1— 72 7 sino
: (] . - d{ = w— 2 arc tang ————.
97 I1— o7 cos(b—m)r2 ! SN —InIC0S D

L’arc tangente qui figure dans cette formule est susceptible d'une
représentation géométrique trés simple. Soient la circonférence C

de rayon un et M, le point correspondant & ¥ = o, situé sur OX
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(fig. 14). A étant le point (r, 2), on aura

7 sineg
arc tang — —T_— angle (OMyA),
=il 7cose e i
cet angle étant compris entre — = et +~ =- On a donc, en appe-
" 2 9,

lant « cet angle,

Nl

comme valeur de I'intégrale. Quand le point A se rapproche de M,,

la valeur limite de cette inlégrale dépend de la direction suivant

e o
L)
S
el & M
0 | Vi
AX /
\\. / //
\\ /,

laquelle A se rapproche de M, ; cette valeur limite peut prendre

toutes les valeurs entre o et 2w qui répondent aux valeurs extrémes

= e e

2 2

7.4 =

23. Aprées I'étude de ce cas particulier, nous n’aurons aucune
peine a Lraiter le cas général. Il suffira de se borner au cas ou la
fonction f(Y) a un seul point M, de discontinuité, que nous sup-
poserons correspondre & U = o o 27, de telle sorte que

S(+z2) & flam —z).
Désignons par v la différence f(+4- ) — f(2m — ¢). Nous avons

a étudier Iintégrale

I pri 11— 2
i [ LR S e R SN )
/o

=0 co sIbE i) S

quand le point A (7, v) se rapproche de M,.
Formons, a cet effet, I'expression
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en considérant, comme Lout & 'heure, & comme une fonction d’un
point variable sur la circonférence C avee le point M, comme point
de discontinuité. L’expression précédente sera alors une fonc-
tion continue; car les deux limites, suivant qu’on se rapproche

de M, d'un coté ou de I'autre, sont

J(+z) et flam—z)+ o,

I'intégrale

I— 7

[— 27 cos(d

tend done vers f(+-¢) quand le point A se rapproche d’une ma-

niére quelconque de M. Nous aurons, par suite,

1

VA | 12 7 8in © 3
= (A ‘ === (fr =t ol pciiano —— ===t o
2w,/ Y Y 1—07 605 (Y — o) 1 27\ 1—7'Coso

A tendant vers f(-+¢), de quelque maniére que A se rapproche de
M,. De la, nous concluons

=

liml = f(+e)- ";} -+

1 |

en désignant par = la direction limite suivant laquelle A se rap-
proche de My. On voit ainsi que lim[ pourra prendre toutes les
valeurs comprises entre

Sile-e) et flum—¢).

En particulier,

O == on aura lHmiE = 7=~ ek
I :

pour % =— - » limIl = f(orm —z).

Quand le point A se rapprochera de M en suivantle rayon OM,,
la Timite correspondante sera la demi-somme

Jl4=2) =+ flom — )

)

24. On a essayé de déduire de I'étude de l'intégrale de Poisson
une démonstration du développement de Fourier. Si I'on était as-
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suré que ce développement est convergent, I'intégrale de Poisson
montrerait bien, en faisant tendre r vers I'unité, que la valeur de
ce développement supposé convergent est égal a /(o). Mais on ne
peut démontrer @ priori la convergence de la série dé Fourier; il
y a plus, en prenant méme pour f(©) une fonction toujours con-
i tinue, ce développement peut, pour certaines valeurs de ©, ne pas
converger, car on sail aujourd’hui quil existe des fonctions conti-
nues, pour lesquelles la série de Fourier n’est pas partout conver-
gente.

Je vais montrer cependant que 'on peut déduire de l'intégrale
de Poisson un théoréme intéressant relativement a la représenta-
tion approchée d’une fonction au moyen d’une suite finie de
Fourier. Reprenons I'identité

=L [ W) o —ay

3 T 2
T I — 27 cos(y — @) =7

=]

ay 5
— 2 ¢+ (@ coso by sino) +...
2 v i

" (ay, cosme -+ by, sinmo)+..., g I

en supposant seulement la fonction f(4) continue et possédant la
période aw. D’apres le raisonnement du § 21 et en employant les
mémes notations, on peut, étant donné a 'avance un nombre ¢
fixe, mais aussi pelit qu’on veut, trouver un angle suffisamment
w petit &, tel que

” (1 —r?)
[ ="V (o | E=te i =
il o r(1—coso)

| et cela, quel que soit r et quel que soit . Or on peuat choisir 7
suffisamment voisin de un pour que

o1 — 712
gli—7 \) £
I(1—cosa)

Soil 77y << 1 une valeur de r satisfaisant a cctle inégalité; 7y étant
ainsi choisi va rester fixe. Nous avons, quel que soit o,
| Ii—f(2) | <25
I, désignant la valeur de I pour 7 = ry. Or la série
T i
16— i (@it cosol i st= Oy isIniGNIE —=. .

+ it (am cosme - by, sin U S
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dont les termes sont des fonctions de ©, esl une série unifor-
mément convergente. En eHel Ve [Feta|th | étant moindres
que 2 g, le coefficient de 7" reste inférieur au nombre fixe 4g. En
prenant m assez grand pour que le reste de la série

-
jr’s‘. 2 ]"‘1”7

a partir du rang m, soil moindre que ¢, le reste de la série qui re-
présente I; sera aussi moindre, en valeur absolue, que e, quel que
soit p. La valeur de m étant ainsi choisie, on aura alors une cer-
taine suite finie de Fourier

F(o) =Ag+ Ay cose + B sino +...+ A, cosme By, singm
— W1 2 e "
(-\m = f(m"ll y B,= Doy A0k

telle que

el par suite

On peut done trouver une suite finie de IFourier F(2) telle
que f(2) puisse étre représentée par F(¢) pour toute valeur de o

avec Uapproximation donnée ¢ I avance 3e.

25. Nous avons supposé, dans ce qui précede, que la fonction
J (%) était continue de 0 A ax et admettait la période 2. Soit main-
tenant f(¢) une fonction déterminée et continue dans un inter-
valle (2, ) moindre que 27; on pourra, sur la portion de la cir-
conférence de rayon un ot la fonction f(5) n’est pas déterminée,
prendre une fonction continue quelconque se raccordant avec la
premiére en o et 3. A la fonction qui se trouve ainsi déterminée
sur toute la circonférence, on peut appliquer les considérations
précédentes, et notre fonction f(v), déterminde entre o et B, se
trouve alors représentée par la suite finie de Fourier

Fo)= A+ Ay cos¢ + Bysing +... 4+ A, cosme + B, sinmo,

avec une approximation supérieure i une quantité donnée a 1'a-
/ance, pour toute valeur de © enlre o et .3
De ce théoréme nous pouvons conclure une proposition inté-
ressante démontrée par M. Weierstrass, qui y est arrivé par des
P. — 1. =

4
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considérations enticrement différentes (1). La fonction F () peut
¢ire développée en série ordonnée suivant les puissances croissantes

de

-6

Flo)=ap+ 210 +...+ Qpoif. .,

puisque chaque terme de F (o) est susceptible d’un tel développe-
ment. La série précédente est uniformément convergente dans I'in-
tervalle (2, £); on peut donc prendre n assez grand pour que, en
posauL

P (o) = dy—+a1® ... and?

on ait, quel que soit o, entre 9. el B,
[FE(eIE=EGo) ==

et, par conséquent, d’aprés I'inégalité analogue du paragraphe

précédent,

[0}

| fle) —Ple) | <4

Ainsi, ¢ étant donné a Uavance, on peut représenter la fonc-
tion [(9), continue dans Uintervalle (o, B), a U'aide d’un poly-
néme P(v), avec Papproximation donnée a l'avance 4.

De ce théoréme, M. Weierstrass a déduit une proposition extré-
mement remarquable et qui permet de donner une représentation
analylique, sous forme de développement en série, d’une fonc-
tion quelconque f(x) de la variable réelle # continue dans un
intervalle (&, 3)-

Soit, en effet,

€1y %2, ceey Eny

une suite de quantités positives décroissantes, formant une série
convergente. On peut alors, conformément & ce qui précede, dé-

terminer une suite de polynémes

Pzl Pe(z)y viay Bal@)l oo

(*) Voir dans le Journal de Mathématiques, 1886, un Mémoire de M. Weier-
strass, traduit par M. Laugel (Sur la possibilite d’une représentation analy-
tique des fonctions dites arbitraires d’une variable réelle), et ma Note Sur la
représentation approchée des fonctions ( Comptes rendus, t. CXII; 1891).
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lelskque; iponn 7= Easai S oniant

| flz) — P.(z) - Su
pour toute valeur de 2z entre 2 et 3. Or posons

(/.:)(-I"_’ = P(z), sy ‘/..'1(.:-"-'" — B (@) —Py(z):

On dura

Jo(z)+filz)+...+ ful(z) =P, (z).
Par conséquent

J(z) = folz)+ filz)+. £ fulz)+ 1
avec
| 1w 1 < Engi-
l.a série

Folz) i) e

dont les termes sont des polynémes en z, sera donc convergente
et représentera f(2). Nous ne nous sommes servi jusqu’ici que de
ce que lime, = o. Démontrons maintenant, sous la condition in-

n—wm
diquée pour les ¢, que la série précédente est absolument conver-
gente, c’est-d-dire que la série

[ Aot ==t = == ()=
est convergente. On a

(i e (o) =

| flz)— Prii(2) ]| < end;

®

done
I PM+1(_-T) S l)”(.lf‘) | - I,/.’L(‘T) | <Ten—+epeg-

Or la série de terme général (¢, +¢,,,) étant convergente, I'as-
sertion est établie et il en résulte aussi qu’elle est uniformément
convergente.

En définitive, nous pouvons représenter [(x) par la série de
polynimes

Jolz)+ file) +...+ fol@)+. ..,

absolument et uniformément convergente dans U’intervalle
(« B).

Il est clair que cette représentation pourra étre faite d’une infi-
nité de fagons.
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26. Les considérations que nous venons de développer peuvent
s’étendre a des fonctions d’'un nombre quelconque de variables.
Nous nous bornerons au cas de deux variables. En étudiant 1’é-
quation AV =0 a4 trois Lermes, nous avons renconlré une nté-
grale tout a fait analogue a celle de Poisson, et a laquelle nous

pouvons étendre les considérations précédentes. Reprenons donc

l'intégrale (Chap. VI, § 7)

i ——1'1 AE N ol A AR ’
/ — f(0, V) sin0 &0 AV,

(1—a2rcosy—+ r?)?

ott nous supposons que f(0', 4') représente une fonction continue,
el que cOsy a pour expression

cosy = cosf cosh'— sinf sinf’ cos (V' — &).

I est une fonction de 7, § et b. Nous allons développer cette fonc-
tion suivant les puissances croissantes de r, comme nous l'avons
fait pour l'intégrale de Poisson ; mais, auparavant, il nous faut faire
quelques remarques sur le développement de 'expression

V1 — 27 cosy —+ 12

Cette fonction peut étre développée suivant les puissances crois-
santes de r. Ce développement est convergenl pour 7 < 1; on a en

effet

1— 27 cosy —+ 72 = (1— re¥?) (1 — re=1é).
Chacune des expressions

I I

Vi—rev Ty,

peut étre développée suivant les puissances de 7, pour 77 << 1. On a
ainsi, d’aprés la formule da bindme,

1 1.3
Yiy\" @ -9 i~
(1—rev?) 2 =1+ - reft 4 —— A
2ol
2L 3
(1—re V) 2=1+ —re-iY+ — rle-2Y+
-4
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et, par suite, en posant

1
— =Py + P]?‘ = Pt
Vi—ar Cosy 4 r?

on aura

P, = l_._} = (,),n g_l) eniy - ] 5 .3 .(’;Il VT ’] eln—2liy
) el b P 2 2.4...(2an — 2)
S - 5 :
= — ! ; Bo(an— -
= Lt o 1.3 ..(?n, il J;) eln—wiy k) W 1_3 ___EN—” e—niy,
2.4 2.4..{2n—4 G P e 03

On voit que P,,, qui est nécessairement réel, sera un polynéme de
degré n en cosy 5 aussi le désignerons-nous par P, (cosy). D’aprés
la forme précédente, P,(cosy) atteint sa plus grande valeur pour
Y = 0; or, pour cosy =1, on a P, =1, comme le montre le déve-

loppement de G
1 I

(T =3 0 (e
yIi—ar -+t e

Nous avons donc I'inégalité suivante, dont nous aurons a faire
usage dans un moment,
| Pu(cosy) [ S1.
Ceci posé, du développement valable, pour 7 <1,

1 y -
———————— — By Pi(cosy e Lo P (cosy sl
/l & T = I I
VAR RlC oSt

nous déduisons, en dérivant par rapport a r,

cosy —r : 3
. = = Pi(cosy)+...--nP,(cosy).r2—14.. .,
(1—27cosy +r?)?
el, par suiie,
1T— 72 3 |
=Po+3Pi(cosy).r+...+(an—+1)P,(cosy).rit...,

3
(=W e )

et cette série peul éire considérée comme une série en 6 et ¢/
uniformément convergente. Par suite, en substituant dans I'inté-
grale I, il vient

n=ew

Ny T a2
= Z “?1.—. L [ [ Pu(cosy).f(0, &) sinh &0 dl,

v el

n=0
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développement dans lequel le coeffictent de 7% est une fonction
entitre el de degré n en cosfl, sinflcosd et sinf sind. Désignant
par (2n +1)Y, ce coefficient, nous écrirons
n=—ow
= y (
]

==

i e

et I'on a, d’aprés ce que nous venons de dire relativement A
| P, (cos r) [y
[ R

en désignant par g une limite supérieure de | £(8, 47 .

27. Aprés ces préliminaires, nous avons peu de choses a faire
pour démontrer qu’une fonction f(0,4), continue sur la sphére de
-ayon un, peut étre représentée, avec 'approximation &, par une
suite limitée

Y+ ".175"" E Y”” |

ot l'on désigne d'une maniére générale par Y, un polynéme de

degré m en cosf, sinfll cosd et sinf sind. On a en effet le dévelop-

n—wm
[l il i) = Z (an+n0)Y,re.
n=~0

Iin se reporlant a I'étude que nous avons faite (loc. cit.) de

pemen L

intégrale I, on verra, comme pour le cas d’une fonction d’une

seule variable, que I'on peut choisir 7y <1, tel que la série

n=om

X g
Z (2 +1)Y,

n=0 |

differe de f(0,4), quels que soient O et L, de moins de z. D’autre
part, la série précédente est uniformément convergente, puisque
| Y, | < g et que la série

n—exn
‘1 Iy
: (2n—+1)rt \
3
n=0
esL convergente. [n prenant donc un nombre suffisamment grand m ‘
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de termes pour que le reste de celle derniere série soit moindre
que &, nous aurons la suite finie

n—im

- i
2 (on 1Y, 7%,

ik

qui différera de J(0,4) de moins de 2¢. Le théoréme est done
démonltré.

Les conséquences sont évidemment les mémes que plus haut.
Si la fonction f(0, ), au lieu d’éire déterminée sur loute lasphére
de rayon un, n’est déterminée que sur une parlie, on complétera
cette détermination sur le reste de la sphére d’'une maniére arbi-
traire, en respectant seulement la continuilé, et la conclusion rela-
tive 4 la représentation approchée de la fonction subsistera.

De la méme maniére, en développant cosf, sinf cosd et
sinfl sind, suivant les puissances de 0 et 4, nous aurons une re-
présentation approchée (& moins de ¢) de la fonction a Paide
d’un polynéme en § et ¥. D'oli nous conclurons enfin le théoréme
suivant :

Toute fonction f(z,y) des deux variables réelles x et y, con-
tinue dans une aire A, peut étre développée en une série

Tolaw, y)i-+ file, p) == (e, v ) =

les termes de cette série étant des polynomes en x et y.
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CITAPITRE X.

SERIES MULTIPLES.

I. — Généralités sur les séries multiples. Théoréme de Cauchy.

1. Les développements en séries que nous avons considérés
dans les deux Chapitres précédents étaient des séries simples,
c’est-a-dire que les termes dépendaient d'un seul nombre entier.
On a souvent & considérer, en Analyse, des séries multiples dont
le terme général dépend de plusieurs nombres entiers ; ceux-ci
peuvent d’ailleurs étre arbilraires ou satisfaire & certaines rela-
tions. Sans nous arréter lonchmps sur ce sujcl., nous ferons sur
les séries a double entrée quelques remarques générales, qui
s'étendront d’elles-mémes aux séries d’un degré quelconque de
multiplicité.

Une série double, ou a double entrée, aura son terme général
Um,, dépendant de deux entiers m et n positifs ou négatifs. On
peutimaginer les points (72, 7) marqués sur un plan, en les rappor-
tant a deux axes de coordonnées ; a chaque point (m, n) on as-
sociera le terme correspondant w,, ,. Nous dirons qu'une série a
double entrée est convergente lorsque la somme des termes, cor-
respondant aux points enveloppés par une courbe de forme quel-
conque, tend vers une limile déterminée, quand celte courbe
s'élend a I'infini dans tous les sens, en suivant une loi arbitraire.

Quelques remarques sont immédiates. Tout d’abord, si une
série a termes positifs est convergente pour une premiére suite de
courbes, s’étendant a 'infini dans tous les sens suivant une cer-
taine loi, elle est aussi pour toute autre suite de courbes, et la
limite est la méme. On peut toujours, en effet, imaginer qu'une
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SERIES MULTIPLES. 265
courbe de la seconde suite soit comprise entre deux courbes de la
premiére, et la remarque est évidente. En second lieu, étant
donnée une série 4 double entrée, a termes positifs ou négatifs,
lorsque la série que 'on obtient, en remplacant chaque terme par
sa valeur absolue, est convergente, la série proposée est aussi con-
vergente ; la démonstration est la méme que dans le cas des séries
simples. Enfin, si les termes d'une série & double entrée sont ima-
ginaires, la série sera certainement convergente quand la série des
modules de ses termes sera convergente.

2. Il est clair qu’on ne peut songer & indiquer une régle géné-
rale pour décider de la convergence des séries doubles. Le théo-
réme suivantl, généralisation immédiate du théoréme de Cauchy
étudié précédemment (Chap. I, § 17), sera souvent d’une ap-
plication facile. Soit f(z,y) une fonction toujours positive ; on
suppose que, pour les valeurs de et y, correspondant a toul point
extérieur 4 une courbe fermée C, la fonction / diminue quand la
valeur absolue de z et la valeur absolue de y augmentent, et
qu'enfin elle tend vers zéro quand les valeurs absolues de  ou
de y grandissent indéfiniment. Dans ces conditions, la série a
double entrée dont le terme général est

Jf(m, n)

sera convergente ou divergente [quand on donnera a m et n
toutes les valeurs entiéres possibles, le point (m, 7) élant seule-
ment extérieur & la courbe C], suivant que Uintégrale double

(1) /:[f (@, ) dzdy,

étendue a la portion du plan extérieur a G, aura ou non un
sens.

Pour I'établir, nous n’avons qu’a considérer I'intégrale précé-
dente comme un volume V limité par la surface z = f(x, y), le
plan 2y, et le cylindre ayant C pour section droite; de méme la
série

(2) 2(/'{/}2, n)

m,n
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yeut élre recardée comme représenlant une somme de volumes
I 8 I

de parallélépipedes rectangles ayant pour base un carré de coHté

égal & I'unité et pour hauteur f(m, n). Si, & chaque carré dans le
plan, I'on fait correspondre celui de ses sommets (m, n) pour
I lequel z et » ont & la fois la plus grande valeur absolue, la

somme (2) ainsi effectuée sera une somme de pa allélépipedes
intérieurs au volume V; la série (2) sera donc convergente, quand
I'intégrale (1) aura un sens. Au contraire, si, i chaque carré, on fait
correspondre celui de ses sommets (m, 1), pour lequel 2 et y ont
; a la fois leur moindre valeur absolue, la somme (2) sera une
I somme de p:‘lmllélépip[‘:des extérieurs au volume V et, par suite,
la série (2) divergera'si 'intégrale (1) est infinie.

I 3. Prenons comme exemple la série de terme général

: (p>o0)
= = 0 )

il (m2 - n?)k ik
I {
| sy g
. m el n recevant toutes les valeurs entiéres, saul m — n = o. }
I |
i Nous pouvons appliquer le théoréme de Cauchy : il faut étudier
1 I :
(i I"intégrale double
I [[ dz dy
i e (T A

] quand on 'étend & tout le plan, sauf & une région, de forme d’ail-
i leurs quelconque, comprenant l'origine. En prenant les coordon-
1] % . " 5 .

| nees ]m]an‘(‘s e et fJ, celte mlcgmlca devient ;
|
1 »
| o db
il S
1‘ o241

| : ST i g e e >

j Cette intégrale restera finie, 5 croissant indéfiniment, si
i 2P —1>1 ou e |
i

| e 7 I

I Ainsi la série double de terme général ——— - sera conver-

| X (m2—+ n* )t

i gente si U > 1.

‘ .
D’une maniére plus générale, soit

;

! ax-+ 2bxy + cy? |

E

|

une forme quadratique définie et positive, ¢’est-a-dire ot b?— ac <o

i SCDLYON1 &
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5]
=3}
~1

et a > o; considérons la série de terme général

1
lam®— 2 bmn—+ cn?)k Tt
en donnant toujours & 7 el n toutes les valeurs entiéres possibles,
Sl =—= 10 ==10"
Ce cas se raméne immédiatement au précédent, car le quotient
positif

am?-sbmn + cn?

i
quels que soient les entiers m el n, reste Loujours compris enltre
deux limites déterminées différentes de zéro. Ainsi, A étanl un
nombre fixe, on a

am?—+ 2bmn + en? > k(m? -+ n?),

=

et, par suite la série proposée aura ses termes moindres que

série de terme général
1
e (m2 -+ n2)t

el sera done convergente si . est supérieur a I"anité.

L. On peut facilement généraliser le théoréme de Cauchy. Si la
fonction f(x,y, z) est loujours posilive et que, pour toul point
x, ¥, 5 extérieur a une surface fermée S, cette fonction diminue
quand la valeur absolue de z, de 3 ou de 5 va en augmentant, et
qu'enfin elle tende vers zéro quand leg valeurs absolues de x,
ou 5 grandissent indéfiniment, la série triple

&) 5 \
¥ s, n, p),

e

oy, . p

étendue 4 toutes les valeurs entiéres, positives ou négalives, de m,
n et p, extérieures a la surface S, convergera ou divergera suivant

que I'intégrale triple

f{[/'(.r, ¥, &) dx dyds,

étendue A tout l'espace, moins le volume limité par S, aura ou
non un sens.
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En particulier, la série triple de terme général

T

———————— en laissant de cOté m = n —=p = o
(m?+ n2—+ p2)i ( o / )

sera convergente si
3

/

S
O] s

comme on le voit en transformant I'intégrale correspondante par
I'emploi des coordonnées polaires.

D’une maniére plus générale, si o(z, 5, 5) désigne une forme
quadralique ternaire, toujours positive (sauf pour # =y = z =0
systéme pour lequel elle s’annule), la série de terme général

b

[e(m, n, p)]*

: : SR

sera COD\’C!'gCHlC 51 :.L est Slll_)L'I‘lCLll‘ Gl =0
2

On peut enfin, d'une maniére toul a fait générale, considérer
une série d’ordre p. La série de terme général

1
: - ==
(O = U o 6=

ou l'on exclut seulement 1, = m.—. .. sera conyer—
genle s1
210 = D

En effet, d’aprés le théoréme de Cauchy, il faut étudier I'inté-

grale multiple
f day dasy. . .dz),
(Zi 2l )

quand le champ d'intégration grandit indéfiniment dans tous les
sens. Or, si l'on pose

zy=psin, ;sinfl, 5......sin0; cos0y,
2y = psinl,_ysinf, 5......sinf,sin0;,
&y = psinfp_q........sin0;3 cosl,,

x,—=pcoshy_,

qui donne une transformation en coordonnées polaires dans I'es-
pace a p dimensions (x, 2y, . .., &), on voit que dzydzs ... dxp,
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apres la transformation, aura en facteur oP~'; or

. s UC dp
la partie de I'élément relative & 5 sera donc e
B T S
\

Lintégrale, pour o infini, restera donc finie si

—~

2 — P11 ou 2= p.

On en conclura que, dans les mémes conditions, la forme qua-
dratique f(x, Z, ..., xp) étant définie et positive, la série mul-
tiple de terme général

I

[fiCnzy, ma, ooy g )|

S€ra convergen liz

5. Le résultat précédent peut étre généralisé de la maniére sui-
vante, que j'emprunte au Cours d’Analyse de M. Jordan (t. I¢,
p. 163). Soit

]7("}'1: Lay waey -'f'pl}
un polynéme de degré anen z, ., ..., 2p; on suppose que

I’ensemble des termes homogénes de degré 2 dans ce polynome
g g Podiy

ne puisse;slTannuler‘que pour @y=— 2= ci—2y— 0!
Remarquons d’abord que, dans ces conditions, I'équation

(3) B g s s i — o)

ot les m représentent des nombres entiers, n'aura qu'un nombre

limité de solutions, car, d’aprés ’hypothése faite sur les termes du

plus haut degré, les valeurs de @y, #,, ..., 2, satisfaisant a 1'¢é-

quation
Kz e S ) =0

doivent rester finies.
Ceci posé, considérons la série multiple

1
doed | B (g, s, ..

?
ey MLy |1

étendue a toutes les valeurs entiéres, positives ou négatives, de
My, M, « .., Mp, sauf, s’il en existe, aux systémes de valeurs en
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270 EQUATION DE LAPLACE. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

nombre limité satisfaisant & I'équation (3). Le rapport

F(miy Ma, ooy Mp)

(m}+ m3 ...+ mp)"

restera manifestement entre deux limites déterminées, quelles que

l.l soient les valeurs entiéres de m, m,, - .., nip, sauf

i

|' T s — e O

|

i Donc, en désignant par /& une constante convenable, les va-

leurs absolues des termes de la série sont moindres que les termes

,‘ de la série suivante

1 < |
i 24/;!’-(.')1‘,’ — My .. )R

Elle sera donc convergente si

QN =P,

et cette régle sera d’une application (acile.

II. — Quelques applications

i 6. Un exemple tres général de série multiple nous est fourni
i par le développement en série trigonométrique d’une fonction de
| deux variables. Soit f(z, ) une fonction continue des deux va-

| riables x et y et telle que
i
‘ flz+am, ¥)=[f(z, ), [z, y+a2m)=[f(2, y)

On peuat développer celte fonction en une série double trigono-

1 métrique. Pour éviter toule discussion, nous supposerons que la
i fonction ait des dérivées partielles des quatre premiers ordres
; elles-mémes conlinues et périodiques. En considérant /' comme
} fonction de z, nous aurons le développement
|
| n==x
ety ;
Fflz, )=+ E (et cosmx —b,, sin mz);
2
=1
dans lequel l
| 27 : 27 i
I : ;
A = = [ fla, ) cosma da, b=~ f f(z, y)sinme dz.
T /o )
.
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tm et b, sont des fonctions continues de y,, admettant la période
o : elles pourront étre développées en séries Lrigonomélriques, el
'on aura 1

n=w=
AT ) :
o - (o, COS Y ~+ By n SINILY )
3 4 i ;
n=1 ‘
ou i
V27T AT 2T I
I o | i
G = a,, cosny dy = Sz, y)cosmex cosny da dy i
*ulp 0 < !
Lo AT 2T ‘ I
L I : ;
= [‘ Ay Sinny dy = — [ [‘ (2, yv)cosmasin ny da dy
elp ulp - g

On développpera de la méme maniére b, en série lrigonomé-

. : w 5 Pl I
trique avec les coefficients o, , et ), .

Nous obtenons donc une série double trigonométrique, mais les

termes sont groupés d'une maniére dé ‘terminée. Peut-on les dis-

poser d’une maniére quelconque? Pour s'assurer que 'ordre des
termes est arbitraire, sous les hypothéses faites, nous n’avons qu’a i
chercher 'ordre de @, et B, par rapport a n eta m. Or, enin-
Légrant successivement par ])artit::‘., el tenant compte de la I)&"l‘itp

dicité de f et de ses dérivées, on a

On,m = [ 5 COS 7T COS Iy dax dy,
m?n? oz r)

et on a une expression analogue pour o g Les coeffi-
< 2 (2] ; S poe AR e e ok Z

cients de

cosm COSMy, COSMasinny, Sinme cosny, Sinmaz sinmny, f

I i . |
sont done de l'ordre de — (pom‘ n—0, est & remplacer e

min?

- est évidemment

1 ik Pt
par ;:T") Or la série double de terme général =5
1 . 22

convergente; on aura donc, sous les conditions indiquées, le déve- I

lDPi)Cl'I]CDL Zlb:‘a[)]l]lﬂl}lll_ et llﬂif{)l‘llléﬂlcn L COI]\'CI‘SCHI.

m=w n=uw

| ! QU gt iy ;
: flz, y)= ( dn,m COSMET COSAY + [, COSME SINILY

m=0 n=0
— oy SIN M@ cOs Y = B, SIN M sinny ).
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7. Comme application particulitre, je considére la série double

O 1 i S
Z EETEE RO (. entier positif);

= est une quantité imaginaire quelconque, ainsi que w et w'; le

w’ s - a A i B
1';11)1)01‘L — n est pas réel. Les points representes par les (uantites
w

1maginaires
mw - nw'

forment, dans le plan, les sommets d’un réseau de parallélogrammes
qui couvre entiérement le plan; nous supposerons que s ne coin-
cide avec aucun de ces sommets. Nous allons montrer que la série
précédente est convergente si . est supérieur a deur.

Sotent

s—=ax Ly w=a-+ w' =10 (26 — G ==
Z =T =LY, = ad L1y DRl O, O 2 7 0).

l.a série des modules des termes sera

¥ !

[(x+ma+ny)2+(y+mpB+ns)|?

Or, d’aprés le théoréme du § 5, cette série sera convergente si
u.>> 2. Ce théoréme est, en effet, applicable; car, dans le poly-
nome

F(m,n)=(z-+ ma-+ny)2+(y+mb-+ nd)?,

Pensemble des termes du second degré
o)
(ma—+ny)2—+ (mB+ nd)?
ne peut s’annuler que pour m = n = o.
La fonction f(z) de la variable complexe z, définie par la série

précédente,

M=+ n=-—4o

i N I (o
(3) = E 2 L=
) (& +mw-+ nw' ) 3 ;

M=—H N=—D

joue, dans la théorie des fonctions elliptiques, un role trés impor-
tant; elle ne change pas, en effet, quand on remplace 5 par z + o
el par 5 + w'. Nous aurons I'occasion d’y vevenir.
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8. Ce sont des séries simples qui donnent le plus facilement des
exemples de fonctions doublement périodiques, ¢’est-a-dire restant
invariables quand on remplace la variable 2 par x 4 w et par
x -+~ w'. Soit, par excm_p]e, la série
e -_;-16-00 e.r+m w

(1 — BI“"IHO.I )',3
m——wo

(1) A=

(= om

pour toule valeur de z, qui n’est pas de la forme
Z=—mw-(2n-+1)nt (m et n entiers),

cetle série sera convergente; on suppose que la partie réelle de w
n’est pas nulle.

On peut former des séries de deux variables z et Y possédant
quatre couples de périodes, et, quoiqu’elles présentent beaucoup
moins d'intérét que la précédente, je m’y arréterai un moment ()
Soient «, @8, o/, #/ quatre quantités réelles (af/ — o/B £ 0); for-
mons la série & double entrée

M=+« pnp=-+w

> X+ o+ 3 »y-+mo'+nf’
(5 o &
) 2 2 (1 ex+mo+nf)2 (5 gy-+mo+nfy )2 2
w0

m—=—co n——

et cherchons si elle est convergente. Posons

u = ex, o) = a— e, b= eB, g —tcods Bi—rchi

la série deviendra
ampn a'mp'n
uy E E - — - -
(uambr+41)2 (pa'mp'n—11)2

Je dis qu’elle est convergente pour toute valeur de u et v, a
Pexception des valeurs réelles et négatives.

Considérons d’abord la série pour # — ¢ — 1. Nous avons

amnpn a'mp'n

(G) (l+alitbfl)2 Uj_“'m(}’u)‘z;

c’est une série a termes positifs ; montrons qu’elle est convergente.

(*) E. PicARD, Swr certaines expressions quadruplement périodiques (Bul-
letin de la Societe mathematique, 188g.)

P.— 1. 13
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Je considére le quotient

ex

(1+ ex)2’

cette expression ne change pas quand on change 22 en — z; 0D 2
donc, « étant positf,

x e—x
g - IS ok

(1+e*)?  (T+e =) o

Done, pour z de signe quelconque, nous pouvons éerire

e |
L e
(1—+ ex)? S
et par suite
ambn a'mp'n

g V2 cﬁJmc.c+nlf5|—~|nm’+rgﬁ’]_
(1 + ambr )2 (1 a'mb 11)2 =

Mais, z et y désignant deux nombres positifs, on a
e—a—Y < e—VII,

Comme, d’autre part, pour z positif et suffisamment grand
3 ) I a )

I
—_ et
Cintic 0’
. étant un entier positif qui peut étre pris arbitrairement, il en
résulte que

ey

CEToT
et, enfin, nous voyons que le terme général de notre série est
moindre que
1
[(ma+ nf)2+ (ma' -+ nf 2]

La série (6) sera donc une série convergente.

Donnons maintenant a « et ¢ des valeurs quelconques pourvu
qu’elles ne solent pas réelles et négatives; en changeant men — m
et n en — n, nous pouvons éerire le terme général de notre série
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sous la forme

ampn almpn I+—ampi\Ne /1 g'm}iny2
(1~ ambn) (1 ambn) (;:z— an /)7;) ( p—ampn)
5 1 /JH. % &
Or le module du quotient ————— représente le rapport des dis-
uw—+amnbn

tances des points 1 et & au point — a™b?, ¢’est-a-dire a un point
situé sur la partie négative de I'axe réel. Ce rapport restera done
Q ] e A . . 3 | —a'mp'n
compris entre deux limites finies ; il en sera de méme pour — ——.
? o+ a'mp'n
Par suite, la série (5) sera absolument convergente, sauf pour les
valeurs de e* et er réelles et négatives, c'est-d-dire, en posant
=l quand

"

= (2 n)me, o — ok )y (4 et &' entiers).
[expression (5) ne change pas quand on remplace
| g€ | [ |

& par - 27,

Y par ¥ -+ a7,
et, d'une part, simultanément,

& par x —+-o et y par y +a;
d’autre part,

x par z + [ et y par y -+ 'C'

(est donc une expression quadruplement périodique; la pré-
sence des valeurs de z et de y, pour lesquelles I'expression n’a
aucun sens, ne nous permet pas de la regarder comme une fone-
tion de x el 7, dont on -puisse suivre toujours d’'une maniére con-
tinue la valeur entre deux systémes (), Vi) et(xa, ¥a).

9. L'expression précédente va nouns fournir un exemple de dé-
veloppement en série trigonoméirique ; changeons seulement un
peu les notations. Je considére la série

Mm=-+4® n=-+4w

o ; - - edla-+mw)+fly+nw’) et (x+mw)+3' (y+nw’)
Sl e

= ]
| I - (g7.(4'—0—:.'1m)—viit)w—nm‘)J2 lI e c:i‘(.r—wlm))+[i’[_}'—i—mu’."l'l'

m—=—w n=—o

W, o, a, o, et ' étant toujours réels, et af/— o/ B different de

SCDLYON 1




:27(5 EQUATION DE LAPLACE. -— DEVELOPPEMENTS EN SERIES.

zéro. Il est clair que cette expression ne differe de celle que nous
avons considérée plus haut qu’en ce qu'une substitution linéaire a
é1é effectuée sur les variables. Le Tableau des périodes est, pour

I’expression précédente,

ey
|
w o
[ w'
! Gi G't
‘ i e G
! ‘

(+, G, H et H' sont définies par les deux systémes d’équations

2G + (G =am, oH +BH = o;
2 G+ ('G'=o, «H+ p'H = 2.

L’q‘xpt‘c.ssion n’a aucun sens pour les valeurs correspondant
d’une part a
az’'+ By = (2k+1)m,
d’autre part a
a4+ By = (2 h + 1),
en posant toujours

x— i o, y =y + iy

La fonction §(z, ») est donc déterminée, en particulier, pour
toute valeur réelle de z et y, et elle admet les périodes v et w'.
Nous pouvons donc la développer en série trigonométrique; ce
sont les coefficients de ce développement que nous allons chercher.

10. Avant de prendre le cas de deux variables, je traiterai le cas
d'une seule variable, ¢’est-d-dire du développement de f() du §8,

m=-+w

ex+mw il
= E
f(-Z‘ (I i) 8‘1'" mu)) J
m—=—o

w étant réel.
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La fonction f(z) étant paire, nous aurons (1)

flz) :2‘ A, cos & BTT

(V)

Calculons les coefficients A, : on aura

AW Em—t e
2 ex+mw apTE
A, =— ————— | cos 20T T,
w (14 extmw)2 w
o/ m—=-—c

0

que l'on transforme de suite en

@
_ 2 B et LPTE 4 2
Ap=— ————cos—+——— dor = — -
w (1 ex)? w LS

'

’

Il nous faut calculer 'intégrale précédente. En posant -“— p" =

nous avons | lntcgl.llt:

®
(7;1‘
f cosax dr

s KGR AR

qui, en intégrant par parties, peut s'écrire

@

I sinax
——a e
_ 2 s (1+ex)
1mais
I __Ye—(n+l)x
=g o9 HES +(7 I).'!fl e—nx _ (—1){'—
1+ e* T
donc
[‘m sinaax dx a a
ol 1-+e2 [+ a? 2%+ a?
a ® e—(n+t)x
+ (—1)rl——— - (—1) [ e SR ()
nt—+ a2 i i

(') Dans la théorie des séries trigonométriques, nous avons supposé la fonc-
tion f () définie dans l'intervalle (o, 2w); le développement en série procédait
alors suivant les sinus et cosinus des multiples de z. Si la fonction f() est dé-
finie dans Pintervalle (o, w), le développement procédera suivant les sinus el

cosinus de ——, comme on le voit de suite en faisant le changement de variable
)

o T
T =—""
(0]

qui transforme l'intervalle (o0, w) en Uintervalle (o, 27).
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si 'on remarque que

4
/‘ sinax e dr —
0

Or il est aisé de voir que le reste

L ef.nﬁkl 252
— sinax dz
0 Fet=le

tend vers zéro, quand n augmente indéfiniment. La valeur absolue

de cette intégrale est moindre en effet que

& 1
[ e —(n+1)x gfp — ———— &
o=l

0
On aura, par conséquent, l
{
I n—mwm tig |
ffcnsaa,riz,—:—- 2 (—1)n- %
(I"‘(' - 2 At ol 1
= J

Or on a 'identité

_#2 )uw: T:cu' . (L:‘/:) ();

2 SINT AL

n=1

On en conclut

ima

e e st
w( ena — g—Ta )

Le développement cherché est, par suite,

ITZW
; 2 4T QD a
Fillaa)) = s AL S cosax
L (1) w (.Tlli e—'
p=1
ott I'on a
2T
e
[0

(1) Cette formule résulte du développement

n=—=eo i
1 T (—1)™ 1
= =t e o E .
51N % z 2 — mim?
m=1

( Voir, par exemple, Brior et BovQuet, Fonctions elliptiques, p. 284.)
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11. Revenons maintenant a la fonction de deux variables 5 (x, 3),
pour la développer en série trigonométrique. Cette fonction satis-

‘ faisant a la relation
3 ~ P
¥z, y)=3(—= —y),

son développement sera évidemment de la forme

2PTE
2L i =

R l2pmx 2Ty . 2PpTX
Z E;\P‘q €05 = iCos ity + B, g sin = =

Calculons d'abord A, ;. On a

| &
»-Q
| d
[=

’ ) ~ '
Agig= ﬁ [ / rl'(x ¥) cos —'ﬁ-——ECf )/( dz dy

“0 40

qui se transforme de suite en

‘ 4 A eox-+By C:'.’.{-—J 0
S P i sT ww' [ (1 2 po Ej-")z =5 coT- _:‘
i N

i Posons

S 2‘[ ‘yr[r(ly

ax + By = uw, a'x—+ By =9,

d’olt se tirent

= Au-+pp, y=>ANu-+py.
En posanl
3 X —a
2 aff’ a B’ S =a
g , 5
5 el —a'B’ b P

on aura

A =Ny |
Apqs= Al o f [ e P“) oo cosa(h w4+ pv) cosb(Nu—+p'v)dudp,

W (l)

ou
2PT 2T
«__J—, il L

Remplagons maintenant

2 cosa(hu—+ pe)cosbh(Nu + p'v)

; par
cos(ah + bA)u.cos(ap -+ bp/)p — sin(ak+ 6N )u sin(ap + bu')e

- cos{ah — 6N )u.cos(ap—by)e —sin(ah— b )u sin(ap —bu)e.
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La partie relative aux sinus disparait dans I'intégration. Il reste
une somme de deux intégrales doubles; chacune d’elles est un
produit de deux intégrales simples rentrant dans le type corres-
pondant & une seule variable. Toute réduction faite, on a

A 8 G 7B o A’ B’ i
Rl o ww'(af’— a'f) | X —e—A eb —g—B ' gA_ o A B _ o[’

€n posan i

Le second coefficient B, , s’obtient par un calcul tout sem-

blable : on a seulement, entre parenthéses, une différence au lieu
d’'une somme. On trouve ainsi

8 1

B wo'(af’ — o f) (ﬁ T N S O e 1 R o e e e e ey

2,9 =

A B A’ B’ )

/£

Tel est ce développement en série trigonométrique : il pré-
sente, comme on voil, quelque analogie avec le développement
en série trigonométrique de la fonction elliptique considérée plus
haut et il peut étre regardé comme en étant, & un certain point de
vue, une extension au cas de deux variables.

III. — Exemple de séries multiples ou les entiers
ne sont pas arbitraires.

12. Dans les séries multiples dont nous nous sommes occupé
Jusqu’ici, les nombres entiers, dont dépendait le terme général de
la série, étaient arbitraires et prenaient toutes les valeurs entre —oo
et +oco. 1l en sera souvent autrement; je vais cn indiquer un
exemple ('). Partons de la forme quadratique ternaire

U4 p2— w2,

(*) Voir mon Mémoire : Sur une classe de groupes discontinus de substitu-
tions lincaires ( Acta math., t. 1).
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Je considére les substitutions a coefficients entiers

u=MU~+P,V+R W,
o =MyU—+P,V—+ R, W,
w=MU-=+P;V+R, W

qui transforment la forme en elle-méme, c’est-a-dire telles que

on ait identiquement

w4 p2— w2 = U2+ V2— W2,

on aura les relations

M3+ Mz—M:=1,
P} +P; —Pi =7,
= R?+R}—Ri=—1,

{
PyM;+PyM,— P3M; = o,
MR, ~& MaR, =My R; —to,
PR PaB e DR

Telles sont les équations auxquelles doivent satisfaire les neuf
entiers (M, P, R). En tenant compte de ces relations, les formules
de substitution se résolvent immédiatement par rapport a U, V

et W ; on trouve ainsi

U= Myu—+ Myp— Mo,
W & 1850 — 12,
W =—Riu— Rov -+ Ry,

d’ott 'on conclut que le systéme (7) est entiérement équivalent

au suivant

Mi+P}—Ri=1,
\ Mi+P3—R3=r1,
M:—+P:— Ri=—1

(8) ¢
M;M,~+P;P,- R/ R, =

NeM B P RiR =0
\ MsM;~~ PyPi—R;R; = o.

&

Il'y a une ¢infinité de nombres entiers (M, P, R) satisfaisant aux
équations (7) ou au systéme équivalent (8).
Cela posé, considérons U'ensemble des substitutions eflectuées
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sur les variables x et y

3 3 Miz -+ Py y + Ry : Moz + Py + R
(S) il N i e Ll Eea VO S

“13? -+ 1 ol li:; J\Ig&? ST 3y -+ R;;

Ces substitutions forment un groupe : par la on entend que
deux substitutions de cette forme, faites successivement, donnent
une nouvelle substitution rentrant dans le méme type ; c’est la un
point évident, puisque le produit de deux substitutions, qui trans-
forment respectivement une forme en elle-méme, sera une substi-
tution jouissant nécessairement de la méme propriété.

Nous allons montrer que le groupe des substitutions S est
discontinu pour les points (x, y) situés a Uintérieur du cercle

() @zt 2 =1,

c’est-a-dire qu’a chaque point A de I'intérieur de ce cercle ne cor-
respond, par les substitutions du groupe, que le point A lui-méme
dans une aire suffisamment petite déerite autour de ce point.

13. Remarquons d’abord que, de I'identité
\ U2+ V2— W2 = u?+ 02— w?,

on déduit de suite

2 I :
X2 Y2—1= Emjau—;mle(Tz-—y‘*ll

11 en résulte que, si le point (z, ») est a 'intérieur du cercle T,
il en sera de méme du point (X, Y). Observons maintenant qu'il
ne peut y avoir qu’un nombre fini de substitutions du groupe
pour lesquelles | R, | soit moindre qu’une quantité donnée ; c’est
ce qui résulte des équations (7) et (8). [’équation

par exemple, montre que les valeurs absolues de M; et P, sont
limitées en fonction de | Ry |, et les trois premiéres équations (7)
apprennent successivement qu'il en est de méme de My, Py, R,
etV o R

Montrons encore, et ¢’est la le point essentiel, que, quand la
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valeur absolue de R, grandit indéfiniment, le point (z, ) restant
3 b b I Nheod) ) )

a I'intérieur du cercle T', I'expression
| Myz + Py + Ry |
grandit elle-méme indéfiniment. On a, en effet,

M, P,
Mgz Pyy + Ry = Ry (1+ ?: Z - —HZI) )

et, en posant

|J"l—[:]-’:u, E = ].’r]:fc’, ‘}:\:}f’_
[RilE 3 R, NG
on aura
M Baelo 3 = ;
S S e e vy,
RIS s SRl ol

le second membre étant positif, comme nous allons le montrer. Il

peut, en effet, s’écrire

= (e =z OF
1+ pz' vy’
or, puisque
U2t y2s5g,

I'identité

(pa'+vy")

2 Tty

= (p2+v2) (@2 9'2) — (py' —va')?

montre que
ey 2 g2 g2
(pe vy P<< 2232

Il en résulte que

) Iy

i M, Bat i —— a2 g2

et de'l'inégalité

[¥he By RG> (R,

se conclut de suite le résultat énoncé. |Ry| étant d’ailleurs au
moins égal & 'unité, le dénominateur My 2 + Py » -+ Ry ne pourra
s'annuler, et, par suite, la substitution

i Mz + Py + Ry

Noee A rizn ]
M;z = Psy ~R;

_ Myz+Pyy +Re
= M,z Pl TR,

g
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donne toujours une valeur déterminée pour X et Y, quand le
point (xz, v) est a Uintérieur du cercle T.

14. Ces remarques faites, la discontinuité du groupe se dé-
montre immédiatement. En effet, la relation

I—X2— Y2 = . L

RS e )

monltre que

3

4 2

T ey

done, quand, dans la suite des substitutions, la valeur absolue
de R; augmente indéfiniment, le point (X, Y) se rapproche indé-
finiment de la circonférence I'. Il en résulte que les points cor-
respondants au point (x, ) sont nécessairement distants de ce
point d’'une quantité finie ; donc, dans une région suffisamment
petite aulour du point (z, y), il n’y a, en dehors de ce point
lui-méme, aucun point qui lui corresponde par les substitutions
du groupe. Celui-ci est discontinu.

15. Le déterminant de la substitution

M P R,
NP Re

[ M; P; R; |

est nécessairement égal & == 1. Nous allons, dans la suite, consi-
dérer nniquement les substitutions pour lesquelles ce déterminant
est égal a 415 elles forment un sous-groupe dans le groupe gé-
néral étudié jusqu’ici.

Il sera utile de calculer le déterminant fonctionnel

D(X, X)) oK Y oX ox
D(z, ¥) o0z dy Oy oz '

un calcul facile donne

H(EXEEYE) ah I

D(z,7) (Mgz—+Psy+ Ry)p
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Ceci posé, nous allons établir que la série multiple

I
ELWMJKEIMW

élendue a toutes les substitutions du groupe, est convergente, le
point (z,, y,) élant toujours & I'intérieur du cercle T.

Pour Pétablir, supposons d’abord le point (xy, ¥,) tel que la
substitution unité (c¢'est-a-dire X =z, Y = y) soit la seule qui
le transforme en lui-méme : c’est ce qui arrive évidemment pour
un point pris arbitrairement. Tracons autour du point (2, ¥,)
une petite aire 6, ; les substitutions du groupe transformeront
celte aire en une suite indéfinie 8, 8,, .... Si 'aire 8, est assez
petite, les aires & seront toutes extérieures les unes aux autres et
n’auront pas de parties communes ; c¢’est li une conséquence 1m-
médiate de la discontinuité du groupe, et de ce que le point
(29, o) €t, par suite tous les points de 3,, ne peuvent étre trans-
formés en eux-mémes que par la substitution unité. La somme
des aires ¢ est évidemment finie, puisqu’elle est moindre que
I'aire du cercle T'; or cette somme est

fﬁumg

étendue a toules les aires o.

[[dx ay,

étendue a une aire ¢ transformée de ¢, par la substitution (S)

peut s’écrire
[‘f da dy B
Mz == P5 2= Rs[3

étendue & d,. La somme des aires 3 peut donc se mettre sous la

forme
S‘ Sl s i dy
5 sl | My + P;y +R; |3 .

la sommez étant étendue a toutes les substitutions du groupe et

Mais P'intégrale

3

I'intégrale double a T'aire ¢,. Celle-ci étant arbitraire, il est ma-
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nifeste que l'intégrale précédente ne pourra avoir une valeur finie
que si la série

I
2 | M;z + ])3_")" + Ry |2

est convergente. Sil'on veut précise'r davanlage, on peul remar-
quer que, d’aprés ce qui a été dit plus haut,

I s A

NGz Py v Rl R
A étant une quantité positive, dépendant de x et y, mais restant,
quand (2, ) est a I'intérieur d’une aire n’ayant pas de point com-
mun avec la circonférence T, comprise entre deux limites fizes,

yositives et différentes de zéro. L'intégrale précédente s'éerit alors
] : ]

1
S A3 cdn dy.
2 | R |3 [[\ it

Or, comme l'intégrale double est finie et différente de zéro, il

2 mF

étendue a toutes les substitutions du groupe, soit finie (on ne doit

faut que

pas oublier que, dans I’évaluation de la somme précédente, plu-
sieurs termes peuvent correspondre & la méme valeur de R;). De

la convergence de la série précédente, il résulte bien que la série

2 o R
E ! i.’(ff.‘- +Pyy+ Rs I:i

converge pour tout point (z, y) a l'intérieur du cercle T, non-

seulement pour une position arbitraire de ce point dans T', mais
méme quand 1l y aura plusieurs sabstitulions transformant ce
poin[. en lui-méme.

16. Le résultat précédent permet de former un grand nombre
de séries multiples absolument convergentes et représentant des
fonctions remarquables de z et y. Soit R(x, ») une fonction
rationnelle de « et y restant continue a 'intérieur du cercle T,

sauf tout au plus en un nombre limité de points ; de plus, sur la
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circonférence méme de ce cercle, on suppose essentiellement
qu’elle reste finie. Telle serait, par exemple, la fonction

Telle serait encore la fonction

1
— —
(2 el e 6

a élant une quantité positive supérieure ay/2 (pour que la droite

a4 — X — ) =— 0 ne coupe pas le (IC]‘CIC F)

IFormons alors la série

- ‘Myx + Py + Ry Myxz -+ Pyy —+ Ry I
ZR (\1\1:,;5- P iRy Mmoo Py e n;.)'m13.1- SR

la sommation étant étendue a toutes les substitutions du groupe.
La fonction R, par hypothése, ne devient discontinue que pour un
nombre limité de points; considérons 'ensemble E des points qui
leur correspondent par les substitutions du groupe.

Supposons que  ne soit pas un point de cet ensemble; la série

précédente sera convergente, car la valeur absolue de

| Miz -+ P“' - li, Moz + Pyy + R.z)
Mz - Pay = Ry M5z + Py Ry /.

restera toujours moindre qu'un nombre fixe; et de ce que la série

T
2 [Msaz 2= Psy = Ry |2

est convergente, on conclut de suite que la série proposée est con-

vergente. Si (x, y) coincidait avec un point de I'ensemble E, il y
aurait un terme ou un nombre limité de termes qui deviendraient
infinis dans la série, les autres formeraient une série convergente.

La série précédente représente une fonction F(z, y) jouissant
d’une propriété remarquable. Supposons qu’on effectue sur (z, )

une substitution du groupe

WMZ =Ty +p Pa® - T ¥ —+ P2
%, ¥ 1 A S A et e RS 127

.3)"%“ l’J;; L3 'ﬁg}"‘.— .0;5

3
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chaque terme de la nouvelle série devient égal & un terme de la
premiére, multiplié par le dénominateur des formules de substitu-

tion élevé a la troisieme puissance.

On a donce

@ =T Y Py e =T Y Pa ; Sy

l*(‘ : =y = : = (psz + w3y +p3)*F(z, ¥)-
Qo —— T . 1 * 1T  —t— 0O
M3 +— T3 ) — P3 M3 T3 ) - P3

\

Ces fonctions sont les analogues des fonctions d'une rariable,
appelées thétafuchsiennes par M. Poincaré, et qui jouent un role
si important dans sa théorie des fonctions fuchsiennes [ Poincarg,
Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta mathematica,

G 101
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TROISIEME PARTIE.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL
INFINITESIMAL.

—pge—

CHAPITRE XI.
THEORIE DES ENVELOPPES. — SURFACES REGLEES.
CONGRUENCES ET COMPLEXES.

I. — Theorie des enveloppes. — Surfaces développables.

I. Rappelons d’abord quelques formules relatives aux courbes
gauches el aux surfaces. Nous avons vu que le carré de la différen-
tielle d’un arc de courbe est donné par la formule

ds? = dz® + dy? + dz2.

Sur une courbe gauche, on peul fixer, arbitrairement d’ailleurs,
un sens correspoudant aux arcs croissants; la tangente menée en
un point arbitraire M de la courbe dans le sens des arcs croissants
est alors une demi-droite parfaitement déterminée. Nous désigne-
rons toujours dans la suile par «, @3, v les cosinus des angles que
fait cette direction avec les axes de coordonnées; dans ces condi-

Lions on aura
s

ey PR
T ﬁia’;’ = T

Relativement aux surfaces, en désignant par p et ¢ les dérivées

P.—I. 19
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partielles =

e : ¢ 1 ¢ ro=
= » I'équation du plan tangent en un point (2, ¥:5)

esl
7—5=p(X—az)+ g(Y =)

Si, au lieu d’étre définie par la valeur de s en fonction de z et 7,

la surface est donnée par les trois équations
‘T:.f(”a“)u .}‘:?(”1 o)y 3:'34(”: 9)y

w et ¢ étant des paramétres arbitraires, I’équation du plan tangent

sera
. D(y, 3) . Dz - D(z, )
X gy 2 Y gyt 2 L (T — 3 =0,
(X I)l)([t, ) ( "])D(u, 0) ( )D{‘”] ) 0,
en posant, comme nous I’avons fait précédemment, NG
D(pim) ~opwdz tdpds | W W
D(w, v) Ouw dp o Tt i i D3

Si le point considéré est un point simple de la surface, corres-
ondant aux valears u, et v, de @ et ¢, on peul Loujours supposer
0 b) l |
la 1'ep1‘éscnlaLi0n paramélri([uc telle que les trois déterminants
fonclionnels qui fieurent dans 1'équation précédente ne s’annulent
P

pas simultanément pour u = u,, ¢ = ¢o; NOUS ferons toujours

cette hypothése dans la suite.

9. Etant donnée une famille de courbes représentée par I’équa-

Lion
Fw, 7, @) =0,

ou figure un paramélre arbitraire «, on sait que I'enveloppe de
cette famille de courbes s'oblient en éliminant « entre I’équation

yrécédente et 'équation dérivée
I |

De plus Penveloppe est tangente 4 chacune des enveloppées.
Pareillement étant donnée la famille de surfaces

(1) .f(‘;{"z Ky @) =0,

Penveloppe de cette surface, c'est-d-dire le lieu des intersections
limites de chaque surface avec la surface infiniment voisine, s'ob-
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tient en éliminant a entre cette équaltion et

df
(2) =
La courbe définie par les équations (1) et (2), qui estla limite
de l'intersection de la surface (1) avec une surface infiniment voi-
sine, s'appelle la caractéristique de la surface. La surface enve-
loppe est le lieu des caractéristiques; chaque enveloppée est tan-
gente & lenveloppe en tous les points de la caractéristique

correspondante. Nous nous contentons de rappeler ces proposi-
tions tout i fait élémentaires.

3. Au lieu d'une famille de surfaces dépendant d’'un seul para-
métre arbitraire, considérons maintenant une famille de surfaces

(3) Sz, ¥, 35, a, b)=o,

dépendant de deux paramétres a et b.
En donnant A ces paramétres, i partir de deux valeurs déter-
I ) &
minées a et b, des accroissements Aa et Ab, nous aurons une sur-
face voisine
S, ¥, 5, a+Aa, b6+ Ab) =0,

(ui coupera la premiére suivant une certaine courbe C. Lorsque
Aa et Ab tendront vers zéro, la position limite de la courbe C dé-
S Ab clie c 1.
pendra de la limite du rapport " Pour préciser, considérons &
comme fonctlion de a, soit b — ¢(a@); la courbe limite sera alors

représentée par les équations (3) et

O
_— = .
da 96T (=0

Quelle que soit la fonction arbitraire v(a), les courbes définies
par les équations (3) et (4) auront en commun les points définis,
pour chaque systéme de valeurs de @ et b, par les équations

f(‘r) Yy 5, a, [)):0,

Of
(5) oa = %
( of
\ 0b o
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Nous supposons, ce qui est le cas général, que, pour des valeurs
arbitraires de @ et b, ces trois équations déterminent des points
isolés (&, y, =). Les trois équations (5), par I’élimination de @ et b,
définissent une surface S qui est dite ’enveloppe de la famille de
surfaces & dewx paramétres représentée par I'équation (3).

! Prenons un point arbitraire (,y, 5) sur la surface S; pour cette
valeur de z, y, = les équations (5) admettront une solution com-
mune en @ et b. La surface (3) correspondant a ces valeurs de
a et b et la surface S sont tangentes en (x, ), ). En effet, les
coelficients p et ¢ de 'équation du plan tangent a la surface (3)

H sont donnés par les équations

of . of e aTf
A e

Pour obtenir les coefficients p et ¢ de I'équation du plan tan-
gent 4 la surface S, on peut imaginer qu’on ait tiré @ et b en fonc- .
tion de z, ¥, s des deux derniéres équations (5) et porlé ces |

expressions dans-la premiére; ce qui donnera [

| df df of foa  da Ofi/iobE 0 HNET
L (S p5t) -5 (5t a) =0
g Of  Of of foa . da\  dffob  db\ _
| r}ywkjdﬂf' d(t(:{)f'hjﬁz)_i_f)?}(r)‘?fqﬁ)"70’
1 ;
. e

da

réme est done démontré.

of 5 |

qui se réduisent aux précédentes puisque SE =3, =0 Le théo-
Remarquons que équation du plan tangent a une surface dé-

’ /3 3 . . |

pendant, en général, de deux paramétres arbitraires, toute surface \

- ; T A ; \

peut, au point de vue précédent, étre regardée comme 'enveloppe |

de ses plans tangents.

4. Considérons maintenant une famille de courbes gauches re-
présentées par deux équations

| (C) f(x1y157a>:0:

i r‘..‘(‘T:.;V: 5, @) =0,

qui renferment un paramétre arbitraire @. Cherchons si ces courbes
gauches ont une enveloppe, c’est-d-dire s’il existe une courbe I' &
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laquelle les courbes C restent tangentes. S'il en est ainsi, on aura
sur chaque courbe C un point de contact, et les coordonnées de ce
point seront des fonctions de a@. Désignons par la lettre d les dif-
férentielles relatives a un déplacement sur la courbe C. On aura

G R R
Edi'—Fa;d}f—r-'fEdd—— g
1)) )t i)

Zﬁ‘ dx —+ ff-:i dy + 3—: sk—0%

Soit 6 une différenticlle relative & un déplacement sur la courbeT;
nous aurons

O sl Of o Bl Of 0T
ErieR e s
Ol apie o PN
T s o i

Or les courbes C et I' étant tangentes, il faut que

i d"} 5 i:

e TN T
nous en concluons
of o
el e

Ainsi, les trois fonctions #, y, = de @, correspondant au point

de contact, doivent vérifier les quatre équations
Vil eana) =103 o(z, ¥, 5 a)=0, %g =0 L—)S = (o}

Ces quatre équations devront donc avoir une solution com-
mune en x, ¥, 5, quel que soit a. Celte condition nécessaire est
bien évidemment suffisante.

Dans certains cas, la famille de courbes pourra étre donnée par
les équations

i .f(£: o),
Y =9(t ),

— e

3]

pour une valeur fixe donnée a o, en faisant varier le paramétre ¢,
on aura une courbe de la famille. La courbe enveloppe, si elle
existe, sera déterminée par 'expression de ¢ en fonction de «. Les
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deux directions

B sl &
dtmf’ 0:°f’ ot
et
U do.,  do, s, 0,
37 ol 4+ (f_'xm’ Wot —+ )101, WO!“!_L'EOJ

devront coincider. On devra donc avoir

of  dp oY
a e
of T op T o
e

Ces deux équations devront avoir une solution commune en ¢,
quel que soit .

Une classe importante de courbes gauches, ayant une enveloppe,
est celle des caractéristiques des surfaces dépendant d’un paramétre,

dont nous avons parlé au § 2; les quatre équations sont, en effet,
dans ce cas, i

g af O o2l
Sz, y,5, a)=o0, AT U5 i Jad =100
elles se réduisent a trois,
of i

=0y 56 =% A=

Les valeurs de #, ¥, 5 en fonction de @, qu’on tire de ces trois
équations, définissent la courbe a laquelle restent tangentes les ca-
ractéristiques.

5. Un cas particuliérement intéressant est celui ot la surface /
se réduit a un plan. Soit donc le plan mobile

Az + By +Cs+D=o, |

ou A, B, C el D dépendent d’un paramétre @. La caractéristique
de ce plan s’obtient en adjoignant a I'équation précédente I’équation

Az +B'y+Czs+D'=o,

les accents étant relatifs aux dérivées par rapport & a. Cette carac- \
téristique est une droite, et le lieu de ces droites est une surface
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réglée dont toutes les génératrices resteront tangentes & une courbe
gauche. Celle-ci sera définie par les deux équations précédentes

et la suivante
Ao+ B”l)-‘ + 'z D"=o.

Ces trois équations définissent z, y, = en fonction de a, et I'on
a ainsi la courbe a laquelle toutes les droites considérées restent
langentes.

On appelle surface développable toute surface enveloppe d'un
plan mobile qui dépend d’un seul paramétre arbitraire. D’aprés ce
qui précéde, une surface développable est le lieu des tangentes a
une cerlaine courbe gauche.

Réciproquement, le licu des tangentes & toute courbe gauche est
une surface développable; nous allons, en effet, prouver que, par
chaque tangente a une courbe gauche I'; on peut faire passer un

plan
(6) X2 B o)~ C(Z =5 =5

dépendant du seul parameétre ¢, en fonction duquel sont exprimés
x, ¥, 5 pour la courbe gauche, et tel que sa caractéristique soil
précisément la tangente & la courbe I' au point (z, ¥, 5).

La caractéristique de ce plan est donnée par I'équation (6) et la

sulvante
dA o B il 5 dx dy diz
et Ul mienn o

Ces équations représenteront la tangente si

Adr+ Bdy+ CGds=o,
dA dz + dB dy + dC dz = o.

Telles sont les deux équations auxquelles doivent satisfaire les
fonctions inconnues A, B, C de ¢. On peut les remplacer par les
deux suivantes, entiérement équivalentes,

Ader +~Bdy +Cds =o,

Ad*z+Bdy+ Cd?*s =o,

qui déterminent des quantités proportionnelles a A, B, G, et, par

SCD LYON 1




296 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL.

suile, I'équation du plan (6) est déterminée. Nous retrouverons ce
plan plus loin sous le nom de plan osculateur.

6. Toutes les surfaces développables satisfont a une équation
aux dérivées partielles qui les caractérise. Les coefficients de 1'¢-
quation du plan tangent & une surface développable ne dépendent,
par définition, que d’un seul paramétre. Or I'équation du plan tan-
gent étant mise sous la forme

oz’

5 A e B _ 05 B da
L—a=p(X—z)+q(Y—p) Ohf q—@}

on voit que les dérivées partielles p et ¢, fonctions des deux varia-
bles indépendantes z et y, sont fonctions d’un seul paramétre, e,
par conséquent, fonctions 'une de 'autre, soit

p=c9(g).
Or introduisons les dérivées partielles du second ordre

0%z 0z %3 |
- y = 17 I

ay?

en différentiant I'identité précédente successivement par rapport a
2 etay, ona
r=e(q)s, s=9(q)t
et, par suite,
rt — s =o.

Ainsi, pour toule surface développable, quand on considére =
comme fonction de z et y, 'équation précédente aux dérivées par-
tielles est vérifiée.

Nous allons établir la réciproque, c’est-a-dire qu’a toute fonc-
tion z de x et y, vérifiant I'équation

rt—s:=o,
correspond une surface développable.
Reprenons I'équation du plan tangent
Z—pX—gY—(5—px—qy)=o.
Je dis d’abord que les trois coefficients

P Dilaasdi)i
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sont fonctions de 'un d’eux. De I'équation 7z — 52 = o, qui-peut
s'écrire
dp dg ap o

il e )Y

on conclut d’abord que p est fonction de ¢, soit p = 5 (g). Ensuite,
le déterminant fonctionnel de

& — DT L et

se réduisant & (7¢ — s?), sera égalementnul; done = — p2x — ¢y
est aussi fonction de ¢, soit

(7) 2—pr—qy ="F(q).
Ceci posé, les lignes de la surface, représentées par 'équation
g = const.,

sont telles qu’en un point quelconque de chacune d’elles le plan
tangent est le méme. Nous allons voir que ce sont des lignes droites.
Prenons, a cet effet, la différentielle totale des deux membres de
'identité (7); nous aurons

—zdp—ydg ="V (q)dg

ou
(8) —29(g)—y=TF(q).

Cette seconde identité (8) montre, avec identité (7), que le
lieu des points de la surface ot ¢ a une valeur constante est une
ligne droite; celle-ci est donnée par les deux équations

s ay =gy = E(a),
s Gy S E ()

ct 'on voit, de plus, que la surface est I'enveloppe d’an plan mo-
bile dépendant d’un paramétre arbitraire.

Il est clair que le calcul précédent suppose que g est une fonc-
tion de et y, qui ne se réduil pas 4 une constante; s'il en était
ainsi, on raisonnerait sur p au lieu de raisonner sur ¢. Dans le
cas ol p et ¢ seraient des constantes, la surface serait évidemment
plane.
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“
I

7. La courbe a laquelle restent tangentes les génératrices d’une
surface développable s'appelle aréte de rebroussement de cette
surface. La raison de cetle dénomination est la suivante : un plan

quelconque, rencontrant en un point M I'aréte de rebroussement,
coupe la surface suivant une courbe qui a en M un point de re-
broussement.

Pour D'établir, prenons le point M comme origine, la tangente
en M i la courbe comme axe des z, et le plan sécant comme plan
des zy, les axes n’étant pas nécessairement rectangulaires. On aura

pour la courbe, en exprimant y et s en fonction de z, et dévelop-
pant par la formule de Taylor,

ii ) =azimbEs e iy

|

|

z =ax2+bxi+....

= Une langente quelconque sera donc représentée par les équa-
| tions
i Y—y=(2ax+3bx2+...)(X—2x),

‘ 7=z — (2o x - 3blz2 -t s (X — ). |
Nous coupons par le plan X = o, on aura donc
B
Z

y—x(2ax+3ba?+...)=—azt+...,

z —z(2a'z+3bz2+. . ) =—azr+. ...

Nous avons donc une courbe plane pour laquelle les coordon-
nées d’'un point quelconque sont exprimées a I'aide d’un para-
métre 2. Les expressions de Y el Z commengant par un terme en
x2, 4 la valeur # = o du paramétre correspondra en général un
point de rebroussement de la courbe.

8. Supposons que les génératrices d’une surface développable
soient représentées par les deux équations

r=as+p, yi=bzt1g,

@, py b, ¢ dépendant d’un paramétre o. Ces quatre fonctions ne
peuvent élre arbitraires; on trouve de suite la relation a laquelle
elles doivent satisfaire en écrivant que ces droites ont une enve-

loppe. Les deux équations

a'z+p=o, bz+q'=o0
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doivent donner la méme valeur pour z; on a done
aqg' —bp=o.
Cherchons I'ordre de la plus courte distance de deux tangentes
infiniment voisines d'une courbe gauche. Les deux droites
z = as—+p, ¥ =bz-+q,

r=(a+Aa)s+p-+Ap, y=(b-+Ab)s+ g+ g
ont pour plus courte distance

- Aa Ag — AbAp .
V(8a)2+ (Ab)2+ (aAb — bAa)?’

a
I —

or, en remplacant

I I
Aa par da 4+ - d*a + dea S
9

et pareillement, pour Ab, Ap, Ag,on a

Aa Ag — Ab Ap
= da dg — db dp + :—')(dﬂa dg +d*qgda — d*bdp —dipdb)+...,

les termes non écrits étant d’ordre supérieur au troisiéme. Or le
second terme est la différentielle du premier qui est nul, d’aprés
la condition trouvée plus haut. Le numérateur, dans la plus courte
distance g, est donc du quatri¢me ordre au moins; comme le dé-
nominateur est du premier, il en résulte que & est au moins du
troisiéme ordre. Gelte intéressante remarque est due a M. Bouquet,
qui I'a complétée en montrant que la distance ne peut étre con-
stamment du quatriéme ordre, si ce n’est dans le cas des courbes
planes, ou elle est rigoureusement nulle, et dans le cas d'une sur-
face conique.
Les termes du quatriéme ordre sont, en effet, au numérateur

é(dm dg + ddq da— d3b dp — dip db) ~+ ~ (d2a d?q — d2b d2p).
4

Supposons que celte expression soit identiquement nulle;
comme on a, par hypothése,

00 Lyo,,)
d?adq + d*qda— d?bdp — d?p db = o, )
@
{) 3

“On
N
7 g&m 3"
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qui donne, par différentiation
dady+diqgda—dbdp —dipdb =2(d*b d*p—dadiq),
on en concluat
d*adiq —d*bdp = o.
Or on peut éerire
dg = )\ db, dp = hda,

pulsque
da dg — db dp = o,

el, en substituant dans I'identité précédente, on trouve

(9) dh(dbd*a — da d?b) = o.

Supposons d'abord ) = o, A sera constant, el nous aurons
qg=7b—+p, p= ha—+p,
i~ et p' étant des constantes. L droite aura donc pour équations
z—p'=a(z+)), y—wp==0b(z-+1);
la surface sera un céne ayant pour sommet le point
(== = s =)

Laissant ce cas de coté, nous aurons, en prenant le second fac-
teur dans (g),
dier v dib
da ~— db

Si o est le paramétre dont dépendent @ et b, nous aurons donc
da db
iogdq = logﬁ; + logG,

a= 06—+ 0,

(I étant encore une constante.

Or soient (2, y, z) les coordonnées du point de contact de la

droite avec son enveloppe; on a

ol
e e
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done
de = Cdy + G ds,
el par suite

r
2T

z=Cyp+ Gz

c’est-i-dire que la courbe, dont nous avons considéré les tangentes,
est une courbe plane.

Au lieu d’une famille de droites restant tangentes & une courbe,
on peut considérer, comme nous I'avons fait (4), une famille de
courbes gauches ayant une enveloppe. Le théoréme de M. Bougquel
peut s’étendre & ce cas général, c’est-a-dire que la plus courte dis-
tance entre deux courbes infiniment voisines est au moins du troi-
siéme ordre.

Nous entendons par plus courte distance de deux courbes infi-
niment voisines la plus courte distance de deux points trés voisins
des points de contact sur 'une et Pautre courbe.

On trouvera cetle extension du théoréme de M. Bouquet dans le
Mémoire de M. Darboux, Sur les solutions singuliéres des Squa-
tions aux dérivées partielles (Savants étrangers, t. XXVII,
5° série, p. 41). La remarque additionnelle n'a d’ailleurs pas d’a-
nalogue dans le cas général.

II. — Surfaces réglées. — Congruences de droites.

9. Nous venons d’étudier les surfaces réglées dont les généra-
trices ont une enveloppe. Prenons maintenant d’une maniére gé-
nérale une droite mobile

z=as+p, y=bz+gq,

dont les coefficients «, b, p, ¢ dépendent d'un paramétre arbi-
traire . Celte droite engendre une surface réglée. Soit D une gé-
nératrice correspondant a la valeur o du paramétre ; cherchons 1'é-
quation du plan tangent & la surface en un point M de D, qui
sera déterminé par la valeur de z. I.’équation du plan tangent est

de la forme
Sy S D

Il sera déterminé par la tangente & une courbe quelconque
tracée sur la surface et passant par M. Considérons la section faite

par le plan Z = z. Les cosinus directeurs de sa tangente sont pro-

oL |
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S ; l AL4 = ! bf = I o o S d
portionnels & @'z 4 p', 'z + ¢' et 0; nous aurons donc
z+pl+=A(bs+q')=0,
et I'équation du plan tangent est par suite
(bs+ g (X—al—p)—(a'z+p )Y — bZL—q)=o0

ot, bien entendu, les lettres accentuées représentent les dérivées
par rapport i o.

En particulier, nous pouvons retrouver de suite la condition pour
que le plan tangent soit le méme en tous les points de la généra-

: o blz 1-g! e
irice. Le quotient —,— "9 ne devra pas dépendre de = et on re-
g +j)
tombe bien sur la condition
b'p'—a'qg'=o.

Revenant au cas général, étudions la variation du plan tangent
lorsque M se déplace sur la génératrice D. Pour cela, supposons
que D coincide avec I'axe des z, c’est-i- dire que @, b, p, ¢ soienl
nuls pour la valeur de « correspondant & la génératrice. L’ ¢qua-
tion du plan tangent devient

X(bz+q')—Y(a'z+p')=o.

Si & désigne langle de ce plan avec le plan Oz au point M,
on a
b’z + q

tangd = -
°T T a4z p

Pareillement pour le plan tangent au point M, (o, o, 3), on a

b'z1+q'
tang V' = —-,—-I-L/—, >
a's—+p

et I'angle de ces deux plans tangents a pour tangente

-'-—41)(bp---rrq)
._ﬁ]))(fl ulﬁ—[))—r—(b,,A-([)(b,,_,i_m([)

tang(y — ¢) =

Au numérateur figure b'p'— a'q’ qui est supposé différent de
zéro. Le dénominateur sera indépendant de z, st

sp(a?+0%)+a'p'+bg'=o.
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| Soit, sur la génératrice D, I le point correspondant a cette va-
leur de z,; en appelant § I'angle que fait le plan tangent en M
avec le plan tangent en I, on a

tang ) = K, IM,

K étant une constante, c’est-a-dire ne dépendant pas de la posi-

tion de M sur D. Cette loi de variation du plan tangent est due a
Chasles.

10. Le point I s’appelle le point central sur la génératrice D.
Le calcul précédent nous y a conduit tout naturellement. On peut
le définir géométriquement de la maniére suivante. La généra-

trice D étant toujours I'axe Oz, la génératrice infiniment voisine
D' sera
T

I
sda —+ dp, ; |
¥ = sdb <+ dg. : I

La perpendiculaire commune a D et 4 D/ se projette sur le plan ‘
des zy suivant une droite passant par I'origine et perpendiculaire |

a la projection de D’; elle aura donc pour équation

ey da

ey S
D’aatre part, cette derniére équation représente un plan con-
tenant Oz et qui coupe D’ en un point dont le z est donné par
Pégalité
da  zdb -+ dg

T e e

ou bien

&(da?+ db*) + da dp + db dg = o,

e e e e T e e

c’est-a-dire ‘ ;I

s(a?+ b))+ a'p'+ b g =o. i

: ! ; ’ |

Cette relation est celle qui définit la coordonnée z, du point , i
central. Done ce point est la limite sur D du pied de la perpen- |

diculaire commune a D et a la génératrice infiniment voisine.

11. Comme exemple de surfaces réglées, étudions la surface
réglée la plus générale du troisiéme ordre. Par un point quel- !
conque d’une telle surface ne passe qu’une seule génératrice rec-
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tiligne, sinon toute génératrice rencontrerait trois génératrices
fixes et la surface serait alors une quadrique. Or on peut tracer
sur la surface une infinité de coniques, puisque un plan quel-
conque passant par une génératrice coupe la surface suivant une
courbe du deuxiéme degré ; les points d’une telle conique se dé-
terminent individuellement. Done, les génératrices de la surface,
qui rencontrent celle conique, se déterminent aussi individuel-
lement, c’est-d-dire que la surface est une surface réglée unicur-
sale, ou, en d’autres termes, les équations de la génératrice mobile
peuvent se mettre sous la forme

X—az -+ D, y=bz+gq,
«, p, b, ¢ étant des fonctions rationnelles d’un paramétre.

Toute section plane de la surface est une courbe unicursale, car,
si I'on joint aux deux équations précédentes I'équation d'un plan,
ces trois équations détermineront z, y, 5 en fonction rationnelle
d’un paramétre. Cetle section est donc une cubique avec un point
double. 1l y a donc sur la surface une infinité de points doubles,
formant une courbe; par cette ligne, qui est une courbe double
de la surface, se croisent deux nappes de la surface. Cette courbe
double ne peut évidemment ¢tre qu’une ligne droite, car, autre-
ment, toute seclion plane aurait au moins deux points doubles et,
par suite, se décomposerail. Ainsi nous arrivons a la conclusion
suivante : la surface a une courbe double rectiligne D.

Ceci posé, une génératrice quelconque rencontre la droite D ;
en effet, s’il n’en était pas ainsi, nous pourrions considérer deux
génératrices arbitraires et la droite D. Il y aurait une infinité de
droites rencontrant ces trois droites et formant une surface du
second degré; or, chacune des génératrices du second systéeme,
dans cette quadrique, rencontrerait notre surface gauche du troi-
sitme ordre en qualre points, et, par conséquent, lui appartien-
drait ; celle-ci serait donc décomposable. Soient alors quatre gé-
nératrices arbitraires qui, nous venons de le voir, rencontrent .
On peul mener deux droiles rencontrant ces qualre génératrices ;
Pune d’elles sera D, désignons par G la seconde. Elle appartiendra
a la surface qu’elle rencontre en quatre points. Ainsi, oulre la
droite singuliére D, nous avons une seconde directrice recti-
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ligne G. Ces deux droites ne se rencontrent pas (nous laissons de
coté le cas exceptionnel on elles se cnn[ondramm) Toutes les gé-
nératrices de la surface rencontrent D ct G ; nous I'avons établi
pour D. On le voit de suite pour G, en remarquant que la géné-
ratrice passant en un point '11‘1)1Lmu'0 de la surface est nécessaire-
ment la droite passant par ce point et s’appuyant sur D et G.

Nous avons maintenant 'idée la plus nette de la surface ; tout
plan pass: ant par G coupe la surface suivant deux génératrices
qui se rencontrent sur D. L'ensemble de ces couples de droites
forme la surface, dont deux nappes se coupent visiblement le long |
de D, ]
Par une transformation honmn‘ml)]tiqu( on peut s’arranger de
maniére que la droite G s’en aille 4 ’infini dans une dll‘(‘ClJDIl de
plan déterminée. La surface ainsi transformée est alors un co-
noide. En prenant comme plan des zy un plan auquel restent
paralléles toutes les gé nératrices, et I'axe des z étant la directrice

| du conoide, I'équation de la surface se réduira i ‘

sl !

N f

la forme

i
e, la surface devant étre du troisiéme degré, son é qualion sera de [
(LR ' f a9 2 2 [

s(a'z?+a2b'xy + c'y?) = ax?-+ abzy + cy?. l

Telle est la forme & laquelle on peut réduire 1'équation d’une |
surface réglée du troisitme ordre. L’axe des z est ici la droite I
It

double de la surface.

12. Sans nous arréter plus longtemps sur les surfaces réglées, 1
[ passons aux systémes de droites dépendant de deux paramétres
arbitraires. On considére done ensemble des droites

‘ T =asz-+p, y=bs+gq,

| a, b, p, q dépendant de deax paramétres arbitraires o et B. Cet .rl

| ensemble s’appelle une congruence de droites. | 4

' Prenant une génératrice quelconque D de la congruence, cor- !
respondant aux valeurs o, ¢t 3, des paramétres, proposons-nous |
d’abord le probléme suivant : Peut-on faire passer par D une E

P.— I. 20
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surface développable, dont les génératrices appartiennent a lar
congruence? [l faut chercher, pour cela, si I'on peut établir, entre
o et B, une relation, soit = (), telle que la surface réglée
correspondante soit développable et que, de plus, By =1®(2%)-
lierivons la condition pour que la surface réglée, correspondant
3 une relation entre o et B, soit développable.
On a
da dg — db dp = o

ou, en développant,

. . d
(t—dg da —+ o2 613) (%] do. + i{, (i@)

!

i ~ (){j | o diJ

& ’ R O A
i ati—ragfg ‘}3‘{1_.‘“;};(')—0,

équation de la forme

AN 2 fj
I’(d‘J) —L—Qc—[‘——t—l{::O,

da do.

oit P, Q, R sont des fonctions connues de 2 et B. Cette équation
du second degré a, en général, deux racines fonclions continues
de « et B dans le voisinage d’un systéme de valeurs 2, et Bos
501t

B

d
dx

.

= o1, £,

Considérons Pune de ces équations, la premiére, par exemple.
En faisant quelques hypothéses, d’un caractére trés général dail-
leurs, sur la fonction ©,(2, ), il sera démontré plus tard qu’il
existe une fonction P de « satisfaisant a la premiére équation et
prenant pour o = o, la valeur 3,. A cette fonction correspondra
une développable; il en sera de méme pour la scconde équation
différentielle. Nous pouvons, dés lors, énoncer le théoréme sui-
vant :

Il existe dewz surfaces développables, formées par des droites
de la congruence, et passant par une génératrice arbitraire D
de cette congruence.

Suivant que I'on considérera la droite D comme appartenant &
Pune ou a Pautre de ces développables, on aura un point de con-
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tact avec l'aréte de rebroussement de chacune de ces dévelop-
pables. Ces deux points Fy et Fs sont dits les Joyers relatifs ala
génératrice D. Pour les trouver, il n’est pas besoin d’avoir obtenu
les développables, ¢’est-d-dire intégré les deux equations différen-
tielles écrites plus hauat. Le 5 du point de contact de la généra-
trice avec son enveloppe sera en effet donné, pour la premiére
développable, par

op op ap i ap
e el
iy b e LT T R e !

Edz—l—@dp L;}._T.f]—s?](‘%?”

Ce dernier rapport ne dépend que de et . En y faisant o = «,,
%= 83, on aura le z du point F, ; on trouverait de méme le z du
second foyer F,.

Les points Iy et F, décrivent deux surfaces S, et S,. Il est clair

’ ‘. . d
(lll’{_‘ll genemi CES {ICLIX surfnccs ne seront pas analythuemcnt (IIS-

linctes : ce seront deux nappes d’une méme surface, qu’on appelle
la surface focale de la congruence.

Voici, au sujet de ces deux surfaces, une remarque extréme-
ment importante : la droite D sera tangente aux surfaces S, et
S,. Les arétes de rebroussements A, et A, des deux dévelop-
pables sont, en effet, situdes sur S, et S,; la droite D, tangente
a une courbe de chacune de ces surfaces est done langenle & ces

Day Fy Ay

0,
e

surfaces. Il est facile d'étudier la disposition des plans tangents
anx deux développables. Déplacons la génératrice D en la laissant
tangente a 'aréte de rebroussement A, de la premiére dévelop-
pable ( fig. 15); le point de contact Fy de D avee la surface S,
décrira sur cette surface une courbe By, distincte nécessairement
de T'aréte de rebroussement A,. Donc le plan tangent & la pre-
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i
|
|

miére développable en I, et, par conséquent, toul le long de D,
sera le plan tangent en F, 4 la surface S,. Ainsi, le plan tangent a
la premicre développable (celle qui correspond a Pindice un) esl
le plan tangent a la seconde surface S,, et inversement. Il peul

paraitre singulier, au premier abord, que le plan tangent a la sur-
5 8

face S, ne soit pas tangent a la sremicre développable; toute diffi-
2 I | 3

culté disparait si I’on remarque qu’il n’y a pas & considérer de
rechroussement qui est une ligne singuliere.

, plan tangent & une développable pour les points de son aréte de

13. On peut se placer a un point de vue un peu différent pour
i définir la surface focale. Reprenant la génératrice D de la con-
I gruence, je considére toutes les surfaces réglées appartenant a
| la congruence el passanl par D. Cherchons si 'on peut troaver
sur D un point tel que toutes ces surfaces solent tangentes en ce
point. Il faudra, en sereportant a équation du plan tangent a une

surface réelée, que le rapport
glee, g Pl

ks

sda—+dp

zdb +dg

TR . B A
soit indépendant de cT:; ce qui nous donne

_da ap _da op

Ii ( ‘! & ﬂ = T - Z C)—g T ()::j f
I 9! _adb W T Dk (i
| = do O 15 AT Il

| i I

(est une équation du second degré en z qui nous donnera donc

| deux points A, et A, sur la génératrice D. Or les deux foyers I,
il : et F, obtenus précédemment jouissent bien de la propriélé trouvée
pour A, et A,. En effet, si nous considérons une surface réglée

‘5 quelconque appartenant a la congruence et passant par D, le plan

tangent a cette surface en I, sera le plan tangent a la surface S,
| au méme point, puisque la droite reste tangente a S, dans son dé-
placement. Toules les surfaces réglées envisagées ont donc en 17,
le méme plan tangent, et il en est de méme pour le point ;. Done
les points A, et A, ne sont autre chose que les points F, et I,.
On peut, d’ailleurs, faire une vérification analytique immédiate, en
remarquant que I'équation (g) se transforme en I'équation (8), si
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I'on pose

ap ap
- do -+

=0 du e o "

e 0 .
—da + — dB
0o B i

14. Nous allons étudier maintenant un cas particulier. On peut
d’abord se demander si les droites d’une congruence arbitraire
reslent normales & une certaine surface. S'il en est ainsi, le z du pied
de la normale sur la surface est une fonclion déterminée de « et §,
ct l'on a, pour toute variation do. et df de « et B,

adr +bdy +ds=o
ou, en remplacant dx et dy par leurs valeurs tirées de

xr=as-+p, y=bz+gq,

(a?+0*+1)ds+z(ada + bdb)+ adp+bdg = o.

Pour voir si I'on peut trouver une fonction z de « et 8 satisfai-
sanl & cette équation aux différentielles totales, posons
& l .
$= e
y/[ —+ a?+ b2
on aura, pour /, 'équation

adp—+b ([zl

dl=— ———— L
Va2 + b2
ou
ad——P—k—b(iq a()—/.)ﬁ'—bﬂ
— ] oE o — -—vudﬁ.

Var+ b2 1 Va4 b1

Le second membre doit donc étre une différentielle totale exacte,
ce qui entrainera une relation qu'il est inutile d’écrire entre les
quatre fonctions a, b, p, ¢ de « et B. Done, il n’existe pas, en
général, de surface normale aux droites d'une congruence
donnée.

On peut donner une forme géomélrique trés remarquable 4 la
condition que nous venons de trouver. Pour simplifier le calcul,
supposons que p ¢t ¢ soient les deux variables indépendantes que

nous avons désignées par o et $; nous n'introduisons d’ailleurs

SCDLYON 1

|




9

210 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL.

ainsi aucune condition limitative si nous supposons que les axes
de coordonnées n'occupent pas de position spéciale par rapport a
la congruence. lLa condition pour que les droites soient normales
4 une surface s’écrit alors

i ; a s d ] A\ :
”fl(\fa‘—’+ b1 Var+ b2 +1)

Or considérons les plans tangents aux deux nappes de la surface
focale, correspondant i une génératrice arbitraire; on les obtiendra
en formant d'abord I'équation différentielle correspondant aux dé-
veloppables passant par cette génératrice. Ce sera

dadg — dbdp = o

dp\? 0b _ dp (da 96\ da -
dq) dp  dg\dp Ig Af)

Si m et m' sont les deux racines de cette équation du second

ot

i dp ' ¥
(]e‘-"l'e en —”-} ]CS ])]Ell]S langenlts onl 'I)O'U]' ('}(‘ll'l[l].]()[]ﬁ
5 dg <)

X—aZ —p—(Y—0Z—¢qg)m = o,
X—al—p—(Y—bL—g)m'=o.

Cherchons a quelle condition ils seront rectangulaires; cetle

condition s’écrira
1+ a2—ab(m—+m')+ mm/(1+b2)=o0

ou, en remplacant 7 et n' qui sont racines de 1'équation du se-
cond degré écrite plus haut,

db oa db da

—( +a)—ab| —— — ) — —(1+0b2) =o.

dap ()(_/ op dgq

Or cette condition coincide avec celle que nous avons trouvée

pour exprimer que les droites de la congruence étaient normales
4 une surface. Nous sommes donc ainsi conduil & ce remarquable
théoréme qui parait di & Dupin :

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites
d’une congruence restent normales a une surface est que les
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plans tangents aux deux nappes de la surface focale, corres-
pondant & une génératrice quelconque, soient rectangulaires.

15. Du théoréme précédent se Llirent d’importantes consé-
quences pour la théorie des surfaces. Considérons une surface S et
Pensemble de ses normales. Par chaque génératrice de cette con-
gruence passent deux surfaces développables ayant, comme génc-
ratrices, des normales 4 la surface. Les pieds de ces normales for-
ment sur S deux courbes; nous pourrons done dire que, par chaque
point d’une surface, passent deux courbes sur la surface, pour les
points desquels les normales forment des surfaces développables.
Nous aurons & reprendre avec détail I’étude de ces courbes, quon
appelle les lignes de courbure de la surface. Les deux lignes de
courbure qui passent en un point sont & angle droit, d’apreés le
théoréme du pavagraphe précédent, car 'angle de ces deux courbes
mesure évidemment 1'angle di¢dre des plans tangents aux deux dé-
veloppables passant par la normale. Les poinls ol cette droite,
considérée comme appartenant a 'une ou lautre des développa-
bles, touche son enveloppe, jouent aussi un rdle important dans la
théorie des surfaces.

III. — Généralités sur les complexes. — Complexes linéaires.

16. On donne le nom de complexes de droites a Iensemble des
droites de I'espace

Z=az+p, y=bztgq,

a, b, p, ¢ dépendant de trois paramétres arbitraires o, (,7v. Il esl
clair ‘que, par un point arbitraire de ’espace, passeront en gé-
néral une infinité de droites du complexe, formant wn céne.
Proposons-nous une question analogue a celle que nous avons
traitée (§ 13) pour les congruences : une droite D du complexe ¢tant
considérde, peut-on trouver un point sur cette droite tel qu’en ce
point toutes les surfaces réglées passant par cette droite et ayant
pour génératrices des droites du complexe aient méme plan tan-
gent? Il faudrait que

sz da + dp

sdb +dyg
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A0 - dp d~ £
(Gt indépendant de et —t, ce qui donne
do da
)
a9 da dp  da_ 0p
do deot a3 e oy dy

909~ b oy b i
S0 oo 0P OB e R O
Nous avons donc ici, pour déterminer 5, deux équations du se-
cond degré. Iin éliminant z entre ces deux équations, on aura une
relation
R(a B, y)=0

entre o, 3 et y. Le probléme proposé n’a donc de solutions que
pour les droites D satisfaisant & cette relation. On les appelle les
droites singulicres du complexe. Elles forment une congruence
qui est dite la congruence des droites singuliéres.

Sur une droite singuliére D, il y a un point I satisfaisant a la
question posée et dont le 5 est la racine commune aux deux équa-
tions écrites plus haut. En ce poinl I, toutes les surfaces réglées
passant par D et appartenant au complexe ont méme plan tan-
gent P. Les points I forment une surface : on l'appelle la sur-
Jace des singularités du compleze. Cetle surface des singularités
est une nappe de la surface focale de la congruence des droites
singuli¢res. Au point F, la surface des singularités a pour plan
tangent le plan P.

17. Les complexes algébriques sont particuliérement intéres-
sants; on les a classés d’aprés lear degré. Quelques explications
préliminaires sont indispensables, relativement au mode de repré-
sentation d'une droite. Une droite étant donnée, nous pouvons
écrire les équations de ses projections sur les plans de coordon-
nées sous la forme

L=yZ—zY,
(10) M=szX—2zZ,
VN =2Y—yX,

&, ¥, & désignant les coordonnées courantes. Les siz constantes
L, M, N, X, Y, Z peuvent étre dites les coordonnées de la droite.
Elles ne sont d’ailleurs pas indépendantes, puisqu’on a évidem-
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ment la relation
LX 4+~ MY 4+ NZ = o.

Réciproquement, étant données six quantités L, M, N, X, Y, 7
lies par la relation précédente, on peut dire qu'elles définissent
une droite; cetle droite est celle que représenlent les équa-
tions (10), qui se réduisent alors & deux. Nous avons done de
celte facon un systéme de stz coordonnées liées par une relation,
el, comme ces coordonnées sont homogeénes, nous avons bien le
degré d'indétermination représenté, comme il doit étre, par le
nombre quatre.

Geci posé, un complexe algébrique sera représenté par une
équation de la forme

F(L, M, N, %Y Z) —'c

?

F étant un polynéme homogéne en L, M, N, X, Y, Z. Si ce po-
lynéme est de degré m, le complexe sera dit d’ordre m.

Deux remarques sont évidentes. Les droites du complexe pas-
sant par un point arbitraire (g, ), %) forment un céne, et, puis-
qu'on a

F(yod —50Y, 50X — 202, 7Y — X, X, Y, Z)=0

el que X, Y, 7 sont les coefficients de direction de la droite du
complexe, le cone sera évidemment d’ordre m. En second lieu,
les droites du complexe situées dans un plan enveloppent une
courbe de classe m; car, par un point du plan, on peut mener i
celte courbe m tangentes, qui sont les intersections du plan avec
le cone d’ordre m correspondant au point.

18. Aprés ces généralités, considérons en particulier le cas ou
le complexe est linéaire, c’est-a-dire du premier ordre. Son
équation sera alors

(rr) AL + BM + CN + DX + EY 4+ FZ = o,
A, B, G, D, E, F désignant des constantes.

Toutes les droites du complexe passant par un point seront
alors dans un plan, et, inversement, toutes les droites du complexe
situées dans un plan passeront par un méme point de ce plan; ce
sont des conséquences immédiates des deux remarques faites a la
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fin du paragraphe précédent. Un complexe linéaire établit donc
une relation entre les points et les plans de I’espace : a chaque
point correspond un plan passant par le point et, inversement, a
chaque plan correspond un point situé dans le plan.

Etant donné le point (g, Yo, 50); cherchons I'équation du plan
correspondant; la relation eutre X, Y, 7 sera alors

A(y0Z — z0Y) + B(zo X — 2 Z) 4+ Cl@)Y —poX) + DX +— EY + FZ = o,

et nous aurons ’équation du plan en remplacant X, Y, Z par
B— 2y . — Yoy &— Zg. On @ ainsi

(@ — 2¢) (B 3o— Cypo+M) + (r—y0) (Cro — Ao+ E)
+ (53— 39)(Ayo—Bay+TF) = o.

Telle est 'équation du plan correspondant au point (Zy, Yo, 30)-:
On dit que ce plan a ce point pour pdle ou pour foyer, et inver-
sement le plan est dit le plan polaire du point.

Une notion importante dans la théorie des complexes linéaires
est celle des droites conjuguées. Soit D une droite n’apparlenant
pas au complexe; cherchons le lieu des foyers des plans passant
par D. Appelons F et I’ les foyers de deux plans particuliers,
d’ailleurs quelconques, passant par D je dis que la droite A joi-
gnant I et I/ sera le lieu cherché. En effet, tout plan passant par A
aura nécessairement pour foyer son poinl de renconire o avec D,
puisque les droites »F et 9 F' sont des droites du complexe. Il en
résulte que toute droite rencontrant D et A appartient au com-
plexe, et enfin qu'un plan quelconque passant par D) a pour foyer
son point de rencontre avec A. Le licu cherché est donc la droite A.
Les droites D et A sont dites droites conjuguées; il y a évidem-
ment entre elles réciprocité.

19. La correspondance entre points et plans, que nous venons
d’indiquer, comme résultant de la notion de complexe linéaire, se
rencontre dans plusicurs théories de Mécanique. Prenons, par
exemple, la théorie cinématique du mouvement d’un corps sohide;
I'équation

(22— 2)(Bsg— Cgro=+ D)~ (—200) (Carg— A mg -+ )

+ (5 —50) (Ayo— Bay+TF)=0
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“du plan correspondant au point (z,, ¥,, 3¢) est susceptible d’une

interprélation immédiate.

Si I’on considére un solide en mouvement, & un moment dé-
terminé, les composantes de la vilesse ¢,, ¢y, 9. d'un point quel-
conque (x, 3, =) sont données par des expressions de la forme

vp=D-=+ Bz — Cy,
oy =B+ Gz — Az,

v.=F +Ay —Ba.

Le plan considéré sera donc le plan passant par (z,, ¥, 30) et
perpendiculaire & la vitesse de ce point. L'identité est donc com-
plete entre la théorie des complexes linéaires et 1'étude cinéma-
tique des vitesses, a un moment déterminé, des divers points d’un
solide invariable. 1l suffit de signaler cetle analogie, qu’il serait
facile d’approfondir davantage; ainsi on verra aisément que les
droites du complexe sont les droites normales aux Lrajecloires
de tous leurs points.

Nous remarquerons seulement que, si 'on se reporte a la théo-
vie du mouvement d’un solide, on peut obtenir une forme réduite
tres simple de I'éguation du complexe. Faisons en effet un chan-
gement d’axes de coordonnées, en prenant comme axe des = I'axe
du mouvement hélicoidal : on aura, dans ce cas, pour ¢z, ¢, 0z

des expressions de la forme
Pp=— (:,}’: (‘}‘ =0C &, V- = F

el, par conséquent,

I’équation du complexe se réduira alors &
GCN - FZ = o.

Revenant au cas général, ajoulons enfin que I'on n’aura pas enlre
les constantes A, B, C, D, E la relation

AD -+ BE + CF = o,

si ce n'est dans le cas particulier ol la vitesse d’un point quel-
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conque du corps est pcrpendiculaire a la direction
|

| z ¥ 3
1 —_ = = = -
! AU R

| ¢lest-a-dire ot le mouvement se réduit a une rotation.

les courbes dont les tangentes ap])arliennent a un complexe li-

Il ., e
M‘ 20. Une classe intéressante de courbes gauches est formée par
H
' néaire donné. Nous les rencontrerons plusieurs fois dans la suite. --|
|

En supposant les coordonnées z, y, s d'un point quelconque de

! la courbe exprimées en fonction d’un paramétre, les langentes de
%L cette courbe appartiendront au complexe lindaire représenté par
i I'équation (11) si

[ A(ydz—zdy)+ B(sdr —xzds)
. 19
'l ia) +C(zdy —yde)+Ddz+Edy + Fds =0,

i puisque X, Y, Z sont en chaque point de la courbe proportion- ‘
" nels & dz, dy, ds. Un exemple de courbes dont les tangentes '
i appartiennent & un complexe linéaire nous est fourni par la cu-
i bique gauche. On sait que la cubiqur gauche est ’intersection
de deux surfaces du second degré ayani une généralrice commune.

Prenons deux quadriques ayant en commun l'axe des z,

Az2+ A2+ oBys+a2B sz +oB'zy +o2Dz 2By =o,

az+a yr+2byz+ob sy +2b"xy +odx +aey =o0;

| coupons la cubique par le plan y = a.x. On voit que les coordon-
If nées z, ), 5 s’exprimeront en fonctions rationnelles de o, sous la
i forme suivante

FE@L A R@ P

1
. Py(a) ) Py (a)
[

, les > désignant des polynémes du troisitme degré en o. Récipro-
” quement d’ailleurs, une courbe gauche donnée par les équations
| précédentes sera une cubique gauche. 3
| Montrons que les tangentes de cette courbe appartiennent & un

i complexe linéaire. Pour cela, il faut faire voir que l'on peut
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trouver six constantes A, B, ..., IV telles que la relation (12) soit
vérifiée. Or on a
P,P,— PP,

il = T

da;

le numérateur sera un polynéme du quatricme degré en a. Pa-
reillement

P, P, — P, P,
2 by 2058
e dz,
1

@ {'/‘)/ f.J" [].!' —_—
le numérateur étant toujours au plus du quatriéme degré en a.
En faisant les substitutions de ces expressions et des analogues
dans le premier membre de (12), nous avons a égaler identique-
ment i zé7ro un polyndéme du quatriéme degré. Nous aurons ainsi
cing relations homogénes et linéaires entre A, B, ..., I dont
les rapports pourront par suite étre déterminés. Nous pouvons
donc dire que les tangentes a une cubique gauche appartien-
nent a un complexe linéaire. Ce visultat a été donné, sous une
forme différente, par Chasles.

— ——ROs e
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CHAPITRE XII.

THEORIE DU CONTACT. — COURBURE.

I. — Contact des courbes planes

1. Soient C et (7 deux courbes planes ayant un point commun M
qui est pour 'une et I'autre un point simple. On dit que ces deux
courbes ont, aupoint M, un contact d’ordre n, lorsque, @ un point A
de C infiniment voisin de M, on peut faire correspondre sur C/ un
point A’ infiniment voisin de M et tel que la distance AA’ soit un
infiniment petit d’ordre n 4 1 relativement a I'arc MA, ou, ce qui
revient au méme, & la corde MA.

Cherchons les conditions qui expriment que les deux courbes C
et (! ont, au point M, un contact d’ordre . Soit la premiere courbe
représentée par les deux équations

Z e B

le point M (g, 3,) correspondant a ¢ = ¢,. On suppose la repré- .

sentation telle que f'(¢,) et F'(¢,) ne soient pas nuls tous les deux,
ce qui est permis puisque le point M est, par hypothése, un point
simple de la courbe. Semblablement la courbe / sera définie par
les équations

o= ol e — D)

on a zy= () yo= P(u,), et on suppose que ¢’ (u,) et D' (1)
ne sont pas nuls tous deux.

Pour établir une correspondance entre les points de C et de (I
voisins de M, considérons « — w, comme fonction de & — {,, et
supposons qu’on puisse développer u — u, suivant la formule de
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| Taylor
J (r) w— o= dy(t— 1)+ Mol —Lp)2 ..ot Dp(E — o)t 4. ...

Tout d’abord la corde MA est d’ordre de £ — ¢,. On a en effet

MA = [f(£) — f(to)IP =+ [F () — F (1)}

la partie principale du second membre sera donc, en développant
chaque terme par la formule de Taylor,

(£ — w2 [ 2 (%) + F=(%)]
le coefficient de £ — ¢, n’étant pas nul, MA sera de 'ordre de ¢ — ¢,.

port a £ —&.
Cela étant, puisque :

XX}':: (7' — 224 (3 — ),

nous devons écrire que 2'— 2 et »' — ¥ sont d’ordre n + 1 rela-
tivement & ¢ — ¢,; ces conditions nécessaires sont évidemment !

== e

b

i

i

\!

s l
Nous avons donc a exprimer que AA' est d’ordre 7 +1 par rap- i
I

I

|

|

|

I

i

suffisantes. Or les coordonnées x et y, ainsi que 2’ et 3, peuvent
étre développées suivant la formule de Taylor

I
x=f(ty) + (t—1t) f (L) + % (6— )2 f" (L) +..., ][
z'=o(uy)+ (w—uy)e () + ]1—)( w— uo)Pol(ty) =

Remplacons dans la seconde ligne u — u, par son développe-

ment (1), et exprimons que les n premiers coefficients dans la dif- ']
férence 2’ — x sont nuls, en remarquant que le premier terme dis- ‘
parail de lui-méme puisque J(to) =o(u,). Nous avons ainsi éi

n équations ot figurent les 7 inconnues Ay, Ay, +.., &,. Ce sont

: )\lo‘r(ltu)—ff(fo):(), ii

H )\T ?"(”0)_ ‘]‘_I_I;/w(tu)_’_ )\291(“0) = o, _ﬁ
!
|
|
|

1.2 i
.................................... J,
F

La différence »'— y nous donne aussi n équations qui ne diffé-

rent de celles-ci que par le changement de fet v enF et ®. On a

f

|

Y
ﬂ
|
f
t

‘ |

¢
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done
@ (1) — E'(t0) = o,

A2 T iis ;
T._li D" (1) — o F'(ty) + k@' (1t0) = 0,

En résumé, nous avons 22 équations, pour déterminer les 7 in-
CONMULES I i

Il y a donc n équations de condition qui doivent étre vérifiées
par les n premicres dérivées des fonctions f, I et o, ®, pourt =1¢,
et 72 — 1,. Ces condilions peavent s’obtenir par un calcul trés ré-
gulier. Comme o' (1) et ®'(u,) ne sont pas nuls a la fois, nous sup-
poserons, pour fixer les idées, @' (1) 7 0. On considere alors le
premier systeme d’équations; la premiére équation donne Ay, lase-
conde donnera hs et ainsi de suite, sans qu’on soit jamais arreté,
car le coefficient du nouveau A qu’on veut déterminer est loujours
o' (1,). On portera ensuite les valeurs trouvées de Ay, Ao, + - o5 Ao
dans le second systéme et on aura les 7 conditions cherchées.

Telle est, sous la forme la plus générale, la solution du probleme

du contact.
9. Faisons a ce sujet diverses remarques. in comparant les pre
mieres équations de chaque groupe, on lrouve

Fi(t)) _ (),
F(t)  ¢'(w)’

ainsi les deux courbes ont en M la méme langente; ce résultat
élait évident a priort.
Comparons maintenant les arcs MA et MA'. Les parties princi-

pales de TI—X) (—)ljnl.-\"2 sonl

(t—to)2[f2(t) = F2(%0)],  (u— wo)?l 9 (uo) + D2 (uy)]-
La derniére expression peut se remplacer par
A3 (E— )2[ 92 (ug) + P2 (1o i
le rapport de ces deux expressions est done

A% [o2(wo) + P2 (1))
flg('fu) =i F"E(IG)
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qui est égal & l'unité, d’apres la premieére équation de I'un et
I"autre syst¢me écrit plus haut. Nous en concluons que

li MA .
im —— = 1.
MA'

1l en résulte, ce qui d’ailleurs devait étre par raison de symétrie,
que AA” est du méme ordre infinitésimal par rapport 3 MA et

a MA'.

3. Dans les applications, il arrivera rarement que les courhes C.
et (! soient données sous la forme trés générale que nous avons
adoptée. Un premier cas particulier est celui ot la fonction ¢ (u)
n’est autre chose que f(u), avec w,=t,. Les deux courbes sont
alors données par les équations

= f(0),

(G ;
) l}'::F(f)-
-7 .'I‘"—:f(_!t),
(@) }y: o

Les conditions de conlact vont se simplifier. En supposant
J'()# o, la premietre équation du premier systéme donne ), = 1
et les autres

)\2: 7.;;:...: )\,,:0.

Les équations de condition sont alors

]?’(,f‘,)=c1)’({u), F"'(,{u)=qﬁ’({u)’ e 17(”.‘(50) ::Iﬂm‘({u)_

Donc, pour que les deux courbes aient au point M un contact
d’ordre n, il faut et il suffit que les deux fonctions F et @ et
leurs 72 premicres dérivées soient égales pour ¢ = u = ¢,.

Un cas plus simple encore est celui ot les deux courbes sont
définies par les deux équations

Y= F(I‘), y:'l’(.’[f).
Les conditions pour que le contact soit d’ordre 7 se réduisent a

F(xo) = ®(@), F (%)= (25); ..., Fl(z,)=dn(z,).

Clest sous cette forme que Lagrange a traité la question du

P. — 1. ar
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contact des courbes. Considérons les deux courbes C et ¢ passant
par le point M(zq, %0). Si nous donnons a z a partir de z, un ac-
croissement & — g, les coordonnées des points des deux courbes,
qui ont pour abscisse z, sont exprimées par les développements

y = F(@) + (2 — @) F'(@0) -+ . .~ (]quﬂi—z B (220) -« 5

Y = ®(z0) + (. — 20) P/ (@) + -+ (—;“'"—:—T% D) (29) 4+ o
Dans ces deux séries les n premiers coefficients sont les mémes;
la différence Y —y des ordonnées est donc un infiniment petil
d’ordre n 41 par rapport a & — Z. Ainsi, dans le mode de corres-
pondance actuel, que Lagrange se donnait @ priort, on prend pour
points correspondants des deux courbes les points qui ont méme
abscisse (on suppose, bien entendu, que la tangente en M n’est
pas parallele a I’axe des ). Remarquons que, sin esl pair, la dif-
férence Y — y change de signe avec £ — Zo; donc, si deux courbes
ont en un point un contact d’ordre pair, elles se traversent. [.e con-

traire a lieu quand le contact est d’ordre 1mpair.

%. Voici une derniére forme des condilions de contact qui est
d’un usage fréquent. Supposons que la premiére courbe soit dé-

finie par 'équation
)'(.aﬂ? J’) =0,

I'autre par les relations
T:J’(‘t)\ .j":F(t)a

et que les deux courbes aient le point commun (20, y0) corres-
pondant & ¢ = £,. i
Si nous remplagons z par f(¢) dans Mz, y), I'équation
ALf(t), y]=0
définit une cerlaine fonction y = ®(¢), se réduisant a y, pour
t = t,. On peut alors concevoir la premiére courbe comme définie
par les équations

z=f1), y=2)

et appliquer les conditions de contact trouvées précédemment :
les deux fonctions F(¢) et ®(¢) auront méres dérivées jusqu’a
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Pordre n, pour ¢ = ¢,, d’olt résulte que les deux fonctions
ALF(E), F(O] et A[f(2), ®(2)]

auront aussi mémes dérivées jusqu'a 'ordre 2 pour ¢ = ¢,. Or,
celte derniére fonction étant identiquement nulle, il en sera de
méme de ses dérivées. Par conséquent, la fonction L[ f(1), F ()]
et ses dérivées jusqu’a Uordre n s'annulent pour t = t,, et ces
conditions nécessaires pour le contact d’ordre n sont en méme
temps suffisantes. La remarque précédente sera d’une application
conslante.

5. Une notion importante est celle des courbes osculatrices.
Supposons que nous ayons une {amille de courbes

)‘(‘r: YV, @1y Aoy anny (5,.} = 0,

dépendant de r paramétres arbitraires . On peut se proposer de
déterminer ces paramétres de fagon que la courbe précédente ai,
en un point donné d’'une courbe donnée, le contact d’ordre le
plus élevé possible avee cette derniére. Si 7 est Uordre de con-
tact, il faudra satisfaire & 7 1 équations de conditions ; done,
on choisira, dans le cas général, 7 + 1= r, pour déterminer tous
les paramétres. Le contact est alors de l'ordre 7 — 1 ; la courbe
ainsi déterminée est dite osculatrice a la courbe donnée.
En premier lieu, prenons les droites

Y —ax — a; = o.

La courbe est donnée par les expressions de et y en fonction
d’un paramétre ¢. Pour le point de cette courbe correspondant &
la valeur £ du paramétre, le contact sera du premier ordre si

Y —a & —as; =o,
dy dz

—_— — ] — = 0.
dt Yt

la droite obtenue est la tangente & la courbe. Le contact, en gé-

néral, sera du premier ordre; a quelle condition serait-il du se-

cond ordre? Il faudra, en plus des équations précédentes, que
A2y A2z

. an

=0
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et, par conséquent, on aura

deird)y
et dt
=
d*r  d*y
@ ar

C’est donc seulement pour les points de la courbe, vérifiant la
relation précédente, que le contact de la tangente sera du second
ordre ; ce sont les points d’inflexion.

Considérons, en second lieu, 'équation générale d’un cercle

(z—a)+(y—0)P—R¥=o,

avec les trois paramélres a, b, R. On pourra les choisir de maniére
A avoir, en un point arbitrairement donné sur la courbe, un con-

tact du second ordre. On devra avoir

(& —ay4(y—bR—R2 =o,

dx dy
(z — (L)m' +(y — /J)zﬁ = ()
d>x d2y dx\?2 diNEa

Les deux derniéres équations donnent les coordonnées (a, b)
du centre du cercle osculateur, et fa premicre fait connaitre son
rayon.

Le centre du cercle osculateur est situé sur la normale, au
point o cette droite touche son enveloppe. Prenons, en effet,
I’équation de la normale :
dy _
dt

= . 25k
(X*T}'{I—l—:—(\ v‘}’) 0.

On obtiendra le point ou elle touche son enveloppe en joignant
A celte équation 1'équation dérivée par rapport a ¢,

e R e d2y dz\? A
E—aZEF -G —(5) — (%)==

Ces ¢quations sont les mémes que les précédentes en y faisant
X = a, Y = b, ce qui démontre le théoréme.
Si, en particulier, la courbe est donnée sous la forme

y=F(=),
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on aura, pour les coordonnées @« et & du centre dn cercle oscula-
teur au poinl z,,

~a

2y—a—+ (90— b) F'(zy) = o, i
(70— 8)F"(@y) + 1+ [F'(20)]* = o. |
La derniére équation montre que y— b est de signe contraire

a F'(x,). Or, si T"(2z,) > o, la courbe tourne sa concavité vers
les y positifs ; 3p— b est alors négatif, c’est-d-dire que le point

| (@, b) est du méme coLé que la courbe par rapport a la tangente
\ dans le voisinage du point considéré. La méme conclusion subsiste
| st (zp) < 0. !
Démontrons enfin que le cerele osculateur en un point (0, ¥0) i
d’une courbe est la position limite d’un cercle passant par ce i
point, et dewx autres points infiniment voisins. Soient, en effet,
Loy to+ luy, Ly hy les valeurs de ¢ correspondant & ces trois J
points ; /; et /i, tendront vers zéro d’une maniére arbitraire. En i
i
|
I
i
|

l)(}Sﬂl]t
Mt)=(x—a)4(y—b)2— R,
on a
NEI=10" M(to—+ hy) = o, A(Zo—+ ha) = o,

équations qui peuvent s’écrire

)\(fu) = 0y ;

| v)\(fg#*/f-l)—— )\(fu) e ?

; hy T !

I '7\(.'0-":—/11)—)\(10}ﬁ).{fn+]r.3)—7\(t0) ok d

1 /!;— ]1-3 hl /l-g Fr:
\ |
‘ Elles deviennent, en développant, i
() =8, !i
I ,? n

)\(tc.)ﬂ'—:%‘(zu)nf-...-_—o, !
il

W) s !%h_z)d”(to)q—...::o; '

et pour /oy = iy = 0, on a 1

|

Me=ia, - M=o, M) = |'

: 7 ¥ |

Nous retrouvons ainsi les équations qui donnent le cercle oscu- |
lateur. i

il

8
6. Cherchons I'expression du rayon du cercle osculateur. En r!
|

I
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résolvant les deux équations en x — a et 3 — b et portant dans
Iexpression de R?, on trouve de suite

: (l_,,)ﬁ 3
A _[—'— dx

R2= b -

((ﬁ"

En un point d’inflexion, R est infini ; le cercle osculateur se
réduit 4 la tangente, qui a alors, comme nous I’'avons dit, un

contact du second ordre avec la courbe.

II. — Courbure des courbes planes. -— Développées
et développantes.

7. Au cercle osculateur se rattache immédiatement la notion
de la courbure d’une courbe plane. Reprenons auparavant les
formules précédemment obtenues, en introduisant explicitement
les cosinus directeurs de la tangente et de la normale & la courbe.

On a, comme nous l'avons dit,

dx Ay,
ds’ P ds’

o et § désignant les cosinus des angles faits par la tangente a la
courbe, prisc dans le sens des arcs croissants, avec les axes de
cdordonnées. L’équation de la normale s’écrit alors
(X—z)a+(Y—p)B=0;
et, pour avoir les coordonnées du centre du cercle osculateur, il
faut adjoindre I'équation
(X—a)da+ (Y —y)di —ds=o.

Puisque o da - B df = o, nous pouvons modifier la |n‘emi&r€:

équation, et nous avons alors le systéme

(X —a)df— (Y —y)dz=o,

(2 :
(X —a)do + (Y —p)dfi = ds;

et, par suite, en faisant la somme des carrés,

2 S eI 1 /danandng
R2[(da )2+ (dB)2] = ds ou = (57.5_) o (Hs) A
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Dans les calculs qui vont suivre, R va étre considéré comme
une quantité essentiellement positive. Introduisons maintenant
les cosinus directeurs o' et B’ de la demi-droite MI qui va du
point M de la courbe au centre I du cercle osculateur; nous
aurons, X, Y désignant toujours les coordonnées du centre I,

X—2z ; Y —y
e

ra
=i

R 2

en substituant ces valeurs dans les équations (2), il vient

B de— o' dB = o,

e
o do+B'dB = Eﬁs;
d’ou
3) el o dp g’
\ _— = — _—— =
ZE R AELE R

Aux deux formules précédentes, il est utile d’en adjoindre deux
autres, donnant les diflérentielles de o' et 3. Les deux équations

24 B2 =1, ad' + fR'=o0

donnent en effet immédiatement

= l;‘}, F’J'=f}d, () :i[);
par suite
(4) gaii ey dpid e
: e i @R

Remarquons que la quantité désignée par A sera tantot égale &
—+1, tantdt & — 1 : elle sera égale & -+t quand, MT coincidant
avec Oz, MI coincidera avec Oy ; elle sera égale & — 1 si, dans
les mémes conditions, MI coincide avec le prolongement de Oy.

8. Les formules fondamentales (3) et (4) obtenues, passons a
la définition de la courbure d'une ligne plane. Soient le point M
sur la courbe et M’ un point infiniment voisin ; nous menons les
tangentes MT et M'T’; soit ¢ leur angle infiniment petit. Le rap-
port

£

arc MM’
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est dit la courbure moyenne de U'arc MM/, et sa limite est dite
la courbure de la courbe en M.

La courbure est l'inverse d’une ligne. On appelle celle-ci le

i £ €
rayon de courbure o de la courbe au point M. Calculons > ou, ce
sine

. Les cosinus
As i

qui reviendra au méme pour passer a la limite,
directeurs de la tangente en M’ seront o + Aa et B+ A@; done

sinfe (a2 AR — B Aa)?

INGEE As?

et, par suite,
= (adB — B da)?

1
o2

ds?

Nous transformerons le second membre en employant I'identité
(adp — Bda)=(a?+ () (de?+ dB?) — (ada+ B8dB)?,

et, comme a2+ B2=1, il en résulte

1 1o\ 2 “df\2
- (ﬁ) ”i)'

N\ \

En nous reportant a I'expression du rayon du cercle oscula-
teur, nous voyons que le rayon de courbure est égal au rayon
du cercle osculateur. Aussile centre du cercle osculateur en un
point est-il appelé le centre de courbure de la courbe en ce

point.

9. Les centres de courbure d’une courbe plane forment une
courbe remarquable étudiée par Huygens, qui lui a donné le nom
de développée. La développée, d’aprés ce qui a é1¢ va plus haut,
est aussi I'enveloppe des normales. Une propriété fondamentale
de la développée est relative a la longueur de son arc. Soient
(21,1) les coordonnées du centre de courbure au point-M (z, ¥)
de la courbe; on a

#y=x+Rd, 1=y +Rf,

d’otl, en différentiant et tenant compte des formules (4),

dzy = o dR, dyy = p'dR;
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donc, en appelant s, ’arc de la développée
) ppee,
e = AR

Tant que le rayon R varie dans le méme sens, en comptant les
arcs dans un sens convenable sur la développée I', on aura

ds; = dR.
Ainsi, si, de M en M, R varie dans le méme sens,
si—s =R —R.

L'arc 11’ de la développée est done rectifiable (fig. 16); il est

égal a la di[fél‘cqce M'T — MI. On ne devra pas oublier que le

Fig. 16.

résultal précédent suppose essentiellement que le rayon de cour-
bure varie dans le méme sens quand on va de M en M’,

On peut encore traduire la propriété de la développée sous la
forme géométrique suivante. Imaginons qu’'un fil soit enroulé
sur la développée T, & partir d'un point arbitraire A, et s'en dé-
tache au point I’ pour suivre la tangente I'M'. On coupe ce fil
en M’ et on 'enroule sur la courbe I' en le maintenant toujours
tendu ; son extrémité libre décrira la courbe C.

Réciproquement, la courbe C est dite la développante de la
courbe T'. Prenant une courbe arbitraire T, si l'on porte sur

chaque tangente a cette courbe une longueur IM =/, [ étant dé-
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finie par la relation :
J=ets —conste,

ol s est 'are I{T de la courbe comptée a partir d’'une origine A
arbitraire, le lieu du point M sera une courbe normale aux tan-
gentes de la courbe T'.

Une courbe a une infinité de développantes qui correspondent
aux diverses valeurs de la constante; ces développantes sont des
courbes paralléles.

10. Nous avons trouvé, pour le rayon de courbure, I’expres-

sion

T dy\ 2 z
il
et QT e il

d>y
da?

en prenant pour R la valeur absolue du second membre. Nous
avons dit que cette expression offre une particularité intéressanlte
pour un point d’inflexion; le dénominateur s'annulant, le rayon
de courbure est infini. Le cas ot le point considéré de la courbe
est un point de rebroussement de premiére espéce est digne aussi
de remarque. Pour un tel point supposé placé a lorigine des
coordonnées, avec l'axe des # pour tangente, on a

3

V= Azt bzt (a£0).

% restera done fini pour 2 = o, mais 27 deviendra infini. On
a done, en un point de rebroussement de premiére espéce, R=o.
La développée d’une courbe passe donc par ses points de re-
broussement de premiére espece.

Cherchons, d’une maniére générale, la relation entre le rayon
de courbure d'une courbe et celui de sa développée au point cor-
respondant. Les angles dont tournent les tangentes a I'une et
I’autre courbe étant les mémes, on a, en désignant par p le rayon
de courbure de la développée,

o} dsy
R

en prenant la valeur absolue du second membre ; mais, puisque
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ds, = dR, nous pouvons écrire

i

P:Rd.\',

: dR
en prenant, dans le second membre, la valeur absolue de =50 S

I'on veut avoir 2 positif. Une conclusion intéressante découle im-
médiatement de cette formule. Quand le rayon de courbure passe
par un maximum ou un minimum, on a

R _
s
el, par suile,
P = 0.

La développée, ayant un rayon de courbure nul, aura donc, en
général, un point de rebroussement de premiére espéce. On peut
vérifier cetle conclusion sur la développée de lellipse; pour les
sommels de ellipse, son rayon de courbure passe par un maxi-
mum ou un minimum, et dans la développée correspond un point
de rebroussement. On vérifiera aussi que 1'arc de la développée,
qui comprend un point de rebroussement, n’est plus égal a la dif-
{érence des rayons de courbure extrémes de la courbe initiale, ce
qui justifie la restriction sur laquelle nous avons insisté plus haut.

11. Reprenons les formules (3) et (4) du §7:

dao o ; 0 S
A5 R Gh R
daiey Hiea dagie E
A R e R
On a d’ailleurs
ifziﬁ. f‘”::, o,

les signes se correspondant.
o

Ces formules permettent de traiter un probléme intéressant.
Supposons que 1'on se donne I'expression du rayon de courbure R
en fonction de l'arc s, et cherchons a déterminer la courbe. On
aura

d(e+ia') o' —ia
ds R

('i: \/__1):
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ou, en posant ¢+ i’ = u,

di iu_

o R
done

du _ds

(A P

u RE
par suite

_ifds
w=Ce # (C désignant une constante)
N : Sds . 2
et, en posant G=A + B¢ et ®=° (e sera une fonction dé-
0

terminée de s),
o+ ta' = (A +iB)(coss — ising).
Nous obtenons donc
o = A coss -+ Bsing,

a'= B coss — A sing;

et, puisque o? + «>=1, il faudra que A%+ B* =1.
Telle est la solution générale du probléme; pour { et (¥, on

prendra
T ol
?IA—._I, P —“_{_Q.

Prenons pour origine des coordonnées un point de la courbe,
pour axe des x la tangente et pour axe des y la normale : on aur:

I

g =1, o =0 pour §=0=0;

nous prendrons alors
IAS—Ti 15} = (s},

et par suite
% = €050, o' =—sing.
Si, de plus, on veut que

M= = pour s =0,

on devra prendre
f = sing, ' = coso.

Cherchons enfin les valeurs de 2 et y. Des relations

dz' = o ds, dy = B ds
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5 S5
.7::[‘ cosa ds, ,)’:f sing ds,

<0 0

on conclut

formules qui résolvent le probleéme & I'aide de trois quadratures.
Soit, comme application, R constant et égal & R,; on aura

alors
5 g s Iy
d= z‘:f cosﬁds, y:[snnﬁds;
0 /o
donc
m-._-l’-sinl'—i, ”V:fﬁcosli{—t—l{:

la courbe sera le cercle représenté par I'équation
22+ (y — R)2= R,

Le cercle est donc la seule courbe plane dont le rayon de courbure
soil conslant, résultat que donnerait immédiatement d’ailleurs le
théoréme relatif & la développée. Dans celle-ci, en effet, la lon-
gueur de 'arc sera nulle et elle se réduira a un point.

1 s
==2 5. Nous aurons c = u.s?,

Comme seconde application, soit R . !

el

Ces quadratures ne peuvent étre eflectuées, mais il est néan-
moins facile de construire la courbe en se rappelant que, lorsque
s augmente indéfiniment, ces deux intégrales tendent vers une
limite (Chap. I, § 16). La courbe se compose de deux hranches
symélriques relativement a l'origine et tournant chacune autlour
d’un point asymptote.

12. Nous Lerminerons ce que nous avons 4 dire sur la courbure
des courbes planes, en donnant une construction géomélrique du
centre de courbure en un point d’une ellipse (fig. 17). Menons
les normales en M et au point infiniment voisin M’; soit O leur
point de rencontre. En posant

e A i
FMO=FMO=a e FMO=2,

s s L Al
z =f CoSI(EsEic/s Sy — / sin (u.s2) ds. i |
) L2 n
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I Py s e
1 et désignant par O, F et F' les angles MOM’, ME M/, M'F'M,

on a
Ll o a '
i F4+a=0+4+ua,
Foo=0 + a,

S

d’on

i e AN
F+F =20,

et, en divisant par As = arc MM/,

P R
F 7 Higs 20
As A i AR

2

?
R

Quand M’ se rapproche de M, le second membre tend vers

R étant le rayon de courbure de Pellipse en M. D’autre part, la
I considération du triangle FMM' donne de suite

N
il Ml cosz :
i Im— = —— EEN =7
i AS 7
,jl et pareillement on a
| . cose e
I' lim e —’—t‘,— (CEAMEE="7):
i i

Nous avons donc la formule

ou enfin

=]

R

2 désignant le grand axe de I'ellipse.
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A la place du produit 7+/, introduisons la longueur MN, N étant
le point de rencontre de la normale avec le grand axe. On a im-
médiatement
MN _ 27/ cosa
e e

et, par suite, on obtient la formule

MN
cos2a

A T'aide de cette formule, on justifiera aisément la construction
suivante du centre de courbure au point M; on éléve en N la per-
pendiculaire & MN, et, au point de rencontre K de cette perpen-
diculaire avec MF, on éléve la perpendiculaire KO au rayon vec-
teur MI'; le point de rencontre O de cette droite KO avec la
normale MN est le centre de courbure cherché.

III. — Contact des courbes gauches. — Contact des courbes
et des surfaces.

13. La théorie du contact de deux courbes gauches est entiére-
ment semblable & celle du contact des courbes planes. Soient C
et (/ deux courbes gauches ayant un point commun M; on dira
qu’elles ont en M un contact d’ordre 7, lorsqu’a un point A de C
infiniment voisin de M, on pourra faire correspondre sur C’ un
point A’ infiniment voisin de M tel que la distance AA’ soit d’ordre
n -1 relativement a la corde ou a 1’arc MA.

Prenons d’abord d’une maniére générale les deux courbes re-
présentées par les éguations

(C) z=f(), y=19(),
(C{) 'TZF(H): }’:'I’(M),

=(Z);
Wiuw);

(2

(2]

le point commun M correspond & ¢ =¢,, © = u,. On suppose,
comme il est permis, que les trois dérivées /', ¢ et ¢/ ne s'annu-
lent pas simultanément pour ¢=¢,, et de méme pour F'(u,),
D'(uy) et W (u,).

Nous suivons maintenant la méme marche que pour les courbes
planes; soit encore

w— tyg= A (L — to) + M€ — £6)2 4. .. hp(E— bo)2—+. ..
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‘ la velation entre « et ¢ qui définira la correspondance entre A et A'.
‘ ; | [

it Nous devons déterminer les coefficients & de maniére que 2’ — z,
‘ ' — y, §— z soient infiniment petits d’ordre 7 -+ 1 par rapport

4 ¢t — £,. Nous avons ainsi trois groupes de n équations, dont j’é-

cris le premier

MF (o) — fl{t) =0,
A2 Tekive
M F' () + — F" (o) — o O

les deux autres s’obtenant e¢n remplagant respectivement F et f
par @ et o, puis par ¥ et .

Les trois dérivées F'(wo), 9/ (uo), W' (uo) n’étant pas nulles ala
‘ fois, il y aura au moins un de ces groupes qu'on pourra résoudre
| par rapport & hy, Aey ...y Ap. S1, par exemple, F’(u,) est différent
|: de zéro, on pourra se servir du premier groupe : la premiére équa-
(i tion donnera X, la seconde ), et ainsi de suile, le coefficient de
la nouvelle inconnue & déterminer n’étant jamais nul, puisqu'’il
It esl toujours égal a F'(u,).

1 in substituant les valeurs ainsi trouvées de Xy, Aqy « - - , A, dans
les deux autres groupes, on aura les 2n conditions nécessaires et
suffisantes pour que les deux courbes aient au point commun M
un contact d’ordre n. Le méme calcul que plus haut montre que
le rapport 1'&7 a l'unité pour Limite.

. M2

' l Dans la pratique, les équations des deux courbes pourront étre
données sous une forme plus simple. Supposons, par exemple,
que la fonction I coincide avec la fonction f et que £, = u,. Les

équations des deux courbes sont alors

= 4(2);

I3

z = f(t), Y=l
— () v =o(u), z— W(u)-

¥t

On a d’ailleurs

o(ty)= P(f) et U(ty) = W(tg)-
Le premier groupe d’équations donne alors
).3: )\3:...2 )\,;: 0.

)\1:17
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Par conséquent
U—Ug=10— g+ Ay (t — o)1+ .,

Pour que les différences 3/ — y et 5’ — z soient d’ordre 7 -1,
on voit donc de suite qu’il est nécessaire et suffisant que les fone-
tions @ (u) et ©(t)aient mémes dérivées jusqu’a lordre n pour
u=1t=t,, et de méme pour W () et (o).

Supposons, en second lieu, que la courbe €/ soit définie par les
deux équations

Il

Fl("x? X 3) = 0,

B\ i) —oF

Les conditions de contact d’ordre n avec la courbe C.
z=f(t), y=o(t), 5= U(¢),

au point (xg, ¥, 5o) correspondant a £{ = ¢,, s’obliennent par la
méme régle pralique que nous avons donnée pour les courbes
planes : dans I, et Iy on remplace z, y, = par f(¢t), o(¢) et d(¢);
les deuz fonctions ainsi obtenues

Fi[f(8), 9(8), $(8)] et Fa[f(2), o(2), ¥(£)]

dotvent s’annuler pour t = t, ainsi que leurs n premiéres dé-

rigées.

14. Passons maintenant au contact d’une courbe et d’une sur-
face. Etant données une courbe G et une surface S ayant un point
commun M, nous dirons que la courbe et la surface ont en ce
point un contact d’ordre 7, lorsqu’a un point A de la courbe C in-
finiment voisin de M on pourra faire correspondre sur la surface
un point A’ infiniment voisin de M, tel que la distance AA’ soit un
infiniment petit d’ordre 7 < 1 par rapport a MA.

Suivons toujours la méme méthode. Soient la courbe C définie

par les équations
=) =@ 5 — ()

/' T

et la surface par les équations

coi=Hi R J— DOl W(w, ¢).

P.— I. 22

&y
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Soient ¢ = &y, & = Uy, ¢ = ¢, les valeurs des parametres don-
| 5 ; i o PR
il nant le point commun M. On suppose que f'(ty), 9'( ¢o) €t Y (ty)

ne sont pas nuls a la fois et que les trois déterminants fonctionnels

(vorr Chap. XI, § 1)

D(F, ®) D(®,¥) D(¥,F)

D(u, v). D(u, v) D(zu, »)

ne s’'annulent pas tous trols pour u = t,, ¥ = 9.
| Pour établir une correspondance entre A et A’, nous devons dé-
{ finir w et ¢ en fonction de ¢. Soient donc les développements

- 1ig = M (E— o) & A (T — L. Mp(t—B)P 4o

0 — pg = (£-—to) + pa(t—L0)2+...+ P (e —Eo)2 oo

Scrivons encore que chacune des différences 2'— z, y'—y et

II
” < zest un infiniment petit d’ordre 72—+ 1 par rapport Al

Or on a

& = f(t) + (£ — ) f'(t0) + -

ST

; < ol RO
' = B, w0 1= (ugnnnm'f(v;r'u);)& i

et, en remplagant © — 1, el ¢ — ¢, par leurs développements, nous
avons a annuler dans ' — z les coefficients des n premiéres puis-
sances de ¢ — to. Il vient ainsi un premier groupe de n équations

entre les 272 INCONNUES Ay, « v oy Auy iy = ooy Py

oF JF 7
, 4y — — ly)=o0
3. by Ty S(t) 3
JF Ty gHES o BgtR 02F
| e 2 e = (Mo —— + ) = | =S (W) =0
= Gty t ey e e Gl e e d“'%) )

On a de la méme maniére deux aulres groupes relatifs a 97/ — y
5 2 U
I o

et 4 5'— .
Nous avons donc 37 équations entre 27 inconnues. Supposons,
i : T )
par exemple, que le détermimant fonctionnel D) ne s'annule
pas pour w = iy, ¢ = ¢o. Les deux premiers groupes permetiront
de déterminer les ) et les p; en effet, la premiére équation du
premier groupe et la premiére du second groupe permettent de
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déterminer A, et i1, les secondes nous donneront 7, et 1 et ainsi
de suite, sans qu'on soit jamais arrété puisque le déterminant des
équations du premier degré en ); et p,; (¢ étant quelconque) qu'on
D(F, &)
D, 99)
dans le troisiéme groupe, on aura les n conditions nécessaires
et suffisantes pour que G et S aient auw point commun M un
contact d’ordre n; la solution de la question est donc compléte.

a arésoudre est toujours - En portant les valeurs trouvées

15. Les résultats sont particulicrement simples lorsque, la
courbe étant définie par les équations

"“‘:f("): ):C’(")r 5:":’({)v
la surface est définie par
o= ), ¥y =o(p), = W )

le point commun correspondant a des valeurs o= Uy= v, des
] 0 0 0

by

parameétres. Les deux premiers groupes donnent dans ce cas

M=, Ry =y — o)
k=1l He=H3=:..= by = 0.

Si on le préfére, on peut vérifier immédiatement que ces va-
leurs prises a priori satisfont a la question; ce seront les seules,
puisque les équations en A et & n’admettent qu’un systéme de so-
lutions. On a done

U — U=t — o=+ Xy (£ — o)Attt .,

P — Qg =10t —ty+ a1 (T — L)+t .. .
en portant ces valeurs dans
Ww, 0)—U(et),
les termes en ¢ — ¢, jusqu’a la puissance n disparaitront, si
(e, ) —b(e),

qui s’annule pour ¢=¢,, a en outre ses n premiéres dérivées
nulles pour cette valeur de ¢.
Supposons enfin la surface représentée par ’équation

Rz, 2)i—lo:
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Les conditions de contact s’obtiennent par la méme regle pra-
lique (ue nous avons donnée pour les courbes planes : dans I on
remplace @, ¥, = par les fonctions f(¢), ©(¢) et d( ).

[L.a fonction de ¢ ainsi obtenue s'annule ainsi que ses n pre-

micres dérivées pour ¢ = ¢, si la courbe et la surface ont en

(24, %41 o) un contact d’ordre 7.

16. Faisons quelques applications de cette théorie du contact
de deux courbes ou d’une courbe et d'une surface. Pour une
courbe gauche donnée et en un point donné de cette courbe, la
notion de courbe ou de surface osculatrice appartenant a une fa-
mille dépendant d’un certain nombre de paramélres arbitraires ne
differe pas de la notion correspondante pour les courbes planes.
On cherchera a déterminer les paramétres arbitraires de maniére
que l'ordre de contact soit le plus élevé possible : la courbe ou la
surface sera dite alors osculatrice.

Prenons I'équation générale d’un plan

Az +By+ Czs+ D =o;
il dépend de trois paramétres arbitraires. On pourra donc, en gé-
néral, déterminer un plan ayant avec une courbe donnée en un

point donné un contact du second ordre. En appliquant la régle

du pm‘aqraphe précédent, on aura
g )

el el . dz
: e R
(6) {
i ’ _\(lﬂ.x, d?z
\Eerais di? e

le paramétre ¢ ayant la valeur correspondant au point considéré M
sur la courbe. Ces deux équations donneront des quantités pro-
portionnelles & A, B, C, et, par conséquent, la direction du plan
osculateur qui, passant par M, se trouve ainsi complétement dé-
terminé. Nous avons déji rencontré ce plan (Chap. XI, § 5), en
cherchant a faire passer par chaque point d’une courbe gauche un
plan dont Ja caractéristique soit la tangente. Nous pouvons donc
dire que la surface enveloppe des plans osculateurs d’une
courbe gauche est la développable formée par ses tangentes.

Le contact du plan osculateur avec la courbe en un point quel-
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conque est du second ordre. Ce contact peut-il étre d’ordre supé-
rieur? Il faudrait pour cela que I'on edt

G N

ANaw TP ar O

= 0.

Cette équation, rapprochée des équations (6), donne

adz Ny s
(7) A2 d2yde s =lo)

diz v diy diz

relation qui ne sera vérifiée que pour certaines valeurs da para-
métre £. Les valeurs de ¢ satisfaisant & cette équation donnent sur
la courbe des points ou le contact du plan osculateur est du troi-
si¢cme ordre. Ces points sont analogues aux points d’inflexion des
courbes planes; on les appelle les points ou le plan osculateur
est stalionnaire.
in général, le plan osculateur a une courbe en un point est
traversé par la courbe. En effet, désignons par A, B, C les coeffi-
cienls du plan osculateur tirés des équations (6), ¢’est-a-dire
dy d?z dz d>y
& TR

el les expressions analogues pour B et C. Les coordonnées i, 955
d’un point quelconque de la courbe sont des fonctions du para-
metre; st 'on donne a 2 un aceroissement trés petit /2, on aura,
pour des valeurs de /. de signes différents, des points qui seront
sur la courbe de part et d’autre du point correspondant & la valeur ¢

du parameétre. Geci posé, soit I'équation du plan osculateur
AN Z) =By — ) Gy =6
Substituons dans le premier membre de I’équation de ce plan

aux coordonnées X, Y, Z les coordonnées d’un point de la courbe
infiniment voisin du point (2, 3, z), & savoir

X _] dx h: d2a h?  d3w
e e I e S — 4
e 1.2 di* " 1.2.3 di® :

et de méme pour Y et Z; le résultat de substitution sera

h3 (_\ Gl B i C r[*;) e

T3\ i des U de
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Si le point n’est pas un point ot le plan osculateur soil stalion-

: naire, le coefficient de /* ne sera pas nul et, par conséquent, le
' signe de ce résultat de substitution sera variable avec le signe de /o,
cest-i~dire que le plan osculateur traverse la courbe.

Du caleul précédent résulte encore que la distance au plan oscu-
lateur d’un point de la courbe, infiniment voisin du point de con-
lact, est du troisiéme ordre.

Démontrons, enfin, une derni¢re propriété du plan osculateur
qui pourrait lai servir de définition. Ce plan peut éire considéré
comme la limite d’un plan passant par un point M d’une courbe
gauche et deux points infiniment voisins M’ et M” de la courbe,
qui tendent vers M d’une maniére quelconque. Soit, en effet,

Az +By+Cz+D=o

I’équation d’un plan. Désignons par (1) le résultat de la substitu-
tion dans le premier membre des coordonnées du point M. Si £+ /i
et ¢ -1/ désignent les coordonnées de M’ et M", les résultats de
Ja substitution des coordonnées des points M" et M" seront L(t-+1)
et h(t -+ 1'). Nous avons done les trois équations

W(t) = o, A+ h)=o, At—+R') =o.

Par des combinaisons analogues a celles que nous avons faites
pour démontrer une propriété semblable du cercle osculateur
(Chap. X1I, § 6), on déduit de 13, en faisant tendre / et /' vers

ZEr0,
:‘.('_lf):u, :‘.'(‘f):O, }\”([)i().

Les deux derniéres relations sont précisément les deux équa-
tions
Ader +Bdy +Cds =o,
Ad?z +Bd2y + Cd?z = o,

qui caractérisent le plan osculateur.

Ainsi le plan osculateur jouit d’une propriété analogue a celle
de la tangente d’une courbe plane, qui est la limite d’une droite
passant par un point de la courbe et un point infiniment voisin, De
méme que la tangente 4 une courbe plane rencontre, en général, la
courbe en deux points confondus au point de contact, pareillement
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le plan osculateur, pour un point arbitraire d'une courbe gauche,
la rencontre en ¢rois points confondus en ce point. En un point
d'inflexion d'une courbe plane, il y a avec la tangente trois points
confondus; de méme, en un point ot le plan osculateur est station-
naire, il y aura quatre points de rencontre avec le plan osculateur.

17. Pourrait-il arriver que, pour tous les points d’une courbe,
le plan osculateur fiit stationnaire? Le déterminant (7) serait alors
identiquement nul. Il est aisé de voir que, dans ce cas, la courbe
est plane. Laissant de cOté le cas ol la courbe serait dans un plan
paralléle au plan des 3z, nous pouvons prendre & comme variable
indépendante, et I'identité (7) se réduit a

d?y diz d*z d3y
ok s s L
dzr? das dz? dr?
En I'écrivant sous la forme
dazy d’z
dazisns da?
4 A3z
da’
et en intégrant, on obtient
Ayl e
dz? & dzi’

AR e ; -
d’ot l'on conclut, en integrant encore deux fois,
y=0z+Ca-+ C',

les C étant des constantes. La courbe est donc plane.

18. Une seconde application de la théorie du contact nous sera
fournie par la recherche de la sph(zrc osculatrice. L'équation d'une
sphére

(z—a)+(y—02+(s—c)—R2=0

renfermant quatre paramétres arbitraires, on peut choisir ces pa-
ramétres de fagon que la sphére ait un contact du troisiéme ordre
avec une courbe gauche donnée en un point donné. En remplagant
x, ¥, = par leur valeur en fonction de ¢, nous aurons, pour le point
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considéré,

(z—a)2+(y—0b)2+(s—c)2—R2=o0

et, en posant

dz
dt

]

da ) dy
() = (x—a)m +(y—b) 7 ARl @)

les équations
p(f) =o, pi(t) = o, p'(z) =o.

Ces trois équations déterminent le centre de la sphére oscula-
trice, et 'on peut définir d’un mot sa position. L’équation 11 (¢) =o,
en y regardant a, b, ¢ comme des coordonnées courantes, repré-
sente, en effet, le plan normal ala courbe au point (z, ¥, z); en se
déplacant, le plan normal enveloppe une surface développable, et
les trois équations précédentes déterminent le point ot la caracté-
ristique du plan normal touche son enveloppe (Chap. XI). Nous
avons donc la proposilion suivante :

Le centre de la sphére osculatrice est sur la caractéristique
du plan normal et au point ot cette caractéristique touche son
enveloppe.

La caractéristique du plan normal pour un point M d’une courbe
gauche est souvent appelée la droite polaire du point M. Cette
droite polaire est perpendiculaire au plan osculateur, comme le
montrent les deux équations

(X—a)de +(Y—y)dy +(Z—z)ds=o0,
(X—z)d?ae +(Y—y)d2y +(Z —35)d?*s —ds? = o,

qui la définissent, car cette droite est manifestement paralléle a la

droite
X

A I

| =

(@]l

==

et, par suile, normale au plan osculateur.

19. Comme exemple de courbes osculatrices & une courbe
I
gauche, prenons d’abord la droite. Les équations d'une droite

= as-+p, }’:/)5+’j

dépendant de quatre paramétres, le contact pourra étre seulement
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du premier ordre. On aura les qualre équations
r=az-+p, y=bs+gq, di =" dz; dy = bds,

qui déterminent les quatre coefficients. La droite ainsi trouvée
est évidemment la tangente. Pour que le conctact soit du second
ordre, il faudrait encore avoir

drz = adz, d2y—=bid2s.

Le contact de latangente avec la courbe sera done du second ordre
sculement pour les points vérifiant les relations

die Sidlyr i dlE

il T G

Si l'on prend pour , 3, z trois fonctions arbitraires d'un para-
métre £, 1l n’y a pas, en général, sur la courbe correspondante, de
points ot le contact avec la tangente soit du second ordre. Pour un
tel point, quand il existe, I'équation du plan osculateur est indé-
terminée, puisque les trois coefficients désignés par A, B, G sont
nuls; tout plan passant par la tangente en ce point rencontre la
courbe en trois points confondus au point de contact.

Comme derniére application, cherchons, enfin, le cercle oscula-
teur & une courbe gauche en un point M de cette courbe. Le plan
d’un cercle dépend de trois paramétres, et, dans ce plan, le cercle
est déterminé si 'on donne son centre et son rayon. Ainsi les
¢quations d’un cercle renferment siz paramétres; donc on pourra
déterminer un cercle ayant, avec une courbe donnée en un point
donné, un contact du second ordre. Le cercle peut étre défini
comme ntersection du plan

(])) .f\J,'—‘y—BJ’ +Czs+D =0
et d’une sphére
() (z—a)2+(y—20)P—+(3—c)—p2=o.

Cette sphére ne peut étre d’ailleurs complétement déterminée; les
deux équations précédentes contiennent un paramétre de trop, car,
par un cercle, on peut faire passer une infinité de sphéres dépen-

dant d’un paramétre arbitraire.
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Appliquons la théorie du contact. Aux deux équations précé-
dentes, nous devons adjoindre, d’une part, les deux équations

Adr ~By +Gds =o,
Adiz B2y + Cdiz=o0;

elles montrent que le plan (P) est le plan osculateur & la courbe.
D’autre part, en différentiant deux fois Péqnation (S), nous obte-
nons deux équations qui représentent la droite polaire, s1l’on y
regarde a, b, ¢ comme des coordonnées courantes. Donc le centre
de la sphére se trouve sur la droite polaire. Comme, d’autre part,
cette droite est perpendiculaire au plan osculateur, on voit que
le cercle osculateur est complétement déterminé comme intersec-
tion du plan osculateur avec une sphére quelconque ayant son
centre sur la droite polaire et passant en M. On peut encore dire
que le cercle osculateur est le cercle du plan osculateur pas-
sant en M et ayant pour centre le point ot la droite polaire,
correspondant a M, rencontre le plan osculateur.

20. Je dirai peu de chose sur le contact de deux surfaces. En nous
placant toujours, pour commencer, dans les conditions les plus
générales, prenons les équations des deux surfaces sous la forme

(8) are= PR, ¥ = oy 9, 3 = U(w, )
et
(8) 2=F(U,V), y=2U,YV), z=1U,V),

et supposons que ces surfaces aient un point commun A (2, o, 30)
Corrcspondaut 1‘espccti\'cmenl a (Un: "n) et (Um Vu)- On dira que
ces deux surfaces ont au point A un contact d’ordre 7, si a tout
point M de S, infiniment voisin de A, on peut faire correspondre
un point M’ sur S’ tel que la distance MM’ so1t infiniment petite
d’ordre n -1 par rapport & AM. Comme il y a ici deux variables
indépendantes, il est nécessaire de préciser les conditions dans
lesquelles nous prenons les infiniment petits. Les coordonnées du
point M s’obtiendront en donnant & u, et ¢y deux accroissements
u—u, et ¢— ¢y ; nous regarderons ces deux accroissements
comme des infiniment petits arbitraires, mais de méme ordre. La
distance AM sera alors de 'ordre de w — uy ou ¢ — ¢y, el nous
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devons écrire que MM’ et, par suite, (z'—z), (' —y) et (5 —3z)
sont des infiniment petils d’ordre n + 1. La correspondance entre
M et M’ sera définie par deux relations de la forme

U—Up=2(— )+ (¢ —eg)=+—....

V— Vo =kl —ug) + pa(v—0g)+....
En substituant dans
=R, ¥, D U = U, Y)

ces valeurs de U et V, nous écrirons que les développements de
@' — 2z, y'—y et 58— 5 commencent par des termes de degré

-1 en 1w — u, et p— vy. On a ainsi 4 écrire

3"(_11-_H>('i+="-> —‘J

2

équations. Celles-ci renferment des A et des p, coefficients des

termes en u — w, et ¢, — ¢, jusqu’au rang 7, qui sont en nombre

2

e sn(n2) ]'l
'J‘ i

(n-+1)(n-+2)

FE o R
qu'en un point A, qui est supposé appartenir a deux surfaces S
et §', celles—ci aient en A un contact d’ordre 7.

On a donc

— 1 ¢quations de condition pour

Prenons le cas trés simple et toujours réalisable ou les sur-
faces sont données par les deux équations

Il

e =(un) v
e — RV Y=o UV,

a(u, v), a5 = W),

=w(U, V),

(2]

les fonctions f, F et 0, O coincidant ; de ])lus U= e == ki
On vérifiera facilement que, dans ce cas, la correspondance
entre U et V est donnée par les équations de la forme

U=Uj=u—us+....
\'r—\io =

P o— g e,

les termes non éerits étant de degrés supérieurs au n'*™¢ en u— u,

et ¢ — ¢y ; les conditions de contact s'obliennent en éerivant que
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les dérivées partielles des deux fonctions ¢ et W jusqu’au runie
ordre, inclusivemenl, sont égales pour (e, ¢y )-
En particulier, si les deux surfaces sont données par les équa-
tions
2=z, ¥) 5 =W(z, y)

les deux surfaces auront, au point correspondant a (24, ), un
contact d’ordre 7, si les fonctions ¢ et W sont égales, ainsi que
leurs dérivées partielles jusqu’au rang n, pour x =z, ¥ = ¥o-
Le nombre de ces condilions, ou se trouve exprimé que la seconde
surface passe en (2, o, %), est donc supérieur d'une unité au
nombre trouvé plus baut ; il est, par suite, égal i

_(_",_i) f_ n -+ .)?.

Ce nombre donne & la théorie qui nous occupe un caractére
propre, et la rend trés différente de celle du contact d’une courbe
et d’une surface, particuliérement en ce qui concerne les surfaces
osculatrices 4 une surface donnée. Nous renverrons, pour ce point,
au Cours d’Analyse de M. Hermite (p. 139), ol on trouvera les
particularités curieuses que présentent les surfaces osculatrices
du second degré. Je renverrai aussi i un intéressant Mémoire
d'Halphen, qui fait suite aux recherches de M. Hermite | Sur le
contact des surfaces (Bulletin de la Société mathématique,

t. TI)].

IV. — Remarques sur les courbes gauches algébriques; formules
de Cayley. — Courbes dont les tangentes appartiennent & un
complexe linéaire.

21. Nous avons appelé 'attention (§ 16) sur les points d’une
courbe gauche ou le plan osculateur est stationnaire : ce sont les
points ot le plan osculateur a, avec la courbe, un contact du troi-
sitme ordre. Sil'on se donne une courbe gauche quelconque, en
coordonnées ponctuelles, ¢’est-i-dire si I'on prend, pour les coor-
données z, y, z, des fonctions arbitraires d’un parametre ¢, la
courbe possédera des points de la nature indiquée, car la condition
qui leur correspond s’exprime par une équation unique en f.
Nous allons nous borner aux courbes gauches algébriques : z, y, 5




THEORIE DU CONTACT. — COURBURE. 349

seront alors des fonctions algébriques arbitraires d'un paramétre £.
D’autres singularités se présenteront d'une maniére normale si,
au lieu de se donner la courbe en coordonnées ponctuelles, on se la
donne en coordonnées tangentielles, ¢’est-a-dire si 'on se donne
la courbe comme aréte de rebroussement de la surface dévelon-

I
pable enveloppe d’un plan mobile

Az 4+ By +Cz+ D = o,

ou A, B, C, D sont des fonctions d’un parametre o. 1l va se pré-
senter ici ce qu'on a renconlré dans ’étude des courbes planes,
ou les points d'inflexion se rencontrent d’une maniére normale
dans les courbes données arbitrairement par une équation en co-
ordonnées ponctuelles, tandis que ce sont, au contraire, les points
de rebroussement qui se présentent d’une maniére normale dans
les courbes données arbitrairement par une équation en coor-
données tangentielles.

Reprenons le plan mobile dont I'équation est écrite ci-dessus.
[La courbe sera donnée par les trois équations

(A2x+By+Cs+-D =o,
(8) s Az +B'y4C'sz+D =0
VA"2+B'y +C'5-+-D"'=0o

qui donnent x, y, 5 en fonction du paramétre o. A ces équations,
adjoignons la suivante
J01¢

(9) A"z + B"y + Q"5 + D" = o.

Pour « arbitraire, il n’y aura pas de valeur de z, ¥, = satisfai-

" sanl A ces quatre équations. Mais une seule relation en o exprime

que ces qualre équations ont une solution commune.

Soit oy une valeur de o vérifiant cette relation. Le point corres-
pondant est dit un point stationnaire de la courbe. 1l ne faut pas
confondre les points stationnaires avec les points considérés pré-
cédemment ott le plan osculateur est stationnaire.

En général, c’'est-a-dire si A, B, C, D sont des fonctions quel-
conques de 2, un point stationnaire n’est pas un point simple de
la courbe, mais est a considérer comme I'analogue du point de
rebroussement de premiére espéce dans les courbes planes. Pour
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Qo

le démontrer, nous allons faire voir que, pour ce point, on aura,

en général,

dz = dy = ds =0,
: dyitads : : ;
les quotients 5 et - ayant une valeur unique; il en résultera
7 o
bien que le point stationnaire pourra ¢tre regardé comme un point
| 5 I

de rebroussement de la courbe gauche.

Les deux premiéres équations (8) donnent, ¢ uel que soit o,

b

Ade+B dy + G ds = o,
Aldz + B' dy + CG'ds = o.

On a, d’autre part, o élant toujours arbitraire,
Adz+ B'dy + G dz + da (A2 + B"y + C"s+ DE—lor
faisons maintenant = o,, On aura
Adx + B dy + G dz = 0.

Nous avons done trois équations homogenes en dz, dy, dz, dont
le déterminant ne sera pas nul en général pour o ==u,, et I'on a
bien, par suite,
do —ldy = ds—0
pour le point stationnaire ; quant aux rapports de dz, dy, dz, ils
sont, ¢n général, déterminés par Jes deux équations éerites plus

haut.

99, 1l résulte de ce qui précede que, si Pon veut introduire,
dans Pétude des courbes gauches algébriques, les singularités qui
se rencontrent nécessairement dans une courbe ou dans sa trans-
formée par polaires réciproques, on doit envisager a la fois les
le plan tangent est stationnaire et les points slation-

points ot
est ce que I'on fait en Géomeétrie plane dans les formules

naires. (7
de Pliicker ; M. Cayley a donné pour les courbes gauches algé-

briques des formules trés intéressantes qui sont les analogues de

celles de Pliicker : nous allons les établir (1).

(1) Mémoire sur les courbes & double courbure et les surfaces develop-
pables, par A. Cayley (Journal de Liouville, t. X; 1845). — Voir aussi la Geo-
J métrie a trois dimensions de Salmon.
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Introduisons d’abord certains nombres entiers qui vont jouer
un role essentiel. Les tangentes a la courbe gauche G forment une
surface développable dont nous désignerons le degré par 7. Repré-
sentons ensuite par 2 le nombre des plans osculateurs que l'on
peut mener a la courbe par un point arbitraire de Pespace. On
appelle r le rang et n la classe de la courbe gauche. Nous dési-
gnerons par o le nombre des points ou le plan osculateur est
stationnaire et par 3 le nombre des points stationnaires,

Nous avons encore quatre nombres a définir. Le plus important
est le nombre des sécantes doubles de la courbe qui passenl par
un point arbitraire de Iespace ; désignons-le par /. Il représenie
le nombre des points doubles apparents de la cou rbe, c’est-a-dire
le nombre des points doubles de la perspective de la courbe quand
on la projette coniquement d’un point de vue arbitraire sur un
plan quelconque.

Prenons ensuite un plan arbitraire ; il y aura dans ce plan un
certain nombre de droites par lesquelles on pourra mener deus
plans osculateurs & la courbe gauche ; leur nombre est Z.

Un plan arbitraire peut contenir un certain nombre 2 de points
qui solent a la rencontre de deux tangentes a la courbe gauche.

Enfin, par un point arbitraire, on peut mener un certain nomhbre
de plans langents en deux points a la courbe : ¥ représentera
lear nombre.

23. Commencons par rappeler les formules de Pliicker rela-
tives aux courbes planes. En représentant par v l'ordre d’une
courbe, par v sa classe, par ¢ le nombre de ses points doubles,
% de ses points de rchroussement, = de ses tangentes doubles,
¢ de ses points d’inflexion, on a les deux équations

; o
v= p(p—1)—206—3x,

i=3p(r—2)—68—8x%,
auxquelles il faut joindre les deux suivantes

M= ‘J(‘.‘—I)—‘.’.T"SII:,

= By (Y

2)—067t— 8¢,

Ces formules se réduisent dailleurs & ¢rods, car les deux pre-
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mieres et les deux derniéres conduisent a la méme relation |

h— 3 =S
9%. Ceci posé, considérons la surface développable, formée par

|

|

5

bl

i les tangentes a la courbe C, et son intersection avec un plan quel- .
; conque P. Cette intersection T est une courbe d’ordre r; sa classe
i est évidemment égale & 7. Un point double de I' correspond & deux
i tangentes de G se coupant sur le plan P; T’ aura donc 2 points
| doubles.

D’autre part, le nombre des tangentes doubles de cette courbe
est égal & g, puisque une tangente double doit provenir de l'inter-
section de deux plans osculateurs de la courbe située dans P.
“nfin la courbe T poss¢de m points de rebroussement qui sont les
intersections de G avec le plan P, et elle a o points d’inflexion.

i Nous aurons done

n= r(r—1)—oax—3m, r= n(n—1) —28—31

o=3r(r—2)—6x—38m, m=3n(n—2)—6g—8x, :(

el ces équations sc réduisent A trois relations distinctes.

Un autre systeme d’équations est fourni par la considération du
I cone ayant pour sommel un point arbitraire el passant par la #
courbe. Considérons une section plane quelconque Zde ce cone. Son
degré sera égal a m; sa classe sera (—"gulc au nombre des plans tan- i
genls qu’on peul mener a la courbe C par une droite arbitraire, et
sera par conséquent égal cu nombre des tangentes de G rencon-
trant cette droite, ¢'est-a-dire 7. Les points doubles de T corres-
pondrontl aux droites doubles du cone, et par suite aux sécanles
doubles de C; leur nombre est /. Le nombre des tangentes doubles
sera y, d’aprés la définition méme de . Les points de rebrousse-
ment de ¥ proviendront des points stationnaires = leur nombre
sera 3. Enfin les points d’inflexion correspondent aux n plans os-
culateurs menés par le sommet A la courbe C. On a par suite les

formules
i r—= m(m—1)—2h—30, m= r(r—i)—ay-—3n, i
il n=3m(m—2)—6h—80, pi=8r(r—2)— 6y —8n;

| et nous avons la seulement trois relations distinctes.
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in résumé, nous avons siz relations entre les neuf (uantités

i e e e S o
Six d’entre elles peuvent étre déterminées en fonction des trois
aulres,

25. Cherchons ce que nous donneront les formules précédentes
pour une cubique gauche.

On sait qu'on appelle ainsi I'intersection incompléte de deux
surfaces S et S’ du second degré ayant une génératrice commune D,

Soit A un point quelconque de Pespace; considérons la surface
du second degré, représentée par 'équation

S+ AS'=o,

passant en A. En ce point on peut mener sur la surface deux gé-
nératrices rectilignes; la génératrice de méme systéme que D ren-
contrera la cubique en deux points.

Ce sera donc une sécante double de la cubique, passant par A,
et ce sera évidemment la seule, car toute autre sécante double ayant
trois points communs avec la surface S - 28— o doit coincider
avee la génératrice considérée. On aura donc /i — 1.

D’autre part o est nécessairement nul, car un plan osculateur ne
peut rencontrer la cubique gauche en quatre points.

A_}’Eul[

7l — —_
= ok =i & =0

nous pouvons trouver les six autres nombres. On obtient ainsi

=G = T

AL
=y i )

La solution {3 = o était évidente @ priori, une cubique ne pou-
vant avoir de point stationnaire. La développable formée par les
tangentes d une cubique gauche est du quatriéme degré (=)
el enfin par un point quelconque de Pespace on peut mener trois
plans osculateurs & une cubique gauche (=15

Au sujet des plans osculateurs menés par un point A, Chasles a
établi une proposition élégante, dont la démonstration se rattache
d’ailleurs aux considérations précédentes. En prenant le point A
comme point de vue, projetons la cubique gauche sur un plan

P.— 1. 23
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quelconque. Celle perspective sera une courbe du troisitme degré
avec un point double; les projections des points de contact ehdes
plans osculateurs menés de A & la cubique seront les points d’in-
flexion de cette courbe plane. Or celle-ci, ayant un point double,
a trois points d’inflexion situés en ligne droite. Nous avons donc

le théoréme suivant :

Les trois points de contact des plans osculatewrs menés d un
point arbitraire A & une cubique gauche sont dans un plan

passant par le point A.

96. Nous avons considéré (Chap. Xl, § 20) les courbes dont
les tangentes appartiennent a un complexe linéaire. En désignant

par
AL -~ BM - CN + DX+ EY + FZ =0

I'équation du complexe, les courbes dont les tangentes appartien-

nent au complexe doivent vérifier la relation

| A(yds—zdy)+ B(sdz— zds)
(%) ( + C(zdy —yde)+Ddr+E dy +F dzs = o.
Leurs plans osculateurs possédent une propriété remarquable.
M. Appell a en effet montré que le plan osculateur en chaque
point d’une telle courbe est le plan correspondant au point dans le
complexe (). Ce théoréme peut s'établir de la maniére suivante.

Le plan correspondant au point (z, y, =) dans le complexe est

(X —z)(Bz— Cy + D) (Y — )Gz — Az EE)
-+ (Z —z)(Ay— Bz -+ E)i=0:

Ce plan coincidera avec le plan osculateur si ’on ales relations

Bs—Cy—+D Cx—Az+E Ay—Bz+F

i Aoy s P —drvdis ﬂ(@,j"(.(}, e

(*) P. AeprLy, Sur les cubiques gauches et le mouvement helicoidal d’un
corps solide (Annales de UEcole Normale supérieure, 1876).
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Or, en différentiant I'équation (@), on a

(8) 5 A(ydis—sdiy)+B(sdia — o dis)

(

U { +C(xdiy —y dPz) +~Ddie ~ Ed?y + Fd?z =
Mais ces équations () et (3) peuvent s’écrire

0o dz (Bz—Cy+D)+dy (Cx#—Az+E)+ds (Ay—Ba+F)=

10
) d2z(B:—Cy +D)+dy(Cz —As+E)+ d25(Ay — B + H)i=

d’ott résultent de suite les relations cherchées.

De ce théoréme on peut déduire une propriété des plans oscu-
lateurs menés par un point aux courbes dont les langentes appar-
tiennent a un complexe linéaire. Soit C une telle courbe et A un
point quelconque de I'espace. Je considére un plan osculateur de
la courbe passant en A; M étant le point de contact de ce plan, la
droite MA appartiendra au complexe puisque M est le foyer du
plan osculateur. Cette droite sera done dans le plan correspondant
an point A dans le complexe. Par suite les points de contact M
des plans osculateurs menés par A a la courbe sont dans un méme
plan passant par A. Réciproquement d’ailleurs, si M désigne un
point de rencontre du plan polaire de A avec la courbe C, le plan
polaire du point M passe par MA, qui appartient alors au complexe;
il est d’autre part le plan osculateur a G en M : par conséquent, le
plan osculateur en ce point passe par A. Ainsi par le point A on
peut mener a la courbe autant de plans osculateurs quil y a de
points de rencontre, avec la courbe, du plan polaire de A dans le
complexe. En particulier, si la courbe gauche est algébrique, son
ordre sera égal a sa classe, et tous les points de contact des
plans osculateurs passant par A seront dans un plan conte-
nant ce point. Le théoréme de Chasles relatil aux cubiques
gauches (§ 24) estun cas particulier de cette proposition générale :
nous avons vu en effet (Chap. XI, § 20) que les tangentes d’une
cubique gauche appartiennent & un complexe linéaire.

27. Cherchons, sur une courbe gauche dont les tangentes appar-
tiennent a un complexe linéaire, les points ou le plan osculateur

0,

0,

0,
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est stationnaire. 11 faut calculer le déterminant

dz. dy dz ‘

d*x dy d?s |.

s id3y d33 |

——— e

A ceteflet, joignons aux équations (10) 'équation oblenue en dif-

férentiant la seconde de ces équations; ce sera

B (R A4 Bz—Cy+ D)+ dy(Cx—As+ E)
(o + dz(Ay—Ba+F)=Axz+Bf+Cry,

en pOSEll] L
‘

a=d2y ds — d*s dy, =dzar—drads, y=d'@ dy — d2y dz.

Les équations (10) et I’équation (11) donneunt

(Aa+By+Cy)a

Bs—Cy+D=—

bl

b
(;\,-._;\;_,_]ﬂ:;,('\1.“'.”53""07}_43,
Az —+ BB+ CGy)j
,.\J' — Bz +F =— (Lt_l_f—f)_(

0

En multipliant ces équations par A, B, C et ajoutant, nous

avons
(AD+ BE + CF)6 =— (Az+ B +Cy)2

La constante AD -~ BE + CF n’étant pas nulle (Chap. XI, §19),
on voit qu’alors I’équation 5 — o se met sous la forme d'une équa-
tion qui est un carré parfait

[A(d2y ds — d>zdy)+ B(d*sde — d?z dz)
+ C(d2zdy — dz d?y)]*> = o.

IL est facile d’aller plus loin. On a en effet (§ 26)

dy d*s —dsd*y = A\(Bzs —Cy + D),
dzd?x —ded?s = A(Cz —Az+E),

dax &y — dy d*x = M(Ay — Bz + F);
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ct, par suile, en substituant dans Iéquation précédente, )= o
pour les points ou le plan osculateur est stationnaire. On aura

donc pour ces points
d2y e d*z

e

Ainsi, dans les courbes que nous venons d’étudier, les points
ot le plan osculateur est stationnaire sont en méme temps des
points od la tangente a avec la courbe un contact du second ordre.

28. Nous allons considérer, pour terminer, les courbes wunicur-
sales les plus générales dont les tangentes appartiennent a4 un
complexe linéaire. On suppose que 'axe des z soit 'axe du com-

plexe; I'équation () a laquelle satisfont z, y; 5 se réduit a
wdy —yde =kdz.

Les axes étant ainsi choisis, soient

P Q 08
SRR IS ey

les équations de la courbe, P, Q, R, S désignant des polynbmes
de degré m en a. On a
PQ'— P'Q

wdy—pdr— ——

e o,

SiR=(2—a)(a—a)...(¢ —ay), en décomposant la frac-
tion rationnelle en fractions simples, nous avons

PQ'—P'Q it K, L 14

R2 :(i—ﬁl)ﬂ_ﬁ(ﬂ_“l) ‘m(“‘“m)g (l_auz).

Les coefficients K, ..., L, doivent étre nuls, pour que z soit
fonetion rationnelle de «. Or on peut écrire cette identité de la
manicre suivante

PQ'— P'Q

R G K-+ Kj(e—o)=+....
<3€ =0 )

En différentiant, et faisant ensuite & — o, il ne restera dans le
second membre que K.
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On trouve ainsi, puisque K, doit éwre nul,
(PQ"—P'Q)R'4 (P'Q — PQ)R’=0, pour &=

De méme, cette relation doit étre vérifide pour o = da, + .+, %m.

D’autre part, les points d’inflexion de la courbe unicursale re-
présentée par les équations

P Q

P T W

sont données par P’équation du degré 3 (m — 2)
R(P'Q"— P'Q')+ R(P'Q — PQ") - R"(PQ'— P'Q) =o.

D’aprés ce qui précede, cette équation admet pour racines
Gy, Gy -« sy One PAr conséquent, la projection de la courbe sur le
plan des zy a m points d’inflexion a l'infini.

Nous avons dit plus haut qu'une courbe dont les tangentes ap-
partiennent & un complexe linéaire posséde un certain nombre de i
points ott le contact de la tangente avec la courbe est du second

ordre. Cherchons ces points : des relations

& d‘}/ = der =k (l.’:,
rdiy—ydiv=rkds,

on conclut

drdiz —dsd2z  dy dz—dxdiy ds 2y — d?z dy
x —k ; ¥ 2

donc 1'équation
de d?y — dy d*z =0

entrainera

dx d*s — ds d*x = o, dz d*y — d?z dy = o,

le point (z, y, =) étant a distance finie. Les points d'inflexion a
distance finie de la courbe plane

P S20)

seront donc les projections des points cherchés de la courbe
gauche. Or une courbe unicursale d’ordre m) possede 3(m — 2)

( N p AUV

WA

)

SCDLYON 1




THEORIE DU CONTACT. — COURBURE. 359

points d’inflexion; nous devons retrancher de ce nombre les
m points d'inflexion & I'infini, et nous avons le théoréme suivant (*):

La courbe gauche unicursale d’ordre m, la plus générale,
dont les tangentes appartiennent « un complexe linéaire,
posséde 2(m — 3) potnts ow la tangente a avec elle un contact
du second ordre.

(1) Application de la theorie des complexes linéaires a U’étude des surfaces
et des courbes gauches ( Annales de ’Ecole Normale, 1877).
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CHAPITRE XIII.

COURBURE ET TORSION DES COURBES GAUCHES.
FORMULES FONDAMENTALES.

I. — Courbure et torsion des courbes gauches.
Centre de courbure.

1. Considérons une courbe gauche sur laquelle est fixé un sens
pour les arcs croissants et menons dans ce sens les tangentes en
deux points voisins M et M. L’angle ¢ de ces deux directions s’ap-
pelle la courbure de {’arc MM'; le rapport i représente la cour-
bure moyenne de cet arc, et la limite de ce rapport, quand M’ tend
vers M, la courbure de la courbe au point M. L'inverse de ce rap-
port, qui est une ligne, est dit le rayon de courbure de la courbe
au point M.

Nous allons chercher ’expression du rayon de courbure. Au

lieu de la limite de A_:’ nous pouvons considérer évidemment la
i sine . . ,
limite de —— Les cosinus directeurs des deux tangentes étant res-

pectivement o, 8, v et « + A«, 3 + AB, v+ Ay, nous avons

(]
sin?z = (o AR — B Aa)2+ (ganghag)mr (v Az —a Ay)2.

Divisons les deux membres par As? et faisons tendre le point M’
vers le point M; il vient

— — lim

I sin?e  (adB —QBda)2+ (Bdv— vydB)2+(yda—ady)?
K2 A2

ds?
_ doe? dB2+ dy?

oy R e i) (N
ds?
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en désignant par R le rayon de courbure. Dans toute cette théorie
des courbes gauches, la ligne R représentera une ligne essentielle-
ment positive.

Il est utile de donner I'expression de R en fonction de SR s
En posant

A=dyd’s —dzd?y, B=dsd’w—dzdis, C=dz 2y —dy d*z,

lr

AL . . ol dy dz :
on déduit des équations « — —, B = —=, v— —— les relations
ds Gl s

A
Bidy — vdf— ==

} f IS “/53’
B
Ydo —ady = ==

: ' ds?’
C

adf—Bda = ——%"
: b ds?

On auara done
L AP

R2 clsb

Remarquons que, si I'on prend I'arc s comme variable indépen-
dante, le rayon de courbure est donné par la formule trés simple

ST 'f[ijj 2' dz.}/ 2 d2z\2
= () +(3r) @)

qui résulte immédiatement de la premiére expression Lrouvée
T
pour -

2. Nous avons déji vu (Chap. XII, §18) que la caracléristique
du plan normal était perpendiculaire au plan ovsculateur. Cette
droite a é1é appelée la droite polaire, qui correspond au point M
considéré sur la courbe. On désigne sous le nom de normale
principale la normale & la courbe située dans le plan osculateur.
La normale principale et la droite polaire sont perpendiculaires
I'une a l'autre; en désignant par O leur point de rencontre, qui
est le centre du cercle osculateur a la courbe, cherchons la di-
stance MO. L'équation du plan normal au point M(z, y, %) étant

) (X—@)a+ (Y—y)B+(Z—z)y=o,
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il faut, pour avoir sa caracléristique, adjoindre & cette équaltion
la suivante,

(Q) (X —z)da+(Y—y)df +(Z —3)dy —ds =o. ' :T
Les deux plans (P) et (Q) sont perpendiculaires 'un & lautre,
puisque o do + B df +y dy —10% Pour évaluer la distance MO, il

suffira donc de calculer la distance du point M au plan (Q). On a
done

MO = 2

[l en résulte que la distance MO est égale aurayonde courbure R.
Nous pouvons donc dire que le rayon de courbure est égal au
rayon du cercle osculateur. Le poinl O, centre du cercle oscula-
teur, est dit le centre de courbure de la courbe en M.

Désignons par «, £, y' les cosinus directeurs de la direction MO,
allant du point M au centre de courbure : ce seront les cosinus di-

recteurs d'une direction déterminée sur la normale principale. Le
plan Q étant perpendiculaire au plan P est perpendiculaire a la

normale principale, et I'on a, par suite,

dz  df dy
R

D’autre part, les coordonnées du point O étant x + Re/, y + RE,
5+ Ry, et ce point étant dans le plan Q, on a

R(o do+ B di +y'dy)= ds.

i ds :
La valeur commune des rapports précédents est done T2 puisque

/2 B2+ y"2= 1. Nous obtenons ainsi les formules tres tmpor-

tantes
da & dg _ § Y _ T
g R

et Ry i

3. Un plan quelconque passant par la tangente en M, sauf le
plan osculateur, laisse du méme ¢61é la courbe dans le voisinage de
ce point. Il est intéressant de remarquer que la direction MO sera,

par rapport a ce plan, du méme cbté que la courbe. 1l suffira de le
vérifier dans un cas particulier. Prenons, par exemple, le plan

(X — @)el -+ (Y —)B + (B —2)y' =0
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perpendiculaire 4 la normale principale. En substituant les coor-
données du point O dans le premier membre de I'équation de ce
plan, le résultat de la substitution, R, est positif. D’autre part, en
prenant I'arc s comme variable indépendante, les coordonnées X,
Y, Z d’un point de la courbe voisin de M sont données par les dé-
veloppements

dzr i (ke

K=l s vt iy As? .
= ds 5 1.2 ds?

et les formules analogues pour Y et Z. En substituant dans le pre-
mier membre de 'équation du plan précédent, on a de suite, en

d2x 3
remplacant o' par R —=, et pareillement pour 3 et o'
s ds? I i 12

1 T

Sd N RO
Y B R

Le résultat de la substitution est donc aussi positif, ce qui justifie
la remarque que nous avons énonceée.

4. Aprés avoir considéré I'angle des tangentes en deux points
voisins, il est naturel d’étudier I'angle de deux plans osculateurs;

on arrive ainsi a la notion de seconde courbure ou torsion.
Menons les plans osculateurs en deux points M et M’ d’'une
courbe gauche, et les normales & ces plans. Ces normales font un
angle ©; le rapport A— est la torsion moyenne de 'arc MM — As,
7 ]
et la torsion au point M est la limite de ce rapport quand M’ tend
vers M. A
Pour évaluer cette limite, nous désignerons par ', 3", y" les
cosinus directeurs de I'une des deux directions sur la normale au
plan osculateur. Le calcul & faire est 1dentique a celul qui nous a
donné, pour le rayon de courbure, la formule
I da?+ df? -+ dy?
R ds?
0 I S .
Désignons par T la limite cherchée; on appellera T le rayon de
torsion au point M. Il vient
do + df" + dy"™

T2 ds?
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Sil'on veut avoir T en fonction des coordonnées du point M, il
vaul mieux partir des deux normales au plan osculateur

1

pB s
AT B G
el
ax Vv =

ARG BN e GG
Soil ¢ I'angle infiniment petit de ces deux droites; on a

(AAB — BAA?+ (BAC — CAB)2+ (CAA — A AC)?

(A2 B2+ G2)[(A+ AA 2+ (B + AB 2+ (G + AC)?]

el, par suite,

1 _ (AdB—BdA)2+ (BdC— GdB) -+ (GdA — A dC)
Tl ds® (A2 B2 C2)2

Or A, B, C vérifient les deux équations

Adr +~Bdy ~Cds =o

]

Adx +Bdry + Cd*zs=o0. *

On peut substituer a la seconde de ces deux équations la sui-
vante
dA dx + dB dy + dC dz = o;
on en conclut

dz e i dz
BiAC e GaBL CA A A= AA

yoaer 1
Soil 5 la valeur commune de ces rapports; nous aurons
4
; 5
: 3
() Res D) 0

Pour calculer 3, prenons, par exemple, I'égalité
8dzs= A dB — BdA.

in remplagant A et B par dy d*s — dzd?y et dad*x — dzx d*s,
on a de suite
‘ de dy ds

-~
6 =

iz diy o diz

diy diy ddz
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F . . I ’
Nous avons donc I'expression de la torsion T donnée par la for-

mule (1).

Dans une courbe plane, la torsion est nulle en chaque point, et
i B i S e
Inversement, si 5 = o, il faudra que 8 =o, cest-i-dire que la

cou l‘I)C sera phm €.

II. — Formules de Frenet. — Quelques applications.
5. Nous avons trouvé précédemment les formules

o a' dp B o~ ~!
= — —

i e e @h T
A ce systéme de formules, nous allons en adjoindre deux autres
qui sont fondamentaux dans la théorie des courbes gauches.
Des formules précédentes, il résulte que

(2) dx 1 dp dy

Or considérons la courbe gauche T a laquelle restent tangentles
les droites polaires, c’est-a-dire 'aréte de rebroussement de la dé-
veloppable enveloppe des plans normaux. Le plan osculateur & la
courbe T' est le plan normal de la courbe initiale; on peut donc
prendre comme cosinus directeurs de la normale au plan oscu-
lateur de T les cosinus «, B, v; d’ailleurs, la droite polaire étant la
tangente de I, en appliquant a cette courbe les relations (2), nous
avons

Or, en se reportant a la formule

1 do'?+ dB"? + dy"
D o T P 3
T2 52

g N Gls i
on voit que la valeur commune de ces rapports est == T Mais T
est une longueur qui n’a été définie jusqu’ici que par son carré ;

donnons-lui un signe tel que I'on doive prendre le signe plus dans
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I’expression précédente. On pourra alors éerire

e TR e

R P i iE

Quand on aura sur la normale au plan osculateur, souvent appelée
la binormale, choisi une direction déterminée, le signe de T s’en-
suivra. Ainsi, tandis que le rayon de courbure R dans nos for-
mules est une quantité essentiellement positive, le rayon de tor-
sion T a un signe variable : ce signe varie avec la direction que
I'on veut considérer sur la binormale. Pour bien fixer les idées, 1l
est simple de convenir que I'on prend, sur la binormale, la direc-
tion MB, telle que le tri¢dre (MTNB), MT désignant la tangente
¢t MN la normale principale (sur ces deux droites, nous avons des
directions parfaitement déterminées), soit de méme sens de rola-
tion que le triedre des coordonnées, ce qui revient a dire que

n i
\ o 2 Y:
oo ey
| L 1
(s e ey
[ Rt

6. Au second systéme de formules, que nous venons de trouver,
adjoignons-en un troisieme. Je partirai, & cet effet, de la relation
nr

o do' + B'dB'+y' dy' = o,

que l'on peut écrire

BgT dif | =o;
oy

on aura donc
da’ = ha + pa’,

3 @an

dff= AR+ pf

dy' = M =+
)% et p ont des valevurs tres simples, qui se calculent de suite :
différentions, en effet, l'identité

{ AR ey —
Chelim e ) 7 (7 =0,

on a
ds

T (0 g Ot e
{Y.(ll i) ‘u—.——i’d‘ ﬁ-—ﬁj

SCD LYON 1




COURBURE ET TORSION DES COURBES GAUCHES. 367

et, par suite,

En partant de Pidentité

araﬂr+ E-)" Sn_’l_ T’T”: 0,

on trouve de méme

et nous avons, p'(ll‘ Sl.lil.C, les formules

o e dB e i i Y 0
il e R T g e e R

auxquelles nous voulions parvenir.

En résumé, nous avons le systéme des neuf formules, dues a

Frenet, et qui sont fort importantes dans la théorie des courbes
) | I

gauches. Elles permettent d’exprimer les différentielles des neuf
cosinus en fonction des cosinus eux-mémes, de la courbure et de
la torsion. Jécris de mouveau la premiére formule de chaque
TOUPE
g ] r o

d o do’ o o da" o

]

i G A T e T AT

bl

les autres s’en déduisant en remplacant les o respectivement par
les B et les v.

7. Faisons de ces formules quelques applications. Cherchons
d’abord une expression du rayon de la sphére osculatrice au point
M. 1l faut, pour avoir les coordonnées du centre X, Y. 7 du centre

b l ) 3
de la sphere osculatrice, adjoindre & I'équation
(X—a2)a+-(Y—p)f+(Z—5)y=0
les résultats obtenus en la différentiant deux fois. Une premiére
différentiation donne, en faisant usage des formules de Frenet,

(X—2)a'+ (Y =)'+ (Z—32)y'=R
et, en différentiant une seconde fois,

(X—a2)a" + (Y —p)B' +(Z—5)y'=—T—-
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Nous aurons de suite le rayon p de la sphére osculatrice, en
faisant la somme des carrés de ces trois équations,
3 ; y ! dR\ 2
ot = (X — a2+ (Y—yr+(Z—ap =R+ Te( ) :

ds

\

Arrétons-nous un moment sur un cas particulier intéressant.
Supposons que la courbe proposée ait son rayon de courbure R
constant. On a, dans ce cas,

‘ e R
0 :

Le centre de la sphére osculatrice est alors au centre de cour-
bure O de la courbe. Le lieu de ee point est une courbe T' tan-
gente en chaque point a la droite polaire. Le plan osculateur en O
a T sera le plan normal & la courbe proposce en M ; d’autre part,
le plan normal en O a T sera le plan osculateur a C en M. Il en
résulte que la droite polaire correspondant au point O de la
courbe T sera la tangente en M a C. 1l y a donc réciprocité entre
les courbes C et T : elles ont méme rayon de courbure aux points
correspondants, et la tangente de 'une est la droite polaire de f

I'autre.

8. Comme seconde application, demandons-nous, avec M. Ber-
trand, si les normales principales d’une courbe G peuvent étre
les normales principales d’une autre courbe. Soit M un point
quelconque de C et MN la normale principale en ce point. Soit M,
un point situé sur MN : le lieu des points M, forme une courbe C,.
Peut-on choisir MM, = «, de telle sorte que MN soit la normale
principale de la courbe C,? Les coordonnées (zy, 1, 5,) de M,
sont

Ty =z -+aw, yi=y+af, 3 =3-+ayf:

@ sera nécessairement constant, car on devra avoir

o doy - Bl dy,++ day = o,

qui conduit
@il = (o

Nous aurons

dr) =dz+ adi = |:cc (r - %\) - %u”] ds.

En désignant donc par o, 3y, 1, les cosinus directeurs de la
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tangente en M, 4 la courbe C;, on doit avoir

“’«l =
5 s e a@ g
Lo [(o—2)— 2¢],

A étant un facteur de proportionnalité.

D’aprés 'hypothése faite, da,, d 3y, dvyy, quisont proportionnels
aux cosinus directeurs de la normale principale de C,, doivent
R I
(2 T )

étre proportionnels i o, c’est-a-dire que

(el = (0 dfy = pff, o=

in remplacant o, §,, 71 par leurs valeurs, il vient

2 a @
70N [J’.(I——- I{,) — o J

SHEE

el deux aulres

les 3

a o : g iy iy e AN
T T]J.& () ({'(—ﬁ) a ([(T>S pe' = o

équations analogues, ou les o sont remplacés par
et les v. Nous avons done trois équations de la forme

Lo+ Mo+ Na" = o,
LB+ M+ NB'= o,

L 1~ M ‘i" + N .l,” ==l
ce qui entraine nécessairement L—=M =N = o; par suite, en
laissant de c61é 'équation contenant .,

y \

a - I
dl(l — H) —ak ([(E) =

i%c[?.ﬁald(%) = 0.

Donc
SN £
o i
Dhss o "(_u) e (TZ
G AT i
PR T
D42 1 14
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et, en intégrant,
. @)
(4) -—|og( —{) tlog Gi=

( étant une constante. On a enfin

; : N BRI S
Il y a par suite une relation linéaire entre R el cest-a-dire

entre la courbure et la torsion. Réciproquement, si cette relation
est vérifiée, en portant sur chaque nor ‘male principale une lon-
gueur ¢, On aura une courbe ayant mémes normales prmc]pales
que la proposée. On peut, en effet, trouver alors des valeurs de

et de p. satisfaisanl aux trois équations

L =y, Mi=0" INE—07

et, par conséquent, do, df, dy, sont proportionnels a o5 Bl
ce ui montre que les deux courbes ont mémes normales princi-
pales.

La valeur de A est complétement déterminée par la condition

Les équations (3) donnent alors

A= il e

@ e

\ k 1{) Sl

Cherchons I'angle V des deux tangentes aux courbes C et G, ;

e |

son cosinus sera donné par la formule

cosV = axy -+ BBy — 11 = A (1

Langle V est done constant. On peut encore dire que les
plans osculateurs aux deux courbes aux points correspondants
font un .fmg‘lc constant.

Dans le calcul général qui précéde, on a supposé que I'on n’avail

. - Y
conslamment ni a — R, ni F = O Le second cas donnant une
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courbe plane est sans intérél; il n’en est pas de méme du premier.
Les courbes, dont le rayon de courbure est constant, satisfont a la
question proposée : ¢’est ce que montre le calcul précédent, puisque
les trois équations en A et i se réduisent & deux. Nous avons con-
sidéré ces courbes (§ 7); elles rentrent dans le cas général pour
T

(= o : Iangle V est alors égal a = .
. 8 5

III. — Développées des courbes gauches. — Hélices.
Courbes sphériques.

9. Pour ¢tendre aux courbes gauches la théorie des développées,
proposons-nous de chercher si 'on peut grouper les normales
d’une courbe gauche de maniére qu’elles soient tangentes a une
méme courbe.

Soit M un point quelconque d’une courbe C; nous désignons
par MN la normale principale, et par MN’ une normale engendrant
une surface développable. Soit I le point ol cette derniére droite
touche son enveloppe. Désignons par @ et b les coordonnées du
point I dans le plan normal, rapportées a la normale principale et
a la binormale. Les coordonnées de M étant z, y, = et celles de 1
Ly, Vi, 3, O aura

Ty=x +ad+ ba’,
o

Jfl =) = .6’—7— b P

3= &t ay'-t oy,

Serivons que duxy, dyy, dz, sont proportionnels aux différences
Zy— Z, ¥y — ¥, 5 — 5 :on exprimera ainsi que la courbe lieu du
point I est tangente a MIL. Il vient

@ Ct”

cds - o' da-+a'db-+a (— T T) ds +— bo

ds

T = hMaa +ba")

ou, en ordonnant,

1(!3(1— %) +x'(da-:— b—'h- —a)\) —a—ac”(rlb = a_;lc —b)\) —o0

et deux équations analogues en remplacant les o par les 3 et les v.
De ces trois équations on conclut nécessairement que les coeffi-
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cients de o, 2/, " sont nuls. On a donc

et s g
[
e b ds 2
(5) { da —+— T aN=0"
e

T

La premiére ¢quation a — R montre que le point lest sttué sur
la drotte polaire. En éliminant A entre les deux derniéres équa-
Lions, nous avons

Ts
bda — adb-— (a?-+ b2) [Ts =y

que I'on peut écrive

adb—bda ds

ST TR U
Soit
“dds
2 rl“ eF
< étant une fonction du paramétre dont dépend la position du

yoint M sur la courbe: 'équation précédente donne, en intégrant
| ) | I ) g )
b= atang(z + CG),

C étant une constante arbitraire. En prenant donc

xy=2 -+ Ra'+ Ra’ tang(t + G)

et les deux équations analogues, on obtient une développée de la
courbe gauche, c’est-a-dive une courbe dont les tangentes sont
normales & la courbe gauche. Il y a une infinité de développées,
puisqu'il figure dans la formale une constante arbitraire C. Toules
ces développées sont situées sur la surface polaire.
' Il est aisé de voir qu'un arc de développée s’exprime, comme
dans le cas des courbes planes, par la différence de deux lignes
droites. On a, en effet,

ds3 = dzx} -+ dy?+dsi= R[(ad + ba")2+...] = A2 (a2 + b2).

13 A ds 3 ? R
Pour calculer A, éliminons T entre les deux équations (5); il
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(8%}
~
@

vienl
ada—+bdb—=))(a2- -{)'1)-
done

., (ada-bdb)?
dsi = —— =
a2 b2

Ol encore

vda + b d ———
({Slz g_,_f.r )J—{) = (Z(\/H"".’ /)2).

e

Va:+ b2

Mais MI — \-"a‘i-’:—qb.g. Done si MI varie dans le méme sens gquand
on passe de I a 1’ 'arc I de la développée sera égale & la diffé-
rence M'lI' — MI. C’est le méme théoréme que pour les courbes
planes.

10. Les normales principales d’une courbe gauche peuvent-elles
former une surface développable? Il faudrait pour cela

bi—"0,
c'est-i-dire
T+ C=o,
el par suite

0 : ds
W™ =0, puisque =

La torsion de la courbe étant constamment nulle, la courbe se-
rait plane.

Ce résultat peut d’ailleurs s’établic immédiatement sans calcul.
En effet, si MN était génératrice d’une surface développable, le plan
tangent en M a cette surface serait le plan MNT, MT étant la tan-
gente. Cette développable serait donc I'enveloppe du plan oscula-
teur & la courbe en M; la caractéristique du plan osculateur se-
rait alors la normale principale : résultat inadmissible, puisque
nous ayons vu que cette caractéristique est la tangente MT.

Une courbe plane a, comme toute courbe, une infinité de déve-
loppées. Pour une courbe plane, = se réduisant 4 une constante,
I'angle, formé parla normale principale MN et la normale MN' en-
gendrant une développable, sera constant. Les développées d'une
courbe plane seront donc des courbes dont les tangentes font un
angle constant avec le plan de la courbe, ou encore seront des
courbes dont les tangentes font un angle constant avec une direc-
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tion fixe. On donne le nom d'%élices aux courbes jouissant de
cette propriété : nous allons les étudier avec quelques détails.

11. Prenons donc une courbe C dont la tangente fasse, avec une
direction fixe que nous prendrons comme axe des z, un angle
constant, dont y représentera le cosinus. On a

dsz
s

=Y,

(lﬂn('.
e e— "{S,
en supposant, comme il est possible, que z = o pour s = o.
En exprimant les coordonnées z, y, = en fonction de l'are s,

nous aurons

z = f(s),
ol
T

et puisque
dz?+ dy? -+ dz? = ds?,

on aura
O
Considérons le cylindre paralléle a O z et passant par la courbe C.
Soit C, sa section droite : I'arc s, de cette section droite sera
donné par la formule

ds? = da? - dy? = [ f'2(s) + 9'2(s)] ds* = (1— 1*) ds?:

donc, en comptant s, & partir du point ot I'hélice rencontre le

plan des zy,

S1=2S8 \/17'——]’_".
Les cosinus directeurs de la normale principale a une courbe
sont pmportionnels a.
d2xz Ay dz

ioGyuac). i) e
ds* ols? ds?

o (P RS \
Or ici —5 =0 la normale principale sera paralléle au plan
des zy, et par suite normale aw cylindre projetant la courbe
sur ce plan.

Soit M un point de C et M, sa projection sur C,. Calculons le
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rayon de courbure R de C en M, el celui R, de G, en M,,

I ((/2.7: 2 [ d?y\2
el (2
el
S ey
Rty ds3 N
Puisque s, = S\,-"_I —-—?, on a
2z . d2y Ty
sy ds?  1— 7 ds?’
donc
1 I I
R~ (= 7% RY
ou
D [-—-‘{1-

Les deux rayons de courbure sont dans un rapport constant.
in particulier, si I’hélice est circulaire, c’est-a-dire si la section
droite C, est un cercle, son rayon de courbure sera constant.

12. Considérons la binormale en un point quelconque M de
I'hélice : elle est située dans le plan tangent au cylindre en M, el,
dans ce plan, elle est perpendiculaire a la tangente MT.

Elle fait donc un' angle constant avec l'axe des z, et le cosinus

de cet angle esty/1 —7*. Or une des formules de Frenet s'écrit

- i— CcOonst,

Le rapport entre le rayon de courbure et le rayon de tor-
ston est constant dans une hélice.

M. Bertrand a montré que, réciproquement, toute courbe, pour
R

7 est constant, est une hélice. Les formules de Frenet vont

huluCHe
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nous conduire de suite a ce théoréme. Des relations

| da o' da o

T Tl S
on lire
G e e
N AR e L

I k désignant, par hypothése, une constante.
1] Done
i = ka - C.

B k-

.r'f Sk /'.Ai' A J"-’,
C, C et €7 étant trois constantes. Celles-ci ne peuvent étrenulles
a la fois, car, des équations précédentes, on conclut

I (ol WA oL LR S

Multiplions les trois équations par da, dB, dvy et ajoutons : il
vient
C da -+ G df + C" dy = o,

et enfin
i Ca-—+ C'8 + Gy = const.

Ceci montre que la tangente 4 la courbe fait un angle constant

avec la direction qui a pour cosinus directeurs

C 1 (B4
& L4

e i | e St ) e
VCTEm GG TS G G S (I F e G

La courbe est donc une hélice ().

13. Nous terminerons ce Chapitre, en considérant les courbes
tracées sur une sphére. On peut introduire dans I'étude de eces
i courbes une notion importante, susceptible d’ailleurs d’étre étendue

| (*) La fin du raisonnement précédent suppose essentiellement que la courbe
| soit réelle. Clest seulement dans ce cas qu'on peut étre assuré que la somme

CEaoae o

est différente de zéro. Considérons, par exemple, les courbes dont le rayon de
courbure et dont le rayon de torsion soient constants. Si C?—- G2~ "2 o, la

e
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1

4
a une surface quelconque. Prenons, sur la courbe sphérique C,
deux points M et M’ et menons les arcs de grand cercle tangents
a la courbe en ces points. Soit ¢ 'angle de ces deux arcs de grand
cercle, angle voisin de zéro si M’ est voisin de M. On donne le

nom de courbure géodésique a la himite du rapport
- (As = arcMM'),
quand M’ tend vers M. Si nous posons

e lim <
Giie A

G sera dit le rayon de courbure géodésigue de la courbe au
Iminl, M.
Nous allons done calculer lim —_:—, et 1l est clair que ¢ représente
S

Pangle des normales au plan des deux grands cercles.
Si donc oy, B3y, v, désignent les cosinus directeurs de la nor-
male au plan du grand cercle tangent en M a la courbe C, on

courbe sera une hélice circulaire. Mais placons-nous maintenant dans I’hypo-
thése G+ C"-- C" = o. Légalité

(o= ka) 4 (B"— kB)+ (v'— k1) =0
donne
1+ k= o.
4 R : ; R
On a done k =:=¢, (i = /—1); soit, par exemple, k£ = ¢. Il faudra que e
Dans la formule

Ehll G it
(I, T i K
o % ; E o e
remplacons &’ par sa valeur ia —+ C et &' par R = il vient
ds
d*a G
R Baa=tas F )
ds* T

a sera donc un polynome du second degré en s, el @ sera par conséquent un
polynéme du troisiéme degré en s. Il en est de méme pour y et z, et 'on ob-
tiendrait ainsi une cubigue gauche imaginaire, pour laquelle le rayon de cour-
bure et le rayon de torsion sont constants, leur rapport étant égal & ¢. L’exis-
tence de cette cubique gauche imaginaire, ayant courbure et torsion constantes,
a ¢té signalée par M. Lyon dans sa thése Sur les courbes a torsion constante,
1800.
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¥l aura, en raisonnant comme dans le caleul du rayon de courbure,

\_ (de )2 (dB)? + (d)?
G2 ds?

Or on a évidemment

} YR 15— Bo-—ay

oy ;
a a a

2

en se mppe[anL que x*—+ i Eise—aat

Il vient alors

T dg)2+(sda—zmdyP+ (2 dp — y da)?
| GE geh V 7

| (2424 22)(der + dB® - dy?) — (z du+ dp - zdy)?
I a?ds?

a? ds*

ou
e (dx—+ B y-++v5)2 2
R2 a? R? i

[

| R étant le rayon de courbure de G en M. Ceci posé, considérons
| la droite polaire D (fig. 18), correspondant au point M : elle

e

Fig. 18.

| 0

i o | ;
£ passe évidemment par le centre de la sphére ; soit, d’autre part,
MN la normale principale rencontrant la droite polaire en I, point
qui est le centre de courbure. Appelons enfin V I'angle DOM,

on aura

ada+By+vs
a

= sinV

el, par suite, |
1 I
G2~ a@*tang?V

e ————
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(est la formule que nous voulions obtenir pour la courbure
géodésique. On peut aussi en conclure

7@1’1 :
.'/ﬂ}é" ~R2

G =atangV = '
formule simple reliant le rayon de courbure géodésique au rayon
de courbure de la courbe.

14. Cherchons, comme application, les courbes de la spheére
dont le rayon de courbure géodésique est constant. D’aprés la
formule précédente, ceci revient a chercher les courbes de la
sphére ayant une courbure constante. Or nous avons vu que le
carré du rayon de la sphére osculatrice était donné en général

o dbe
B2 T (.d§> :

La sphére osculatrice d’une courbe tracée sur une sphére étant

par I'expression

manifestement cette sphére elle-méme, on aura, pour toute courbe
de notre sphere,
dR 2

a? = R2 -+ Ti( e ) .

Supposons que la courbe ne soit pas plane, alors T ne sera

: & R4
pas constamment infini et S étant nul, on aura

Or Ml = R : il faudra donc que toutes les normales principales
de la courbe passent par le centre. Ces normales formant une sur-
face développable, la courbe devra étre plane, résultat contradic-
toire avec I’hypothése faite. Par suite, les courbes cherchées sont
des courbes planes : ce sont nécessairement des cercles de la
sphére.

e e
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CHAPITRE XIV.

DES COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE.

I. — De la courbure des courbes tracées sur une surface.
Théoréme d’Euler et de Meusnier.

1. Nous allons étudier la courbure des lignes lracées sur une
B = 3
surface quelconque. Soit
z = f(z, %)

I’équation de cette surface. Pour toutes les valeurs de z et ¥ que
nous considérons, il sera supposé que la fonction a des dérivées
partielles du premier et du second ordre déterminées et continues.

Nous avons déja posé

0z 0z 02z 023 0%z
Ly e, S e = ey

Ly B Ty oy

0y

e
Jr

Menons la normale au point M(z, ¥, z) de la surface. Nous dé-
finirons sur cette droite géométrique une direction déterminée My,
en considérant la direction qui fait avec I'axe Oz un angle aigu;
les cosinus des angles de cette direction avec les axes seront

Vi
le radical étant pris positivement.
Ceci posé, considérons une courbe G sur la surface. En dési-

gnant toujours par «, {3, y les cosinus directeurs de la tangente a

cette courbe, on a
pa+gp—y=o,
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d’ou, en différentiant, pour un déplacement sur la courbe,
pdi--qdi—dy+adp+8dg=o,
relation qui, en se servant des premiéres formules de Frenet et
remplacant dp et dg par rdz s dy et sdx - tdy, devient

B SE =

R R

——ro?-+oasef+ 2 =o.

Ov, si i désigne Pangle que fait la normale principale MN 2 la
8 5'€ q I

courbe avec la direction My de Ja normale a la surface, on aura

3

et nous avons alors la formule fondamentale

cosl  ra?—+asafl +— £8

2

R \/1—--;-/11+ q>
2. La relation précédente donne tout ce qui est relatif a la cour-
bure des lignes tracées sur une surfice. Nous pouvons en déduire
immédiatement le théoréme de Meusnier qui raméne la recherche
de la courbure des courbes quelconques passant en un point d'une
surface a celle des sections normales passant par ce point.
Soient, en effet, deux courbes tracées sur la surface, MC et MC/
ayant méme langente en M; nous aurons
cosf cos b’
R e iR
R’ et § ayant les mémes significations pour la seconde courbe que
R et § pour la premidre.
Supposons, de plus, que les deux courbes aient méme plan os-

culateur : leurs normales principales coincideront, et I’on aura

SO = (S soit O = 0+ =«

mais ce second cas esl impossible, car R et R’ sont positifs. On a
donc 0 = 0 et, par suite R = R/

Ainsi, une courbe quelconque a en M méme rayon de courbure
que la section plane déterminée dans la surface par son plan oscu-
lateur.
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11 suffira done de considérer les sections planes passant par M.
Comparons d’abord les sections planes ayant méme tangente MT.
En particulier, soit une section plane passant, par MT et par la
normale My, section que nous appellerons section normale. Pour

celle section, on ne peul avoir que

= ou At =m:

On aura /= o si le centre de courbure de la section normale
est sur My, et 8 == s'il est sur le prolongement de My. Or on
peul loujours supposer quon se trouve dans le premier cas en
choisissant convenablement la direction positive de Paxe Oz. On
a alors

cosii ST
R R’

Cette formule exprime le théoréme de Meusnier. Elle montre
que le centre de courbure Q de la section oblique est la projec-
tion sur le plan de cetie section du centre de courbure O' de la

.S(?()H.Ofl HO."IH(T,[(Z ((_)f/!’-f.!.f' méme l(l-f![_’}‘(?.’?i(’.

3. Nous sommes donc enfin ramen¢ a I’étude de la variation du
rayon de courbure d’une section normale dont le plan tourne au-
tour de My : cette étude a été faite par Euler.

Reprenons la formule fondamentale du § 1. Puisqu’il s’agit
| 3 | 5

d’une section normale, il faut y faire § = o ou § — =. Pour n’avoir
qu'un cas & considérer, nous allons faire une convention relative
a R; jusqu’ici R a toujours désigné une quantité essentiellement
positive. Dans la suite, X va étre susceptible d’un signe : pour
une section normale, R sera positif, quand I’angle O correspondant
3 cetle section sera nul; il sera négatif quand P'angle 0 sera égal
a . En d’autres termes, R sera positif si la direction allant de M
au centre de courbure de la section coincide avec My; il sera né-
gatif si cette direction coincide avec le prolongement de My. Avec
celte convention, on aura la valeur de R en faisant, dans tous les
cas, 0§ = o dans la forme fondamentale. Celle-ci nous donne donc,

pour les sections normales,
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5 E S | G
Pour étudier la variation de R’ brenons comme origine le
Al

point M, la direction My comme axe des z; le plan tangent en M
sera alors le plan ). On a P — g — o, et la formule devient

I
— ro2iiic B zR2
m = recr-asag -+ fpA,

R

Or soit w 'angle de la tangente MT avec I'axe Mz il vient

I A o

e 7 OS2 + 2.8 COSW SINW —— £ sin2w.
On a donc seulement & discuter une forme quadratique en cosw

. :

, et sin w.

. St gy I . .
Les maxima et minima de R ont lieu pour les valeurs de o qui

annulent sa dérivée, c'est-a-dire, comme le donne un calcul facile,

équation

pour les racines de |

i tangaw =

Cette ¢quation donne pour » deux directions rectangulaires. Si
I'on prend pour axes des z et des y ces deux directions, la valeur
: de s correspondant a ces nouveaux adfes devra étre nulle, puisque

o . : i
I'équation admettra les racines w — o, =, et on aura
J 2

= ry cos2w + £, sin2w?

I
R
En désignant par Ry le rayon de courbure correspondant a la

™

section w = o et par R, le rayon de courbure de la section o — =,
2 5
1 : T s ;
1 on a m-=r et de méme e Nous avons done la relation due
| 1 2
f a Fuler
1 052w sin2w
R T b

Les deux sections normales, que nous venons de signaler, sont
dites les sections normales principales. Ce sont les sections cor-
respondant aux maximum el minimum des rayons de courbure.
R, et R, sont les rayons de courbure principauz de la surface

en M.
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4. Au point de vue de la forme de la surface dans le voisinage
de M, deux cas sont a distinguer. Soit d’abord R, et Ry de méme
signe; R a un signe invariable. La surface est alors, dans le voisi-
nage de M, d’un méme coLé de son plan tangent; les centres de
courbure des sections normales sont compris entre les deux cen-
tres de courbure O, et O, des sections principales.

1l en est tout autrement si R, et R, sont de signes contraires :

R a un signe variable. Les deux valeurs de w, correspondant a

tane /_ R
Sl Oy = | | A =1 e
g \ R,
I . ;
donnent — — o, et les deux sections normales, correspondant & ces

R
tangentes, ont en M une inflexion. La surface n’est pas tout entiere
d’un méme coté de son plan tangent dans le voisinage de M : elle
est dite alors @ courbures opposées aupoint M. Un hyperboloide
4 une nappe nous offre, en un quelconque de ses points, Pexemple
d’une telle surface.

[
= Se=
15

Un cas intermédiaire est celui ot une des quantités AT
1

rait nulle : on aurait, par exemple,

R serait de signe invariable, s’annulant seulement pour © = o.

Signalons encore le cas particulier ot R, = R; : on aura

1 I
RitE RY
Toutes les sections normales ont alors méme courbure; le point est
dit un ombilic de la surface. En un tel point, les sections prin-
cipales sont indéterminées.
Si. sans particulariser les axes des x et des y, nous revenons a
bl bl
la formule
T
— — pg2 -+ osal - 182,
R o G
les deux crandes distinctions que nous avons failes correspondent
g l
3 s2— rt < o et a s2— rt > 0. Dans cetle derniére hypothese, les

directions de tangentes, pour lesquelles la sectivn normale corres-
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pondante a une inflexion, sont données par I’équation

rri4-osxry +ty=o.

. I
Les tangentes des sections normales pour lesquelles T = O sont

appelées les tangentes principales de la surface en M. Il ne faut
pas confondre, comme on voit, les tangentes principales avec les
tangentes des sections normales principales.

Les tangentes principales peuvent étre définies d’une autre
maniére. Considérons, en effet, le développement de = suivant les
puissances de et y, d’aprés la formule de Taylor; on aura

I 9 9
8= -—(rz’t+asay+ty2)+...,
1.2
les termes non écrits étant de degrés supérieurs a deuz. Cou Yons
5 |
la surface par le plan z = o, I’équation de la section sera
I I ) |

0=rxitasay+1y2+..

i)

ce qui montre qu’elle a en M un point double, et les tangentes en
ce point double sont les tangentes principales. Ainsi les tangentes
principales & une surface en un point M sont les tangentes, en ce
point, de la section plane déterminée dans la surface par le plan
tangent en M.

Prenons, par exemple, un point d’un hyperholoide  une nappe;
les deux tangentes principales en ce point sont les deux généra-
trices rectilignes qui y passent.

5. Revenons a la formule générale

Vi g
- R

= ra?-osaf + (2,

les axes de coordonnées étant quelconques, mais, bien entendu,

. ‘ . 3 oL .
rectangulaires. Cherchons I'équation du second degré en g déter-

minant les traces des sections principales sur le plan tangent. Nous

5 Gl I
savons qu’elles correspondent au maximum et au minimum de R
: I+ p2+ g2
ou bien de L_/R'—/'
P.— 1. 25
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I3

Nous devons égaler a zéro la différenticlle de cette expression,
ce qui donne

(1) rode—+s(adf+pdx)+t3dl=o.
Or =z et B sont liées par la relation

w2 B2+ (pa—+gB)2=1 (puisque v = pa—+ g B);

en différentiant cette derniére relation, il vient

(2) ade+ Bd3+(px+qB)(pdr+gqdf)=o.

On aura donc, en éliminant dz et dB entre (1) et (2),
22[s(1-+p?) — pgrl-aB[L(1—+p?)—r(1+q2)] —B2s(1+¢%) — pgk| =o.

Telle est I'équation faisant connaitre les deux tangentes aux sec-
tions normales principales en un point (2, ¥, z) de la surface.
Cherchons, en particulier, les équations qui caractériseront un
ombilic. En un tel point, les sections normales principales sont
indéterminées; l'équation précédente doit éire identiquement
vérifiée, ce qui entraine

r S b

_l—i—j;'. Fera = ;j_l
Il y a donec deux conditions pour exprimer qu'un point est un
ombilic.

6. Cherchons maintenant 1'équation du second degré donnant
les deux rayons de courbure principanx. I élimination do et df?
entre les équations (1) et (2) nous a conduit & I’équation

a(i+p*)-Fpgp  Bl1+g*)+pga
= 2

ro—+sp sa—+ &f

que j’ai donnée plus haut sous forme enliére ; on peal encore
écrire, comme valeur commune de ces rapports, eu multipliant
les deux termes du premier rapport par o et les deux termes du

second par {3,
a2(1+ p2) +2pgap - B2(1+4g?)
?

(42

rof -+ 2saf - ¢ p?

] A v 1
Jesl-a-dirte ———————= ou
¢ ro?— asaf + tf?
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Posant done

ST
B

R

nous aurons

ro -+ s s+ tf

Ry A B 3 e
a(r1=p*)+pgp B+ g*)+pge

=
P

18 ¢ . ol 3 . . | ’
L’élimination de g entre ces deux équations conduit & I'équa-

tion cherchée
p(1+p2+g?) —p[r(1+g2) + t(1+p?) — 2pgs] +ri—s?=o,

de courbure principaux au point considéré.

> les deux rayons

Cette équation-en p aura toujours ses racines réelles; si elles
sont de méme signe, la surface est convexe dans le voisinage du
point (x, y, 5); elle est a courbures opposées, dans le cas con-
traire. Le signe de r¢ — s2 permet donc de décider de la nature de
la surface dans le voisinage d’un point.

On peut, avec I'équation précédente, exprimer qu’un point est
un ombilic : il suffira d’écrire qu’elle a une racine double. 11
semble donc, au premier abord, qu’il y ail contradiction avec le
résultat trouvé plus haut, ot nous avons trouvé deux équations,
tandis qu’ici une seule équation exprimera que les deux valeurs
de p sont égales. L'explication est facile : le discriminant de I'é-
quation en p, on le vérifiera ais¢ément, est une somme de deux
carrés, et, comme la surface est supposée réelle, il faut annuler
chacun des carrés, ce qui donne les équations précédemment

trouvees.
II. — Lignes de courbure. — Propriétés et équations génerales.

7. En étudiant les congruences de droites (Chap. XI, § 15),
nous avons déja défini incidemment les lignes de courbure d'une
surface. Les normales a une surface forment une congruence.
Soient M un point quelconque de la surface et MN la normale en ce
point; par MN passent deux surfaces développables ayant pour
génératrices des normales a la surlace. Ces deux surfaces se cou-
pent & angles droits. Nous en avons conclu que par chaque point
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M d’une surface passent deux courbes sur la surface, telles que
les normales aux divers points de ces courbes forment deux sur-
faces développables : ces deux courbes, qu'on appelle lignes de
courbure de la surface, sont a angle droit. Pour les trouver, il
faut intégrer une équation différentielle du premier ordre et du
second degré. :

Traitons la question directement. Les équations de la normale
a la surface au point (@, ¥, ) sont

X=—pZ+a+ps3,
Y=—qgZ+y+ q5s.

Cette droite engendrera une surface développable si

d{z+pz)  d(y—+q3)

dp dg
ou bien 1
de +pds dy +q ds

dp deg

et, en remplacant dz par p dz + g dy,

(1+p?)de+pgdy  pgde—+(1+q*) dy
e s sdx —+ tdy

~ : . i d . ; LRy
Cette équation du second degré en }; est 'équation différen-

d.
tielle des projections des lignes de courbure sur le plan des zy.
Nous en déduisons un théoréme trés important : la relation pré-
cédente coincide en effet avec I'équation en o et ( trouvée plus
haut, relative aux tangentes des sections normales principales. |
On en conclut que les lignes de courbure en ‘chaque point sont
tangentes aux sections normales principales.

Voici une seconde propriété fondamentale des lignes de cour-

bure. Soit C une ligne de courbure de la surface : les normales
menées 4 la surface par tous les points de cette ligne, formant une
surface développable, sont tangentes & une courbe gauche. Cher-
chons le point de contact de I’'une d’elles avec son enveloppe; les
coordonnées de ce point vérifient les équations de la normale en
M, (2, , <),

X=—pl+z—+ps,

Y=—qgZ+y-t+qgs
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et les deux équations obtenues par différentiation

—dplL +dr+pds+zdp=o,

—dgl—+dy -+ qds+ zdg=o.

Ces quatre équations sont compatibles, d’aprés la définition méme
de C, et Pon a
dr+-pds | dy+qds

dp e dq

Z*s_—_

Or dz et dy sont proportionnels aux cosinus 2 et (3 relatifs a la
tangente d’une des sections principales en M. On a done

a(1+p*)+pgB _ pga+(1+q*)p

ro--sf so 153

7 —s
4 z =

et, par conséquent, d’aprés une combinaison faite plus haut,

7 —z= :

ro? 4+ 2saf + 1

Mais R désignant le rayon de courbure principal, correspondant
R

a (o, B), le second membre est égal 8 —————; on a, par suite,
V14 pr+ q*

R
4,
Vi1 p?+ g2

ce qui montre que le point de contact considéré est au centre de

P A3

courbure principal ou, sous une autre forme, la normale en tout
point d’une surface touche les deux nappes de la surface fo-
cale de la congruence des normales aux deux centres de cour-
bure principaux relatifs a ce point.

8. L'équation différentielle des lignes de courbure est suscep -
tible de formes diverses. Des formules intéressantes, équivalentes
a cette équation différentielle, ont é1é données par Olinde Ro-
drigue. Désignons par @, b, ¢ les cosinus directeurs de la normale
en un point arbitraire d’'une surface, et soit R le rayon de cour-
bure principal correspondant a une des sections principales, les
coordonnées du centre de courbure seront

2+ Ra, y-+Rb, s+ Re.
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Pour un déplacement sur ia ligne de courbure tangente a la sec-

tion principale, on aura donc

d(z+Ra) d(y+Rd)  d(s-+Rc)

@ b ¢

ce qui exprime que le centre de courbure décrit une courbe tan-
gente 4 la normale de la surface. Ces équations peuvent s’écrire

dz+Rda dy+Rdb ds-+ Rde
ettt S i AR e St

a b G

et la valeur commune de ces rapports sera zéro, comme on le voit
b, ¢. On a done

en les multipliant respectivement par a,

dz + Rda =0,

dy + Rdb=o,
dz -+ Ride =0,

Telles sont les formules de Rodrigue. Elles reviennent a
deux, puisqu’en les multipliant respectivement par a, b, ¢ et
ajoutant on obtient une identité. Comme elles renferment R,
elles sont équivalentes & 'équation différentielle des lignes de
courbure. Leur intérét provient de leur symétrie et de ce qu’elles
font connaitre en méme temps une expression simple de R.

Sil’on veut en tirer I'équation différentielle, trouvée plus haut,
des lignes de courbure, il suffit d’¢liminer R entre les deux pre-
miéres, ce qui donne

dx db — dy da = o.
Or
g

’) = == ===

Vitpitqs I+t g2

done, en substituant,

(dpdy —dg dz)(1+p2+ q2) + (pdy — g dzw)(pdp + g dg)= o.

[’équation étant écrite sous cette forme, on peut en conclure im-
médiatement une remarque ‘intéressante. La courbe imaginaire
donnée par 'équation

I+pit-g2=o0

est une ligne de courbure, puisqu’on a pour elle p dp+ g dg = o.
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On peut donc toujours trouver sur une surface une ligne de

courbure, sans aucune intégration : ceite ligne de courbure est

d’ailleurs imaginaire. Ce résultat est di & M. Darboux (*); quiy

est arrivé de la maniére la plus simple en considérant sur la sur-

face les points ou le plan tangent est parallele 4 un plan tangent

au cone asymptote de la sphére. Le lieu de ces points forme bien

la courbe obtenue plus haut.

9. L’équation des lignes de courbure peut encore se mettre

sous la forme suivante, trés utile dans les applications. Désignons

par u, ¢, w, non plus les cosinus directeurs de la normale, mais

seulement des quantités proportionnelles a ces cosinus, et consi-

dérons une ligne de courbure.

Soient
X=z+ul,
Y =y +vl,
7 =5 +wli

les coordonnées du point ol la normale touche son

On aura
dlz+ul)  d{y-+el) d{z+wl)

(42 @ W

équations qui reviennent a

de+ldue  dy + lde  dz- ldu{
S e T w f

d’oti, en désignant par — /' la valeur de ces rapports,

de -+ Udu - ul' =0
dy +1ldv +vl' =0

da+Ildw+wl =0

et, en éliminant / et ',

dr u du
dy ¢ dv | =o.

dz w dw

enveloppe.

(') G. DARBOUX, Recherches sur les surfaces orthogonales (Annales de UEcole

Normale, 1865).
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(est, dans toute sa généralité, Véquation différentielle des
lignes de courbure. Si, par exemple, les coordonnées z, y, =
d'un point quelconque de la surface sont données en fonction de
deux paramétres « et 3, on pourra prendre pour u, ¢, w les trois
déterminants fonctionnels

)5 550) p(;:r) D('TLQ-
D(«, )’ Dia, B)’ D(x, B)’

: G . G, : df
el, en substituant, on aura I'équation différentielle en le des
i (2424

lignes de courbure de cette surface.

10. La recherche des lignes de courbure d’une surface revient,
d'aprés ce qui précede, i la détermination de Pintégrale générale
d’une équation différentielle du premier ordre; nous indiquerons
seulement, pour le moment, deux classes de surfaces dont on ol-
tient immédiatement les lignes de courbure.

Sur une surface de révolution, les lignes de courbure sont les
paralleles et les méridiens. En effet, les normales & la surface me-
nées aux différents points d'un méridien sont situdes dans un
méme plan et forment, par suite, une développable; d’autre part,
les normales en tous les points d'un paralléle forment un céne de
révolution qui est aussi une surface développable. On trouverait
facilement le méme résultat par le calcul, en prenant I’équation
de la surface sous la forme

5=/ (a2+ ),

Paxe des z étant 1’axe de la surface. On n’a qu’a substituer, dans
I'équation du paragraphe précédent,

=z f'(x2+ y2), v =ay f'(z2+ y?), w=—r;
le déterminant se réduit a 'équation
(zdw+ydy)(zdy —ydz)=o,
qui donne les paralléles et les méridiens.

Considérons, en second lieu, une surface développable. Les gé-
nératrices rectilignes de cette surface constituent un premier sys-
teme de lignes de courbure, car, le plan tangent étant le méme
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en tous les points d’une génératrice, les normales i la surface en
tous les points de celle=ci sont toutes dans un méme plan. Le se-
cond systéme est formé par les trajectoires orthogonales des géné-
ratrices, c’est-a-dire par les développantes de I'aréte de rebrousse-
ment. ]

Cherchons les rayons de courbure principaux en un point P
d’une surface développable. L'un de ces rayons est manifeste-
ment infini, puisqu’une des sections normales principales est une
ligne droite. Menons la génératrice passant par le point P et soit
M le point ot elle touche I'aréte de rebroussement. Désignons par
(@1, 91, 2¢) les coordonnées de P et par @, by, ¢, les cosinus di-
recleurs de la normale en P a la surface; soit enfin R, le second
rayon de courbure principal cherché. On a, d’aprés les formules
de Rodrigue,

e L

day
les différentielles étant relatives a un déplacement sur la seconde
ligne de courbure. En appelant (z, y, z) les coordonnées de M et
adoptant pour I'aréte de rebroussement nos notations habituelles,
on a

=z +la ({=DMP),
a)=a .
Or, quand on se déplace sur une trajectoire orthogonale des

génératrices, dz, = [ do puisque ds + dl = o.
Par conséquent

: [ du

Ry ==

¥ a7

L ; o do T
es formules de Frenet donnant o’ — T’ Dous avons finale-
ment

T
=]

Ry i’

T et R désignant les rayons de torsion et de courbure en M de
l'aréte de rebroussement.
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III. — Théoréme de Joachimstal. — Théoréme de Dupin.

11. On doit 3 Joachimstal une proposition élégante relative a
deux surfaces ayant une ligne de courbure commune. Nous allons
montrer que, si deux surfaces ont une ligne de courbure com-
mune, elles se coupent sous le méme angle en tous les points de
cette courbe.

“n un point quelconque M'de cette courbe commune L, menons
les normales MN et MN' aux deux surfaces S et 8/, et soit My la
normale principale & la courbe L. Si ¢ et o' désignent les angles

de My avec MN et MN, on aura (Chap. XIIL, § 9)

Q

o =T+

3

?’:T—}—C,

(C et C' étant des constantes), puisque les normales MN et les
normales MN' restent tangentes a deux développées de la courbe,
conséquence immédiate de ce que L est une ligne de courbure de
S et de S

On a done
o —o=~0—0C:

T

I'angle o' — o de MN et de MN’ est constant.

I
A ce théoréme on peut joindre une réciproque : Si deux sur-
faces se coupent sous un angle constant en tous les points d’une
courbe L et que celle-ci soit une ligne de courbure pour la
premiére surface, elle sera aussi ligne de courbure pour la
seconde. En effet, 'angle NMIN’ étant constant, on aura

c_?’f, ? = cu

(C’ étant une constante); or, puisque, pour la surface S, la ligne L
est une ligne de courbure, la normale MN restera tangente a une
développée de cette courbe. Donc

<D=T+G,

et par suite
o=t+C+ C'=zc+C,

T

(! étant une constante, c¢'est-a-dire que MN' reste langente & une
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courbe gauche. La ligne L est alors une ligne de courbure pour la
surface S'.

L’application de ces théorémes est particuliérement intéressante
pour les lignes planes et sphériques.

Toute ligne plane est une ligne de courbure de son plan et
toute ligne tracée sur une sphére est une ligne de courbure de
cette sphére. Done, si un plan ou une sphére coupe une surface
suivant une de ses lignes de courbure, l'intersection a lieu sous un
angle constant tout le long de cette ligne.

Réciproquement, si un plan ou une sphére coupe une surface
sous un angle constant tout le long d’une ligne, celle-ci sera une
ligne de courbure pour la surface.

12. Passons maintenant a un théoréme célebre dita Dupin et qui
a é1é l'origine d’une théorie considérable, celle des surfaces ortho-
gonales. Nous considérons trois familles de surfaces dont les équa-
tions renferment chacune un paramétre arbitraire

./l(-"r"u ) 5) T )‘>
oz, ¥, 5) = 1,
Yz, y, )=V,
Ayt v étant les trois constantes arbitraires. Par un point quel-
conque de I'espace passe une surface de chacune de ces familles.
Supposons que deux surfaces quelconques prises dans ces Lrois
familles se coupent & angle droit: on dit que ces surfaces forment
un systeme triple orthogonal.
Le théoréme de Dupin s’énonce ainsi :

Les surfaces d’un systéme triple orthogonal se coupent sui-
vant leurs lignes de courbure.

13. La démonstration de ce théoréme va rvésulter de quelques
identités que je commence par établir.

Soient P un point quelconque de l'espace, et PL, PM, PN les -

trois normales aux surfaces précédentes passant en P : PL est
normal ala surface f= ), et ainsi des autres ( fig. 19). Ces trois
droites forment, par hypothése, un triédre trirectangle; de plus
chacune d’elles sera évidemment tangente a l'intersection des deux
surfaces auxquelles elle ne correspond pas. Nous désignerons par
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() l'intersection des surfaces » =1, ¥ =y : la courbe (4) sera
tangente & PL; et pareillement pour les autres.
Ceci posé, les équations du systéme triple orthogonal permel-

Fig. 19.

tent d’exprimer z, y, z en fonction de ), ., v. Si, dans ces expres-
sions, on donne & p et v les valeurs correspondant au point P, et
qu’on fasse varier %, le point (2, ¥, 5) décrira la courbe (). L’or-
thogonalité du systéme sera alors exprimée par les identités

[ & 0x oz =
X

; dxr dx
(3) ()—;.L i 0,
swom_,
O
dzr dx

ou il faut entendre par la somme

oL Oy

dz dz  dy dy | 05 03
ok O Ok O

e
Ces trois identités expriment que les tangentes aux courbes (1),
(), (v) sont deux & deux rectangulaires.
En différentiant respectivement par rapport & v, A et p les iden-
tités (3), nous avons

A _c)‘%r 1 N dr 2x o
oA dp. de P Jh oy i

P
dir gy ok 0y dmok .
o i dr 0’z
=

Oy Ohop | e O) OVOR
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On en conelut de suite
Zr}.r 02x e
o\ Qv

!’..cnmt'rlurms encore

or
T

, pour avoir sous

dh ov

397

— L)J" L)-’ G —_—
=

les yeux tous les résultats

nécessaires a la démonstration, que, d’aprés les identités (‘a), les

expressions
1\(1', 3)

sonl proportionnelles &
oz
L)u.

i 5 D(?, ¥ )
Bl . DO

o 0

(-?:).’ rl(}.-

14. Ces remarques faites, la démonstration est immédiate. Mon-
[ ,

trons, par exemple, que la courbe (J.) est une ligne de courbure

pour la surface Y (2, y, 5) =v. En appelant «, ¢, w des quantités

proportionnelles aux cosinus directeurs de la normale a cette sur-

face, nous pouvons prendre

dr

> )
b“f
or, d’apres le

. dz

dy

dz

le ¢ étant relatif a la variation de A puisqn’il s

Nous devons done avoir

& o
oA
();f
A
f}-
ah

Mais cette égalité se réduit a

§ 9, il nous faut vérifier

U
[?)

o

or

"oy

oy

By

03
‘o

0
s )y 0N Op

dy

e { =
N v

i

l):- ;

’

que
du |
|
OEE—0
dw |

a;.:‘lL(lc la courbe (:’ e

2

dv

0v I\
02z
v I\

ox

= (
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C’est une des identités établies plus haut. Le théoréme de
Dupin est démontré.

15. Les surfaces homofocales du second degré offrent 'applica-
tion la plus simple du théoréme précédent.

Considérons les surfaces homofocales du second degré repré-
| sentées par 1'équation
]

2

72 52

2

== 1] (=D

=t o <
a2 A b2+ A 2+ h

Par un point quelconque de I'espace passent trois de ces sur-
faces; onvérifie facilement, en effet, que cette équation du troisi¢me
degré en ) admet trois racines réelles séparées par —-a?, — b2,

| — ¢? el -+ oo, et auxquelles corrcspondenl. 1'especti\-'emenL un hy-
: perboloide & deux nappes, un hyperboloide @ une nappe et un el-
1 lipsoide. Nous formons dong ainsi trois familles de surfaces; elles
i rentrent dans le méme type analytique, mais elles sont géométri-
| quement distinctes et par chaque point de I’espace passe une sur-
face de chacune des familles. Ce systéme triple est orthogonal,
car deux surfaces homofocales quelconques, les surfaces (4) et (5)
par exemple

x? 2 32
) = =1

9 aF ’z 1 X 2
a = R [ C* -+ 1L

(5)
se coupent a angle droit. En retranchant en effet membre a

membre les équations (4) et (5), on obtient la relation

o

72 jf‘l -

Sl =7 T S e el
(@2 X)(a2+ ) (D2 A)(b2+p)  (e+N)(e2+ )

3

(ui exprime précisément I'orthogonalité des surfaces en un point
commun (x, ¥, 3).
1l est facile maintenant de trouver les lignes de courbure de I'el-
lipsoide
. .

\'7‘_ y_ —)

= _b_3 +

Ce seront les intersections de celte surface avec I'hyperboloide
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a deux nappes

a2

2 ~9

1 s

[Ea = — A e
A /ﬂ+?.+c‘l+-)\ 1 (el )

et avec I'hyperboloide 4 une nappe

72 32 2

a“)-‘r,‘lfb?‘%; 52+{—J::l ('“*b?<lj.<ffr;2').

Je n’indiquerai pas d’autres systémes triplement orthogonaux.
Cette théorie a fait I'objet de travaux considérables. Aprés les
quadriques, le systéme orthogonal le plus simple est formé de
surfaces du quatritme degré ayant pour ligne double le cercle
imaginaire de 'infini : il a été découvert par M. Moutard et par
M. Darboux. On consuliera avec grand intérét, sur cette question,
I'Ouvrage de M. Darboux : Sur une classe de surfaces algé-
brigues (Paris, Gauthier-Villars, 1873).

IV. — Surface enveloppe de sphéres. — Cyclide de Dupin.

16. Considérons une surface enveloppe d’une sphére dépendant
d'un paramétre arbitraire, soit :

(= Eas (7 = )r =R (8 = @R = 1

a, b, c et R étant fonctions d'un paramétre o. La caractéristique
de cette sphere est évidemment un cercle. La surface peat donc
étre considérée comme engendrée par une circonférence mobile.
Ces circonférences forment un systeme de lignes de courbure de
la surface, car les normales a la sphére en tous les points de sa
caractéristique sont aussi des normales & la surface ; celles-ci for-
ment, par suite, une surface développable. Nous obtenons donc
ainsi une surface dont un des systémes de lignes de courbure est
circulaire.

Réciproqucmcm, toute surface ayant un 5‘)'5“‘_”‘1'10 de lignes
de courbures circulaires est l'enveloppe d’une sphére dépen-
dant d'un parameétre arbitraire. En effet, si G représente un de
ces cercles, son plan fera, avec la surface, un angle constant,
d’aprés le théoréme de Joachimstal ; les normales a la surface en
tous les points de Giront donc toutes passer par un méme point O. Y01 7

©

(7] a
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La surface sera ’enveloppe de la sphére ayant O pour centre et
passant par G : cette sphére dépend, comme le cercle G lui-méme,
d’un paramétre arbitraire.

En général, dans la congruence des normales a une surface,
comme dans toute congruence de droites, 1l existe une surface
focale formée de deux nappes. Pour la surface que nous venons 1
d’étudier, I'une de ces nappes se réduit & une courbe. Toutes les ‘
| normales a la surface rencontrent, en effet, la courbe lieu du
I centre O de la sph(‘rrf- : cette courbe est donc une des nappes de
| la surface focale de la congruence des normales.

Un cas particulier intéressant est celui ot le rayon R de la
sphére est constant ; la surface est dite une surface canal. Le
plan de la caractéristique passera alors constamment par le centre
de la sphére correspondante et sera normal a la trajectoire de ce

centre. La surface possédera la propriété remarquable d’avoir, en
chaque point un de ses rayons de courbure principaux constant ; 5
celte valeur constante sera évidemment égale a R. :

Montrons que, réciproquement, toute surface ayant un de ses
rayons de courbure principaux constant est une surface canal. En
effet, considérons une ligne de courbure C cm‘rcspénd:‘mt au
rayon de courbure principal constant; la développée de cette
courbe, enveloppe des normales a la surface en tous ses points,
devra se réduire & un point puisque son arc aura une longueur
nulle. Soit O ce point, la sphére ayant O pour centre et passant |
par C sera tangente a la surface en tous les points de C : la sur- ‘
| face est donc I'enveloppe d’une sphére de rayon constant dépen- ‘
.l‘ j dant d'un parameétre arbitraire. }

17. Cherchons si une surface peut avoir, en chaque point, ses
deux rayons de courbure principaux constants. Nous supposerons
_ d’abord ces deux rayons différents. D’aprés le raisonnement fait
i plus haut, la surface pourra éire considérée de deux maniéres dif-
! férentes comme une surface canal. La surface focale de la' con-
: gruence des normales se composera de deux courbes I' et I, Soient ‘
; O et O' les centres de courbure correspondant 4 un point M de la Y
: surface ; les courbes T' et IV seront normales & OO’ et, de plus, !
leurs tangentes en O et O' doivent étre a angle droit, puisque ces
tangentes sont perpendiculaires aux plans des deux lignes de
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courbure circulaires de la surface passant en M. Or cela est im-
possible, car, OO’ étant constant, les deux lignes I' et T’ sont pa-
ralléles. I1 ne peut donc y avoir de surface ayanl ses deux rayons
de courbure principaux constants et différents i)

Nous avons maintenant 3 supposer que les deux rayons de cour-
bure principaux sont égaux.

Montrons, d’'une maniére plus générale, qu'une surface dont
tous les points sont des ombilics est nécessairement une sphére.
Femprunte la démonstration de ce théoréme au Cours de Calcul
différenticl de M. Serret. Nous devrons avoir, pour tous les points
de la surface cherchée,

(6)

male

X — = v I

=0y )

e o e
\/l+[)2+qﬁ

1,/1_; /Jz+7q:‘é

On a, comme conséquence immédiate des équations (6),
oX oY JX oY

=== =0 — = 0, N e

Ay { dx i dx ay

, > : \ )X
Il en résulte que X ne dépend que de z, et Y dey; doncrd—x

i

Y . SO ; 4
et 5> qui sont fonctions, I'une de z, l'autre de y, ne peuvent étre
l“}’

identiques que si leur valeur commune est une constante ; dési-

I

gnons-la par On aura donc

~
X e A AT )

a a

x, et y, étant des constantes. Le cosinus Z sera, dés lors,

[ —
i @ Var— (o —2)— (3 — yo)?.

(') Voir, pour le méme théoréme, BERTRAND, Traite¢ de Caleul différentiel,
p: 724.

P. — 1. 26

Or désignons par X, Y, Z les cosinus directeurs de la nor-
o I ] ;
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: ; X Y
Maintenant les valeurs de p el ¢ étant — 70— 7 la formule
ds =pdz—+qdy

devient
(z — @) de + (y — yo) dy

\/&i— (2 —@)2— (¥ — 0)?

2

et enfin

53— 50 = /@@= (z— @ P— (¥ — Jo)* (=o étant une constante)

ou
(z— 202+ (¥ —Yo)2+ (5 — B)* = a?,

ce qui est bien I'équation d’une sphére.

18. Nous avons étudié les surfaces dont un des systémes de
lignes de courbure est circulaire. Cherchons maintenant les swr-
faces dont les deux systémes de lignes de courbure sont circu-
laires. Ces surfaces remarquables ont été étudiées par Dupin.

Considérons donc une surface ayant toutes ses lignes de cour-
bure circulaires. Elle sera d’abord (§16) I'enveloppe d'une pre-
miére famille de sphéres correspondant au premier systeme de
lignes de courbure circulaires ; mais elle pourra aussl, d'une autre
maniére, étre regardée comme I'enveloppe d’une seconde famille
de sphéres correspondant au second systéme de lignes de cour-
bure. Or une sphére quelconque de la premiere famille est tan-
gente 4 une sphére quelconque de la seconde, car, si I'on considére
deux lignes de courbure de systémes différents se coupant en un
point M, les deux sphéres correspondantes seront évidemment
tangentes en M. Si donc on prend trois sphéres quelconques de
la premiére famille, les sphéres de la seconde lemjétant tangentes,
nous pouvons dire que la surface, si elle existe, est I'enveloppe
d’une sphére restant tangente & trois sphéres données.

Nous sommes ainsi conduits a étudier la surface enveloppe d’une
sphére tangente ‘a trois sphéres données. La position de cette
sphére ne dépend que d’un seul parameétre arbitraire : c’est ce
qu’on voit de suite en cherchant le lieu de son centre. Soient G,
(7, C les centres de trois spheéres données S, 5/, §'; et O le centre
d’une sphére X tangenle a ces trois sphéres. Le point O sera sur
un hyperboloide de révolution obtenu en faisant tourner autour de
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CC' une hyperbole convenable ayant G et C! pour foyers; de
méme le point O sera un hyperboloide de révolution obtenu e

1
faisant tourner, autour de CCY, une hyperbole ayant C et ¢/ pour
foyers. Ces deux hyperholoides se coupent suivant deux courbes

planes, conséquence immédiate de ce que, I étant un foyer
commun des hyperboles méridiennes, les deux surfaces sont tan-
gentes le long d'une ligne a la sphere de rayon nul ayant pour
centre I. Le lieu du centre O, pour une surface irréductible en-
veloppe d'une sphére restant tangente i trois sphéres données,
sera donc une conique T. Remarquons, de plus, que les cones
ayant pour sommets respectifs G, C/, C” et passant par T' sont de
révolution. On sait, en effet, que, quand on fait tourner une co-
nique autour de son axe, le cone ayant pour sommet un foyer
situé sur cet axe et pour directrice une section plane quelconque
de la surface de révolution ainsi engendrée est de révolution.

Ces remarques faites, il est nécessaire de rappeler les propriétés
de la conique focale d’une autre conique. Etant donnée une co-
nique I', le lieu des sommets des cdnes de révolution passant par
celte conique est une seconde conique I dite focale de la pre-
miére, et il y a réciprocité entre ces deux coniques. Le cone ayant
pour sommet un point O de I' et passant par I' a, pour axe de
révolution, la tangente en O i la conique I'. Je ne crois pas utile
d’insister sur ces théorémes classiques, dont la démonstration
n’offre d’ailleurs aucune difficulté.

19. Revenons maintenant 4 la cyclide de Dupin. La caractéris-
tique de ¥ est une circonférence passant par les points de cont

-

act
de ¥

avec les sphéres S, 8/, 8, car la caractéristique d’une surface
mobile restant constamment tangente a une surface fixe passe
évidemment par le point de contact. Le cone ayant O pour
et passant par la caractéristique de ¥ sera de révolution ; son axe
sera la tangente en O 4 la conique T et, de plus, il contiendra les
droites OC, OC/ et OC". Or le céne ayant O pour sommet et
passant par la focale IV de la conique I est aussi de révolution; il
a le méme axe quele précédent et passe aussi par OCG, OC! et OC”,
puisque, d’aprés ce que nous avons fait remarquer a la fin du § 18,
les trois points C, 7, C’ appartiennent i la conique I'". Ces deux
cones coincident donc nécessairement. Une

sommet

conséquence impor-

SCDLYON 1




hoh APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL.
'

tante en résulte : toutes les normales de la cyclide rencontrent
la conique I focale de T. La seconde nappe de la surface focale
de la congruence des normales se réduit donc aussi 4 une courbe,
la courbe I'’. A cette seconde courbe I” rencontrée par toutes les
normales correspond le second systéme de lignes de courbures, et,
d’aprés le raisonnement fait plus haut, ce second systeme sera
nécessairement formé de cercles. Nous avons done démontré que
la cyelide de Dupin a ses deux systémes de lignes de courbure
cirewlaires ().

90. On peut, a priori, considérer une congruence formée de
droites rencontrant deux coniques I' et I focales 'une de I'autre.
Soient O un point quelconque deT, et O’ un point quelconque de [';
nous allons voir sans peine que les droites OO’ restent normales
4 une méme surface. Cherchons en effet les plans focaux corres-
pondant a la droite OO’ de la congruence. Les deux développables
appartenant a la congruence et passant par OO sont évidemment
le cone de sommet O et de directrice I", puis le cone de som-
met O et de directrice T. Les droites considérées appartiendront
a la congruence si ces deux cdones se coupent orthogonalement
(Chap. XI, § 14). Or on voit de suite qu’il en est ainsi : si, en effet,
OT désigne la tangente en O i la conique T, le second céne aura,
pour plan tangent, le plan O'OT, et ce plan est évidemment
normal au premier cone puisqu’il passe par son axe OT. Ainsi,
les droites OO’ resteront 4angentes-a une série de surfaces paral-
leles. Ces surfaces ont manifestement leurs deux systémes de
lignes de courbure circulaires.

V. — Généralités sur les lignes asymptotiques.
Quelques exemples.

21. On appelle ligne asymptotique d’une surface une courbe
de cette surface, dont le plan osculateur est en chaque point tan-
gent 4 la surface. Ecrivons la relation différentielle qui exprimera

(*) M. Mannheim a démontré élégamment que la cyclide de Dupin a ses deux
systémes de lignes de courbure circulaires, en montrant que cette surface est
la transformée d’un tore par rayons vecteurs réciproques (Nouwvelles Annales de
Mathematiques, 1860).
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cette propriété. Soit

L—s=pX—2z)+q(Y—y)
I'équation du plan tangent a la surface au point (z, y, 5). Les

conditions exprimant que ce plan est osculateur 4 une certaine
courbe de la surface, lieu du point (2, y, z), sont

pdr +qdy —ds =o,

pdiz + qgdy —d’s = o.

La premiére équation est toujours vérifiée. La seconde est la con-
dition cherchée, mais clle se transforme de suite, car, en différen-
tiant la premiére et retranchant, il reste

dp da + dg dy = o.
On peuat encore écrire, en remplagant dp et dg par rdx +sdy
et sdx + tdy,

rdz?+osdrdy - tdy?=o.

Cette équation homogéne et du sccond degré en dz et dy donne,

A 5 :
. pour ‘—}:s deux valeurs f (z, ) et f5(x, ). On a donc deux équa-

L
tions du premier ordre

ol dy ;
s = fil@, ¥, o = fa(@, 3)-

[Elles montrent qu’en général par chaque point M d’une surface
passent deux lignes asymptotiques. Nous avons déja appelé Patten-
tion sur les deux directions qui sont les tangentes des lignes
asymptotiques passant par M : ee sont les tangentes principales.
Pour s’en assurer, 1l suffit de se reporter a la formule (§ 3)

/ T D

/ ; B et 2 A

VITE 9 — ra24nsaf+th2.
l\.‘ i ]

Pour les tangentes des lignes asymptotiques, le second membre

x 1 e g
sera nul et, par suite, on aura E=0 c’est-a-dire que les sections
L

normales correspondant & ces tangentes ont un rayon de courbure
infini. On peut encore dire que les tangentes aux lignes asympto-
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tiques sont les tangentes, au point de contact, de la section plane
déterminée dans la surface par le plan tangent.

[l n’en est pas des lignes asymptoliques comme des lignes de
courbure. Par un point réel arbitraire de la surface passent deux li-
gnes de courbure réelles; les lignes asymplotiques en un point
sont seulement réelles quand la surface est en ce point i courbures
opposées. Ainsi, sur une ellipsoide, les lignes asymptotiques sont
imaginaires; sur un hyperboloide 4 une nappe, les lignes asym-
ptotiques sont réelles, et ce sont évidemment les deux systémes de
généralrices rectilignes.

22. La propriété des lignes asymptotiques est essentiellement
projective, c’est-a-dire que, si l'on effectue sur une surface une
transformation homographique quelconque, les transformées des
lignes asymptotiques de la surface seront les lignes asymptotiques
de la transformée de la surface. Clest 14 une remarque évidente,
car, par une Lransformation homographique, un plan tangent se
transforme en un plan tangent, et le plan osculateur d’une courbe
qui est la limite d'un plan passant par trois points infiniment voi-
sins devient le plan osculateur de la courbe transformée.

En particulier, étant donnée I'équation d’une surface en coor-
données rectilignes

Sz, y,3)=o,
I’équation
dp dz + dg dy = o

sera I'équation différentielle des lignes asymptotiques de la surface,
quels que soient les axes Oz, Oy, Oz, rectangulaires ou obliques,
auxquels on rapporte la surface. Deux surfaces ayant la méme
équation et rapportées a des axes différents sont, en effet, la trans-
formée I'une de autre par une transformation homographique.

23. Cherchons, sous sa forme la plus générale, 'équation diffé-
rentielle des lignes asymptotiques. Nous supposerons la surface
définie par les trois équations

= fi, ), ¥ = o(u,v), = )
Soit '
AX—2z) +B(Y--p)+C(Z—3)=0
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Iéquation du plan tangent au point (z, 3, ). On a

U‘)) \i/- '—‘y—‘P()?

o
du " u

.'Jf dr
+C=- —=o, A~ 4+ B-—- 4+ 0+ =
bt 7 : e dy de 2
Pour que le plan soit osculateur & la courbe correspondant a une
certaine relation entre w et ¢, il faul que

Adz +Bdy +Gds =o,
A d?z + B d?y -+ C:d?s = o.

La premiére de ces équations est vérifiée en vertu des deux précé-
dentes. La seconde se réduit a

/ F02 f o2 f 02f
Al == du?+ 2 —— ¢ s G L
\ Lda&ﬂ du®-+ 2 S du ds iz dy ]
0?0 o 2o
- 3 — T du? Gy e i T 2
(7) —+ 1 [d”_i du? -+ o S du ds = ds ] :
By o
- ["F du? -+ 2 T du dy + e dy j ==eh

Pour avoir 'équation différentielle cherchée, il n’y a qu’a éh-
miner A, B, C entre les équations (6) et (7). On a ainsi
)-}f ()') . 1

02 f o2 .
. a-u—z du2—+ o du'dc‘ du dy —+ J‘ia' o2

af
du
af
ap
la deuxiéme et la troisiéme colonne se déduisant de la premiére en

remplacant / successivement par @ et d.

94. Dans les surfaces réglées, un premier systéme de lignes
asymplotiques s'apergoit immédiatement : ce sonl les génératrices
rectilignes. La section normale correspondant & une génératrice,
étant cetle génératrice, a, en effet, un rayon de courbure infini. Nous
reviendrons touta I'heure sur la détermination du second systéme
de lignes asymplotiques d'une surface réglée. Pour le moment,
hornons-nous aux surfaces réglées dont toutes les génératrices ren-
contrent deux droites fixes D et D,. On peut d’abord faire une
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transformation homographique, telle que la droite D, soit rejetée
a I'infini parallélement & un plan fixe P. La transformée de la
surface est alors un conoide admettant le plan P pour plan direc-
teur; nous sommes donc ramendé a la recherche des lignes asym-
plotiques d'un conoide.

Si 'on prend le plan directeur pour plan des &y et la droite D
pour axe des z, I'équation du conoide est de la forme

i= j(i)

; =l Zi— (09

On peut poser
€T= I

En substituant dans 1’équation du paragraphe précédent, on
trouve, en supprimant le facteur ¢ qui correspond aux généra-
trices du conoide,

it
9 ﬁ = il‘r (i_) dv,
% )
d’ot, en intégrant,
w = G f'(v),

C étant une constante arbitraire. Done les projections des lignes
asymptotiques du conoide sur le plan des zy ont pour équation

= (2)

25. Voici une seconde classe assez étendue de surfaces dont on
peut trouver, par des quadratures, les lignes asymptotiques. Elle
a é1é signalée par M. Jamet (). Il s’agit des surfaces représentées
en coordonnées homogénes par I'équation

f(.l", .)’) = F(:J [)?

ou f est une fonction homogéne de z et y, et F une fonction ho-
mogene de 5 et de ¢, les degrés d’homogénéité étant, bien entendu,
les mémes. Les surfaces considérées par M. Jamet se raménent
immédiatement aux surfaces représentées par léquation

(S) tf(_y) =102

(') V. Jamer, Sur les courbes et les surfaces tétraedrales (Annales de UE-
cole Normale supérieure, 1887).
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Leslignes asymploliques de cette surface s’obtiennent sans peine.

,
Si 'on pose Y — u ona
@€ e

S J(u) i w f'(u }, ” AR )
B'(=) /uu
L e T
1= Fia) e o]

en substituant dans I'équation

dp dz + dg dy = o,
on trouve de suite

I'” ( U / 7(

Vet W

La recherche des lignes asymptotiques est donc ramenée a des

quadratures.
Une application intéressante du résultat précédent consiste &
rechercher les lignes asymptotiques de la surface tétraédrale

(& (0 )=

3

Nous ne diminuerons pas la généralité en prenant la surface
5 |

sous la forme
T et = | g

qui n’est qu’une transformée homnf‘"raphiqnc de la précédente :
elle rentre évidemment dans le type (5). En appliquant la formule
trouvée, nous aurons, pour les lignes asymplotiques,

Hl m 1
u? du 22 ds
TEE i o TEE =
n m
o 2 IARTE T : :
et, si lon pose u* = u/, z* = ¢/, I'équation devient
dy’
(it
Ol
' — '
: 7 — CONSTYy
I+ e

relation algébrique entre z et « (on suppose m entier). Les lignes
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asymplotiques de la surface tétraédrale sont donc algébriques,
comme l'avait déja signalé par une autre voie M. Sophus Lie.
On trouverait aussi aisément les lignes asymptotiques de la
surface
xmyntzP —1,

dont I’équation rentre dans le type (5).

VI. — Lignes asymptotiques de certaines surfaces réglées.

26. Nous avons dit qu'un systéme de lignes asymptotiques d’une
surface réglée était formé par les génératrices rectilignes. La -
recherche du second systéme se raméne a I'intégration d'une équa-
tion célébre, dont nous aurons plus tard a faire une étude appro-
fondie. :

Tragons sur la surface réglée considérée une courbe arbitraire
et désignons par (z,, ¥, &) les coordonnées d’un point variable
de cette courbe qui seront des fonctions d’un paramétre ¢, el soient
o, (3, v les cosinus directeurs de la génératrice passant en (zy, ¥4, 5)
qui seront des fonctions de 7. Nous aurons, pour un point quel-
conque de la surface,

r=x+la, ¥y =y1+ LB, 5=z + 1y,

{ désignant la distance du point (2, ¥, ) au point (2, ¥, 5, ). Les
coordonnées z, y, z d'un point arbitraire de la surface sont donc
des fonctions des deux parameétres / et ¢.

L’équation différentielle des lignes asymptotiques sera donc
(§ 23)

| (‘—Z;x‘ iy s al )
I\ de? die? dt
‘ dzy oda (g 0,

1

o

la seconde et la troisicme colonne se déduisant de la premiére en
remplacant « et z, par {3 et y,, puis par y et 3.

En supprimant le facteur d¢, qui correspond aux génératrices
rectilignes, nous obtenons I'équation

D PnGl R,
dt g
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P, Q, R éiant des fonctions déterminées de z. Une telle équation
différentielle est connue sous le nom d'équation de Riccati.

De la forme de I'équation précédente, nous allons déduire une
propriété des lignes asymptotiques de la surface.

Considérons quatre solutions quelconques I, l,, I3, {, de celte

équation; on aura

| (H] S g |3
‘L Wﬁf!ilﬁ—'QhJﬁ}{—O.
1
| (llg o ~
- +P{;+~QlL+R=o0,
| (H_-; L D ie 5
; T_/E——i-l)lg_L—Qllg%_ R.= 07
‘ dl, : ;
Y Va0 i S
T Ql,+ R=o.
En élimmnant P, Q, R entre ces quatre équations, il vient
ST
: | e e
disrie
’ 2y Lo
= ()
dls :
‘ o (e Y
|
e ]
| dt 2
Or le premier membre est la dérivée de
it e
L—10 " L— 1,
On aura donc
h—0b  L—1
2 =RCOnsSts

G e

Or cette expression représente le rapport anharmonique des

quatre points de rencontre d’une génératrice de la surface avec

les quatre lignes asymptotiques considérées. Par conséquent, ce

rapport anharmonique est constant, quelle que soit cette généra-
Lrice.

927. Nous allons nous borner maintenant au cas ot ’'on connai-
trait sur la surface deux lignes asymptotiques. Il est facile de voir
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que, dans ce cas, une seule quadrature est nécessaire pour trouver
toutes les lignes asymptotiques de la surface. On peut procéder
de la maniére suivante :

Désignons par ¢ le paramétre dont dépend la position d'une
générairice. Soient alors, en employant les coordonnées homo-
genes,

Grie= Wik = by z = Ms, t—

les équations de la premiére ligne asymptotique, les M étant des
fonctions de p. Soient de méme

J':NI, ‘_)'=N-), S = NJ, (£= .\]5,

les équations de la seconde ligne asymptotique, les N étant aussi
des fonctions de . La position d’un point quelconque sur la gé-
nératrice peut étre fixée par les équations

=DM +9N;, »y=My+vyNy,, 5=M;—+vN;, ¢=DM,+vN,.

La relation différentielle entre . et v donnant les lignes asym-
ptotiques de la surface pourra s’écrire

oy oy M AN M N, N |
dyp. dw  dp? dp dp. dp2
Mo oN D NG TR,
= Bl g dp. du2 dp. dp. g
§ 2 M. A N 2.
M; N, (i—;;—? -+ v % (i[;\_i% 2% (—fj—:_a v ((IZ{J.\‘—’"
M N, Dl dN @, dN | dN
‘ O L S ST S R A

Les hypothéses faites sur les lignes M et N permettent de la
simplifier. On a, en effet,

dM;  d:M, |

| M . dNy d2Ng |
I N s T pe el
: ! dyp. dp? | B . dp? ‘
My, @M, AN, diNs
| Ms - N. L S = R R S
e Ny dp.  dp? M uls TR T
IV M ANe L BN,
\ (o b K8 P s R S ]
ey dp dp? e dp.  dp? l
IM, d2M, N N BN
M, s L L : T bbb ot Cus (RGI
M, N, T M, . N, T A
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L’équation différentielle se réduit alors, comme on le voit trés
aisément, a

La recherche des lignes asymptotiques est donc ramenée 4 une
seule (luad rature.

28. Une classe particuli¢re de surfaces réglées va nous donner
I'occasion d’appliquer les remarques précédentes. Considérons
les surfaces réglées dont les génératrices appartiennent ¢ un

£
complexe linéaire.

Reprenant les notations du § 18 (Chap. X1), nous aurons, pour
définir une droite, les six coordonnées homogénes

1D i S B S

Si ces six coordonnées sont fonctions d’un paramétre arbitraire,
la droite engendrera une surface réglée.

Supposons que les généralrices de cetle surlace appal‘Licnncnl,
a un complexe linéaire, c’est-a-dire qu’on puisse déterminer six
constantes A, B, G, D, E, I telle que 1'on ait, pour toute valeur
du paramétre (Chap. XI, § 18),

AL+ BM - €GN + DX + EY - FZ — o.

Considérant donc une telle surface, je prends sur elle une géné-
ratrice arbitraire G. Le plan tangent & la surface en un point de G
ne sera pas, en général, le plan correspondant a ce point dans le
complexe ou le plan polaire du point. Sur chaque génératrice, il
y a seulement dewx points jouissant de celte propriété. Considé-
rons, en effet, un plan variable passant par G. Le péle de ce plan
el son point de contact forment sur cette droite une division ho-
mographique : les points doubles de cette homographie sont les

- d(M;+Ny)  d2(M;+Ny) dM, dN,
Ll dp 5 dp? e by _(’Ir_}._ _(/:J_.
o N, GO+ No) @M+ N,) N L
S L dp? | e dy dp.
2 — =

|y N, Mt No)  d@2(M, 4 Ny) de N,
st dp dp2 Pt (el
VMo N AN (M, Ny AN

4 : T dp? s vt e dy
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points pour lesquels le plan polaire est en méme temps le plan
tangent ¢ la surface. 1l est clair que, sur chaque génératrice, ces
points seront donnés par une équation du second degré.

Le lieu des points ainsi obtenus forme sur la surface une
courbe C. Les tangentes de C font partie du complexe linéaire,
car la tangente en un point quelconque de cette courbe est une
droite du plan tangent passant par le foyer de ce plan.

La courbe C est une ligne asymptotique de la surface. En
effet, les tangentes de cette courbe faisant partie d’un complexe
linéaire, le plan polaire de chaque point est le plan osculateur de
la courbe d’aprés le théoréme de M. Appell (Chap. XII, § 26);
le plan osculateur a la courbe en chaque point coincide donc avec
le plan tangent & la surface, ce qui est la définition d’une ligne
asymptolique.

Soit un plan quelconque P. Si A est un point ot P rencontre la
courbe C, le plan polaire de A ou, ce qui est la méme chose, le
plan tangent en A a la surface devra passer par le foyer I du
plan P : donc la droite FA esttangente en A ala section faite par P
dans la surface.

Réciproquement, soit A le point de contact d’une tangente
menée & celle courbe par le foyer F. Le plan mené par AF et la
génératrice de la surface passant en A est tangent en ce point
la surface. D’autre part, le péle de ce plan est le point A, puisque
AT et la génératrice passant en A sont deux droites du complexe;
A est donc un point de la courbe G que nous étudions. Ainsi les
points ou celle-ci rencontre le plan P sont les points de contact
des tangentes menées par le foyer I' du plan a la section qu’il fait

dans la surface.
Ce résultat est particuliérement intéressant quand la surface est
algébrique. La ligne C est alors algébrique et I'on peut énoncer le

théoréme suivant :
i La courbe G est d’un degré égal a la classe d’une section

plane quelconque de la surface.

29. Ainsi sur toute surface réglée dont les génératrices appar-
tiennent & un complexe linéaire, nous pouvons obtenir immédia-

tement, par un calcul purement algebrique, une ligne asympto-
< o
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tique; de plus, et c'est la un point important, cette ligne
rencontrant chaque génératrice en deux points, nous devons la
compter pour deux. Par conséquent, la recherche des lignes asym-
ptotiques de toute surface réglée, dont les génératrices appartien-
nent a un complexe linéaire, dépend d’une seule quadrature (V)
(§ 27).

I peut arriver que les génératrices d’une surface réglée appar-
tiennent & une infinité de complexes linéaires. Une ligne asym-
ptotique correspondalors sur la surface a chacun de ces complexes:
on a, dans ce cas, toutes les lignes asymptotiques. ‘

Reprenons les surfaces réglées dont les génératrices rencontrent
deux droites fixes D, et D,. Nous avons déja trouvé leurs lignes
asymplotiques, en les transformant homographiquement en un
conoide.

La remarque précédente permet de les obtenir sans calcul. En
effet, les droites rencontrant deux droites fixes D, et D, font
partie d’une infinité de complexes linéaires; on le voit de suite en
remarquant que la condition de rencontre de deux droites repré-
sentées par les coordonnées

LM Xy e
Llr z\]l: Nl' Xl: Yh Zl

se réduit a
LX)+ L X MY, + M, Y+ NZ,+ N, Z = o,

comme on s’'en assure en écrivant simplement que les deux droites
se rencontrent. Kn désignant donc par (L, My, ...),(Ly, M,, .. .)
les coordonnées de D, et D,, une droite quelconque (L, M, ...)
rencontrant ces deux droites vérifie la relation

TG X5 e D ) e IV (W N VT S VT
+— N(Zy+ 2 Zy) +(Ny - AN,)Z = o,

ol A est une constante arbitraire. Or cette relation représente 'é-

quation d’'un complexe dépendant de 'arbitraire A. Il y a donc

(*) Voir mon Memoire sur une application de la théorie des complexes li-
néaires a '¢tude des surfaces et des courbes gauches (Annales de I’ Ecole Nor-
it
male, 1877).
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bien une infinité de complexes linéaires auxquels appartiennent
toutes les droites rencontrant les deux droites fixes D, et Ds.

En particulier, toute surface réglée dont les génératrices rencon-
trent D, et D, aura ses génératrices appartenant a une infinité de
complexes linéaires dépendant d’un paramétre arbitraire. A chacun
de ces complexes correspond une ligne asymptotique, et 'ensemble

des lignes asymptotiques se trouve ainsi obtenu; nous voyons de
plus, que les lignes asymptotiques de notre surface possédent la re-

il marquable propriété d’avoir pour tangentes des droites apparte-

_f | nant a un complexe linéaire.

’\ Appliquons ces résuliats aux surfaces réglées du troisiéme
1 | ordre. Nous avons déja étudié (Chap. X1, § 11) quelques-unes de
i | leurs propriétés. Toutes les génératrices rencontrent deux direc-
i trices Dy et Dy ; on peut donc trouver leurs lignes asymptotiques.
| Celles-ci seront évidemment algébriques, et nous allons avoir leur
5i degré en appliquant le théoréme du paragraphe précédent. Il est égal
' ala classe d'une section plane quelconque de la surface. Or une telle
seclion est une cubique ayant un point double, puisque la surface a
une courbe double rectiligne; sa classe sera donc égale & guatre.
I Nousvoyons donc que les lignes asymptotiques d’une surface ré-
glée du troisicme ordre sont des courbes du quatriéme degré,
et les tangentes de ces courbes appartiennent a4 un complexe li-

néaire, variable d’ailleurs d'une courbe a l'autre. Ces courbes
Jjouissent done (Chap. XII, §25) de la propriété remarquable que,
par un point A quelconque de 'espace, on peut leur mener quatre
plans osculateurs, et les quatre points de contact sont dans un plan
passant par A.

30. La recherche analytique des lignes asymptotiques d'une sur-

face réglée du troisiéme ordre n’offre aucune difficulté. Nous avons
8
fait ce calcul d’'une maniére générale pour les conoides; or nous
2 I 3
‘ avons vu que l'équation d’une surface du troisitme degré peut,
par une transformation homographique, étre ramenée a la forme

Ll ar?-- o ])_7:3/ L ogel

| a'xr42b'zy + ¢ y?

‘ Cn restant dans le cas général, une nouvelle transformation
permet de supposer que le dénominateur se réduit i zy; nous
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avons donc

le second membre est une fonction de % Appliquant la formule

trouvée pour les conoides, nous aurons, comme projections des
lignes asymptotiques sur le plan des zy,

z?y? = G(ey?— ax?),

(. étant une constante arbitraire. Il est aisé de vérifier quela courbe
dans I'espace est du quatriéme degré, comme nous l'avons trouvé
plus haut.

Nous pouvons de plus indiquer une propriété de ces lignes asym-
ploliques que nous n'avons pas encore signalée : elles sont uni-
cursales. Soit, en effet y» — ¢x; nous aurons

t
;:Ctki—2b+—f:

Vc? )8

Or on peut exprimer ¢ en fonction rationnelle d’un paramétre

2= C(ct2

de maniére que \/ct2— a soit aussi une fonction rationnelle de ce
nouveau parameétre; la courbe est done unicursale.

31. Pour donner un exemple d’une surface réglée dont les gé-
nératrices appartiennent 4 un seul complexe linéaire, considérons
la surface définie par les équations

AR
e s
AA+B

S ANE AR

AR o O

(8) 5= ’
les A et les B désignant des polynémes arbitraires du second degré
par rapport a un paramétre .. Ces expressions de 2, ¥, = en
fonction de deux paramétres A et . définissent une surface réglée :
les génératrices correspondent & p. = const. Cette surface est du
quatriéme degré; pour le voir, il suffit de chercher I'intersection
de cette surface avec une droite quelconque

mT-+ny-+pst+gqg =o0,

mZ -y - pis+ g1=0;
P.— I 27
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on a alors les deux équations en A et

Mm Ay+n As+p Ag+qg A)+m Bi+n By+p By+¢g B=o,

Ay Ay + nyAs—+ prAg+ gy A) -+ myBy+~'nBs+ py By~ ¢¢B =o.

L’élimination de A donne une équation du quatrieme degré en u.;
nous avons donc quatre points de rencontre de la surface avec une
droite quelconque.

Les équations (8) définissent donc une surface unicursale du
quatrieme degré. Toute section plane de la surface est une courbe
anicursale du quatriéme degré et a par conséquent trois poinls
doubles; la surface considérée a pour courbe double une cubique
gauche.

Il est d’ailleurs bien facile de voir que, réciproquement, toule
surface du quatriéme ordre ayant pour courbe double une cu-
bique gauche est nécessairement une surface réglée unicursale.
Prenons, en effet, un point quelconque sur la surface; on .peuL
par ce point faire passer une sécante double de la cubique gauche :
cette droite rencontrant la surface en cinq points est tout entiére
sur elle. D’autre part, chaque génératrice est déterminée indivi-
duellement, une section plane quelconque de la surface étant une
courbe unicursale. On peut montrer de plus qu’une telle surface
peul étre représentée par les équations (8) (Cressen, Math. An-
nalen, 1870), mais ¢’est un point sur lequel je ne m’arréte pas.

Considérant donc la surface réglée représentée par les équa-
tions (8), nous allons voir que ses génératrices appartiennent i un
complexe linéaire. Il nous faut, pour cela, chercher les six coor-
données (L, M, N, X, Y, Z) d’une génératrice. Celle-ci passe par

les deux poiuts
(& Ay A B, BB
AR SR 2T\ R SR R

donec on peut prendre

Xi—TAB, A BRI AR SRR 7 AE S AR

et, en partant de ,

L=yZ—zY, M=szX—2zZ, N=zY — yX,

on pourra prendre

L:AgBa'—:\ng, “I:;X3B1—I\1B3, N:J\LBQ—J\QBI,
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On voit donc que L, M, N, X, Y, Z sont des polynémes du

quatricme degré en p; de 1a nous concluons de suite qu’on pourra
déterminer six constantes «, {8, v, 6, =, 7 telles que I'identité

ali+ M+ yN+8X +:Y +rZ =o,

soit vérifiée. En écrivant cette identité, on obtient en effet cing
relations homogenes et linéaires entre («, 2, ..., 7). Il y aura done
toujours un complexe, et, en général, un seul auquel appartien-
dront les génératrices de notre surface.

D’aprés ce qui a été expliqué plus haut, nous pourrons trouver
sur cette surface une ligne asymptotique rencontrant chaque gé-
nératrice en deux points. Cette courbe est algébrique, et son degré
est égal & la classe d’'une section plane quelconque de la surface;
or celte section plane étant une courbe du quatriéme degré uni-
cursale est de sixieme classe. Notre ligne asymplotique est donc
une courbe gauche du sixieéme degré. Les autres lignes asympto-
tiques de la surface s’obtiendront par une scule quadrature; en
général, elles ne sont pas algébriques, et la discussion compléte
montre que leur recherche se raméne a une intégrale elliptique.
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CHAPITRE XYV.

i SURFACES APPLICABLES. — REPRESENTATION CONFORME. .
f CARTES GEOGRAPHIQUES. ,

| I. — Expression du carré de ’élément d’arc sur une surface.
1. Soit une surface définie par les trois équations
| = i), Y =o(u,v), z=1d(u,v).

Le carré de la distance de deux points infiniment voisins cor
1 respondant aux valeurs (u, ¢) et (v + du, ¢ + dv) des paramétres

sera

ds? = dz?+ dy?+ ds?
- o  ox 2 (oy dy 2 e ds ,\2.
= (()Tadu_'_ d—vdv) -+ (d& du —+ 5 (lt) -~ (E du + 5 ([l') ;

on pourra I'écrire

ds? = Edur+ 2 F du do + G dv?,

= oz '\ 2 ay\? 05\ 2
A

,_0mow oy oy 005
' T du ov du dv = du op

en posanl

_ Joz\T . [oy\: «J:,)i
(00

/

La forme quadratique binaire en du et dv

Edu?-+o2F dudy 4+ G de?

|
i
|
|
|
|
i
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joue, depuis Gauss, un role fondamental dans la théorie des sur-
faces ; on a évidemment F? — EG < o.
On peut considérer sur la surface les deux familles de courbes

i = const. et ¢ = const.

Par tout point (u, ¢) passe, en général, une courbe de la pre-
miére famille et une courbe de la seconde ; 'angle 0 de ces deux
courbes est donné par la formule

dr dxr  dy dy i dz 03

du 9y Ow dy 0w Op
cosl = - —
dz\t [dy dz \2 [ oz 2 (d)/ g dz\ 2
VE G R &
et, par conséquent,
tos():—wm-

VEG
[in particulier, les lignes = const. et ¢ = const. seront ortho-
gonales s1 F = o.

2. Considérons maintenant deux surfaces s et S; on suppose
que lescoordonnées d'un quelconque de leurs points sont expri-
mées a I'aide des deux mémes paramétres « et ¢. Une correspon-
dance se trouve ainsi établie entre les points des deux surfaces.
Cherchons i quelles conditions I'angle de deux lignes quelconques
de la premiére surface sera égal a I'angle des deux lignes corres-
pondantes de la seconde. Soient

(s) ds® = edu®+ 2 f dudy + g dv?,
(S) ds? = E du—+ aF du dv + G dv?

les carrés des éléments d’ares sur I'une et 'autre surface.

Nous prenons sur s un triangle abc et son correspondant ABC
sur S (fig. 20). Ces deux triangles ont des angles égaux par
hypothése : supposons-les infiniment petits. Les deux triangles
rectilignes abc et ABC auront leurs angles égaux & des infini-
ment petits prés. Pour fixer les idées, supposons que le coté be
et, par suite, son correspondant BC soient seuls mobiles, se rap-
prochant indéfiniment de @ et de A ; on aura

hm = —lim ——=

ab
AC AB’

SCD LYON 1




422 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL.
en d’autres termes, le quotient

edu—+ o fdude+ g do?
Edu?—+ 2 F du dv + G dv2

ne dépendra pas de du et d¢, ce qui entraine les relations

i o

E D

Réciproquement, quand cette condition est remplie, les angles

i,

sont bien conservés. Reprenons, en effet, les deux triangles rec-
tilignes abc et ABC ; on aura

o
o
4
7

e iy —_3 _ — (,/\‘\.)
be = ab + ac — 2ab.ac cos\bac)/.

2 —3 —3 (/\)
BC =AB -AC —2AB.ACcos\BAG/.

Or, puisque, d’aprés les hypothéses,

S mElC Sab ; c
Im — =lim — = lim -—,

AC AB BC
il en résulte que

MmN B
lim bac = limBAC,

c¢’est-a-dire que les courbes correspondantes se coupent en @ et A
sous le méme angle.

3. Un cas tres remarquable est celui ot
1D} —i 2 1= B =2

Alors les distances sont aussi conservées sur les deux surfaces.
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On dit qu'elles sont applicables U'une sur ’autre. Par suite,
deux surfaces applicables I'une sur l'autre sont deux surfaces
entre les points desquelles on peut établir une correspondance
telle que deux ares COI‘l“CSpODdﬂl’ltS quelconques aient méme lon-
gueur.

Prenons quelques cas particuliers. Supposons que ds? ait la
forme

(1) ds? = E du?+ G dv2,

IZ et G ne dépendant que de w. Nous allons montrer que, dans
ce cas, la surface est applicable sur une surface de révolution con-
venablement choisie. En prenant pour axe des z I'axe d’une sur-
face de révolution, ses points ont pour coordonnées

2 = oicosiy
Y= l‘J sinf],
z=u0(p)

Pour une telle surface, on ¢

(2) ds? = da? 4+ dy?+dz? = [1+ ¢'2(p)] dp>+ g db2.

) de telle sorte que les

[l est toujours possible de choisir o (p
1) et (2) soient applicables

surfaces correspondant aux éléments (
’une sur 'autre.

Posons
p =10 et E{() = [Hh

Cette derniére relation définit # en fonction de p et, par suite,
hy \ 2 a for Lin 2 ) v 1 ifier A c 1
E(u)du? prend la forme (o) dp*. Pour identifier (1) et (2), 1l
n’y a qu'a déterminer o (p) par la relation

)= be)  ou o(p)=[VIEI—1ds.

La surface correspondant & (1) est donc applicable sur une sur-
face de révolution.

Comme cas particulier, supposons que la surface donnée o1l
un hélicoide gauche a plan directeur, c’est-d-dire la surface réglée
lieu des normales menées & un cylindre de révolution en tous les
points d’une hélice tracée sur ce cylindre. On aura, pour cette
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surface,
2 = ucosp, ¥ = using, =

@ ¢étant une constante. Donec

ds? = du?+ (a?—+ u?) de2.

5

Nous sommes donc bien dans le cas étudié plus haut. Posons

| “’ conformément a ce qui précéde,
| p =0, g ud—p2
| 1l vient
P?.
elsti— o e dp?—+ p? df)?

donc

ou

équation d’ott I'on conclut

a 2Le) _E‘P_) a £ ) G
p=—lea +e a e L AR [puisque z = o(p)].

La méridienne de la surface de révolution sera donc une chainette
tournant autour de sa base. Nous avons ainsi cette élégante pro-
, position, qui n’est d’ailleurs qu'un cas particulier d’un théoréme
plus général dii & Bour (1)

L’hélicoide gauche a plan directeur est applicable sur la surface

de révolution engendrée par une chatnette tournant autour de sa
base.

4. Une classe trés intéressante de surfaces est formée de sur-

(*) Voir le Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand.,
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faces applicables sur un plan. Nous allons montrer que ces sur-
faces sont développables, en suivant la méthode donnée par M. O.
Bonnet. Prenons, comme paramétres, les deux coordonnées rec—
tangulaires « et {8 dans le plan sur lequel est applicable la surface.

Les coordonnées x, y, s d'un point quelconque de la surface
sont des fonctions de « et 3, et l'on a

dz?—+ dy?+ ds? = do? + dp?,
ce qui entraine les trois identités

() (2~

9y
du

(5 () ()=
8 *\og) Ta) ="
dx dx dy dy 3 03

s T T

Or, en différentiant ces trois identités successivement par rap-

pbort & « el & (9, la comparaison des équations obtenues donne de
| )
suite

3z 2y d23
Ju? a2 do2
"%z oty o2g
dzdf  dzdl  oOzoB
Pa 02y 23
B2 i o2 62
e e
da 03 dz 0 R

Des deux premieres égalités, on conclut que les trois fonctions
deaetf
oz

ay
92’ ¢

dz
ou’ (

da

sont fonctions de 'une d’entre elles ; de

méme, en vertu des se-
condes égalités,

w9y s
9’ 0B’ 9B
sont aussi fonctions de I'une d’elles. Par suite, en vertu de la re-
lation
oz dx  dy dy 0z ds
dx 0B " O0x OB " Oa 03

SCD LYON 1




426 APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL INFINITESIMAL.

ces szx dérivées partielles sont fonctions d’un méme paramétre.
Or on a
03 oz dy

de £ o +9‘5‘;’

0z z 2 dy
2 SE O i 0
gl =t an e

p el .:] ¢tant, comme d’habitude, les dérivées partielles de z par
rapport a z et a ». Il en résulte que p et ¢ sont fonctions d’un
méme paramétre, c¢'est-a-dire que p est fonction de ¢. La surface
est done développable.

5. Démontrons que, réciproquement, toute surface dévelop-
pable est applicable sur un plan. Nous considérons la surface
développable comme le lieu des tangentes a une courbe gauche ;
Z, ¥, 5 désignant un point arbitraire P de cette courbe gauche, et
Zyy )1, =1 les coordonnées d'un point quelconque P, de la géné-
ralrice tangente au point P a la courbe, on a

z =&+ la,
=00 [lfj_‘
B = z—t o

[ représente évidemment la distance PP,, et nous regardons z,

)", 5, ainsi que les trois cosinus «, 3, v, comme fonctions de l'arc s

de 'aréte de rebroussement. On a, pour le carré ds? d'un arc de
la surface,
ds? = dr} + dyi+ ds?,

el, en se rappelant que

I da? - df?+ dy?

Ri2oe ds? g

nous avons

ds?
2

ey
R2

ds? = (ds + dl)2+ [

Le rayon de courbure R est une fonction de s. Il faut montrer
que ds peut se mettre sous la forme du carré de ’élément d’arc
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dans un plan. Ecrivons, a cet effet,
D sk L ds®
ot — (ds +dl+¢ “f_‘)( s+ (H—tﬁ):

ot 7 est le symbole ordinaire des imaginaires.

Aucun de ces deux facteurs n’est une différentielle totale exacte
par rapport a s et /. Mais

ds 5
i ) oo bds
(t‘l[‘ R (Cl.&‘ == dl R _R_ J
est la différentielle totale de
s GG
{e’fﬁ—}w/elffds.

Désignons cette fonction de /et de s par A 7B, A et B étant
des fonctions réelles de { et s. On aura

ds N
dA +itdB=¢ 'fo (c[.s- + dl + L'-{ & >
\ R
ds
i i e Nlds
dA —idB =¢ f“ (‘rj:; = (ZI—LT*)

el, par conséquent,
ds} = dA2 -+ dB2,

ce qui démontre bien que la surface est applicable sur un plan.
Le développement du calcul va nous conduire a un résultat

[‘?d.\'__ﬂ
0 E)l ;

intéressant. Posons

on aura alors pour A et B

A =1cosc+ [ cosc ds,

o
s
B = /sing + f sin g ds.
0

A et B représentent les coordonnées rectangulaires dans le plan
sur lequel on applique la surface, et les formules précédentes ré-
solvent complétement le probléme de I'application de la surface
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sur le plan. Or considérons la courbe C, obtenue en faisant / —o0;
elle correspond & I'aréte de rebroussement C de la surface déve-
loppable. Cette courbe C; est donnée par les équations

hE |
A= f cosa ds, i

L))

Ay
B / sing ds.

</
[’arc élémentaire ds, de C, est égal a 'arc ds de C, puisque
ds} = dA} + dB} = ds?.

Nous avons déja rencontré ces expressions de A, et By, lorsque
nous avons calculé les coordonnées des points d’une courbe plane
dont le rayon de courbure est donné en fonction de l'arc
(Chap. XII, § 11).

Nous en pouvons conclure que les rayons de courbure de la
courbe plane C, et de la courbe gauche C aux points correspon-
dants sont les mémes. Ainsi, quand on applique une surface dé-
veloppable sur un plan, son aréte de rebroussement se transforme
en une courbe plane et les rayons de courbure sont conservés.
Enfin, comme on a

dA, : dB,

COSq = ——3 Sing =

2
ds, ds;

les génératrices de la surface deviennent les tangentes & la
courbe C; dans le plan. Ces divers résultats sont & peu prés évi-
dents géométriquement.

6. Etant donnée la forme quadratique

ds?= E du?-+ 2F du dv + G dp?,

ou E, F, G sont des fonctions de u et ¢, proposons-nous de
reconnaitre si elle correspond & une surface développable, c’est-
a-dire si elle peut étre ramenée a la forme

dX2 - dY2,

En décomposant ds* en un produit de deux facteurs, qui se-
ront d’ailleurs nécessairement imaginaires conjugués, on peut
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écrire
ds?=(adu-+bdv)(a du—+0dy)=(dX+idY)(dX —idY).

Il devra donc exister un facteur ., fonction de wet ¢, tel que
pla du +bde) et i—i(a' du—+ b dv)

soient des différentielles totales exactes. Posons p. = ef'; les équa-

tions
o b)

de du
deviennent
of af b da
A0 B Du DO
o Lof da' 0b'
o ou _ ov  duw

Elles donnent les expressions de

9 of
ou © o0
; : £ ) of
en fonclions connues de u el ¢ : soit d_{( —P; ?)-{: Q. Nous n’au-
CA R I 10)
rons plus qu’a vérifier s1 —— = —>-
dy du

II. — Représentation conforme d’'un plan sur un plan.

7. Considérons deux plans rapportés aux coordonnées reclan-
gulaires (z, ¥) et (X, Y); on établit une correspondance entre les
points de ces plans, soit

MRy

Y= Q(T’ .)’)'

D’aprés ce qui a été vu au § 2, la condition nécessaire et suffisante
pour que cetle transformation conserve les angles est que

dX2+ dY?= ) (dx?2+ dy?),
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2 élant indépendant des différentielles, ¢’est-a-dire ne dépendant
que de z et .
Ecrivons plus explicitement cette condition; elle revient aux |

AIESNS N O BN (UQ 2
(\W ST ady A \(.U’>’ [

9P 0P 0Q 9Q

dz dy = dw dy e

deux relations

Telles sont les deux équations que doivent vérifier les fonctions
P et Q. On peut les simplifier, car la seconde donne

P 20
e
I DT
et iy

et est égale, en vertu de la premiére équation, & ==1.
On a done, soit
4B J0RLC S0P 0
dx oy’ dy  om’
soit
9P 90 9P 0Q
F O dy = oz’
et, pour passer du second systéme au premier, il suffit de changer
Q en — Q. Nous pouvons donc nous borner au premier sys-
leme
P 0Q
oz . dy
P 4Q
o . oz

Nous retrouverons bientdt ce systéme qui joue, en Analyse, un
role considérable. Si P et Q satisfont & ces deux relations, la trans-
formation

X:P(.’L':‘j/), 1$Q(T,}’)
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conserve les angles; on donne souvent le nom de représentation
conforme d'un plan sur un plan aux transformations du type pré-
cédent.

Nous avons laissé de coté le second systéme que nous avions
rencontré. Géoméiriquement, on passe du second systéme au pre-
mier, en prenantla symétrique de la figure transformée par rapport

a I'axe OX.
8. La remarque suivante nous sera, plus tard, trés utile. Soit
ane fonction V(z, y), satisfaisant & ’équation

2V 02V
da? 0 _c)vl_l

= 0.

On fait la transformation conforme
%= PN R Y
V devient une fonction de X et Y; elle satisfait ¢ U'équation

a2y RV
OXE Ao

Pour s’en assurer, il suffit de vérifier la relation

ay . ev ((n*)a‘ oP\2 /Y 92V
oX® Toyr — [\dX/ T }JY) Eroimar

i\ !
en calculant, d’aprés les régles élémentaires, les dérivées d’une
fonction composée. On vérifiera aussi que

(&)~ =)= &G - )]

N \

9. Un exemple intéressant de transformation conservant les
angles nous sera donné par la considération du systéme d’ellipses
et d’hyperboles homofocales

=1

Si 22> c¢?, on a une ellipse, et s1 A>< ¢ une hyperbhole. Fai-
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sons ¢ = 1, et considérons les courbes

= i avec A>T (ellipses), ]

e Hé— = =T (o< <) (hyperboles).

Si I'on suppose que & et y sont positifs, & toute valeur de 22 et n.2
correspond un point (z, y). On a d’ailleurs, en résolvant,

et de la résulte

dz?+dy? = §(22— p2) (f‘_ e

Or, sil’on pose
d\ dp.
N —do /7—',? — el
VAZ—1 Vi—

on aura b
dz?+ dy? = m(da2+ df?);

donc la correspondance entre (z, ¥) et («, ) conserve les angles.
On a, d’ailleurs,

>

= log(?. i \iAE i),

To

= arc sin,

et, par conséquent, en remplacant A et p par leurs valeurs en a

et 5,

7..3
l

TN it
—Z-(e-‘—;— e~%)sin {3,

(3)

_._A._“
LS
2
Il

%(e“— e=%) cos B.

On vérifiera que cette transformation rentre dans le second type.
Quand le pomnt («, 3) décrit dans son plan une paralléle a un des
axes, le point (z, y) décrit une ellipse ou une hyperbole; toutes
ces ellipses et hyperboles sont homofocales. Nous allons en dé-
duire facilement une propriété remarquable de ce systéme, mais

o

commencons par définir ce que Lamé entend par courbes iso-
thermes.
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10. On démontre, dans la Théorie mathématique de la chaleur,
que, si les points d'un plan sont en équilibre de température, c’est-
a-dire si la température V en chaque point est simplement fonc-
tion des coordonnées « ety de ce point, et non du temps, cette
fonction V (z, y) satisfait a I’équation

3 LA
(1) T oyt

Pour un certain état d’équilibre de température, une famille de
courbes
o(x, y) = const.

T

est dite zsotherme, si pour tous les points de chacune de ces
courbes la température est la méme; celle-ci variera d’ailleurs
d’uné courbe & 'autre. Pour que les courbes © = C soient iso-
thermes, il faut et il suffit qu’il existe une fonction de o satisfai-
sant 4 I'équation (4), puisque V(z, ) doit étre une fonction de ¢.
Cherchons la condition pour qu’il en soit ainsi; soit

V = V(o).

[in substituant dans I'équation (4), on a

AV [i/iopae s doNa T AN O
dg? KE) e (JJ") ] T dy (E 5 dJ’i) 4

ce que nous écrirons

7\_:—(04 2 (du)
rk? ;)—y) £ @

Le premier membre ne dépend que de o; il doit en étre de méme
du second. Or ¢ étant donné, on peut former ce second membre;
la condition nécessaire pour que la famille o = C soit 1sotherme
est que ce second membre se réduise & une fonction de o. Cette
condilion est aussi suffisante, car, si elle est remplie, la relation
précédente permet de trouver la fonction V() par une quadra-
Lure.

Montrons qu'une transformation conservant les angles irans-

p.— 1. 28
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Sforme une famille de courbes isothermes en wne autre famille
de courbes isothermes.

Ainsi nous effectuons sur x et y une transformation de la na- ’
ture de celles que nous avons considérées plus haut

=t BN
Vo= Q(Xs Yoy

on a une famille de courbes isothermes
l';‘-('?": y)=0G;
elle se transforme en la famille

‘I’(..\-._ Y)=0C:

il faut montrer que la famille ® — C est aussi isotherme.
Nous avons vu en effet (§ 8) que

2P GEL JP\ 2 JP\ 2] /920 020\ |
X aYE (ox i ](w”?)

el que

(&)~ &) -G+ GG~ G

par suite, en divisant

02d 92 o d’o
) e ¢ N
N

[0B\T  oP\E (J?T*ag\i'
x) T oy R 2)3)

St donc le second membre est une fonction de ¢, nous sommes

assuré que le premier sera une fonction de ¢ et, par conséquent,
de @. Les courbes ® = C sont donc isothermes.

11. Revenons aux ellipses et aux hyperboles homofocales étu-
diées au § 9. La transformation (3) qui transforme les angles _
transforme ces ellipses et ces hyperboles en deux systemes de 1

droites
@ = const., B = const.
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Or ces systemes de droites forment évidemment des systémes
isothermes. Nous avons done, par suite, ce théoréme de Lamé :

Les ellipses et les hyperboles homofocales forment un sys-
téme de courbes orthogonales et isothermes.

III. — Quelques exemples de représentation conforme.
Sur les substitutions linéaires.

12. La théorie des fonctions d’une variable complexe nous
donnera des systémes de fonctions P (z, y) et Q (z, y) permet-
lant de réaliser une représentation conforme. Sans anticiper sur
des généralités quiauront leur place au commencement duTomell,
bornons-nous & prendre une fraction rationnelle de z, F(z), les
coefficients dans cette fonction rationnelle étant des quantités
réelles ou imaginaires. Posant alors

=&+ iy (i=v=1);
nous pouvons mettre F(z) sous la forme
Pz, y)+iQ(z, ¥)

P et Q étant des fonctions rationnelles réelles de z et y. Or, en
dérivant successivement les deux membres de 'identité

F(z)= P(_-'(")J")%— iQ(;v, y)

par rapport a £ eta ), on a

s A ol Y .0Q
F(.u)ﬁjz"-i—-!d—a;r
Feaein oRsh .00Q
A (u) = @ = B}f
On conclut de la
; ORS00 ALE__][()Q
“Noz T lax) T oy T oy
et, par suite,
oP _ 0Q
oxr Lt))j’
oB& S dg
i

La transformation

X=P(z,y) Y=Q(z)
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conservera donc les angles. Cette transformation, en posant
X + 7Y = Z, peut s’exprimer par I'unique égalité Z = f(z).

13. Nous allons étudier le cas particuliérement simple ot

as—+b
F(;): ;.__,—__-_

e (ad — be # o),

‘ @, b, ¢, d élant quatre constantes réelles ou imaginaires. Nous
avons alors Pa substitution linéaire exprimée par I'égalité

r—

az-+b

cz+d

(5) 7=

faisant correspondre le point (X, Y) au point (z, y). Montrons
que cette transformalion est susceptible d’une interprétation géo-
métrique.

Soit d’abord considérée la substitution

En posant
Z = ReiQ, 5 = preio, a = kei?,

on aura
|8 = Vi, Q=w-+a.

Pour avoir le transformé d’un point ou plus généralement d’une

figure, il suffira donc de prendre son homothétique par rapport a
Porigine avec % pour rapport d’homothétie et de faire tourner

d’un angle o autour de lorigine.
Un second cas particulier encore plus simple est celui ot I'on a

Z=:+b;

la transformation équivaut manifestement 4 une translation égale
et parallele a la droite joignant I'origine au point représentant la
quantité imaginaire b.

Arrétons-nous encore sur le cas particulier ot

W=

On a alors 1

=
|
1
Il

=i
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Le point (X, Y) est donc le symétrique par rapport a Oz du

point transformé de (z, y) par rayons vecteurs réciproques
(H r=—1 )

On voit aisément que la transformation générale

azs -+ b

¢z + d

7 =

peut étre obtenue en combinant les transformations précédentes ;
on peut, en effet, écrire

Vhi— = .
P+cz+d

Si donc on fait successivement les transformations successives

'
s =C5,

"

5 = 3'-9—(.7,

II

2]
u -

Zim

s

7

on réalisera la transformation cherchée, en employant seulement
les cas particuliers indiqués.

14. La transformation (5) transforme une circonférence en
une autre circonférence. La démonstration est immédiate, puis -
que chacune des transformations partielles transforme un cercle
en un cercle; le fait est évident pour I’homothétie et la transla-
tion, et, pour la transformalion par rayons vecteurs réciproques,
Jest un théoréme bien connu. Il est dailleurs facile de démon-
trer directement cette proposition. Partons, a cet effet, d'une forme
souvent utile, de 'équation du cercle. On va désigner dans la
suite, d’'une maniére générale, la quantité imaginaire conjuguce
d’une grandeur par la méme lettre affectée de l'indice zéro; ainsi

A=oa-+1B, Ay=a—1if.
Ceci posé, 'équation de tout cercle peut s’éerire
(6) 25+ Az -+ A5+ B =0 (e=a&+1y)

A étant une quantité complexe et B étant réel. Cette équation
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revient en effet &

T3+ yitoar — 2By -+ B =o.

Si donc nous voulons chercher le transformé du cercle (6) par

la substitution (5), nous n’avons qu’a remplacer z par sa valeur
en fonction de Z; or on a pour z une expression de la méme
forme
a'l +-b'
s g

et, en substituant dans (2), la relation devient

L2+ A'Z + A\ Z,+B'=o,
B’ étant réel; ce sera donc encore ’équation d’un cercle.
) |
15. Nous allons maintenant particulariser encore davantage,
L]
€n supposant que «, b, ¢, d sont réels, et que, de plus,
ad—be =1.

Des substitutions de cette forme se présentent dans plusieurs
théories importantes. Nous représenterons la substitution

par la notation

; : as—+ b
qui exprime que 'on remplace z par — .
¢ c3--d
Cette substitution transforme en lui-méme le demi-plan situé
au-dessus de 'axe Oz des quantités réelles, ¢’est-a-dire qu’a tout
point de ce demi-plan correspond un point du méme demi-plan.
‘n effet, de Pégalité
i x a(z-+iy)4b
Nty it _L,:_;.}’).; >
e(z+iy)+d

on lre de suite
e _V
(ex + d)?+ ¢2p2

Y est done de méme signe que . A un point de I'axe Oz corres-
pond un point de la méme droite. La substitution transformera
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évidemment aussi en lui-méme le demi-plan situé au-dessous de
O z; nous ne considérons dans la suite que le demi-plan supé-
rieur, c’est-d-dire les points correspondant & y = 0.

Considérons un cercle ayant son centre sur Ox et par consé-
quent orthogonal a cette droite; la substitution le transformera
en un autre cercle qui devra étre orthogonal a la transformee de
Oz, cest-a-dire & Oz. Par suite, le cercle transformé aura en—
core son centre sur l'axe des z. En particulier, toute droite per-
pendiculaire & O se transformera en un tel cercle.

16. Soit une suite indéfinie de substitutions, toutes de la forme

/i \

(=52

\

(a, byicy d réels et ad — be=1). On dit qu'elles Jorment un
groupe, quand, deux substitutions quelconques étant prises dans
cette suite et effectuées successivement, on retombe sur une
substitution faisant partie de la suite. On a surtout étudié le cas
ol toutes ces substitutions peuvent étre obtenues en composant
un nombre fini d’entre elles, c’est-d-dire en faisant le produit
d’un nombre quelconque de puissances posilives ou négatives de
cerlaines substitutions en nombre fini. Par puissance positive
d’une substitution, on entend cette substitution faite un certain
hombre de fols successivement; pour définir les puissances néga-
tives, il faut seulement définir la puissance —1I d'une substitu-
tion. S désignant une substitution, on entend par S~* la substitu-
tion inverse donnant 5" en fonction de z par la relation

de sovte qu'en faisant a la suite la substitution S et la substitu-
tion S—', on retombe sur la substitution identique (5, %)

Le groupe ainsi formé est dit discontinu dans le demi-plan,
quand, A étant un point arbitraire de ce demi-plan en dehors de
I'axe réel, il n'existe pas, dans le groupe, de substitution transfor-
mant A en un point différent de A et dont la distance & celui-ci
soit moindre qu'une quantité donnée a l'avance si petite qu’elle
soit. M. Poincaré a fait la théorie de ces groupes, quil a appelés
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groupes fuchsiens ('), et a donné la loi générale de leur forma-

tion.

il C’est dans la théorie des fonctions elliptiques que s’est ren-

contré autrefois le premier groupe fuchsien. Ce groupe, formé de |

substitutions f
az—+b

A

o a, b, ¢, d sont entiers, a fait I'objet des recherches de
M. Hermite (Mémoire sur la théorie des équations modulaires).
L’étude complete des groupes linéaires & coefficients entiers a été
faite par M. Klein dans ses mémorables études sur les fonctions
modulaires; elle est du plus grand intérét pour la théorie de la
transformation des fonctions elliptiques (@)

sur le groupe formé par les substitutions

azto
(d’ GRS

ol a, b, ¢, d sont qualre entiers réels quelconques satisfaisant 3
la relation ad — be — 1.

17. Nous allons nous borner i quelques remarques essentielles
i
|

Tout d’abord il faut montrer que ce groupe est bien discontinu.
La relation

donnant
Y= ——i—-—a
(cx +d)2+ c2y2
on voil que, si
[l

le dénominateur
(c@ + d)2- 2y

est inf'érieuréyy —: les entiers ¢ et d ne peuvent donc avoir

ol

(*) H. PoINCARE, Théorie des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t. 1). i

(*) F. KiEi, Vorlesungen dber die Theorie der elliptischen. Modulfunc-
tionen.
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qu'un nombre limité de valeurs. D’autre part, si

| 7 | étant, comme ¢, inférieur & un nombre déterminé trés petit,
mod (az + b)

ne dépassera pas une limite facile a calculer; @ et b ne pourront
donc aussi avoir qu’un nombre limité de valeurs. Les substitu-
tions A considérer étant en nombre fini, il ne pourra y avoir de
substitution transformant z en une valeur qui en differe d’aussi
peu qu'on veul. Le groupe est donc discontinu.

Le raisonnement précédent suppose essentiellement que )~ est
différent de zéro, c’est-i-dire que le point z n'est pas sur l'axe
réel.

Pour les points de I'axe réel, au contraire, le groupe n'est pas
discontinu. C’est ce dont on peut facilement se rendre compte en
considérant la substitution du groupe

s ) e e

ciz +1—ac

Z

a et ¢ désignant deux entiers quelconques. Cette substitution
peut s'écrire
I I

—= o {85

cl —a c5—a

Si donc, partant d’un point 5 arbitraire, on répéte cette substitu-
tion un nombre infini de fois, on aura un nombre infini de points
tendant vers le point

=

a
C

Or, si =z est réel, tous les points ainsi obtenus sont réels. On a,
. . . (47 . . .

par suite, dans le voisinage de —» un nombre infini de points cor-

respondants, ce qui est en opposition avec I'hypothése que le

groupe serait discontinu sur 'axe réel.

18. Le groupe discontinu qui précede conduit & partager le

demi-plan en un nombre infini de triangles : c’est cet intéres-
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sant résultat que je voudrais indiquer. Je le rattacherai 4 la théorie
arithmétique de la réduction des formes quadratiques définies; il
nous faut donc d’abord ouvrir une parenthése pour établir, avec
Lagrange, la notion de forme quadratique réduite.

Soit une forme quadratique

Sz, ) =azx?+ 2bxy + cy?,

ou @, b, c sont des quantités réelles quelconques satisfaisant aux
inégalités
@ 3 10) ¢ >0, :—ac <o,
ce qu'on exprime en disant que la forme est définie et positive.
Concevons qu'on effectue sur z et ¥ toutes les substitutions a
coefficients entiers positifs ou négatifs

z=oaz'+ By (
y=yz'+ oy

(a8 — By =1);

on aura ainsi une infinité de formes quadratiques qu’on dit équi- {
valentes i la premiére, dans lesquelles les coefficients de 2 et y2
sont évidemment positifs et dont le discriminant est le méme.
Nous voulons, parmi toutes ces formes équivalentes, en recher-
cher une ou plusieurs jouissant de propriétés spéciales.
A cet effet, prenons d’abord, dans I’ensemble des formes équi-
valentes, celles ot le coefficient de 22 est le plus petit possible;
dans les formes ainsi mises a part, prenons la forme ou les formes
ol le coefficient de 32 est lui-méme le plus petit possible. Nous
allons montrer qu’en appelant

F=Ax2+2Bzy + Cy?
une Ltelle forme, on a nécessairement
(7) I Sier
La premiére inégalité est évidente, puisque, si elle n’était pas
vérifiée, on n’aurait qu’a faire la substitution
2 ' ’
e Vet

pour avoir une forme dans laquelle le coefficient de z'® serait
plus petit que celui de 22 dans F, ce qui est contre 'hypothése.
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Pour ¢tablir la seconde inégalité, faisons la substitution
r=x— i 'y' ’ i
; “ 1 (w entier quelconque),
= )
la forme deviendra
A(z2— o pyla 4 p2y?) + 2By (z'— py') + Cy'2;

done on a
C—aBp+Ap22G,
ce (ui entraine
2[B|ZA.

Les coefficients des formes F satisferont donc aux deux inéga-
lités indiquées (7); on donne le nom de Jormes réduites aux
formes satisfaisant & ces conditions. :

Si Pon pose

RECET e DI 6
on a, pour une forme réduite,

A2SAC, 4B2SA2SAC;

done
3Bi= A0 Br—D:
Ainsi
/D 5 4
IB|S{/= et A?SAC=AC—B2+ B
)
done

i

A \/’ £ 0);
)
Les coefficients A et B sont donc limités en fonction du discri-
minant D qui est le méme pour toutes les formes équivalentes.
Nous allons établir qu’en général il n’existe, dans un systeme
de formes quadratiques équivalentes, qu’une seule forme satisfai-
sant aux conditions (7). Supposons, en effet, qu'il existe deux
formes équivalentes satisfaisant & ces conditions

Ax?+ 2Bzy + Cy? ct A'z? 4+ oB'zy + Cy2,
telles qu’on ait a la fois

Azo o BlEA
ATS Q| Bl S AT
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Soit A’ la plus petite des quantités A et A’. Ecrivons donc
A'ZA,
d’olt nous concluons

NAZ= T

[SCIRSN

Je suppose que la substitution a coefficients enticrs
(@, 7, a2+ By, yo+dy) (a8 —By=1)
transforme la premiére forme en la seconde. On a
A'= Ao+ aBay + Cy2,
B'= Aafl + B(ad + By)+ Crys.
Or

AA'= (Aa—+By)2+D G
et, puisque

AA’

1l en résulte
soit: v —o, Hoili G ===

1 Prenons d’abord I’hypothése vy = o, alors & = & == 1 ; donc

AR — A Bi—=i-PAYRE R

Or
A’ A A
Biis— == > Bls—-
IB2S= 2 o |BI2d
Pour qu'on ait B'— B ==+ AR, la valeur de B ne peut étre
queto), == 1.

Si B = o, on a B'=B, et les formes coincident.
: A :
Sif==*1,0naB=—B—+ ::, d’ott les deux formes
Az? =+ Agy + Cy2, Ax? Azy + Cy2.

»° Supposons maintenant que Y==1. Dans les calculs qui
suivent, les signes supérieurs correspondront & I'hypothése

Y =1, les signes inférieurs 2 y =— 1. On aura
«
A'=Ag2+9Ba—+ C;
or
AUSIARGE
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=
=~
ot

done

A2 +=92BuZo,

el comme
2| B|<A,

ce qui entraine

A22=2Buzo,
il en résulte

Ao?EoBa=o,
par suite

L= done A= =B

La relation A#2z= sBos — o entraine soit « — 0, soil a* =1,
puisque 2 |B| = A.

St a égale zéro, on aura, en se reportant a la valeur de B',

B+ B === A3,
el comme

el A
|B[s=, |B|E=>
2 2
il en résulte que I'on a
soit 62 = o, soit 82=1.

Dans le premier cas, la forme (A, B/, C') ne différe de la forme
(A, B, C) que par le signe du second coefficient.
Dans le second cas, la relation

B2— A'C'=B2—AC

donne

(— B A8)2 = AG!= B2 — AC,
d’ou I'on déduit

('=2A 2B =2 (A =B3J).
Or
B'=—B=xAsd

et, par'suite,

C'==+2B'¢ (puisque 62=1).

Mais, comme la forme (A, B, () est réduite, on a
C’ ; ;\J
et, par suite,

=BG A

Cette inégalité est impossible puisque 2|B'|£A’. On a donc,
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dans la forme (A’, B/, (),
MBI =AY
St o égale ’unité, on a
o 2
albi=—iNo
En se reportant a la valear de B/, il vient
B'+ B = AuB,
el comme

£ A
|BlsZs  [BSSs

on ne peut avoir que 3 =— o0 ou BE—t|

Dans le premier cas, la forme (A/, B (') ne différe de (A, B, C)
que par le changement de signe du terme moyen.

i : S A
Dans le second cas, puisqu’ici | B|==: on aura

2

2| B[ = A".

(Pest la méme conclusion que plus haut.
De cette discussion résulte la conclusion suivante : Dans un

systéme de formes définies positives équivalentes, il n’existe
qu’une réduite

Az oBay + Cy2,
sauf dans le cas oit ’on a
SolLESAS=(i} SOITEEOY SR A
Le calcul ci-dessus enseigne, dans ces cas, 4 former les réduites

équivalentes.

19. Revenons maintenant au groupe de substitutions linéaires
5 I

as—+ b : :
(z, = _:_7) (ad — be =1),
a, b, ¢, d étant des entiers. Je rattacherai de la maniére suivante
I’étude de ce groupe a la théorie de la réduction des formes (ua-

dratiques exposée dans le paragraphe précédent. En posant

s =z + 1y,
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Sera

: + b
a partie réelle de *°
la partie réelle e

4‘.1

ac(x?-y?) + (ad + b()a"+i)(l

c2(@2+y2) + scdw +- d?

el le carré de son module est égal a

a2(x2+4 y2) +oabr + b2
c2(z2+ y?) + 2cdw + d?

J'envisage la forme quadratique aux indéterminées X et Y
(E) X2 o XY -+ (22t p2) Y2,

x, y ayant des valeurs déterminées (y > o0). Si I'on elfectue sur
cetle forme la substitution

(X, X, dX -+ b, eR e Y)s
elle devient
[e2 (224 y?) + 2cdw 4+ d?] X2+ a[(@+ y2) ac —+ (ad + be) & 4 bd | XY
4+ [a?(22+4 y2) +2abx + b2] Y2

Or on peut choisir les entiers a, b, ¢, d (ad — be = 1) de ma-
niére que cette forme soit réduile; on aura alors

a2+ y2) +2cdx + d2 < aX(22+-y?) + 2abx + b,
1 (22 y2) ac + (ad -+ be) @ + bd I
2 ST E(arr ) - 2cdT + @2 =

Donc. en choisissant convenablement les entiers @, b, ¢, d, le

az+b
module de

— ysend plus grand que I'unité, et sa partie réelle

. il 1
sera CO]HP[‘ISG entre -—-; Gl = T'

OH ])CUL encore L]llC qll a toul pO[”ﬁ z du d(’l?ll—j?/(”? corres-
pond, par une substitution convenable du groupe, un point

dans le triangle formé dans leé demi-plan par les droites

T 1 ) g
=, £=—_ et la circonférence x*—+y*

Le troisiéme

sommet de ce triangle curviligne est & I'infini dans la direction
de Oy. Ce triangle est dit le polygone Jfondamental du 010upe
Au point s ne correspond d’ailleurs en général guun point
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dans le triangle précédent. En effet, si le point (, y) est a I'in-
térieur du triangle (et non sar son périmétre), la forme quadra-
tique I' est une forme réduite, et toute autre forme équivalente
n’est pas une réduite, d’aprés le théoréme du paragraphe pré-
cédent.

Les points du périmétre du triangle se correspondent deux a
deux par une substitution du groupe.

La substitution

(3, 3+1)

transforme le c6té BB’ dans le c6té CC/; la substitution

: gy g /‘}
transforme 'arc en AB en are AC iz 21}

Si 'on fait des représentations conformes du triangle fonda-
mental qui précéde, en employant toutes les substitutions du !
groupe, on obtiendra une infinité de triangles curvilignes dont
les cotés seront des ares de cercle normaux 2 Oz. Deux quel-

8|

conques de ces triangles ne pourront avoir d’autres points com- ‘-
muns que des points de leur périmétre; en effet, s'il en était
autrement, un tel point commun, considéré comme appartenant a
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I'un ou autre de ces triangles, correspondrait a deux points de
I'intérieur du triangle fondamental, ce qui est impossible, puisque
deux points de I'intérieur de ce dernier triangle ne peuvent se
correspondre par une substitution du groupe. Le demi-plan se
trousve ainsi partagé en une infinité de triangles curvilignes,
et deux quelconques de ces triangles sont la représentation con-

forme I'un de lautre (1).

20. Le point de vue auquel je me suis placé plus haut pour

rattacher la théorie de la substitution

*  az+ b
lea =g
a la théorie des formes quadratiques peut élre étendu pour obte-
nir les substitutions d’un demi-espace, qui sont les analogues des
substitutions précédentes (2).

Il nous faut auparavant indiquer la facon dont M. Hermite a
généralisé la notion de forme quadratique, en considérant des
formes quadratiques @ indéterminées conjuguées. M. Hermite

donne ce nom aux formes telles que
AN, BXY, - ByX,X Gy,

dans laquelle X et X, ainsi que Y et Y, sont deux variables com-
plexes conjuguées. Les coefficients A et G sont réels et B, est la

conjuguée de B. Si l’on effectue sur X et Y une substilution

X — dX/- DY,
Y —cXtaY,

a, b, ¢, d étant des quantités complexes, et si I'on a soin d’effec-

tuer sur X, et Y, la substitution conjuguée

XX by Y

i 3 al - rr
Y, = co Xy -+ @g Yy,

(1) Outre l'ouvrage déja cité de M. Klein, on pourra consulter sur ce sujet le
Mémoire de M. Dedekind : Ueber die elliptischen Modul-Functionen (Journal
de Crelle, t. 83).

(?) E. PicArD, Swr un groupe de transformations des poinls de Uespace
situes du méme coté d’un plan (Bulletin de la Société mathématique, 1884).

P. — 1. 29
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la forme donnée se transforme en une autre de méme nature. 1l y

i encore un invariant analogue & celui des formes réelles : c¢lest

l‘u\[u'cssion
BBy—- AC.

Quand celle-ci est négative et que A >0, C o0, la forme est
encore dite définie et positive.

Cies remarques faites, j'envisage la forme suivante, qui va rem-
placer la forme F du § 19,

KXo+ & XY+ 2y X, Y - (22 + y2) YY,,

ol z désigne une quantité complexe arbitraire et J une quantité
réelle positive.

La substitution & coefficients complexes quelconques
(X Y, axlo vy e G
la transforme en
AR SR BV B XV (Y

€n posant
Al="ecy (2zy -+ 32) + doy z 4 dycxy + dd,,

B'= cay (22, + 12) + aydz + ebyzy —+ dby,

(= ady(xzy—+ y2) + bay x + byazy -+ bby.

On est ainsi conduil 4 une transformation relative a la variable

complexe # et & la somme zz, -+ 2, substitution qui peut s’écrive
' , cay(xwy—+ y2) + apdz —+ ebyxy +— dby
X = — = )
. & ceo(Zxo—+1?) - deyx + dycxy + dd,
(3) ¢
aay(xxy—+ ¥2) + bagxr - byax, - bb
. Ty 0 fif= 0 0 0.~ 0
[ 22, +p1= |

| ceo(xzo—+ y?) -+ degx + dycay + dd,

A un systéme de valeurs de la quantité complexe z et de la
quantité positive y correspond par ces formules un systéme par-
faitement déterminé de 2/ et/ (' étant positif comme 7). Dla-
prés la maniére méme dont cette substitulion a été obtenue, il est
manifeste que le produit de deux de ces substitutions, correspon-
dant aux valeurs @, b, ¢, d et o/, O e, d' (ad— be=ald'— bl¢'— 1),

sera encore une substitution de méme nature.
On peut donner une forme géomélrique au résultat précédent.
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Soient O&, O7, OC un systéme d’axes rectangulaires et considé-
rons le demi-espace situé au-dessus du plan des En (E>o0). A
chaque point (&G correspond un systéme de valeurs de la
quantité complexe z ct de la quantité positive y, sil’on pose

£

= i AU ,J’ﬁ—t.,

et réciproquement.

La substitution (S) donne donc une transformation du demi-
espace en lui-méme; elle est tout 3 fait Panalogue de la transfor-
mation du demi-plan en lui-méme fournie par la substitution
linéaire a coefficients réels.

Clest M. Poincaré qui a, le premier, étu dié cette transformation
de l’espace; il I’a obtenue par des considéralions g(’:ométriques.
Elle joue un role essentiel dans la théqrie des groupes klei-
néens (').

La méthode que nous avons suivie pour obtenir (S) rend facile
I'étude du cas ot @, b, ¢, d sont quatre enliers complexes, c'est-
s-dire de la forme m -+ ni (m et n entiers), satisfaisant a la rela-
Lion

ad — bec = 1.

Les substitutions S forment alors un groupe discontinu. On

trouve, pour ce groupe, un polyedre fondamental limité par les

quatre plans
T 1

oY

Il

B 2 2
et la sphére
Bl P =1
ce polyedre est tout 4 fait analogue au triangle fondamental ren-

contré plus haut. Mais le développement de ce point m’entrainerail
trop loin, el je me borne a renvoyer A mon article cité plus haut.

IV. — Carte d’une surface.

91. On appelle carte géographique d’une surface la représenta-
PI geos
Lion d’une surface sur un plan, de telle sorte qu’a chaque point du

N e

(') H. POINCARE, Mémoire sur-les groupes Jleincens (Acta mathematica,
t. III).
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plan corresponde un point de la surface. Les cartes les plus inté-
ressantes sont celles dans lesquelles les angles sont conservés,
¢’est-d-dire dans lesquelles 'angle de deux lignes quelconques dans
le plan est égal a l'angle des lignes qui leur correspondent sur la

tel

surface : dans ces conditions, les parties infiniment petites sur la
surface et surla carte sont semblables.
Soit
ds2= E du? -+ 2F du dv -~ G dp?
le carré de ’élément d’arc sur la surface. Sil'on exprime « et ¢ en
fonction des coordonnées rectangulaires X et Y sur le plan de la
carte, on doit avoir (§ 2)
E du2+oF dudv+ G de2 = A(dX2+ dY?2)

égalité qui exprime que les carrés des éléments linéaires sur le
plan et sur la surface sont proportionnels. Le probléme des cartes

géographiques revient donc a exprimer u et ¢ en fonction de X et
Y, de telle sorte qu’a un facteur prés la forme qui représente ds® se

réduise a Eg —L Y

o

Cette réduction, comme Lagrange I’'a montré, peunt étre faite
d’une infinité de maniéres. 1l est évident, @ priori, que d'une carte
on déduira toutes les autres, en eflectuant sur cette carte une trans-
formation quelconque conservant les angles, transformation étu-
diée dans la Section Il. Pour démontrer la possibilité de la réduc-
tion annoncée, il faut nous appuyer sur le résultat suivant, que
nous aurons i reprendre avec plus de détail dans la théorie des
équations du premier ordre.

Etant donnée une expression

Pdz -+ Qdy,

ot P et Q sont des fonctions quelconques de & et y, il existe une
fonction p de z et y, telle que

w(P dz + Q dy)

soit une différentielle totale. Il faut et il suffit pour cela que

o O JP dQ)
A o () e gy e =
de (‘()x P(r)y W:) g
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On n’aura aucune difficulté & admetire pour le moment qu’il existe
une fonction p. de z ety (et méme une infinité) satisfaisant a cetle
unique équation. On appellera p un facteur intégrant de I'expres-
sion P dx + Q dy.

Ceci posé, reprenons
ds? — E du? =+ o F du dv + G dp? (EG—T2>o0).

Nous pouvons décomposer celte forme (]uu(h'nliquc en du et dv
en un produit de deux facteurs qui seronl imaginaires conjugués.
Soit

ds? — (adu + bde)(a du—+b'de);
1] FE . . . . G 5 i
a et a, b et b sontdes fonctions imagimaires conjuguees des deux

variables réelles u et ¢. L’expression
a di —+— b de

admettra un facteur intégrant que nous écrirons sous la forme
m - ni, en metlant en évidence la partie réelle et la partie imagi-
naire. On a done

(m—+ ni)(adu—+bde) = dX +-idyY,

X et Y étant deux certaines fonctions de u« et 9.
Pareillement,

(m— ni)(a du--bde)=do— L

par suite,
ds?(m2-nt) = dX2 -+ dY?2.

Les deux fonctions X, Y de u, ¢ établissent done la correspon-
dance cherchée entre les points de la surface et les points du plan
(X

[a recherche du facteur intégrant exigeant, en général, 'inté-
gration d'une équation du premier ordre, le calcul précédent donne
seulement la démonstration de la possibilité théorique de la réduc-
Lion. .

99. Prenons quelques exemples simples. Proposons-nous de
faire la carte d’une sphere; en la rapportant a son centre ct dési-

gnant par 4 et O la longitude et le complément de la latitude d’'un

v
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point (&, ¥, 5), nous avons

@ = R sinf cosy,
y = Rsinb sind,

% — Ricos;
IR étant le rayon de la sphére. On a de suite
ds? = R2( 02+ sin?0 dl?).

Pour ramener 52 a la forme :J.((ng — dY*®), nous pouvons écrire

/()2
dst = Resin20 (20 o Jr[ﬂ).

\ sin20
Il suffit alors de poser

dX = —, dY = di,

ce qui donne
_ 0 :
X = log tang - , V=l
On a alors une carte dans laquelle les parallélcs et les méridiens
sonl représentés par des paralléles aux axes de coordonnées. Clest
la carte de Mercator.
Une autre carte de la sphére peut étre obtenue de la maniére
suivante. Ecrivons ds? sous la forme
b / R2di2 {i] }
ds? =i 4 cost— [ ——— + R2tang? — dl2 \.
2 ] SR

1 cos’ —
\ 5) /

Lt 0
Sil'on pose s = R Lang;; on aura alors
(.(.5'2 =i

La quantité entre crochets représente le carré de I'élément li-
néaire dans un plan, rapporté aux coordonnées polaires (s et &).
Par conséquent, sil’on pose

X = pcosd, Y = psiny,

SCD LYON 1
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on aura

(] ¢
9 (lsitf;cos‘;(dkf+ dY?),

forme correspondant a une carte géographique. Il est facile d’in-
terpréter géométriquement le résultat qui précéde. Prenons la pro-
jection stéréographique sur le plan de I'équateur, le point de vue
étant au pole austral sur la sphere. Si a est la projection stéréo-

graphique du point A(f, ), on aura évidemment

)
Wlai— Ritano =
2

Les coordonnées polaires du point « dans le plan sont done

0 ¢
R tang ~ et . La carte que nous avons obtenue n’est done autre
que la carte par projection stéréographique : le calcul précédent
conduit & ce résultat bien connu que celle transformation con-

serve les angles.

s o SR

93. Terminons en faisant la carte de I'ellipsoide

|

2

] =

(a=1b=c):

Nous prendrons les coordonnées elliptiques A et . sur cetle sur-

face. Le paramétre )\, supposé compris entre — @2 et — h*, corres-

pond & l’h;)'purholo'l'd(: 4 deux nappes

w, compris entre

]]}l})l)f‘

az-+p  bP

Les trois équations précédentes donnent

az(a—+ h)(a?-+ )

)

-1 A Y N P D
o },2:]’]2_('{{ )')(]2+P;),
: (b2—c2)(b* —a?*)
Litci(elon A) (e 1)

(e ak’d)‘(ci — b2)
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(Calculons

SHg 2 2 i =2
ds® = dz? -+ dy*-+ ds?; |
on a
dx dp.
2— = e
i) (7 i oV
dy .
S L=
¥ b2+ 1
dsz dp.
2 —— = -
3 CE— A

el, par conséquent,
{ds2 = My d)2—+ M, dp?;

en posanl

M, s gt
(e =m0k
M, e ST

Pour calculer rapidement M, et M,, opérons comme le fait Ja-
1 cobi ( Vorlesungen iiber Dynamik). Soit

w(t)=1— ) J
01l e
(r.)z{ i a2 ; 72 . 2 o
.‘Ut')z:)\__ (a2 A2 (B2+ A2 (c2-+A)t l

‘ Mais, d’autre part, «(¢) s’annulant pour ¢=—o, ¢ =i L= OH
i peut écrire
it — M) (t—
! U= 7‘7!(_6_ AN Ve
T (a2 t) (62 t) (2 1)
donc |
_ (’rm o WA — ) '
l 0t Je=n (@ M) (B2 X)(e2+ A
: \insi
Ml = #":‘” B==it) M, = 5
, (2= W) (62— X)(c2+X) (a?
Nous avons done {
! ; = i 1 3
fds? = (p—N) | ————— 7 N — e du?
' (a2 2) (B2 Xy (e2-+ ) (@2 ) (624 ) (e )
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fol=—
497

Cette formule permet d’obtenir mmmédiatement une carte géo-

graphique de I’ellipsoide. Il suffit de poser

s e G

X — - e T
/ \ u‘r2+}.)(bi—!—l_)(_rzi—!—).ﬁ[
y—————— S

25

Y / \ (@2 ) (b4 ) (c? —;—T}.AI A

Les deux systémes de lignes de courbure de la surlace, corres-

pou(hmt a A — const. et & == const., seront représentés sur la carle

yar des paralléles aux axes de coordonnées.
I I

169%1

FIN DU TOME 1.

Paris, — lmp. GAUTHIER-VILLARS ET FILS, quai des Grands-Auguslins 55.
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