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INTRODUCTION.

Ce second Volume contient les Lecons que jai faites a la
Sorbonne pendant ces deux derni¢res années. Il est princi
palement consacré aux fonctions harmoniques et aux fone-
tions analytiques. Sans négliger le point de vue de Cauchy
dans la théorie de ces derniéres fonctions, je me suis surtout
attaché a une é¢tude approfondie des fonctions harmoniques,
¢’est-a-dire de I'équation de Laplace; une grande partie de
ce Volume est consacrée a cette équation célébre, dont dé-
pend toute la théorie des fonctions analytiques. Je me suis
arrété longuement sur le principe de Dirichlet, qui joue un
s1 grand role dans les travaux de Riemann, et qui est aussi
important pour la Physique mathématique que pour I’Ana-
lyse.

Parmi les fonctions particuliéres que j’étudie, je signa-
lerai les fonctions algébriques et les intégrales abéliennes.
Un Chapitre traite des surfaces de Riemann, dont I’étude a
¢té laissée un peu trop de coté en France; on peut, par une
représentation géomeétrique convenable, rendre intuitifs les
principaux résultats de cette théorie. Cette vue claire de la
surface de Riemann une fois obtenue, toutes les applications

se déroulent avec la méme facilité que dans la théorie clas-
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VI INTRODUCTION.

sique de Cauchy relative au plan simple. Mais il importe de
juger a sa véritable valeur la belle coneeption de Riemann.
Ce serait une vue incompléte que de la regarder seulement
comme une méthode simplificative pour présenter la théorie
des fonctions algébriques. Si importante que soit la simpli-
fication apportée dans cette ¢tude par la considération de
la surface & plusicurs feuillets, ce n'est pas la ce qui fait le
grand intérét des idées de Riemann. Le point essentiel de
sa théorie est dans la conception a priori de la surface con-
nexe formée d’un nombre limité de feuillets plans, et dans le
fait qu'a une telle surface concue dans toute sa généralité
correspond une classe de courbes algébriques. Nous n’avons
donc pas voulu mutiler la pensée profonde de Riemann, et
nous avons consacr¢ un Chapitre a la question difficile et
capitale de l'existence des fonctions analytiques sur une
surface de Riemann arbitrairement donnée; le probleme
méme est susceptible de se geéncéraliser si 'on prend une
surface fermée arbitraire dans Pespace et qu'on considére
I’équation de Beltrami qui lui correspond.

J'avais annoncé dans le premier Volume que je complais
m’occuper surtoul dans ce Traité de la théorie des ¢quations
différentielles. On trouvera ici un seul Chapitre consacré a
cette théorie telle qu'on I'entend ordinairement dans les
Ouvrages classiques. Je pourrais prétexter que léquation
de Laplace est une équation différentielle ; j’aime mieux
avouer que mon plan s’est un peu élargi. Je m’occuperai
particuli¢rement, dans le Tome II1, de I'étude des équations
différentielles, mais je n’oserais pas affirmer cependant que
je n'aurai pas encore plusieurs parentheses a ouvrir.

M. Simart m’a conlinué son précicux CONCours. Je lui
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INTRODUCTION. YIir

dois plus encore pour ce second Volume que pour le-pre-

mier; je lui adresse mes affectueux remerciements pour les

COlI
la peine qu’il a prise a la correction des epreuves.

Em. PICARD.

Paris, le 1g mars 1895.

1seils quil m’a donnés en relisant mon manuserit et pour
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ERRATA DU TOME II.

oY BE i

Désignons par « et ¢ les angles que 'élément s fait respectivement
avec I'axe des @ et la direction z'5; on trouve de suite les relations

dz=ds.e", COS G, — — = singy,

et 'on en déduit, ...
(';Z‘kefcér'ﬁ/
Page r15. Il faut, dans Iexpression de A el (I&l{ls,f‘é;:‘ﬁ#ﬁi“qu{ suil, supprimer
le facteur 1.2,.. m.

Page 117. Dans la sixiéme ligne avant le § 11, au liew de fonction holomorphe,
lises fonctlion uniforme.

Page 2g4. A la dixiéme

gne avant la fin de la page, il faut lire :
Nous supposons la premiére subdivision poussée assez loin pour que
Ly — T, <8 el ez — @ M <6,
On aura par suite, 3 et A se correspondant d'apreés les notations du § 1,. ..

3

Page 3ro. Dans la note, au licu de F(a), lisez F(d).

Page 352, ligne 7, au lieu de ordonnée, lises abscisse.

— O —
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TRAITE

D’ANALYSE.

TOME 11.

CHAPITRE 1.

FONCTIONS D’'UNE VARIABLE COMPLEXE. — PROBLEMES
FONDAMENTAUX RELATIFS A I’EQUATION DE LAPLACE
DANS LE PLAN,

I. — Définition des fonctions d’une variable complexe.
Dérivée. Intégrale. Fonction harmonique.

1. Désignons par et ¢ deux fonctions réelles continues, ainsi
que leurs dérivées partielles da premier ordre, des deux variables
réelles « et y, et formons la combinaison

(@, y)+iv(z, y),

ou ¢ représente le symbole ordinaire des imaginaires. Cette com-
-binaison peut étre regardée comme une fonction de la variable
complexe

: =iy,

ce qui revient simplement a dire qu’a un systéme de valeurs de
Z ety correspondent une valeur de ~ v, et par suite des va-
leurs de w et ¢. Il est clair que la considération d’une telle fonc-
tion de & - iy ne peul présenter aucun intérét particulier : il n’y

P. — II. I
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2 CHAPITRE 1.

a la qu'une question de mots, et la liaison par le symbole 7 de
deux fonctions quelconques « et ¢ est absolument inutile. Mais on
peut ne pas laisser complétement arbitraires les fonctions w et ¢,
: et chercher si cette fonction de # - 7y ne pourrail avoir des ca-
Ui ractéres qui la rapprocheraient d'une fonction d’une variable
réelle. Clest ce qu'a fait Cauchy, en cherchant les conditions
l" pour que cette fonction ait une dérivée unique.
Quand la variable x - iy recoit un accroissement

|
I ! dz +idy,

la fonction w + ¢ éprouve un accroissement du + i de. La limite
du rapport

I du du [ v dp
i S e s S e S )
i du+idv _ Ow dx q_;_,“t) 1(.03‘ dz 5 (Z))

—)

i‘ dz—+idy dz + idy
quand dx - idy tend vers zéro, sera, en désignant par p la

el f’—}

{w
du duF L dy dp
| — = — =y
Il dxr oy 5 \oz Oy &
[ 0 L -
I} = .J.

[t elle dépendra de p. La fonction u + ¢ de z + iy a donc pour
chaque valeur de la variable une infinité de dérivées, dépendant
de la maniére dont dx + ¢dy tend vers zéro.

. Cherchons a quelle condition cette dérivée sera unique. Le
il rapport (1) ne devra pas dépendre de (13 par suite, on a

GHE RGO il

or ' ow o *ay
I & 1 ’
" ‘ ce qll] EXlge
S du _ dy
\‘ E == a}:
(8)
' el dv
Loy 0w

Si u et ¢ satisfont & ces deux identités, la fonction « -+ v a, en
chaque point, une dérivée unique. On dit qu’elle représente une
Jonction analytique de z 4 iy .

‘ SCDLYON 1




FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE. 3

a rencontré ces deux
¢quations dans un important probléme de Géométrie (t. T, p. 429).
En cherchant & déterminer i et ¢ par la condition que

2. Rappelons d’abord que nous avons dé;

du?—+ do® = \(da? + dy?),

A ne dépendant pas des différentielles et étant seulement fonction
de 2 et y, nous avons obtenu le systéme S et celui qui s’en déduit
par le changement de ¢ en — ¢, Ce résultat pouvait immédiate-
ment s’obtenir en éerivant identité précédente sous la forme

(du - idv) (du— i de) — Mdz - idy) (dv — idy);

les deux facteurs du premier membre étant des formes linéaires
en dz et dy, on doit nécessairement ayoir

du + 7 do = i)
g — M S
de+idy !

soit

SOt " ————— —y
! dx + ¢ dy
i et v ne dépendant que de z et y; clest-a-dire que w -+ ip ou
w — iy est une fonction analytique de z + iy,

Voici encore, relativement au systéme S, une remarque aussi
simple qu’importante. Soient —+ioiet ul-t jo' deux fonctions
analytiques de 2 - iy. On pourra regarder u' - 7¢/ comme une
fonction de w1~ 7¢: je dis que cette fonction sera une fonction

274
analytique. On a en effet

du ¢ dp du'+ i do'

r

T+idy " gy M

i et ' ne dépendant que de z et Y, ou, si 'on veut, de « et ¢.
On en conclut

du'-id'

dut-ide = @’
le second membre ne dépend que de u et ¢, ce qui démontre que
@' - i’ est une fonction analytique de u -+ ip. Cette propriété du
systéme (S) est digne de remarque; on peut la prendre comme
point de départ pour chercher 4 généraliser la théorie des fonc-
tions d’une variable complexe : c’est un point sur lequel nous
aurons a revenir.

SCD LYON 1




CHAPITRE I.

3. Nous pouvons poser
i — )

en désignant par = la variable 2 + 7). Les fonctions w et ¢ ad-
mettant des dérivées premiéres sont con tinues dans une certaine
étendue; on dira qu’il en est de méme de la fonction f(z), et
lon en conclut immédiatement qu’on pourra donner & la quantité
complexe /& un module assez petit 7 pour que l'on ait, quelque

petite que soit la quantité positive ¢,
| flz+h)— f(5)]|<s pour |A| <,

le signe || représentant maintenant le module de la quantité com-
plexe.
Nous avons dit que f(z) avait une dérivée unique. En la dési-
gnant par f'(z), on a
(2

/" )_dn ) r.c)vﬁc?._yﬁ‘#bfy
LS e Qe L ;

Passons a la notion d’intégrale pour une fonction analytique
/(z). On suppose que la fonction f(z) et sa dérivée f'(z) soienl
des fonctions bien déterminées et continues pour tout point (x, »)
situé dans une certaine région du plan & contour simple. On
entend par l'intégrale définie

_E.f(s) ds,

prise le long d’une courbe G située dans cette région et allant du
point 3, au point z;, l'intégrale curviligne prise suivanl celle
courbe

[(u —+1¢) (da + T dy),

<

f(ud:r;——vc{y‘)+if(udx+ztdy).
(i G

Un théoréme fondamental de Cauchy est que cette intégrale
est indépendante du chemin suivi pour aller de 5, en 5.

La démonstration est immédiate, sil’on se reporte aux propriétés
fondamentales des intégrales curvilignes (t. I, p. 73). Les condi-

¢est-a-dire
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FONCTIONS D UNE VARIABLE COMPLEXE. 53

tions pour que ces deux intégrales soient indépendantes du chemin
suivi s’expriment en effet par les relations

dy 0p
o = o
er __du
dy oz

qui ne sont autre chose que les équations du systéme (S).

4. Considérons la limite supérieure z, comme variable, et dé-
signons-la par z. L'intégrale

F(:):f.f(s)d:

sera une fonction de z. C’est une fonction analytique; écrivons-la
en effet sous la forme
(7). (x, 5)

(ud.z‘—vd_)’)—l—-if (v do + wdy).

“( X xo Y (X0, Yo

En désienant par P et Q les deux intégrales qui figurent dans
g I 5 q 2
Pexpression précédente, on a

Bl
ok o
o E oy !
aP 90
5 =—, =
; o JdP a oP 0 O
Les deux équations e E, g = sont done vérifiées. La
dr oy oy 0z
dérivée de F(z) est égale &

JP 3 2 §

— 417 9 ) c’est-a-dire u - 1v,

oz oz

et nous avons par suite le théoréme fondamental, tout a fait ana-
logue & celui qui se présente dés le début du Caleul intégral pour
une fonction d’une variable réelle, et qui est exprimé par 'égaliré

F'(z) = f(5).

5. Les diverses remarques faites & propos des intégrales curyi-
lignes, dans le cas ol la condition d’intégrabilité est remplie, s'é-

SCD LYON 1




6 CHAPITRE 1.

tendent aux intégrales d'une fonction anal rligue. Ainsi Pintéerale :
2 Y 8

lﬂw@

prise le long d’un chemin fermé situé dans une région du plan,
limitée par plusicurs contours, a I'intérieur de laquelle la fonction
J(z) est bien déterminée et conlinue, ne change pas de valeur

quand le contour se déforme sans traverser aucun des contours

limites,

6. Reprenons les équations du systéme (S)

du oy du ap
e

3

etsupposons que, outre les dérivées du premier ordre, les fonctions
w et ¢ alent des dérivées du second ordre elles-mémes continues (1).
On tire des deux équations précédentes

2y d%p 2u 0%p
0x? ~ dy oz’ dyr T dway
el, par suite,
(s R
gzr " gy

et la fonction ¢ satisfait i la méme équation.

Réciproquement, soit une fonction u(x,y) satisfaisant a Péqua-
tion

(2) He 2y
), ozt -i“‘@—__{—o.

On pourra déterminer une fonction ¢ telle que w -+ v soit une
fonetion analytique de z + iy. La fonction ¢ est donnde par P’in-
tégrale curviligne

.(*) Nous établirons plus tard que Pexistence des dérivées partielles de tout

ordre pour les fonctions z el ¢ est une conséquence de lexistence des dérivées

du premier ordre.
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FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 17

intégrale ot la condition d’'intégrabilité est satisfaite, puisque
I'équation (2) est supposée vérifiée. La fonction ¢ est déterminée
a une constante prés, puisque la limite inférieure (a,, y,) est ar-
bitraire.

Le résultat précédent est extrémement important. Il montre
que I’étude des fonctions d’une variable complexe se raméne a

étude de I'équation
d2u - diu
oz: = h

¢'est-a-dire a I’équation de Laplace pour le cas de deux variables.
Suivant une désignation introduite par les géométres anglais, nous
appellerons fonction harmonigue toute fonction satisfaisant a
I'équation précédente.

Dans les écrits de Cauchy et de la plupart de ses disciples,
I'équation précédente intervient peu, et 'on raisonne sur la fone-
tion complexe elle-méme f(z) de la variable z. La simplicité et
I'uniformité des raisonnements font de cette théorie une des plus
attrayantes et des plus parfaites de I’Analyse mathématique ('). A
la suite d'un Mémoire fondamental de Riemann (2), I'étude des
fonctions d'une variable complexe a été ramenée de nouveau a sa
véritable origine, & savoir I'étude de ’équation de Laplace ou du
systéme (S5). Ce point de vue est assurément plus philosophique ;
il a le grand avantage de laisser de coté tout symbole, et la théorie
des fonctions d’une variable complexe est, en définitive, ’étude
de deux fonctions assocides w et ¢ de deux variables réelles z et y
satisfaisant aux deux équations

du dp i dy

S) L sk
42 dz dy’ ay ox

Il ne faudrait cependant pas étre exclusif. Le symbolisme a,
dans certains cas, ses avantages, et bien des résultats extréme-
ment simples deviendraient d’'un énoncé compliqué si I'on voulait

(') Le Traité classique de Briot et Bouquet sur les fonctions elliptiques, dont
la premiére moitié est un exposé de la théorie générale des fonctions, est fait
systématiquement a ce point de vue.

(*) Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer veran-
derlichen complexen Grosse (OEuvres complétes).
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ne jamais introduire de quantités complexes. Aprés avoir done
fait ’étude de I'équation de Laplace, que nous allons tout d’abord
entreprendre, nous reviendrons ensuite a la fonction complexe

J(5).

7. 1l ne sera pas sans intérél d'indiquer, dés & présent, une
premiére généralisation du systéme (S), qui est due & M. Bel-
trami ('). Considérons une surface pour laquelle le carré de

I'élément d’arc ds est exprimé, i I'aide des variables p et q, par
la formule
dst = Edp2+ aF dp dg + G dg2,

E, F, G étant des fonctions de petg(t. I, p. 420). Soient u et ¢
deux fonctions de p et g telles que

du?+-dv? = \(E dp*-+-2F dp dg + G dg?),
A ne dépendant pas des différentielles.
En cll_angeanl, s'il est nécessaire, ¢ en — ¢ et remarquant que
Edp2--oF dp dg + G dg*

= [\/l_? dp - F—;/{H c(q] ':\/E dp B ?--_‘LLI dg ‘ -

on aura

=
D3

S B¢ H
du+idp=p [ VE e e (Zq] .
: vidied

et, par suite,

Sl e ‘/E'

drs s op F+ ¢H

o o vy

d’oti 'on conclut, en éliminant i,

- [du opjTEes e Ju o
E[Bg *:715&(}] =5 .~zHI[—— fzs:],

(") E. Bevrramt, Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque
i (Annali di Mathematica, »* SEDI e STl
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FONGTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 9

ce qui revient a

Ol Ol g 08
dg dap ap

17 L dv du

i— =F— +H—,
dg ap dap

relations que nous mettrons sous la forme

du I du
A
9p . yEC T
(=) | i) 0
A ) (ht
e o dap g

| 9g — /EG—F*

Tel est le systéme (8') qu’'on peut regarder comme une généra-
lisation du systéme (S). La combinaison u - iv peut &tre appelée
une fonction complexe du point (p, q) sur la surface 2.

La fonction « satisfait évidemment & I'équation

F o . 5o Fo% _ g du
d g ap J ap g
= e RN OC
op\ /EG — F? dg \ JEG- F2

Cette équation est sur la surface 3 analogue de I'équation
de Laplace sur le plan. On reconnait d’ailleurs immédiatement
que la fonction ¢ satisfait & la méme équation.

11 existe une dépendance trés simple entre deux fonctions com-
plexes u -+ iv et &'+ i¢’ sur une surface X. Des relations : '

tH

du +idy = p l:\/E([ = E—;]? (]q},
[
o F + il 7
du'—ide = li\/E dp + ;\/rﬂz—l-dg I :
on conclut

'
: 7 5
du' + ide'= -I—(du, + 1dv),
'U.

c'est-a-dire que u'~+ iy’ est une fonction analytique de u-+iv(").

(') On consultera avec grand intérét sur ce sujet le volume de M. Klein inti-
tulé : Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer In-
tegrale; Leipzig, 1882.
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II. — Formule fondamentale. Les fonctions harmoniques sont ana-
Iytiques. Détermination unique des fonctions harmoniques par
leurs valeurs sur un contour fermé.

8. La formule de Green établie dans le cas de Pespace (t. I,
p- 138) a son analogue dans le plan. Soient U et V deux fone-
tions continues de z et » ainsi que leurs dérivées du premier et
du second ordre & I'intérieur d’un contour G ; formons I'mtégrale
double, étendue a I'aire que limite cette courbe,

dU oV aU oV

En se servant de Pidentité

O EAE ) ( ()V) R

ow dxr oz \ oz Oz’

on a de suite

oU dV A% S EAY
f f o 9w Y :[ S —f f Soa B

et pareillement

dU oV A GER
[‘f@ Jj;cl.vcl‘yn..r t{UW(lm—fodedy,

et, par conséquent,

[V OV SSyat
1= [u [% dy— o (m«J ““‘ff“ AV diz dy

=AY

:
I:gIU%dSM/‘[‘UAdedy,
(i o

e (A : S i
la dérivée =, ¢tant prise dans le sens de la normale intérieure a
I

ou

la courbe.

Cette formule nous sera trés utile.” La formule de Green s’ob-
tiendra en permutant U et V dans le second membre, ce qui ne
change pas le premier. On en conclut

A
J{;(UE;ﬁV-C—ZE)ds+ff(UAV—VAU)dzdy_ s
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En particulier, si 'on fait U =1, on aura

dV .
(3) 5 o ds ﬁ—.[:fﬁ\ dx dy = o.

v

Une remarque est ici nécessaire, relativement a la dérivée ?};
prise dans le sens de la normale intérieure. Et, d’abord, comment
définir d’'une maniére générale la normale intérieure ? Nous avons
défini (t. 1, p. 78) le sens positif sur un contour C, en nous ser-
vant d'une petite circonférence (y) décrite dans le sens de Oz
vers Oy par rapport & son centre P. Cette circonférence (v),
transportée dans le voisinage et a l'intérieur du contour C, de
maniére a étre tangente en un point A du contour, fixe sur celui-ci
la direction de la normale intérieure, qui est celle qui va du
point A au point P.

Cette direction fait un angle - ; avec la direction positive de

la tangente, mais elle est absolument déterminée, quel que soit la
disposition des axes Oz, Oy. Il en est de méme des cosinus des
angles que lanormale intérieure fail avec les axes de coordonnées,
de telle sorte que la dérivée

ZAY% A% i AY

7 = cos(x.n )+ oy cos(y.n),

prise dans le sens de la normale intérieure, a bien, comme on
devait s’y attendre, une signification déterminée indépendante du
sens qui se trouvera étre le sens positif sur le contour.

A A A : = A -
Ceci posé, revenons aux intégrales de la forme [ U = ds. Dans
[«
4

une pareille intégrale, on considére ds comme un élément essen-
tiellement positif ; elle est complétement déterminée par ce fait

A% g sl <
que . est prise dans le sens de la normale intéricure, et, deés

lors, il n’y a pas lieu de parler du sens dans quuel on elfectue

I'intégration sur le contour.

9. Indiquons, comme applications de la relation (3), quelques
problémes de Physique mathématique ot intervient I'équation

AV —=o.
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12 CHAPITRE I.

Un de ces problémes est relatif a la distribution de la tempéra-
ture dans une plaque isotrope en équilibre calorifique. Nous n’a-
vons pas & rappeler ici comment Fourier, dans sa Théorie mathé-
matique de la chaleur, a é1é conduit @ montrer que la quantité de
chaleur qui, dans le temps dt, passe d travers un arc ds du plan
est représentée par
dV

— ds dt,

. dn

QT:: désignant la dérivée de la température V dans le sens de la
normale & l'are ds el K un coefficient constant. L’équilibre calo-
rifique étant supposé établi, la température V ne dépendra que
de 2 et y. Considérons une courbe fermée (€5 1im quantité de cha-
leur passant, dans I'unité de temps, & travers cette courbe C, sera

K [ d‘i ds.
. dn

<G

représentée par l'intégrale

Or, cette quantité de chaleur devra étre nulle : dans le cas con-
) | )

traire, en effet, la chaleur s’accumulerait & I'intérieur de C et la
température varierait avec le temps. On doit donc avoir, pour

toute courbe fermée,

dV
: El‘ S = 0,

ce qui entraine, d’apres la formule (3),

[ sV dzay =,

pour une aire quelconque. On doit donc avoir identiquement
AY = o,

En transportant, comme I'a fait Ohm, de la chaleur a I'électri-
cité les principes de Fourier, on aura la méme équation pour le
potentiel électrique V dans une plaque conductrice traversée par
des courants permanents.

Un troisiéme exemple nous sera fourni par le mouvement per-
manent sur un plan d’un (luide incompressible et homogéne. Soient
w(z,y) et ¢(x,y) les projections sur Oz et Oy de la vitesse de
la molécule fluide coincidant, 4 un certain moment, avec le point
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G2y ) Considérons un élément, que nous pouvons supposer rec-
tiligne ds, el qui passe par (z,y); nous allons évaluer la masse
du fluide passant pendant le temps dt par cet élément. Celte
masse sera sensiblement celle d’un pavullélogmmme de base ds,
et dont autre c6té a pour projections sur les axes w di et ¢ dt. S
cosa el cos 3 désignent les cosinus directeurs de la normale a s,

la masse sera alors
: 6(u cosa v cos@) de,d

0 désignant la densité superficielle du fluide.

Or, la masse contenue a Pintérieur d'une courbe fermée C ne
peut changer pendant la durée du mouvement, puisque le fluide
est incompressible et homogeéne ; on aura done

f(u cosa - v cosfP) ds = o.
e
Or, supposons que u et ¢ soient les dérivées partielles d’une
fonction o (x ce qui correspond au cas ou il n’y a pas de
L 1Y) | I Y |
tourbillons dans le fluide. On aura alors

d A

et do
L cosa -+~ — COS is =
L/ﬂkd.zcma d}_coaﬁ)(s 0

do
[ e dsi—o"

G

-6

ou bien

On en conclut quela fonctiong, appelée potentiel des vitesses ('),

satisfait a I'équation
Ao = 0.

Les considérations précédentes, relatives au mouvement d'un
fluide sur un plan, peuvent étre étenduesau mouvement permanent
d’un fluide sur une surface ; c'est ce qu’a fait M. Klein dans 'Ou-
vrage que nous avons déja cité, et auquel nous renverrons (p-17)-
On retombe ainsi sur les équations de M. Beltrami indiquées dans
la Section précédente.

(*) Pour tout ce qui concerne les applications de la théorie de Péquation de
Laplace a la Mécanique des fluides, on étudiera surtout Padmirable Traité de
Kirchhoff : Vorlesungen tiber mathemalische Phystk.
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14 CHAPITRE 1.

10. Nous allons maintenant, relativ

ement a I'équation a deux
termes

AiVE="0}

(]é\"C]OI)PG!‘ une théorie toute semblable 3 celle que nous avons
étudiée (L. I, p- 141) pour I'équation a trois termes. La seule dif-
férence va consister en ce (Jue nous nous sommes servi précédem-

. 3 0 2 1 ; z
ment de la solution particuliére U — - tandis que, maintenant,

c¢’est la fonction de 7y représentée par logr, qui sera prise comme
solution particuliére [7 désignant toujours la distance d’un point
ariable (z, y) 4 un point (a, b)].

Si U et V sont deux fonctions harmoniques continues ainsi que
leurs dérivées partielles des deux premiers ordres dans un con-
tour G, on a, d’aprés la formule de Green,

~dV _dU
[;(U N = -d—ﬂ->cl.s =0k

</

Nous supposons la dérivée prise dans le se
rieure a l'aire.

ns de la normale inté-

Une remarque est indispensable. Pour

pouvoir appliquer en
loute sécurité cette formule, on deyra le

plus souvent supposer

que, non seulement les fonctions U e V sont continues dans I'aire

limitée par G et sur C lui-méme, mais qu’il en est de méme des

dérivées partielles du premier ordre de U et de V; dans ces con-
dy

Fors ; dU ‘ : Sl
ditions, on est assuré que 2 et 7 ont un sens bien déterming,

et 'application de la formule ne préte a aucune difficulté.

Ceci posé, V étant une fonction jouissant des propriétés indi-
(uées, prenons

U = logr,
ou
r?=(x—a)4 (y—b)2.

En supposant le point A (a, b) a l'intérieur de l'aire, décrivons,
de A comme centre, avec un rayon p, un cercle T, et appliquons la

formule de Green aux deux fonctions V et loz 7 pour Iair
: 87|
par les courbes C et I'. 1] vient ainsi

LA dlogry %
'/‘(Ioh: 5 —V—dﬂ )cls =0}

e limitée
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I'intégrale étant prise le long du contour total. Les dérivées sui-
vant les normales, qui figurent dans cette intégrale, sont prises
suivant la normale intérieure a l'aire. Si done on veut considérer,
pour la courbe ' comme pour la courbe C, les normales inté-
rieures a la courbe géométrique elle-méme, on devra écrire

dv dlogr ay dlogr
I;(lot,r SEen \Y __dTL—>dS —j{:(l%’ e 8V = )ds.

Cette derniére intégrale est facile a calculer. La premiére partie

dav dav
frlegr i ds = log p” s T ds

est nulle d’aprés la relation (3). D’autre part
I I

dlogr 1 dr 1
2 — = - — = eos(7, I
dn rodn ” (%2

en employant les mémes notations qu’au Tome I, p. 142 : or

, sur
la circonférence,
cos(min) =1

done I'intégrale du second membre se réduit a

—I-./V({s.
P JT

Elle doit étre indépendante du rayon p du cercle T' : or, pour p
trés petit, elle différe trés peu de

aw V(a,b),

V(a, b) désignant la valeur de V en A ; elle est donc rigoureuse-
ment égale a cette quantité, et ’on a la formule fondamentale

I dV dlogr
27:](;(1051%—\/ o )ds.

11. Dans le cas ou le contour C se réduit 4 un cercle, on peut
transformer l'intégrale donnant V(a, b) en une autre, qui ne con-
tienne plus que V. C’est la méme transformation que nous avons
faite (t. I, p. 147). Employant les mémes notations, nous aurons

V(a, &) =
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16 CHAPITRE T,

les deux relations

Vil 6 = L5 (Iog T A Y _(l]_ogr) ds,
C

o dn dn
Tl 2 dn

Il suffira de retrancher ces deux formules pour avoir

1 dlogr dlogr
(@, b)) = — it = I AN S
.‘ S 2T .[V( dn dn )dh

- r .
puisque - est constant pour tous les points du cercle.
1
Des deux relations (loc. cit.)

2=R2+r?—aR7r coso,

3=R24+7}—2Rr cosgy,
on tire de suite la valeur de

dlogry dlogr
TR

T
c’est-a-dire de
(‘OSL? CoSs flﬂj
T 'y Z

fi en se rappelant que
i r [
| il = R2 el _— = —
I ! 7 R

On trouve ainsi

M)~

270

e

I [‘Y(Ri-—-li)ds
G R

4G

formule qui donne, dans le cas du cercle, la valeur de la fonction V
enun point (@, b) quelconque du cercle en fonction de ses valeurs
sur la circonférence.

Si nous introduisons les coordonnées polaires (7, %) du point
(@, b) (on fera attention que 7 et @ n’ont pas la méme significa-
. tion que précédemment et que 7 notamment remplace (), la for-
i mule précédente pourra s’écrire

2% - i
(.’i) V(CL,b): 1 f = v(l{i—? ) qu'
0

2T 2—21{1'605(3‘1—@)—&- ri
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7

Nous avons déja étudié D'intégrale précédente (t. I, p- 248)
sous le nom d’intégrale de Poisson; nous avons seulement fait
R=1, ce qui, a cause du degré zéro d’homogénéité de I'inté-
grale en R et 7, n’a aucune importance.

12. De D'expression (4) de la fonction V, on conclut d’abord
que, si une fonction harmonique bien déterminée et continue pour
toute valeur de z et y reste toujours moindre, en valeur absolue,

qu’une quantité fixe M, elle doit nécessairement se réduire 3 une
constante. On a, en effet, en désignant par V, la valeur de la
fonction & lorigine, et quel que soit le rayon R > r du cercle C,

2m e
V(G,ZIJ—V(::L f aorV RCOS(»{ _) 7 'i([';»'.

O R2—orRcos(y — o)+

: Recos(b—o)—r T
Ou R T est moindre en valeur absolue que
R+ r

(_l:——_:_)" On aura donc
277
. 1 % 27 (R -+ r) o R
l‘(“,[))*vu|<2-‘;:b[ lvlmdﬁ‘\-mmﬂ

Or R est aussi grand que l'on veut; par suite, la quantité
fixe |'Vi(a, b) —V, | est rigoureusement nulle, :

Nous retrouverons plus tard cette propriété, sous le nom de
théoréme de Liouville, a propos des fonctions d’une variable
complexe.

13. Une autre propriété trés importante de la fonction harmo-

nique résulte encore de I'intégrale précédente. ;
Pl 9
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Définissons seulement auparavant ce que nous entendons par
fonction analytique de deux variables véelles z et y. Nous dirons
gqu'une fonction réelle et bien déterminée f(z, y) des deux va-
riables réelles « et y est analytique dans une certaine région du
plan, quand, dans le voisinage de tout point (z,,y,) de cette
région, on peut représenter la fonction par un développement en
série

Fla, y) = oo+ o1(z, )+t (@, ¥) +- 0

B désignant un polynéme homogene de degré m en & — x, €l
y — ¥, ce développement étant valable pour toute valeur de x

et y pour lesquelles
lz— x| et |pr—wo] <,

o étant une quantité suffisamment petite, et si, de plus, la série
ne cesse pas d’étre convergente quand on remplace, dans tous les
polyndmes o, chaque terme par sa valeur absolue.

11 est aisé de démontrer que la dérivée d'un ordre quelconque
de la fonction f(x,y) peut se représenter par la série formée
avec les dérivées du méme ordre des fonctions ¢ ; ¢’est une con-
séquence immédiate des propriétés des séries entiéres d'une va-
riable étudiées précédemment (t. I, p. 199), puisque, l'ordre des
termes étant indifférent, on pourra, avant chaque différentiation,
ordonner la série suivant les puissances de la variable par rapport
A laquelle on intégre. Ajoutons que, les coefficients du dévelop-
pement représentant, a un facteur binémial pres, les valeurs des
dérivées particlles de la fonction pour # = o, ) =0, un tel déve-
loppement ne peut &tre identiquement nul sans que toutes les

fonclions ¢ soient identiquement nulles.

14. Cette définition bien comprise, nous allons montrer que
toute fonction NV satisfaisant c U’équation AV = o, continue
ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres
dans une certaine aire, est une fonction analytique.

Soit un point quelconque de l'aire que nous allons prendre

pour origine, décrivons de ce point comme centre un cercle de
rayon R. Reportons-nous & la formule (4) qui détermine V (e, b)
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en un point quelconque (@, b) de ce cercle. On a

R2— r2 R R
R2—aRrcosB—+r2 s R — reib e R — f‘e*‘ﬁ;
or
AL e rr peln+1i0
REGEO o R

avec une 1dentité analogue en changeant ¢ en — 7, On aura donc

n
R2=— p2 w1 7

= SN s U
Ri—zl{rcos(tp—u?)-;- Tk e cos (1 ?)

R~
i

rn [ re(n+1)i(l—g)

re—(n+1ilY—g) 7
" Re | R—reiy-9 J :

R —re i§—9

En substituant dans P'intégrale, et remarquant que le reste tend

2 5 r 5 S i
vers z¢ro, puisque i est plus petit que I'unité, on obtient la rela-

tion
n—cuw
a r\n : 2
Via, b) = —)“ -+ E (T{) [@ncosn o~ by sinn o],
r=t

en posant

2

2 27
anp = :[ f J(b) cosn ¥ dy, by = :[ f S(d) sinn b dy,
i 0 13 o

J(¥) désignant la valeur de V sur le contour.

Le développement précédent a pour terme général un polynéme
homogéne et de degré 7 en @ et b; en effet,

@ = rcosy, b =rsino,

(@~ tb)r= rrcosno - irt sin no:

done 77 cos 7o et r”sin no sont des polyndmes homogt‘-nes de de-
gré n.

Nous avons donc pour V(a, b) un développement de la forme
Dot @1(@ b)) ...+ opla, b)+....

Or, si dans em(a, b)on remplace chaque terme par sa valeur abso-
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lue, 'expression lrouvée sera moindre que
al|-+|b|\"
el i
R

en désignant par M la limite supérieure, é¢videmment existanle,
des valeurs absolues des coefficients a, et b,. Or soit

| a| <p, |6 <g:

le terme général de la série, chaque lerme particulier ayant élé

remplacé par sa valeur absolue, sera inférieur a

SO 2l
l(ﬁ) M;

3 R e ]
si donc p < —» la nouvelle série sera encore convergente. Nous

sommes donc assuré que, pour

R
laliEao [l
2 2
la série qui représente V(a, b) converge de la maniére indiquée
dans notre définition d’une fonction analytique. La fonction V

est donc analytique.

15. En désignant maintenant par x,y au lieu de a, b les deux
variables, nous avons dans le voisinage de tout point (2, ¥o) le dé-

veloppement

Viz, 3 )= 90+ ?l(x'—.ru,y—yu)—‘;—...+ O (& — To, ¥ — Vo)

Chacune des fonctions homogénes ¢ satisfera a I’équation de La-
place. .

De ce développement on peut conclure que la fonction V ne
peut apoir en un point (Zo, o) M mazimum ni mintmum. Soit,
en effet, dans le voisinage de ce point,

Vil )i — o=t 9,”(3: — @, — Yot o (m >1),

la fonction @y (2 — a;u,yf‘yo) devra, dans le voisinage de (o,

94), garder un signe invariable. Or, cela est impossible, puisque,
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en posanL,
T — Zy— I COS0, ¥ —Yo=rsing,

on
O = I (@ cosmo + bpsinme),

el que I'équation a,, cosm?p + bpsinmo=o a toujours des ra-
cines qui sont simples.

Le méme théoréme peul s'établir en suivant la méme marche
que Gauss pour le cas de trois variables (t. I, p. 145). Nous avons
vu, en effet, en établissant la formule fondamentale (8§ 10), que

Vi — f Y ds.
'AT:P JI

I' étant un cercle de rayon o ayant A pour centre.

Si le point A correspondait & un maximum de la fonction, on
aurait sur la circonférence T, pour o suffisamment petit,

Y “:. v“\1

[\’ ds < fVA ds,
JT Jr

T
— V ds < Va,
27 Jp

d’ot

¢’est-a-dire

ce qui est en opposition avec I'égalité écrite plus haut.

16. Nous allons tirer immédiatement une conséquence impor—
tante du théoréme établi au paragraphe précédent. Etant donné
un contour fermé C, montrons qu'il ne peut y avoir plus d’une
Sfonction harmonique continue ainsi que ses dérivées partielles
des deux premiers ordres dans Uaire limitée par G, et pre-
nant en tous les points de ce contour une succession donnée de
valeurs.

Nous supposons, toutau moins pour le moment, que la succes-
sion des valeurs données sur le contour forme une suile continue.
Désignant, d'une maniére générale, par V., cette série de valeurs
en un point quelconque 7, du contour, nous entendons par fonc-
tion V, prenant ces valeurs sur le contour, une fonction V(z, )
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qui tend vers V,, quand le point (z, ) tend vers le point m d’une
maniére quelconque, en restant i 'intérieur du contour (!).

Ceci posé, s'il existait deux fonctions jouissant des propriétés
précédentes, leur différence U satisferait encore & 'équation de
Laplace et s’annulerait en tous les points du contour. Dans ces
conditions, elle devrait avoir au moins un maximum ou un mini-
mum pour un point situé & I'intérieur du contour, mais cela est
impossible, d’aprés ce que nous avons vu précédemment. La fone-
tion U est donc identiquement nulle, ce qui démontre le théo-
réme.

17. Donnons, du théoréme précédent, une autre démonstration,
ol nous aurons a considérer une intégrale double qui a joué un
role important dans cette théorie. Faisons, dans la formule préli-
minaire de Green, V= U, elle deviendra

[f{(dr 2 ((:TD) ](IT"IVT* fU ﬂds*/: U AU dx dy.

Supposons maintenant que U soit la fonction du paragraphe
précédent, s’annulant en tous les points de G, la formule se ré-

duira a
)@=

et 'on devra avoir, pour tous les points de I'intérieur de I'aire,

oU ol
= = 0, = =07
oz
par suite, la fonction U est constante a ’'intérieur de 1'aire; nulle
sur le bord, elle est donc nulle aussi & I'intérieur.

Il est important de remarquer que, dansle calcul précédent, on
fait implicitement une hypothése dont nous n’avions pas ea be-
soin dans la premi¢re démonstration. Pour que l'intégrale curvi-

(') On trouvera dans un important Mémoire de M. Painlevé (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, t. 11, p. 19) des remarques intéressantes re-
latives 4 cetle notion de fonction prenant une valeur donnée sur un arc de
courbe. :
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f U ﬂj- ds
a dn

soit nulle, il faut supposer, en général, que

ligne

dU
dn
infini. Aussi, dans cette seconde démonstration, on doit se bor-
ner aux intégrales qui restent continues a 'intérieur du contour

ne devienne pas

et surle contour, ainsi que leurs dérivées partielles du premier
ordre.

III. — Extension & I’équation linéaire générale du second ordre de
quelques-uns des résultats obtenus pour Téquation de Laplace.

18. Quittons maintenant, pour un instant, I'équation particu-

liére
Aw = o,

et cherchons s’il est possible d’étendre a des équations plus
générales quelques-uns des ‘résultats précédents ("). Nous pren-
drons d’abord I’équation

02w 0% u du du
i ; ;
da? dy?

ol d, e, f sont des fonctions continues quelconques de x et y.

Supposons qu'il existe deux intégrales de cette équation,
continues dans une aire A limitée par un contour C et prenant
les mémes valeurs sur ce contour. Nous supposons de plus que
lears dérivées partielles du premier ordre restent continues sur le
contour. Leur différence, que nous désignons par U, s’annulera
sur C. Formons 'intégrale double

B U et Ul e
L/‘IU[W *i—d—‘)f—_z—.-Z(lﬂﬁ‘?.ﬁW—PIU](L‘E‘C[_}/,

étendue a l'aire A; cetle intégrale sera évidemment nulle, puis-
que la quantité entre crochets est nulle. Donc, en intégrant par
parties et se rappelant que U= o sur le bord, on a immédiate-

(') E. PicArD, Comptes rendus, 1888, et Journal de Mathématigues, 18q0.
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ment

(5) ff[(dU i <%)+<j—ju%}~;)u] dzdy = o.

Un premier résultat apparait immédiatement. Si dans ’aire A
on a pour tout point (z, )

dd dc
Sy —- —f>o,

I'intégrale précédente ne pourra étre nulle que si Pon a en Lous
2 P {
les points de Paire

(=20}

i Ainsi, en particulier, I’équation
il ?u c)’u

o oy - Lab T

satisfera a la condition précédente dans toute région du plan o f
est négatif.

19. L’artifice suivant va nous permettre d’aller plus loin. Gar-
dons toujours pour U la méme signification que plus haut. Si B
et B’ sont deux fonctions continues quelconques de z et y, on
aura

. d(BU?2)  d(B'U2) 55
(6) ff[ s % ]dmd) = (i,

puisque U = o est nul sur le bord.

Nous pouvons done écrire, en ajoutant (5) et (6),

SIG) =)=

. elsy i
,: —‘—ZBU-— Uz (O'r'd—x-‘-x—w)]da"({‘} = 0;
i cn posant
! : dd  de
Il G e
‘; Jz dy 7

Or la quantité entre crochets sous le signe d’intégration cstune
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: =S AN oLl A
forme quadratique en U, 5 ot e tlle peut s’écrire

U g\ (2 ) R

Elle sera toujours positive si
(7) B!+B’2—ﬁ<3—2+ ‘g

Si donc on peut trouver deux fonctions B et B’ de z et y, con-
tinues dans laire A et vérifiant 'inégalité précédente, on sera
assuré que U est nulle en tous les points de I'aire, si elle est nulle
en tous les points du contour. De la peut se déduire une consé-
quence intéressante.

Nous allons faire voir que, quelle que soit la fonction continue
f(x,y), on peut déterminer deux fonctions B et B’ satisfaisant a
I'inégalité (7), et continues dans une aire, si celle-ci satisfait a une
certaine condition. :

Pour le montrer, remplacons — § par sa plus grande valeur ah-
solue -+~ m?, quand (z, y) reste dans une certaine région du plan.
Nous aurons a satisfaire & l'inégalité

0B aB’

19 2
B2+ B2+ m?2 << — + —

ox dy :
et cette derniére inégalité entrainera évidemment la précédente.

Or faisons B'= o et prenons B, fonction de z seul, satisfaisant

A la relation
dB

— —B2=mj3,

dr
m? étant une constante supérieure & m?. On aura
B = my tang(my z + CG),
C étant une constante.

En choisissant convenablement cette constante, la fonction B
reste continue dans tout intervalle donné compris entre deux pa-

ralleles 4 l'axe des » et dont la distance est moindre que 7;
al

Puisque m, différe aussi peu qu’on veut de m, on peut dire que,
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pour loute aire comprise dans une bande paralléle a Paxe des y et
. s L

de largeur moindre que -2 0n se lrouve dans les conditions d’ap-

plication du théoréme. D’autre part, en faisant une transforma-
tion de coordonnées rectangulaires, on aura, pour chaque direc-
tion nouvelle de 'axe Oy, un nombre m. En désignant par m le
plus grand d’entre eux, et posant

|'a

=,

~
~
-~

nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Pour tout contour situé dans la région considérée du plan,
il ne peut y avoir plus d’une intégrale continue prenant des
valeurs données sur le contour, pourvi que le contour se
(rouve compris entre deux droites paralleles dont la distance
ne dépasse pas d.

Il est d’ailleurs nécessaire de sous-entendre toujours la condi-
tion de continuité sur le contour pour les dérivées partielles du
premier ordre.

in particulier, on est assuré de se trouver dans les conditions
d’application du théoréme si le contour est suffisamment petit.

20. Prenons comme application I’équation

g o2

— 4+ — +Ku=o0
dz?  dy* ;

ol k2 représente une constanle posilive.

On aura ici § = — A? et, par suite, on peut prendre m?= k2.
Comme d’autre part, si on_fait une transformation de coordon-
nées rectangulaires, 1'équation ne change pas de forme, on en
conclut que l'équation précédente aura au plus une solution pre-
nant des valeurs données sur un contour, si ce contour se trouve
compris entre deux droites paralléles dont la distance ne dépasse

fasi=s
B 7

Il est aisé de voir que cette propriété ne subsiste pas pour tout
contour. Il peut arriver qu’'une intégrale de I'équation précédente
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soit nulle sur un contour sans étre nulle & I'intérieur. Clest ce que
nous allons montrer sur un exemple : 'expression

sl SRk
w = sin — xsin — ¥y
Vo 2

vérifie 'équation précédente, etelle s’annule sur les cotés du carré
ayant pour cotés

Va.m ] Vo.m
=0, = T 3 y=o, y = 7 .
21. Au liea de prendre 'équation
02u o diu ; due du e
T A + 24 Tx+2eqy—.— u©=o,
on elit pu prendre 'équation plus générale
(a) 02u 0% u 0%u ldu = du S
a el Gy R g D g i U = 0.
i oxr dx dy dy? ox Jy s

11 est, en ellet, facile par un changement de variables de rame-
ner I'un des cas a I'autre.

Faisons le changément de variables

X = f(z,9),
Y = o(x,).

L’équation (o) prendra la forme

Gl Gk ou Ju

L e = T Hy o
e e e i R

si les deux fonctions X et Y satisfont aux équations

dX)‘Z il oX 90X 7 dX)'l_ ((}Y)? i dY 0Y b (0\’)2
“‘((‘11-‘ S (-Ed—}?—ké(;}y = \3‘; Sy I}"‘CTJ’ d_}’ )
oX dY 0Y 0X dY oX oX oY
(S B SR — SiRlCE )
0% 0z ( dy dy

cTJ_dT I—EL_()_}f

On peut remarquer, et cela est intéressant pour la recherche
effective de X et Y, que ces équations sont celles que I'on obtient
en écrivant que la forme quadratique

cdx2— o2b dz dy + a dy*
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se réduit, & un facteur prés, i
dX2 + dY:.

Il résulte de cette remarque, d’aprés ce que nous avons vu (t. I,
p- 152), que, pour trouver deux fonctions X et Y de z et y satis-
faisant aux deux équations trouvées, il suffira d'intégrer une équa-
tion différentielle ordinaire du premier ordre.

Ceci posé, nous pouvons étendre a I'équation (2) le théoréme
fondamental du § 19 dans le cas ou la transformation a employer
est réelle, c’est-i-dire si le point (2, y) est dans une région du

slan ol
P
02— ae < o.

On peut alors énoncer que, dans cette région du plan, il ne
peut y avoir plus d’une intégrale prenant une succession don-
née de valeurs sur un contour, si ce contour est suffisamment
petit.

22. Le changement de variables que nous venons de faire n’est
pas le seul qu’on puisse utilement effectuer pour Pétude de I’équa-
tion (o). On peut encore transformer cette équation par un chan-
gement de variables en faisant disparaitre les dérivées du premier
ordre, comme l’a fait M. Bianchi ('). Pour que la transformée
de (a), aprés le changement de variable

X f(»?’,.}’);
v Y :c?(xa.}’):
soil de la forme

0% u d2u 02w
( (1 & =l e i (e L ST T ol et
(B) a' =<5 2b oy T oy eu —io}

il faut que f(z,y) et ¢(x, ¥) satisfassent I'une et autre d I'équa-
tion (o). C'est ce qu'on voit de suite en effectuant le changement
de variables; on devra prendre évidemment deux solutions de
I'équation (o) qui ne soient pas fonctions 'une de 'autre.

23. Les méthodes employées dans les précédents paragraphes

(') BiancHi, Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, 188g.
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supposent que les fonctions étudiées soient conlinues sur le con-
tour ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Elles correspon-
dent 2 la deuxiéme démonstration donnée (§ 17) de I'impossibilité
d’un maximum ou d’'un minimum pour les fonctions satisfaisant
a I'équation de Laplace. Nous n’avons pas eu besoin de ces hypo-
theses dans la premiére démonstration qui reposait essentielle-
ment sur la propriété de la fonction harmonique d’étre analytique.
Dans le cas de Péquation () du § 21 on peut, en précisant la na-
ure des coefficients, démontrer que les fonctions qui y satisfont
sont analytiques, et il est intéressant de rechercher si les résultats
obtenus pour 1'équation de Laplace, en partant de cette hypo-
these, sont susceptibles de généralisation. C'est ce que nous allons
montrer.

Nous supposons que dans Péquation (o) du § 21 les coefficients
a, b, ¢, d, e, [ soient des fonctions analytiques de et y dans
la région considérée du plan. On suppose de plus expressément

b2—ac <o

dans celte région : @ el ¢, qui sont alors de méme signe, peuvent
dtre suppos¢s positifs.

On peut établir que loute intégrale de cette équation bien
déterminée et continue dans la région considérée du plan ainst
que ses dérivées partielles des deux premiers ordres est elle-
méme une fonction analytique (0

Nous admettrons pour le moment ce résultat, et nous allons
seulement en poursuivre quelques conséquences, en raisonnant
comme nous 'avons fait au § 13 pour I'équation de Laplace. Con-
sidérons d’abord le cas ou f est identiquement nul, c¢'est-a-dire
ou I'équalion se réduit a
()= (6%%-?—2()%:7+20 3}_‘: + 20 S—i:—‘.ﬁ:zcz—;:o

Je dis qu'une intégrale u de cette équation ne pourra ad-
metire ni Mazimum ni Minimum.

() E. Picarp, Sur la détermination des integrales de certaines équalions

par leurs valeurs le long d’un contour Sfermé (Journal de U'Ecole Polytech-
nigue, 18qo ).
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Soit, en effet, (z,, y,) un point dans le voisinage duquel « et
ses dérivées partielles des deux premiers ordres sont continues;

la fonction u, étant analylique, peut étre développée en série de
Taylor

=90+ 0n(Z — Xy ¥ — ¥o) + 0piq (T — Zo, ¥ —Yo)+-..,

les o désignant des polynomes homogénes en x — 2, et y — Yo;
Po Teprésente une constante, et si (20, o) correspond & un maxi-
mum ou i un minimum, on an 2. Substituons cette valeur de 1
dans 1'équation (8) et égalons & zéro 'ensemble des termes ho-
mogenes de moindre degré. On aura nécessairement
020, %0, 0%2a,
Ay —— 428y —L— g, I _, b3 — aycy< o,
0 D2 Odfﬂd‘}’ 0 d‘)’2 ) 0 0 Lo
en désignant par @y, by, ¢, les valeurs de ay b, c pour z — 1,
I
Le polynéme ¢, satisfait & une équation analogue a celle de
Laplace; on peut'la ramener & cette équation par un changement
de variables réel
X = a(z—z0) + B(y — yo),
Y =y(z—m)+ d(y —Xo)-

Il suffit de suivre la méthode du § 21, et, par conséquent, cher-
cher la substitution précédente transformant

co dx® — 2 by do dy + a, dy?
en

dX2 - dY2,

Or c¢’est un probléme d’Algebre élémentaire que de chercher la
substitution linéaire
dX = a dw + B dy,

dY = v dv -+ 3§ dy,

transformant les deux formes 1'une dans l'autr
sera réelle puisque b3 — @, ¢y < (o) o, Sy

¢n considérée comme fonction de X et Y satisfait done & I'équa-
tion

e. La substitution

d2¢

o
!+ ”’:0-

Y2

LA
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[a fonction o, pourra donc s’annuler en changeant de signe
dans le voisinage de X = o0, Y = o el, par suite, dans le voisinage
de 2 = x4, ¥ = ¥o- 1l est donc impossible que # ait un maximum
ou Un Minimum pour & = Z,, ¥ = Yo-

On en conclut de suite, en répétant le raisonnement fait pour
P’équation de Laplace, qu'il ne peut y avoir deux intégrales de
I’équation (8) prenant wune succession donnée de valeurs sur
un contour C.

On voit que I'équation (8) jouit, au point de vue qui nous

occupe, des mémes propriétés que L'éc uation de Laplace.
pe, 1 P

94. Revenons maintenant a I'équation générale

d“r'—e—zl') R2u cdz&A u(lou—k»edu Lo
@ 572 oz dy R G i)

(@)

en supposant toujours que le point (z, y) reste dans la région R
du plan ot b2 — ac est négauf, et les hypotheses sur les coeffi-
cients a, b, ¢, d, e, frestant les mémes. Soil A un point quel-
conque de cette région R. Il existe certainement une intégrale s
de cette équation ne s'annulant pas au point A et gardant par
conséquent un signe invariable dans un certain domaine D autour
de ce point.
Faisons dans 1'équation le changement de fonction

=23V,

L’équation en ¢ sera du méme type que 'équation (8), elle
n'aura pas de terme en ¢. Elle sera de la forme
02¢ d%¢ 0%¢ oy

Az gz ez 4 ad —

oz T 0z ay dy2 ox @_r i

v

’

Puisque z ne s’annule pas, par hypothése, dans D, nous pouvons
appliquer les résultats du paragraphe précédent. Il ne pourra y
avoir deux intégrales de celte équation prenant la méme suceces-
sion de valeurs sur un contour G contenu dans D.

Nous pouvons par suite énoncer pour I'équation (o) le théoréme
suivant :

Autour d’un point quelconque de la région R, on peut déli-
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miter un domaine D, dans lequel le probléeme de la détermi-
nation d’une intégrale par ses valeurs sur un contour quel-
conque contenu dans D ne pourra avoir plus d’une solution.

(’est le théoréme que nous avons obtenu aux § 19 et 21. On
voil que nous n’avons pas eu besoin ici, dans les raisonnements
employés, de faire intervenir les valeurs des dérivées partielles du
premier ordre sur le contour. Le résultat est en ce sens plus pré-
cis, mais nous avons par conire l'inconvénient de démontrer
seulement l'existence de ce domaine suffisamment petit D, sans
indiquer aucune possibilité de trouver effectivement un tel do-
maine, ce que notre premiére méthode (§ 19) nous avait au con-
traire permis de faire. Il resterait a rechercher si, pour les do-
maines trouvés dans la premiére méthode, on ne pourrait arriver
a se débarrasser de I'’hypothése supplémentaire relative aux déri-
vées du premier ordre. Cette discussion trouvera sa place dans
une autre partie de cet Ouvrage.

Pt

25. Terminons ces généralités en considérant encore 'équation
8 q

e L}Qu+o[; S cdﬂzr, | 2dr)fu du i
Gy W—.— o St ZGW = fu=o,

el supposant que, dans la région R ou
b2— ac < o, a > o,

on ait de plus f < o.

Nous allons montrer que dans ces nouvelles conditions 7 ne
pourra y avoir plus d’une intégrale de I’équation prenant sur
tout contour fermé contenu dans R une succession continue
donnée de valeurs.

Si deux intégrales prennent les mémes valeurs le long d’un
contour, on aura une intégrale qui s’annulera le long de ce con-

tour. Considérons donc une telle intégrale u de I'équation précé-
dente; elle gardera un signe invariable dans le contour, ou bien
elle s’annulera le long de certaines lignes; dans le second cas,
I"aire se trouvera partagée en plusieurs aires partielles, sur le pé-
rimétre desquelles l'intégrale s’annulera, en gardant a lintérieur
un signe invariable.
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Prenons I'une d’elles, et supposons u positif & Vintérieur. Pour
un point au moins (&, ¥,) & 'intérieur, « devra passer par un
maximum ; soit #, = o la valeur de u pour (zy, y,).

Développons w en série

U= tg+ Un(X — Zg, ¥ —Fo)+ ...,

n, qui est plus grand que wn, doit étre nécessairement égal A
dewx; car, dans le cas contraire, I’ensemble des termes constants
dans I'équation se réduirait a f,u,, en désignant par f, la valeur
de f pour (z,, ¥,); on devrait donc avoir u, = 0, ce qui est im-
possible si la fonction n’est pas restée constamment nulle a l'inté-
rieur de l'aire. Nous avons done n = 2; soit
us=a(z — 0>+ 28(2 — 20) (¥ —J0)+ v (¥ — yo )2
Puisque (¢, ,) correspond & un maximum,
o < 0, S () p2— ay < o.

D’autre part, en substituant dans I'équation ' différentielle la

valeur de u, on trouve de suite

(9) a(age + 2048 + coy)+ foto= o,

en désignant par a,, by, ¢, les valeurs de a, b, ¢ pour (4, ¥)-
On a d’ailleurs

g >0, ¢y > 0, b — ayeco < 0.
Or de I'inégalité évidente
(@pe + )2 > 4 @gcoary,

nous concluons successivement, en nous reportant aux inégalilés
écrites plus haut,
(o + cov)?> 4“00052:
s

(apa+ coy b p2.

La valeur absolue de a,a - ¢oY est donc supérieure a celle de
260 8. Or aga -+ ¢y est négatif; done

oo+ 269 B +eoy

est certainement négatif. D’ailleurs f,u, est aussi négatif, puisque
P. — II. 3
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‘wy >0, fo<<o. Nous sommes ainsi conduit & une contradiction,
car la relation (g) devient, dans ces conditions, manifestement im-
possible. L’hypothése faite est donc inadmissible : une intégrale
nulle sur le contour sera nécessairement nulle & I'intérieur, ce qui
démontre le théoreme.

Comme exemple, citons I'équation

02w 2w
2

= 377 — k2w = o.

Il ne pourra y avoir plus d’une intégrale de cette équation pre-
nant sur un contour quelconque une succession donnée de va-

leurs.

26. Nous avons, dans les paragraphes précédents, déduit nos
conclusions de ce que les intégrales étaient nécessairement des
fonctions analytiques. Dans une Thése récente ('), M. Paraf a
montré qu'on pouvait arriver bien simplement aux mémes con-
clusions, sans s’appuyer sur aucun résultat antérieur, ce qui dis-
pense méme de ’hypothése que les coefficients soient des fone-
tions analytiques. Partons de I'équation

d*u  OJ'u du du
e +5‘ﬁ +ct~&~+b@+cu=0.

On suppose que, dans une aire A limitée par un contour G, le
coefficient ¢ soit constamment négatif (et non nul). Nous voulons
montrer qu'il ne pourra y avoir deux intégrales de l'équation,
bien déterminées et continues ainsi que leurs dérivées partielles
des deux premiers ordres, prenant sur G les mémes valeurs. Con-
sidérons, en effet, la différence u de deux telles intégrales, qui
s’annule sur C. Nous allons voir qu’elle ne peut prendre aucune
valeur positive dans A. Si, en effet, elle devenait positive, elle
aurait une limite supérieure qu’elle atteindrait au moins pour un
point (z,, ¥,) de I'intérieur de I'aire. Donnons alors a y la va-
leur fixe y, et considérons la fonction wu(z, y,). Il est clair que

d
(05) est nul; d’autre part la formule de Taylor, arrétée au se-
0

SHi A PARAF, Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, t. VI, 18ga.
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cond terme,

(22— 2,)2 021 .,V
u(@, ¥o) = 2(@o, Yo )= - X o) [ (z,y0)

o2 :| o+ 0 (r—arg) :

2 ] i .
montre que (dﬁldmt étre négatif ou nul, car, dans le cas con-
traire, le second terme du second membre serait positif pour x
voisin de 2, ce qui conduirait & u(x, yy) > u(zy, y,). Ainsi

donc, pour
.)’f:.’rU? ,J’=J’o,

on aura
ou 2y
— =0 — =0
o ? dz? =
et pareillement
du o2u _
a0 Sy = 0J
U‘-y B d‘}f-
tandis que
A0 et Ci<E0k

Ces ¢galités et inégalités sont incompatibles avec Péquation
différentielle. 11 est done établi qu’aucune intégrale ne peut avoir
dans A un maximum positif; elle ne peut non plus avoir un mi-
nimum négatif, comme on le voit en changeant % en — 1. 11 en
résulte que si la fonction u est nulle sur le contour, elle sera
nulle & Pintérieur. Ce résultat s’étend méme au cas ol, a l'inté-
rieur du contour, ¢ serait négatif oz nul, tandis que, dans la dé-
monstration précédente, nous avons di supposer que ¢ ne s'an-
nulait pas; nous renverrons pour ce point au travail de M. Paraf.

IV. — Probléme de Dirichlet. Recherche de la fonction harmo-
nique prenant des valeurs données sur un contour. Méthode de
M. Neumann.

27. Nous avons maintenant 3 chercher si, étant donnée une
succession continue de valeurs sur un contour, il existe une fonc-
tion harmonique continue i I'intérieur de l'aire limilde par le
contour et prenant sur celui-ci les valeurs données.

Dans sa célébre dissertation inaugurale, Riemann a donné de ce
probléme, qu’il appelle le principe de Dirichlet, une démon-
stration extrémement simple. Quoique cette démonstration ne pré-
sente pas une rigueur suffisante, nous devons I'exposer; elle rend
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en effet tout au moins trés vraisemblable le théoréme en question ,
et elle est le type d’un genre de raisonnement fréquemment em-
ployé en Physique mathématique et dont, faute de mieux, on doit
souvent se contenter.

28. Commencons par démontrer le théoréme suivant. Considé-
rons une fonction harmonique @ continue ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres dans I'aire limitée par un con-
tour G, et supposons que sur le contour lui-méme u et ses déri-
vées partielles du premier ordre soient continues.

On forme l'intégrale

=& +G)

¢ représentant une fonclion quelconque satisfaisant aux mémes

dx dy,

conditions de continuilé que « et prenant sur le conlour les
mémes valeurs. Dans ces conditions, I'intégrale précédente sera
minima pour ¢ = i.

Soit, en effet, ¢ — w = f; la fonction /i sera nulle sur le con-
lour et 'on aura

I o [ ) e
T

Or la seconde intégrale est nulle d’aprés la formule prélimi-
naire de Green qui peut s’écrire

ou oh duw oh du
ff(};a,f@@)d 2 dy []’df z_f Py

L’intégrale I est donc moindre pour ¢ =u que pour toute
autre fonction ¢ prenant les mémes valeurs sur le contour.

A ce théoréme, nous pouvons joindre une réciproque. Les con-
ditions de continuité restant toujours les mémes pour les fonctions
considérées et celles-ci prenant de plus, toutes, les mémes valeurs
sur le contour, si {’intégrale 1 est minima quand on met a la
place de v une certaine fonction u, celle-ci satisfait a I’équa-
iton

Al = 0.
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Posons
p=u -+ ah,

2 désignant une conslante et & une fonction de z et y s’annulant
cur C. Pour cette fonction, on aura

du due\ 2 T du -’i{ig du dh il
[IK ) '(@ }‘" s [f 9z 0z dy oy )”"”’
oh oh\2
e gﬂ[f[(d.r) (5‘}-’) ]a’.x(iy.

Or le coefficient de o peut s’éerire

= szh Au dz dy.

Si ce coefficient n’est pas nul, la somme des deux derniers
termes dans l'expression de I sera certainement négative si I'on
prend o suffisamment petit et d’un signe convenable. Puisque,
par hypothése, l'intégrale I est minima pour ¢ = u, 1l faut néces-
sairement que

(10) f hAu dz dy = o.

Or la fonction % n'est assujettie qu'a la condition de s’annuler
sur G et d’étre continue ainsi que ses dérivées partielles des deux

premiers ordres. Supposons qu’en un point (2, ¥o) & l'intérieur

de Paire, Au ne soit pas nul : il sera d’un signe invariable dans le
voisinage, soit a 'intérieur d’un cercle I' de rayon p ayant (2o, o)
pour centre. Définissons alors & par la condition qu’elle soit nulle
entre C et T, et que, a Pintérieur de T,

Hi=—figt == 2o )t = Gy ==

Silentier m est supérieur a deuz, la fonction ainsi définie s’an-
nulera sur C et sera continue ainsi que ses dérivées partielles
des deux premiers ordres. Mais pour une telle fonction, I'inté-
grale (10) ne pourra évidemment pas étre nulle. Il en résulte qu’en
tous les points de 'aire

Al = 0y

comme nous voulions I'établir.
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29. Les deux théorémes précédents sont a ’abri de toute ob-
jeetion. Il n’en est pas de méme de la fin du raisonnement par le-
quel Riemann établit D’existence d’une fonction harmonique u
prenant des valeurs données sur un contour.,

Considérons toujours l'intégrale

JIUE) + () Jear

¢ désignant une fonction quelconque assujetlic seulement, sauf
les conditions indiquées de continuité, i prendre la succession de
valeurs données sur le contour. Cette intégrale est nécessairement
positive et ne peut s’annuler; il y a donc une limite (') au-dessous
de laquelle elle ne peut descendre. Désignons par u la fonction
pour laguelle Uintégrale atteindra son minimum  la fonction w,
d’apres le théoréme précédent, sera harmonique et le probléme de
Dirichlet se trouve ainsi résolu.

J'ai souligné le point défectucux dans la déduction précédente.
On ne peut étre certain @ priori qu'il existe une fonction i, sa-
tisfaisant aux conditions de continuité, pour laquelle 'intégrale
atteigne effectivement sa limite inférieure. C'est 14 une objection
capitale qu'il semble impossible de tourner. Aussi ce mode de dé-
monstration n’est-il plus aujourd’hui considéré comme suffisant ;

.

il présente de plus un autre inconvénient : il ne donne aucun moyen
d’obtenir, ne fit-ce qu'approximativement, la solution que l'on
cherche.

30. Le probléme proposé, que nous avons déja donné dans le
cas du cercle (p. 16), a été traité rigoureusement par M. C. Neu-
mann dans le cas d’'un contour convexe. M. Schwarz a montré
ensuite comment on pouvait, dans des cas étendus, passer d’'un
contour convexe a un contour plus compliqué, ce qui lui a permis
de traiter la question dans le cas d’un contour limité par des arcs
réguliers de courbes analytiques. Enfin M. Poincaré a donné du

(*) Nous admettons ce point sans plus d’explication, mais il ne présente au-
cune difficulté, comme le montre Riemann dans sa Dissertation. On pourra
aussi consulter sur cette question du principe de Dirichlet, d’aprés Riemann, la
Thése de M. Simart ( Paris, 1882 )-
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probléme de Dirichlet une méthode extrémement originale et qui
différe complétement par le point de départ des méthodes précé-
dentes. Nous nous bornerons dans ce Ghapitre & développer la mé-
thode de M. Neumann, qui nous servira en méme temps a établir
quelques proprictés importantes de la fonction harmonique. Les
méthodes de MM. Schwarz et Poincaré seront développées dans
d’autres Chapitres.

Nous avons déja donué, dans le cas de I'espace, la méthode de
M. Neumann, modifiée en mettant & profit une idée de Kirchhofl :
nous suivrons absolument la méme voie dans le cas du plan.

Nous avons supposé que la surface considérée était convexe et
avait en chaque point un plan tangent déterminé. Nous garderons
pour le contour plan, que nous avons maintenant & considérer, les
mémes hypothéses, sauf toutefois que le contour, toujours con-
vexe, pourra avoir un nombre limité de poinzes. En ces derniers
points, le contour aura deux tangentes.

31. Une intégrale analogue & celle de Gauss (t. 1, p. 121) nous
sera fournie par 'intégrale

(11) fP-C;S—cP do

étendue a une courbe fermée C, 7 désignant la distance d’un point
fixe A 4 un point M de I'élément d’arc variable d= de la courbe,
et Pangle o représentant 'angle dela direction MA avec lanormale
intérieure a la courbe au point M.

La significatiou géométrique de cette intégrale est immédiate ;
elle représente la somme des angles, pris avec un signe, sous les-
quels du point A on voit les éléments ds de la courbe. L’inté-
grale (11) sera donc égale a aw quand le point A sera a U'intérieur
de la courbe C, elle sera nulle quand le point sera extérieur a la
courbe, et elle sera égale & = quand le point sera en un point ordi-
naire de la courbe. Si enfin le point A est une pointe du contour,
V'intégrale sera égale & Iangle « que font les tangentes aux deux
courbes qui forment la pointe. Dans I'hypothése ot nous sommes
d’un contour convexe, o sera inférieur a .

Nous pouvons généraliser I'intégrale précédente, comme nous

avons fait (t. I, p. 153). Désignant par a, b les coordonnées.
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de A, nous formons I'intégrale

WVita; b)) = [‘P’ C?S?cls,
0 7

ol u désigne une fonction continue du paramétre qui fixe la po-
sition d’un point sur la courbe. Cette intégrale, considérée comme
fonction de (a, b), est une fonclion continue, ainsi que ses déri-
vées partielles quand le point A est & I'intérieur ou a 'extérieur de
la surface. De plus, elle satisfait & I'équation de Laplace; c’est ce
qu’on voit de suite en mettant l'intégrale sous la forme

dr
Tl = " - /e
car — = — c0sy (rsEEpan oy

Or pour un point (z, y) du contour C, logr considéré comme
fonction de (@, b) satisfait a ’équation de Laplace, ct il en est

par suite de méme de
dlognr

2
dn

ce qui entraine la méme conclusion pour U'intégrale.

La fonction V(a, b) éprouve une discontinuilé pour le passage
par la courbe C. Pour étudier cette discontinuité, il n’y a qu'a
suivre, sans y rien changer, le mode de raisonnement employé
pour P'espace (t. I, p. 154). La seule différence sera que = sera

partout remplacé par )— dans les formules, puisque la circonférence

de rayon un est égale 4 am, tandis que l'aire de la sphére de rayon
un est égale a 4=. Prenant un point fixe s sur la courbe C, et dé-
signant par & la valeur de [~ en ce poinl, on montrera que

W (a, b) ff(_:_i_)‘“__? 0
G

7

est une fonction continue de (a, b), au point s, ¢’est-a-dire qu’elle
tend vers la méme valeur, de quelque maniére que le point (a, b)
tende vers s. En conservant les mémes notations, on aura donc

Vis= Vs+ mp, Ves= Vs— mps.
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Ces formules supposent que le point s ne soit pas une pointe
sur le contour. S'il en était ainsi, « désignant 'angle des tangentes,
on aurait, en écrivant toujours que W (a, b) est continue au

point s,
Vo= Vis— 2mps= Vs— 2pts.

39. On établira encore une remarque analogue a celle du § 10
(t. I, p- 155). On partage la courbe C en deux parties a et {3, et
soient s et s’ deux points quelconques de la courbe. Désignons
d’une maniére générale par IY 'intégrale

B f‘”"“-’ds
L3 I.

Y

relative au point s et étendue & une portion y de la courbe. On
peut trouver un nombre ) compris entre zéro et un, tel que
'on ait

1 o (2]
o< A< —(IF+T5) 2
27

quelles que soient les positions de s et s' sur la courbe.

Je ferai seulement une remarque sur la démonstration, remarquc
que nous n'avions pas eu 'occasion de faire pour les surfaces con-
vexes, leur supposant toujours en chaque point un plan tangent
unique. Il est un cas ot la somme

12 10

§

peut atteindre zéro. 1l faut pour cela que chacun des deux termes
sannule; la partie o devra donc se composer de deux droites dont
s est le point de rencontre, et il en est de méme de B, qui se com-
posera de deux droites se rencontrant en s’. La courbe convexe, que
nous considérons, se réduira alors nécessairement a un triangle
ou A un quadrilatére. Ce sont les seuls cas ol n’existe pas ce
nombre %, différent de zéro. Ces deux courbes sont donc exclues
pour I'application de la méthode.

33. On établira enfin unc derniére propriété de I'intégrale

I L COSQ
vy Rl SN
T f A
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rise pour un point s de la courbe C. Il n’y a, je le répcie
P E I yoa, ] pete,
a TT .
u'a changer = en — dans tous les raisonnements et calculs (t. 1 .
q el 92 ) |

p- 157). En désignant par M et 7 le maximum et le minimum de p. '
sur la courbe, on a, pour deux points quelconques s et s, dé C,

V.\’_ v.s‘, ; (nl_ ”7“)97

ot le nombre p (qui est égal 4 1 — ) est une constante positive
_comprise entre €70 et un.
En particulier, si M; et m; désignent le maximum et le mini- |
mum de V; sur G, on a

My — my (M —m)p. '

34. 1l suffira maintenant d’indiquer 'énoncé de la solution du
principe de Dirichlet; on se reportera pour la démonstration (1)
au Tome I, p. 158.

Soit une fonction continue U définie sur la courbe C: en dé-
signant toujours par Uy la valeur d'une fonction U au point s, je
forme I'intégrale

Ul(a,B) == 1[G i s

2T Q r

Quand le point (a, ) est en s, elle a une valeur parfaitement dé-
terminée U!. L’ensemble de ces valeurs, quand le point s se dé-
place sur la courbe (i, définit une fonction U' sur cette courbe.
Formons de méme P'intégrale

U?(a,b):_z_'_f"”,ﬁ(w_u;)dc,
S0

qui permettra de définir une nouvelle fonction U? sur C; et ainsi
de suite en ayant d'une maniére générale

Ur(a, b) = — L E_O.i?_(Unulﬁ, U-1) da,
IV T

La série
U+ Ul 024, . .= Ung. ..

(*) Je profite de I'occasion pour rectifier une erreur d’impression. Au liew de
puisque U — U, est compris entre aM et 2m (ligne g en remontant, page 159),
il faut lire puisque U— U, est compris entre M — m et m — M.
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est convergente sur la courbe G, et Uintégrale
1 : COS 9 4
V(aib)= _f_i (U4 Uls...+Ur+..)dso
2T C T i

résout le probléme de Dirichlet, c'est-a~dire quwelle satisfait a
I’équation de Laplace, et que V(a, b) tend vers Us, quand le
point (a, b) intérieur a C tend vers le point s de cette courbe.

35. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que la succession
des valeurs données sur le contour était une fonction continue.
[l est intéressant, pour diverses applications, d’examiner le cas
ot la fonction U, donnée sur le contour, tout en étant en général
continue, aurait un certain nombre de points de discontinuité ol
elle passerait brusquement d'une valeur finie 4 une autre valeur
finie. Supposons, par exemple, qu'il y ait sur le contour deux
tels points A et B(/ig. 2), et soient, quand on parcourt le contour
dans le sens positif, a et b les valeurs correspondantes des discon-
tinuités, de telle sorte que, si U,_. désigne la valeur de Uy quand

0

le point variable M tend vers A en marchant dans le sens de la
fleche, et si Uy, désigne la valeur limite de Uy quand M tend
vers A dans le sens inverse, on ait

Urc—Upie—a
et, de méme,
Ug—c— Upse = b.

Pour résoudre, dans ce cas, le probléme de Dirichlet, on pour-
rait suivre la méthode précédente en commencant par discuter
l'intégrale généralisée de Gauss, quand la fonction p. éprouve des
discontinuités de la nature indiquée. M. Schwarz a montré que le
cas ot la fonction U est discontinue peut se ramener immédia-
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lement au cas ou la succession des valeurs données sur le contour
est continue ('). Concevons, en effet, la fonction U prenant sur
le contour la succession, discontinue en A et B, de valeurs données;
si 'on désigne par (2, ') et (B, B') les coordonnées de A et B, la
fonction

a y—a b Y —
— arc tang : -~ — arc tang :

TC r—a ™

est parfaitement déterminée dans I’aire limitée par C, quand on

a une fois choisi, en un point, la détermination que 'on veut adop-
ter pour les arc tang; de plus cette fonction est une fonction har-
monique. Enfin, quand le point (z, 3) tend vers A en suivant le !
contour, d'abord dans le sens positif, puis ensuite dans le sens
négatif, la différence des deux valeurs limites est manifestement
égale a a, si, comme nous le supposons, A n'est pas une pointe.
La différence analogue pour B est égale & 4. Or formons mainte-
nant I'expression

f—a' b y—f

: = a
V=U— = arc tang L — — arc tang |
T r—a T >z —

La différence des deux valeurs limites que prend cette fonction

quand (z, y), sur le contour C, se rapproche de A d’un ¢oté ou

de I'autre, sera égale & zéro, et il en sera de méme pour B. Ad-

mettons que cette expression qui, & proprement parler, n’a pas de

valeur en A, ait pour valeur la limite précédente relative a ce point,
el de méme pour B; nous pourrons dire alors que la fonction V. |
prend une suite continue de valeurs sur le contour C et nous pour- |
rons l'obtenir comme il a été vu plus haut. On en déduira la va- |
leur de U par la formule t
U=V+ 2arc tangﬂ + 9 arc tang danli [

T ¥ —a o z —f

36. Les considérations précédentes nous permettent de déter-

miner une fonction harmonique U qui, en dchors des points A

et B, prend sur le contour une succession continue de valeurs

(*) M. Jules Riemann a tiré trés heureusement parti¢ de la méme idée dans
le cas des aires limitées par plusieurs contours. Foir sa Thése sur le probléme |
de Dirichlet (Anrnales de U'Ecole Normale, 1888). .
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données. Il n’est pas certain, d’aprés ce qui a été vu jusqu’ici,
que cette fonction soit unique. Le résultat est cependant exact sl
I'on ajoute I'hypothése que la fonction reste, en valeur absolue,

- inférieure & un nombre fize dans le voisinage des points de

discontinuité.

Il faut, pour établir ce théoréme, montirer qu'une fonction har-
monique U 1)1‘-cﬁme sur C la valeur zéro, sauf en certains points A
¢t B dans le voisinage desquelles on suppose qu’elle reste finie,
est nécessairement nulle identiquement.

Nous démontrerons ce résultat en supposant que le contour G
se réduise 2 un cercle. Ce ne sera pas restreindre la généralité du
théoréme si Pon admet, comme il sera démontré plus tard, qu'on
peut faire la représentation conforme de aire considérée sur un
cercle (Chapitre XI).

Nous considérons donc une circonférence C de rayon R et de
centre O et deux points A et B sur cette courbe. Nous donnant
d’abord un nombre 7 fixe, mais aussi petit qu’on voudra, nous
tracons deux angles o et B d’ouverture 27 et de sommet O, ayant
respectivement OA ¢t OB pour bissectrices. On peut, d’autre part,
trouver un cercle R, (R, << R) tel que, sur la portion de cette cir-
conférence extérieure aux angles o et 8, les valeurs absolues de U
soient moindres que ¢, en désignant par ¢ une seconde quantité
donnée 4 P'avance aussi petite qu’on voudra. Sur les ares de la cir-
conférence Ry correspondant aux angles o et 3, on aura, d’apres
I'hypothése faite,

Ul <M,

M étant une constante fixe.

Nous pouvons déterminer la fonction harmonique U en nous
servant de la formule de Poisson relativement i la circonférence R .
On voit alors que, pour un point quelconque P, intérieur i cette
circonférence, on a

1 [JTPW‘ = e -+ w1,

) et . étant deux quantités finies indépendantes de e et 7 : c’est ce

qui résulte de suite de la décomposition de I'intégrale en deux

parties. Or ¢ et 7 sont deux conslantes aussi petites que ['on veut.
P. — II. 35
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11 est donc bien établi que la fonction harmonique U est rigou-
reusement nulle.

Il est facile de donner un exemple d’une fonction harmonique
s'annulant en tous les points d’une circonférence, sauf un seul,
continue d’ailleurs 4 Pintérieur et n’étant pas identiquement nulle.

Il sutfit de prendre

T

S R

x4 }/2

bl

@ étant une constante. Cetle fonction s’annule sur la circonférence
représentée par 'équation :

x4+ a(x?+ y2) = o,

sauf a Porigine; son module ne restant pas au-dessous d’une limite
fixe M, le théoréme précédent n’est pas applicable.

37. Il est intéressant de rechercher quelle est la limite des va-
leurs que prend U(z, ) quand le point (2, ) tend vers un
point A du contour o la succession des valeurs données est dis-
continue. On y parvient de suite, en se reportant a la formule

r

e @ —_

U= V—{—E —are Langy——uu :

T P — o
V a en chaque point de disconlinuité une valeur déterminée.
Supposons, en premier lieu, que le point (z, ) se rapproche du
point A, en restant sur le contour C et en marchant d’abord dans
le sens positif et ensuite dans le sens négatif. En écrivant U sous

la forme

z a y — o
U=W-+ —arc tangi
T T

o

W étant comme V parfaitement déterminée en A,"on aura succes-
sivement les valeurs limites

() Wi+ 26,
(8) WA+§(0;R),

0 désignant I'angle que fait avec Oz la tangente a la courbe en A
menée dans le sens négatif. On aura donc, quand le point (z, y)
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tend vers A, en étant 4 I'intérieur de la courbe,
a
€0) Wa+ -0,

§ correspondant & la direction limite suivant laquelle (z, ) tend
vers A, et1'on a

(e s i e IR
I'expression (y) est comprise enire (o) et (B).

En faisant varier § on obtiendra toutes les valeurs comprises
entre les deux valeurs extrémes (o) et (). Ce résultat est bien
d’accord avec ce que nous avions trouvé dans le cas particulier du
cercle (t. I, p. 255).

Supposons, en particulier, que la succession des valeurs don-
nées soit zéro sur une partie de la courbe et un sur Iautre. Soit
toujours A un des points de discontinuité. Il résulte de ce qui
précede que si (z, y) tend vers A en restant sur une courbe qui
ne soit pas tangente i la courbe Cen A, la limite des valeurs que
prend U(z, ) est un nombre X plus petit que Uunité. Nous au-
rons plus tard A faire usage de ce cas particulier.
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1 CHAPITRE 11

DEVELOPPEMENTS EN SERIES ET PROLONGEMENT
ANALYTIQUE DES FONCTIONS HARMONIQUES ET
DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE.

I. — Développements en séries et extension des fonctions
harmoniques.

1. Nous avons déja indiqué (Chap. 1, § 14) un développement
en série d’une fonction harmonique. Il nous faut reprendre avec
plus de détail I’étude des développements de cette forme. En par-
tant de I'intégrale

Vi = /'2“1 JURE ) 1

dl
27 o 2—aoRrcos(¢—o)+r2 7

]

our et v désignent les coordonnées polaires du point A dont
et y désigneront les coordonnées rectangulaires, nous avons ob-
tenu le développement

m—_—o

h
‘ : ap 7 \m ’ : ;
| ".(.75',_;/):E =0 E ﬁ) (@mcosmo + by, sinme),
' m=1
ot
27T

27
I 1 .
Ap= — f S(U) cosmd di, (s = —‘f S(Y) sinmd dU.
T T
0 0
Ce développement converge pour tous les points intéricurs au
cercle de rayon R. On a vu aussi que le terme de rang m dans la

série élait un polynéme homogéne et de degré m en z et y.

2. Ceci rappelé, proposons-nous une question inverse en con-
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sidérant @ priori une série de la forme

m=w
A 2 (A COS B si
(1) A+ rm(A,, cosmeo —+ By, sinmo),
m=1

les A-et B désignant des constantes. J'envisage les deux séries

E A, rm et E B, rn.

Ce sont deux séries ordonnées suivant les puissances croissantes
de r. Elles ont donc chacune un certain champ de convergence
(t. I, p. 199); prenons le plus petit de ces deux champs de con-
vergence, soil U'intervalle (— L, -~ L). La série (1) sera uniformé-
ment convergente quand le point (z,y), (x=7rcose, y=rsing)
sera 4 'intérieur du cercle de rayon L— e, ¢ élant une quantité fixe
aussi pelite qu'on voudra; les deux séries

_ : 2
2 WA - n2 et : | B | 7

sont, en effet, convergentes pour 7 <_ L.

Nous appellerons cercle de convergence delasérie (1) le cercle
de rayon L (). Cherchons quelques propriétés de la fonction de
ret de o, ou de o et y, ainsi définie dans ce cercle. Soit

M eosm e = Um( @, ¥ ), P sinme = ey (@,¥)

tm €L vm, nous avons déja dit, sont des polyndémes homogenes
et de degré m en z et ), et 'on a

Um—+ f:Vm —=(x+ ":J’ P2

Nous avons donc la fonction V(z, ) ) définie, dans le cercle de
rayon L, par le développement ;

n=—uw

V(.’!.',‘}’): Ay+ E (I\m“'m i nm"m)'

m=—1

(*) Tl n’est pas impossible que la série converge en dehors de ce cercle, mais
nous ne nous occupons de la série qu'a 'intérieur de ce que nous appelons le
cercle de convergence.

e ==l 4
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Montrons d’abord que la fonction V(z,y) aura des dérivées

partielles de tout ordre et qu'on pourra les obtenir en faisant la

somme des dérivées correspondantes des Lermes de la série. Il suf-

fira de démontrer le méme théoréme pour la série (1) considérée ‘

comme fonction de r et de @ soit donc

n = =
= 3
U(r,0)=A¢—+ rn(A, cosmo -+ B, sinmo).
LAEST 0 i i
m=—1

Nous allons supposer <1/, I/ étant une quantité plus petite
PI = L | I ]

que L mais qui en est aussi voisine qu’on voudra. Les deux séries

A o L'm el B | T..m
l |

sont convergentes ainsi que les séries

‘ U R
| Z m| Ay | Lin, 2 v B | e

On aura d’abord évidemment, d’aprés les propriétés des séries

entieres,

gl m= oo
%10] N sl

il B 2 mrm—1(A, cosme -+ B, sinmo).
f of :

[ m=1

Prenons maintenant la série des dérivées par rapport a o

m—wm
E mrm(— A, sinmo + B, cosmeo).

m=1

Cette série sera convergente, et de plus, si on la considére
comme fonction de o, elle sera uniformément convergente, @ va-

riant de o & 2w Done, d’aprés un théoréme fondamental (t. I,
; JU AR

p- 197), elle représentera -~ . Le théoréme démontré pour les dé-
rivées du premier ordre, qui sont des séries de méme forme que
la proposée, s’étend aux dérivées de tout ordre.

Ainsi la série (1), considérée comme fonction de r et de ¢, a des
dérivées partielles du premier ordre qui s’obtiennent en formant
la série des dérivées des termes successifs. Par suite, on aura le
méme théoréme pour la fonction V considérée comme fonction

SCDLYON 1




DEVELOPPEMENTS EN SERIES. B
de 2 et y. Remarquons de plus que V a des dérivées partielles de
tout ordre tini s¢ trouvent représentées par des séries de méme
forme. Ainsi

m—uw
oNE ( N ity B 0\
or. 2 it 1 0% " ow )’
m=1
mals
U+ W= (2 + Ly )n,
Umn—1 = 10 - 1= (> + [‘]f yin—1:
donc
Ottm A Clpires m(u w )
BE T o U pp—1 m—1),
ou
i, [2Xeps
— = MUyt e D
dr dx
Par conséquent
5 m=—wx
d\ <
e 2 (mAptm—g+mByo,_y).
dr
m=1

Nous avons donc une série de méme {forme.

Prenons maintenant les dérivées secondes

02V sq { 021, B 02p,, )
T o S Dk i)
) ez dw2 )

dar? >
02V _E ( \ Pup oy
dy? T ik dy?  oy? ) %
el puisque
Nty =— 0 Apii—0,
on aura
AV — o

Ainsi la fonction N (x, y) représentée par la série, est, comme
chacun de ses termes, une fonction harmonique el continue
Uintérieur du cercle de rayon L.

Cette proposition est, en quelque sorte, I'inverse de celle que
nous rappelions au paragraphe précédent. Il est clair que, si dans
les expressions précédentes nous remplagons & par x — x, et
par v — ¥, nous aurons des fonctions définies dans des cercles

ayant pour centre (_"ro«ﬁ'n)-
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3. Reprenons une fonction harmonique V(z, 5), continue a l'in-
térieur d'un cercle C de rayon Rk ayant 'origine pour centre. On
suppose qu’on ne sache rien de la nature de la fonction sur la cir-
i conférence elle-méme. Pour effectuer le développement en série
de la fonction, on doit prendre une circonférence de rayon R,
moindre que R, et le développement déja rappelé au §1 de ce
Chapitre, nous donne a Pintérieur du cercle de rayon R

s mn—=om

: ~ : :
(2) V(@)= Ag+ 2 rm(A,, cosme -+ By, sinmo).

m=1

On peut se demander si ce développement est indépendant de R'.
Il est aisé de voir que A, et B, ne dépendent pas de R’; soit, en
effet, pour R"<< R’ un autre développement de V(z,y); en fai-
sant la différence de ces deux séries, on aurait une identité de la

forme

n =«
N ( " (e} 3 "
0= dy—+ 7 (ot cOS Mo 3, sinmo) (mi= i)
m=1
La série ordonnée suivant les puissances croissantes de r, qui fi-
gure dans le second membre, ne peut étre identiquement nulle

que s1
%y COSTRG + B, sSinme = o,

|l quel que soit o, c’est-a-dire que %, = Br=o0, et les coefficients
des deux développements supposés sont identiques. La série (2)
définit done la fonction pour tous les points inlérieurs au cercle C
de rayon R.

Ceci posé, prenons & I'intérieur de ce cercle un point arbitraire

(29, 00) aulre que I'origine. Du point (z,,),) comme centre, dé-

-’h’ crivons le cercle £ tangent intérieurement au cercle C; la fonc-
tion V(z, )4 l'intérieur de ce cercle pourra éire développée en
une série de la forme

P

V(xa.)/): Py 2 [Pm um(x =0 e 0N SH Qm”m(W = -Z'Ua}’—_}’u)],

H—

les P et Q étant des conslantes.

Une remarque capitale est a faire sur cetle derniére série. Son
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cercle de convergence a un rayon au moins égal a celui du cercle
(), mais il ne lui est pas nécessairement égal. Soit T (fig.3)
ce cercle de convergence; supposons son rayon plus grand que

Fig. 3.

celui de (). On voit que la fonction V(. y) se trouve maintenant
définie dans une région ou elle n’était pas déterminée par le pre-
mier développement en série, a savoir la partie ombrée dans la
figure intérieure a I' et extérieure a C. Ce fait est extrémement
important; on dit alors que Pon acflectué le prolongement ana-
Iytique de la fonction N au dela de Uarc o de la circonfé-
rence C (o et B désignant les points de rencontre des circonfé-
rences Cet T').

On pourrait, de la méme maniére, chercher a effectuer le pro-
longement analytique de la fonction au dela d'un arc de la
circonférence T, et ainsi de suite, de proche en proche.

Les circonstances les plus variées peuvent se produire dans la
recherche de ce prolongement analytique. On pourrail toul d’abord
dtre arrété deés le début, c'est-a-dire qu'il pourrait arriver que,
quel que soit (2, y,), le cercle I' fiit le cercle y; alors le prolonge-
ment analytique de la fonction au deld du cercle C est impossible.
Dans d'autres cas, en prenant pour les circonférences I' une
succession de centres situés sur un arc de courbe joignant le
point O & un point A du plan, on pourra atteindre le point A;
il pourra arriver aussi qu’on n’atleigne pas ce point. Enfin, en
allant du point O a ce méme point A par deux chemins différents,
on pourra ne pas lrouver la méme valeur a Parrivée : la fonction
prolongée présentera alors quelque singularité dans I'aire limitée
par les deux chemins.
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4. Ilest facile de citer des exemples d'une fonction ne pouvant
étre prolongée au dela d’un cercle C. Reprenons, en effet, U'inté-
grale de Poisson

27 S R2=5e
Vit oz lna)i== - / SR ) (e ) dy

ST R2 7—21{1'{11)5("4 -u\ = i

g

qui définit une fonction harmonique V(z,)) prenant sur le
cercle G de rayon R, ayant 'origine pour centre, la succession
des valeurs données par la fonction /(). Si la fonction peul étre
prolongée au dela d’un certain arc o3 de la circonférence C, il fau-
dra nécessairement que f(¥) soit une fonction analytlique de d sur
cet arc; en elfet, V(z, ) sera alors une fonction analytique de
ct y dans une certaine aire comprenant P’arc «f a son intérieur, el
comme z el y, quisont égaux a Rcosy et Rsind sur le cercle,
sont des fonctlions analytiques de U, il en résulte que V(x, y) sera
une fonction analylique de © sur larc 283. Or nous pouvons
prendre pour f(4) une fonction continue ayant 2w pour période
et qui ne soit pas une fonction analytique de  : telle est la fonc-
tion donnée par M. Weierstrass, comme premier exemple d'une \
fonction continue n'ayant pas de dérivée,

w
= O
A= : b (cosal),
0

ot b est une conslante positive plus petite que I'unité, @ un entier

2

- . rilie < \ = JT .

impair supérieur a wn, et ot 'on suppose de plus ab > 1+ °= (voir
2

par exemple, pour la démonstration, Joroan, 7raité d’A nafyse,

et 1 B BT, 1

5. Nous allons faire deux remarques générales sur les fonctions
harmoniques, qui nous seront plus tard utiles et ot nous aurons
a invoquer la notion de prolongement analytique qui vient d’étre
é¢tudide dans les paragraphes précédents.

La premiére remarque est relative 2 une fonction harmonique,
bien déterminée et continue dans une aire A, et'que I'on suppose
constante dans une aire B, intérieure a A, et d’ailleurs aussi petite
qu’on veut. La fonction sera constante dans A ; en effet, pour
faire le prolongement analytique de I'expression en dehors de B,
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on )Aura i employer des séries de la forme de celles considérées
au § 2,
R .
Ao —‘—2‘ (A, cosm o+ By sinmg).

Tous les coefficients, sauf le premier, doivent étre nuls, puisque
pour s assez petit, correspondant a des points dans B, la fonction
se réduit 4 une constante. En étendant done ainsi la fonction de
proche en proche, on voil qu’elle sera constante dans toute
I’étendue de A.

La seconde remarque est relative aux valeurs d’une fonction
harmonique U a intérieur d’un contour C sur lequel elle prend
ane succession de valeurs. En supposant d’abord cette succession
continue, soient M et m le maximum et le minimum de la fone-
tion sur le contour. Je dis que, pour tout point & I'intérieur, on

aura
m < U< M (on suppose M = m),

chaque inégalité excluant I’égalité. La fonction ne peut évidem-
ment prendre de valeurs supérieures a M ou inférieures a m, car
autrement elle aurait, a 'intérieur, un maximum ou un minimum.
De plus, il est impossible qu’en un point @ de l'intérieur on ait

U=M,

car, si I'on déerit, autour de @ comme centre, un cercle I' de rayon
achitraire p, on aurait (Chap. I, § 10)

M R [ Ui
27p

égalité impossible puisque, sur L', U ne peut étre constamment
égal a M.

Si I'on suppose que les valeurs de U sur le contour soient dis-
continues, comme au Chapitre 1(§ 35), désignons toujours par M
et m le maximum et le minimum de ces valeurs (pour les points
limites, on considérera la valeur comme double, en prenant les

deux limites). Les inégalités

subsistent pour toul point intérieur. En effet, quand (z,y) tend
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vers un point de discontinuité, la valeur limite de U est comprise
entre M et 7z (Chap. I, § 15); il n'v a donc rien a changer au
raisonnement précédent.

6. Nous terminerons ces généralités en démontrant un théoréme
8

div & M. Harnack ('). Considérons d’abord, dans un lemme préli-
minaire, la suite
0 20 s P

1 de fonctions harmoniques & I'intérieur d’un contour C. On sup-
pose que, sur le contour, la série

(3) U+ Uj+...+ U,

n des valeurs de ces fonctions soit uniformément convergente. Je

b | dis que la série
Ug—=Ug ...+ Up—+...

sera uniformément convergente a Uintérieur de Uaire et re-
présentera une fonction harmonique.

Drapres la définition donnée (t. I, p. 195) de la convergence uni-
forme, on pourra prendre 2 assez grand, ¢ étant donné ’avance,
pour que, en tout point du contour, on ait, quel que soit p,

(UL Uit
Or, d’aprés les propriétés des fonctions harmoniques,
| e+ wprg ...+ Un+p |y
a l'intérieur de 'aire, est inférieure au maximum de
LUl e AU Upaep |
sur le contour ; il en résulte immédiatement que la série
Up—i= Uy v it Ut
est uniformément convergente a I'intérieur de l'aire.

Montrons maintenant que cette série représente une fonction

(') Voir I'Ouvrage déja cité de M. Harnack : Die Grundlagen der Theorie
des logarithmischen Potentiales, p. 67; 1887.
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harmonique. Nous considérons, a cet effet, une circonférence G a
Pintérieur de l'aire ; soient
NVl o e
les valeurs des w sur cette circonférence. La série
(4) Vo+ Vit.o i+ Vpt.-.
sera évidemment uniformément convergente sur C.
Prenant alors pour le cercle I'intégrale de Poisson

9
I & R2— r2

N — / (Vo+ Vi o Vp+.
0

2T

d
'R aRrcos(y —9)+ 2 T

et appelant p, le reste de la série (4) correspondant au rang 7,
nous pourrons, pour les points de I'intérieur du cercle, écrire
cette intégrale sous la forme

St f” R2— r2 al
o~ Uy ... U =— o
17 1 LA e ! Pn RE—aRrcos(— )+ 72 i

Or |pn | << e pour lous les points du contour; par conséquent,
la série
Ug— Uy~ .o Up— ..
est représentée par 'intégrale (5) a l'intérieur du cercle; elle re-
présente doncune fonction harmonique. D’ailleurs, d’aprés ce qui
précéde, il est bien évident que cette série tend vers la série des U
quand (2, ) se rapproche d'un point du contour.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme suivant : Soit
une série
Uy Uy o= Up—te s
de fonctions harmoniques toutes positives @ I’intérieur de
Laire limitée par un contour C. Si cette série converge en un
point O de Uintérieur de Uaire, elle convergera en tous les
points de Uintérieur de Uaire et représentera une fonction
harmonique.

Soit V une fonction harmonique positive définie le long d'un
cercle T de centre O et de rayon R; ona

2T
i

Vu = V c/u.'g
2T
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Pour un point A de I'intérieur du cercle, on a

en désignant par s la distance OA et AM représentant la distance ‘

. 5 - . |
de A au point variable M correspondant a I'angle J sur la circon- '
férence. Il est clair que

Done, puisque les V sont positifs
| ] )

R—r 3 _ R+
Rorit ime

Cecidit, décrivons, du point O de I’énoncé précédent, un cercle
qui soil intérieur & laire, la série

Wo—— Uy o Up—+. ..

conyergera pour tout point intérieur i ce cercle.
On a, en effet, quels que soient les entiers 7 et m,

R—+r
Oy \ 0 ~ A ' ' A - : | D
Ry (ubiats el i< Uppy === Uy << s = (e e e Ay

les 2" et les «* désignant d’une maniére ¢ générale les valeurs de u
en O eten A. La série convergente pour le point O cony ergera
done pour le point A. Il est évident qu’elle convergera uniformé-
menl sur toute circonférence intérieure a la circonférence primi-
tivement tracée ; d’aprés le lemme, elle représente, a4 'intérieur
de celle-l3, une fonction harmonique. En allant de proche en
proche, on peut atteindre, en considérant une suite de circonfé-
rences, tout point de I'intérieur de laire, et le théoréme se trouve,
par suite, établi. On remargquera que la série sera uniformément
convergente a l'intérieur de Loute aire comprise dans P'aire que
limite C et n 'ayant aucun point commun avee cetle courbe.
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II. — Fonctions harmoniques 3 linfini. Probléme de Dirichlet
pour Pextérieur d’'une aire.

7. Nous avons toujours considéré, jusqu'ici, des fonctions har-
moniques pour des valeurs finies de z et y. On étudiera les fonc-
tions harmoniques dans le cas ou le point (z, y) s'éloignera
indéfiniment, en s’appuyant sur la propriéié suivante de la trans-
formation par rayons vecleurs réciprogues. On sail que cetle
transformation, quand l'origine est le centre de la transformation,
s'exprime analyliquement par les formules

k2y Bty
— (k étant une constante),

!.."V‘_

kY
T e

Ceci posé, st V(2, ) désigne une fonction harmonigue,

V( k2ax En /{Et}fi;)

Zryt TR

sera encore une fonction harmonique.

Ce théoréme, que vérifierait immédiatement un calcul direct,
peut encore g'établir en se rappelant (t. I, p. 451) que, si la trans-

formation
o B SY e 0N, V)

conserve les angles, I’'équation
gles, |

02V 92V
s
dax?

2

ay*
devient, aprés le changement de variables,

oy v
e R BN
Du théoréme pnéuédem., on conclut que 'étude de la fonction

harmonique V(z,y ), pour de grandes valeurs de z et de y, re-
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vient & ’étude de la fonclion harmonique de X et Y,

LN Y D
} NEEERE T

2
\

dans le voisinage de X =0, Y — o.

8. .Nous pouvons définir maintenant ce qu’on doil entendre par
fonction harmonique réguliére a Uinfini. Soit une fonction har-
monique V (z, y), uniforme et continue & Uextérieur d’un cercle T
ayant I'origine pour centre, pour toute valeur finie de 2 et y. En
faisant la transformation précédente, nous avons 4 considérer la
fonection

W(X,Y)= V(gf“ : /L\)

W(X,Y) est une fonction harmonique, hien déterminée et con-
tinue, pour tous les points (X, Y) de I'intérieur du cercle I trans-
formé de T' par rayons vecteurs réciproques, sauf peut-étre pour
l'origine X — o0, Y = 0. Si ce dernier point est aussi un point or-
dinaire pour la fonction W(X, Y), on dira que la fonction
V(z, ¥) est régulicre a Linfini.

Indiquons une forme remarquable pour le développement de
V(z, y) a I'extérieur de T. Nous avons vu qu’a l'intérieur de TV
on a, pour W (X, Y),

m=
(8) W(X,Y) :2“’”’(" Y),

m=0

wn(X,Y) désignant un polynéme harmonique homogéne et de
degré m en X et Y. On a, par suite,

m=awm
; P ez, _]’}
(9) Viz, y)= (2 y2ym’

m=0
¢m(z, y) désignant un polyndme h:u‘moniquc, homogéne et de
degré m en z et y.

Cette forme de développement a Pextérieur d’un cercle est

d’ailleurs caractéristique pour une fonction réguliére: & Pinfini, '
car on remonte immédialement du développement (g) au déve-

loppement (8).
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9. Posons-nous maintenant le probléme de Dirichlet pour la
partie du plan extérieur a un conlour donné C. [’énoncé sera
alors le suivant :

Trouver une fonction harmonique, continue et uniforme
dans Uespace extéricur a G, régulicre a Uinfint, et prenant
sur G une succession donrnée de valeurs.

Ce probleme se raméne immédiatement au cas du probléme re-
latif & Uintérieur d'une aire. Transformons, en effet, la figure par
rayons vecteurs réciproqucs, en prenant pour centre de transfor-
mation un pointintérieur a C. Le contour C se transformera en un
contour C, et la fonction que nous cherchons V(z, ) deviendra
une fonction W (X, Y), uniforme et continue pour tous les points
intérieurs & C/ et prenant sur C' la succession donnée de valeurs.
Le probléme extéricur est donc ramené au probléme intérieur,
etl’on voit bien que c’est Phypothése faite, que lafonction V(z, y)
est régulicre a Pinfini, qui nous permet d’affirmer que la fonction
W (X, Y)n’a pas le point X — o0, Y = 0 comme point singulier.

10. Dans le cas de espace, nous n’avons pas parlé au Tome 1
du probléeme extérieur. Il y a, & cet égard, une grande différence
entre le cas du plan et celui de l'espace, et l'on se tromperait
gravement en posant le probltme de la meéme maniére dans les
deux cas.

Considérons encore la transformation par rayons vecteurs réci-
proques :

X _/'ﬁ:r:

On peut vérifier, avee Sir William Thomson ('), que, si la fonction
V(z, y, 5) est harmonique, la Jonction

; i (r T

(o) ey TR

sera encore une fonction harmonique. Clest ce que vérifie sans
difficulté un calcul direct.

(') Journal de Lioupille, L. XII (extraits de Lettres adressces a M. Liouville).
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[l en résulte qu’une fonction V(z, y, 5) harmonique et con-
tinue dans le voisinage de I'origine conduit, au moyen de 'expres-
sion (10), & une fonclion hnrmoniquc bien déterminée, quand le
point (2, ¥, z) est suffisamment éloigné de Porigine, et qui s’an-
nuwle a Uinfini.

Ciette remarque montre immédiatement comment le probléme
extérieur doit étre posé dans le cas de I'espace. Ce probléme con-
siste A lrouver une fonction harmonique continue a extérieur
d’une surface, prenant sur cette surface des valeurs données el
s’annulant & 'infini.

III. — Développement en série des fonctions analytiques d’une
variable complexe. Théoréme de Cauchy. Fonctions élémen-
taires.

[1. Les séries ordonnées suivant les puissances entiéres el
croissantes d’une variable

(UTTE) 0o == 0 Bt a8

Jouent dans la théorie des fonctions analytiques un role essentiel.
Nous avons déja fait lear étude (t. I, p. 199) quand le coeffi-
cient o et la variable z sont réels. 11 ¥y a simplement a remplacer
le mot valewr absolue par module pour avoir le théoréme suivant
entiérement analogue 4 celui qui a été démontré (L. I, p- 199).

St pour une valeur =, de 5, on a, quel que soil n,

| ansl| <M,

M étant un nombre fize, la série sera convergente pour toule
valeur de z de module inférieur | z,|.

.

in particulier, si la série converge pour une valeur z,, elle
convergera pour toutes les valeurs de z de module moindre. Il en
résulte que la courbe séparant les parties du plan ot la série con-
verge de celles ou la série diverge ne peut étre qu'une circon(é-
rence ayant son centre i l'origine. Ce cercle est ce qu'on appelle
le cercle de con vergence de la série.

12. Ev d’abord il est essentiel de montrer que la série précé-

dente est bien une fonction anal.\'[ian: de la variable complexe z
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En effet, elle rentre dans les séries que nous venons d’éLudier.
Pour le voir, posons

dp= Qp— by, zn— ri(cosnb + esinnh),
la série (11) devient

[ : ; ;
2‘ ."”(r(,,cnsnﬂ —bpsinnl) ¢ E ri(b,cosnl - apsinn).

Soit (— L, 4+ L) le domaine de convergence, commun aux deux

E anpntiset E (sl

Le cercle de convergence de la série (11) sera le cercle de rayon L.
En effet, pour une valeur de r supérieur a [, I'une an moins des

deux séries (12) est divergente. Or, pour § = o, la série (11)seré-

E Anprii=t E A L

[e rayon de son cercle de convergence ne peut donc dépasser I
Ceci posé, les propriétés de la fonction définie par la série (11)

séries

(12)

duit a

3 lintérieur du cercle de rayon L. résultent immédiatement des

pmpri("i,és établies au § 2. Cetle fonction peut s'écrire

E (”u”u'—!’u"n)'+f: E (bptn—+ @n¥n).

(Vest une fonction analvtique de =, car

[ duy, vy e v\
E (‘(’n oy by a7 ) E (\bn 7’41; + ap 7:)_7) ’
g dug i 0y, f)[)"\
Dtz ~tug ) ol e
puisque
dunyl 0o Oln il 0%
or = Oy 2 dy ox

[l résulte encore, des régles de dérivation établies (§2), que la

série (r1) a une dérivée qui sera représentée par la série

Gyt 203 ...+ na,st—14-...,
d’ott l'on conclut encore 'existence des dérivées de tout ordre 3
lintérieur du cercle de convergence.
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13. Nous venons de voir qu'une série telle que (11) représente, i
Iintérieur de son cercle de convergence, une fonction analytique
uniforme et continue. Nous allons maintenant établir la réci-
proque, qui constitue un théoreme fondamental dit & Cauchy et
qui s’énonce de la maniére suivante :

St une fonction analytique f(z) est uniforme et continue &
Uintéricur d’un cercle ayant l'origine pour centre, on peut,
a Uintérieur de ce cercle, la représenter par une série or-
donnée suivant les puissances entiéres et croissantes de la va-
i riable .

Soit
S(5) =u+ iv.

D’aprés le théoréme établi pour les fonctions harmoniques
| ques,

U = E (am Um -+ bm Pm )y
E ’ LBt
(= (i tem—+ bm P )e

du  dp

on a
1

Or l'identité

oz TJ}

est ici satislaite ; elle nous donne
| ou encore

ce qui exige que
A =— by, b:n = Q-

Si done nous formons f(z), il vient

m 3 5 2 % wl
(13) ( J(z) =w—+ip :E (@m— b ) (e~ T0y,) '“—Z %y B

| , (o = apm— ":bm );

\

puisque _ Sl
Uy~ 1W0p = IM(COSM @+ LSINM Q) = &M,
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Le développement (13) constitue le théoréme de Cauchy. Si,
au lieu d’avoir Porigine pour centre, le cercle avait son centre en «,
la série procéderait suivant les puissances croissantes de z — a.
On aurait ainsi le développement

J(a) =Bo+Bi(s—a)+...+Bulz—a)r+. ..

convergent & I'intérieur d’un certain cercle ayant pour centre a.
(est la formule de Taylor, car, en différentiant m fois d’aprés la
régle du § 12, et faisant z—=a, on a

it ')"'Cm?(((,)

==
: [.2...7R

Faisons, a propos de ce développement, une remargue qui
nous sera utile dans la suite. Soient (C) (fig. 4) le cercle de con-

vergence de la fonction f(z), z et 5 ++ / deux points a l'intérieur
de ce cercle. Considérons la différence

Sz +h)— f(5),

dans laquelle nous supposons z fixe et / variable. Ce sera encore
une fonction analytique de £ qui sera certainement développable
en une série convergente si le point 5+ / est & l'intérieur du
cercle (), ayant pour centre le point z et tangent intérieurement
au cercle de convergence (C). On aura donc, pour tout poini
z - A intérieur au cercle (s
' hin
Jz+h)=Ff(z) + R f(a)+...+ —— f(z) ...
1L G230 6 ot
Celte série est toujours convergente dans le cercle Y el nous
verrons que, dans bien des cas, elle peut converger au dela.
P. — II. 3

'SCDLYON 1




66 CHAPITRE 1I.

i 14. Donnons quelques applications des généralités qui précé-
dent, et proposons-nous tout d’abord le probléme suivant :
Trouver une série ordonnée suivant les puissances croissantes

de =
Ff(z) =ag+ a8 +...Fapsht-...

satisfaisant & la condition
S () = f(s+1).
T.a série considérée est convergente a 'intérieur d’un certain
g
cercle (R), dans lequel nous supposons situés le point 5 et le
point ¢; nous prenons, en oulre, le point ¢ tel que

¢ est-a-dire de maniére que f(z -+ ¢) soil certainement dévelop-

pable suivant les puissances de ¢.
On devra avoir alors 'identité

+ 2] < T

(2ot &y & —.o ™. (R

pm
= flz)+tf(z)+.. .+ S ) A
JAZ) /( ) 10a12 mf 57 }
d’ot T'on conclul les égalités
- I oA
oty = I L ()= ——— (m)( z Tk et i s )
0 ) am f(5) |.9....m'f (=) (7 T2 )

| et, en changeant m en m —1 et dérivant,

Otm_lfﬂ(:‘):ﬁ Lot =t I‘(m

i | i | jis ),. .'” —1"
On en déduit la relation récurrente

I

:l 1

| Ly = — Em—1%1
m

‘ ('.t, ]’)at Su]t(’,
o/
l)

|
| Om =
I oRats im

i La série jouissant de la propriété demandée sera done, si elle

existe, de la forme

2

Z

2
(14) f(z):l—:—alz.—‘ffi]#-;—._.‘; SaTiee
1.2 Tre ok

0(1” zm

On vérifie immédiatement qu’elle est convergente dans tout le
plan, c’est-a-dire que son rayon de convergence est infini et elle
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esl bien telle que
f(z+ )= f(z) (L)
15. La série précédente, dans le cas ou o el 5 sont réels, re-
b) 1
présente e**. Faisons, en particulier, 2 =1, nous obtenons la
série
;2 ;HI

i S 0 G s = = aeny
1.2 B S 1

(ue Nous prenons comine dé finition de e* c[uand z est une quan-
tité complexe et il y a bien accord avec les résultats connus. On
a, quels que soient 5 et ¢,

ettt = evel.

La fonction ¢* est uniforme et continue dans tout le plan ; sa dé-
rivée esl la fonction e? elle-méme.

16. De méme qu’on définit e par une série, pareillement,
lorsque = sera imaginaire, coss et sinz seront définis par les
séries

COoSs = [ —

Sinta—

z 3z
I o

S =
15 Ui

Le rayon de convergence de ces séries est infini. La dérivée de
sins est cosz, et la dérivée de coss est — sinz.

Les trois transcendantes e?, cosz, sinz ne forment pas trois
transcendantes distinctes. C’est un résultat bien connu di a Euler,
et que je ne ferai que rappeler. En remplacant z par z¢ dans e?,
on obtient immédiatement les relations suivantes

e3f — co0sz - Isinz,
e—3 = c085 — ¢ 8in 3,
d’ou I'on conclut
sl p—=si

==

COS8:Go= == —— 3

(o

sing = —

Il est facile ensuite de vérifier les formules fondamentales

c0s(5 -+ ) = cosz cosi — sin 3 sint,
sin(z -+ ¢) = sinz cost +sinf cos s,

1= co0s25 -+ sin?z.
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17. Une conséquence des formules d'Euler sur laquelle j'insis-
terai un peu plus est relative a la périodicité de f(z).

D’une maniére générale, on dit qu'une fonction uniforme d’une i

variable complexe z est périodique, s'il existe une constante «
telle qu’on ait

Sz +a)=f(z),

et cela quelle que soit la valeur attribuée a la variable z.
La fonction ¢? admet la période 277 ; on a, en effet,

e3 2T — p2 2T — @3
L’addition d’une demi-période =i change €% en — e°
eIt — eleTi — — @53,
Terminons en rappelant que, si @ et & sont réels, on a ‘,
ea+ib — ea(cosh + isind),
el que, par suite, le module de e** est e?, et que son argument
est b 4 un multiple prés de 2.
18. La notion de I'extension analytique d’une fonction repré-
sentée par une série entiére

'/.{_:‘) il A Yo U I e R s 0L SR

repose sur la méme idée que pour les fonctlions harmoniqucs

(§ 3).

Soit (fig. 5) (C) le cercle de convergence de la série précé-

Fig. 5.

dente. Si I'on considére le point (2, y,), on pourra, dans le voi-
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sinage de ce point, développer la fonction suivant les puissances
de (z —a), (a = zy+ iy,), et nous avons vu que ce développe-
ment était certainement possible, du moment que le point z était
a l'intérieur du cercle (y) décrit du point (@) comme cenlre, tan-
gent intérieurement au cercle de convergence (C). Mais il se peut
que le cercle de convergence (T') de la nouvelle série

Jlz)=fla)+(s—a)fi(s)+-..
soit plus grand qué (7) et sorte du cercle (C). On aura réalisé
alors 'extension analytique de la fonction le long de I'arc «f3.
C’est ce qui arrive d’ailleurs pour la plupart des fonctions.
Considérons, par exemple, la série

I+5+&824+...+ 3", ..

Elle est convergente pour |z|< 1 et divergente pour |z[>1;
done son cercle de convergence est le cercle de rayon un décrit
de l'origine comme centre. A l'intérieur de ce cercle, la série

représente la fonction :
Effectuons le développement de cette fonction, autour d’un
point @ intérieur au cercle G, par la formule de Taylor; on ob-

tient

T I I—a (53— a\? [z —a\™
—— = e +...—¢—(——— ceill
1— 3 1—a I—a I—a 1—a

\

La série entre crochels est convergente pour
|z—a|<|1—a|,

¢'est-a-dire lorsque 5 sera a I'intérieur d'un cercle (T') déerit du

point @ comme centre avec un rayon aBégala|1—a |- Le point 5

SCDLYON 1




70 CHAPITRE II.
pourra donc sortir du cercle (C) (fig. 6), et, en continuant de
proche en proche, on effectuera successivement le prolongement |

analytique de la fonction : sur tout le plan. : |

Voici maintenant un exemple simple d’une fonction analytique
ne pouvant étre étendue au dela de la circonférence de conver-
gence. 1l est di a M. Weierstrass.

Considérons la série

3,

b désignant une constante quelconque et ¢ un entier positif.
Cette série est convergente a U'intérieur du cercle de rayon un
et sur le cercle lui-méme, clle diverge, au contraire, a 'extérieur

I de ce cercle, puisque le rapport d’un terme au précédent étant

| b zen—en—t

augmente indéfiniment si |z | > 1.

Le cercle de rayon un est donc le cercle de convergence de la
série précédente. M. Weierstrass a montré que la fonction ne
pouvait pas étre étendue analytiquement au dela de ce cercle.
Voici une démonstration trés simple de ce théoréme que l'on
trouve dans la These de M. Hadamard. Nous allons montrer que,
si I'extension analytique de la fonction est possible le long d’un
arc déterminé «f3 de la circonférence de rayon wun, elle est pos-
sible pour tout arc de la circonférence. En effet, remplagons, dans
la série, s par

2 ki T

i
e

k et h étant des entiers positifs ; la série ne changera pas a partir
du rang A. Or on peut prendre % et /& assez grand pour que

7 SOIL aussi voisin que I’on voudra de tout nombre positif; par

suite, au point z de la circonférence correspond, par cette trans-
formation, un point aussi voisin que l'on veut de tout point de la
circonférence. Si donc la fonction peut s'étendre le long d’un
arc, si petit qu’il soit, de la circonférence, 'extension sera pos-

sible pour la circonférence tout entiére. Mais alors la fonction
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serait certainement uniforme et continue & ’intérieur d’un cercle
de rayon plus grand que un; la série devrait converger a 'exté-
rieur de son cercle de convergence, ce qui est absurde.

Dans lexemple précédent, la série dont D'extension est impos-
sible est convergente sur sa circonférence de convergence si b a
un_module inférieur & wn, mais la série des dérivées des termes
successifs ne converge pas. M. Freedholm a indiqué récemment
un exemple dans lequel la série el toutes ses dérivées sont conver-
gentes sur le cercle de convergence, et oit extension est d'ailleurs
impossible. Cet exemple est fourni par la série trés simple

%

E altamr,

0

ol ¢ est une quantité positive inférieure a l'unité. Le cercle de
convergence de celte série est le cercle de rayon wun; la série et
toutes ses dérivées convergent sur ce cercle. Je me bornerar a
affirmer que cette fonction ne peut s'étendre au dela du cercle
de rayon wun, renvoyanl, pour la démonstration, 3 la Note de
M. Freedholm (').

19. Nous avons fait connaitre (t. I, p. 211) un théoréme de
M. Hadamard relatif au domaine de convergence d’une série en-
tiere. [l n’y a qu'a remplacer les valeurs absolues par les modules
pour avoir une proposition applicable aux séries que nous étu-
dions maintenant. Soit donc une série entiére

(13) Ao+ @15 ..+ Apst ..
Nous envisageons la suite & termes positifs

lacl, Viasls - Vieml

Si cette suite contient des termes augmentant indéfiniment, la
série donnée n’est jamais convergente, sauf pour z=o. Car il
existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour chacune

() Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 2/ mars 18go.
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desquelles on aura

”\'/! Am I =

el le terme correspondant a7 57 ayant un module supérieur a un,

la série ne pourra étre convergente. Tous les termes de la suite
I £

précédente restant compris entre deux quantités fixes, nous

pouvons définir un nombre o correspondant a cetle suite (t. I,

p- 212), et, par conséquent, le rayon du cercle de convergence ‘

; o0

sera égal a—.

o

Un cas particulier intéressant est celui ot o — o. Puisque,
d’aprés la définition méme de o, on peut, étant donné e aussi

vetit qu'on voudra, déterminer m assez grand pour que tous les
I [ ) 8 I

termes de la suite & partir du rang 7 soient inférieurs & o - g, il

’ T
en résulte que V| a,,

aura zéro pour limite, et nous pouvons
énoncer le théoréme suivant : La condition nécessaire et suf-
Jisante pour que le rayon du cercle de convergence de la série
(15) soit infini est

lim V]a,|=o.

m=

20. L’étude de la série (15), surson cercle de convergence, pré-

sente de grandes difficultés. On trouvera, sur ce sujet, d’intéres-
santes propositions générales dans la These de M. Hadamard (G0
qui s’est efforcé de trouver les points singuliers de la fonction sur
son cercle de convergence. Dans son Mémoire sur la théorie gé-
nérale des séries (2), M. O. Bonnet a utilisé autrefois les rapports
entre la théorie des séries entieres et celle des séries trigonomé-
triques ; citons encore le beau Mémoire de M. Darboux (*) sur
approximation des fonctions de grands nombres ol la nature des
points singuliers supposés connus sur le cercle de convergence
est utilisée pour la recherche d’une valeur approchée des coef-
ficients.

(1) Essai sur Uélude des fonctions données par leur deéveloppement de
Taylor (Journal de Mathématiques, 1892 )

(*) Mémoire sur la théorie générale des seéries (Memoires des Savants i
étrangers publics par I’Académie de Belgique, t. XXIII).

(*) Memoire sur Uapprozimation des JSonctions de trés grands nombres
(Journal de Liouville, 1877).
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Nous nous bornerons i renvoyer a ces Mémoires, et nous nous
contenterons de montrer comment le théoréme démontré (t. I,
p. 202), dans le cas ou les coefficients et la variable sont réels,
peut étre étendu au cas actuel.

Soit z, un point du cercle de convergence, et supposons que la
série (15) converge pour 5= 5, ; on peut déduire immédiatement,
comme I’a fait Abel, du théoréme cité, que la limite des valeurs
que prend la série quand z tend vers z,, en suivant le rayon
allant de origine au point 5, est égale ala valeur méme de la
série pour 5 = 5,. Mais, comme nous I’allons voir, on peut aller
un peu plus loin en montrant que le théoréme subsiste, quand =
(restant bien entendu a intérieur du cercle) tend vers z, sutvant
une courbe qui west pas langenle en z, da cercle de conver-
gence. 1l n’y a d’ailleurs presque rien 4 changer au raisonnement
d’Abel. Nous supposerons, comme il est évidemment permis,
grice 4 une rotation préalable d’axes, que z, est réel et positif.
La série

Ao @15 e A E
étant convergente pour z = 5o, on peut prendre n assez grand
pour que les sommes suivantes

e 1
So = Qnsy,

P e To ey ~n+1
$| =dp3y 1 Apt+13)

. it - ~h+p
Sp = Qp3§—+...= Anip3y F

aient, quel que soit p, leur module compris entre — e el + ¢,
¢ étant une quantité donnée a 'avance aussi pelite que l’on voudra.

Ceci posé, on peut écrirve

Apat—+ ... AppRTP
z\1n z \nt+p
e = \ =1+p
= An3y ',—) +...=Apip3y =
20 <0

z\n z \n+l S e
,—SU(-.—_G> -A—-(slfso)('_—) +.--+(311ﬁ5.u—1J('?_)
Z Eq)) z

<

. W b9 3 g\ P=ialE. 3 \tr
:(_) [14‘_-_11[30-]"7'91<~_)+"'+Sf’-1(_) ]+Sﬂ 4-_) 5
S0 S0 <0 %o S0/

On aura, par conséquent, en posant

= r(cosa —+¢ sina),

,_1;‘|'r.1

:‘9’ =
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el remarquant que p est inférieur a un,

L P

. 3
| @ns2~+. ..+ @pyps®tp | < ir.c.- +e<lz [_._ - 1J i

1—p

or, quand 5 tend vers z,,  tend vers zéro et p tend vers 'unité, e,
comme on a

p?=(1—rcosa )+ r2sin?a = 1 — 27 cosa + 72,

il en résulte

Or P'angle o représente 'angle fait par la droite (53,) avee le
rayon allant en z,; donc, d’aprés I'hypothése faite, cosa ne tend

reste fini. La démonstration s’achéve

pas vers zéro, par suite
g I— oo

maintenant bien aisément. Il résulte de I'inégalité ci-dessus que le
reste de la série, correspondant au rang 7, sera, quel que soit s,
de module moindre que Me, M étant un nombre fixe. D’autre part,
la somme des 7 premiers termes, élant un polynéme, est une fonc-
tion continue de z; si donc s est suffisamment voisin de z,, la
différence des valeurs de ce polynéme en z el en 3, aura un mo-
dule moindre que s. Les deux séries pour s et z, différeront done
d’une quantité dont le module n’atteindra pas

(2M + 1)z,

ce qui revient a dire, puisque ¢ est une quantité donnée a l'avance

aussi petite qu'on voudra, que la limite des valeurs de la série,

quand =z tend vers 5, est égale i la valeur méme de la série pour

o
21. Examinons, comme exemple de I’étude d’une série sur son

cercle de convergence, le cas particulier assez étendu suivant :
On suppose que, dans la série entiére

R T - 1L S

les coefficients g, oy, ..., %,, ... soient tous réels, positifs, et

5 4 E o [ 5 S
aillent en décroissant, que la limite de —E’x'—i soit 'unité, et la
n

limite de «,, séro.
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Remarquons de suite que, si la série était A termes alternalive~
ment positifs et négatifs et que, si les coefficients satisfaisaient en
valeur absolue aux conditions précédentes, il suffirait de changer
z en — 5 pour obtenir une série 4 termes positifs de la nature de
celles que nous avons en vue.

Le rayon de convergence de la série précédente est évidemment

Ap+1 Lz i

Vunité, puisque la limite de —— .z est z.
{ ‘N

Cela étant, nous allons démontrer que : La série entiére con-
sidérée est convergente pour tous les points du cercle de con-
pergence, sauf peut-étre pour le point 5 =1.

Pour un point quelconque du cercle de convegence (R = 1),

on a
5 — cosh 4+ isinl.

La série que nous avons i studier est donc de la forme, en sépa-
rant la partie réelle et la partie imaginaire,

A (B = g+ @y 6080 -+ 25c0520 . . . apcosnd ...

- [y 8in0 —+ @ 8IN20 . . .- %n sinnd +...|.

Or nous avons vu (L. I, p. 231) que les deux séries A et B étaient
convergentes pour toutes les valeurs de 0, sauf peut-étre pour
() — ok ; notre proposition est done démontrée.

99. Deux séries importantes rentrent dans le type précédent.
Considérons d’abord la série

=3 15.’1,
= e — )il ==
2 “+(—T1) -

Lorsque 5 est réel et compris entre — 1 €t —+1, elle représente
log(1+ ). Ses coefficients salisfont aux conditions précédentes :
le rayon de son cercle de convergence est un et elle est conver-
gente pour tous les points de ce cercle, sauf peut-€tre pour le
point 5 =—1 quil y a lieu de considérer en particulier. En ce

point on a la série harmonique qui est divergente.

93. Considérons en second lieu la série

: m m(m —1
(16) Lo Z-‘F-—{—“—_)‘

mlm ==Y (P — 1k L)
e e

I.2 [.2...70
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dans laquelle nous supposerons m réel. Cetle série représente
(r42z)m lorsque z est réel et compris enlre — 1 et -1 : son
cercle de convergence a pour rayon I'unité.

Cherchons dans quel cas la série des coefficients

m(m —1) m(m—i)...(m—n-1)
! =) A it

I == D —— TS
L) P )

salisfait aux conditions précédentes.

Nous avons déja étudié cette série (il paices)i

Si m +1<C 0, les coefficients iront cerfainement en croissant i
partir d’'une certaine limite. On ne peut done pas appliquer i la
série (16) les conclusions qui précédent. Elle sera divergente sur
tout le cercle de convergence.

Si au contraire on a m - | = o0, la série des coefficients est
convergente, et ses termes a partir d’une valeur suffisamment
grande de m seront alternativement positifs et négatifs. La série
proposée (16) est donc convergente sur tout le cercle de conver-
gence, sauf peut-étre pour le point 3 ——r. En ce point méme
elle sera convergente si m est positif.

On trouvera des exemples plus étendus dans le Mémoire de
M. Weierstrass [ Ueber die Theorie der analytischen Facul-
titen (Journal de Crelle, Band 51)].
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CHAPITRE TII.

DE LA METHODE ALTERNEE.

I. — Procédé alterné de M. Schwarz.

1. Comme nous l'avons dit (Chap. I, § 30), on peut, dans
des cas étendus, passer, pour le probléme de Dirichlet, d’un con-
tour convexe A un contour plus compliqué. C'est ce qu’a montré
M. Schwarz en faisant usage d'une méthode que nous allons ex-
poser (*).

Un lemme préliminaire nous sera nécessaire. Etant donné un

/{\"’ L
contour aCbC! et une courbe adb rencontrant le contour en «
et b sans lui étre tangent, nous avons considéré (fig. 7) la fonc-

Eig. 7.

a
(C)

< 5 Ny = /1\\
tion  harmonique prenant sur aCb la valeur zéro et sur aC'b la
valeur wn. Nous avons vu que celte fonction tend vers une quan-
lité comprise entre séro et un quand (z,y) tend vers @ ou b sur la

S = = s 4
courbe adb. D’autre part (Chap. I, § 37), pour tout point de l'inté-
rieur de laire, u n’atteint pas la valeur ur ; il en résulte que la

(') ScuwARrz, Monatsberichte, 1870, et OFupres complétes, t. IL, p. 157. Voir
aussi une Lettre du méme auteur & M. Klein (OBuvres complétes, . 11, p. 303).
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; S - : :
fonction sur P'arc adb est inférieure & un nombre ¢ plus petit

que un. Nous avons donc

I o
u<<q (sur 'arc adb),
¢ étant plus petit que I'unité.

De cette remarque, on déduit une conséquence qui va jouer,
dans la suite, un role fondamental. Désignons par ¢ une fonction g
harmonique, prenant sur @Cd la valeur zéro et sur aC'b des va-
leurs dont le module (valeur absolue) ne dépasse pas g. La fonc-
tion

LU+
sera nulle sur aCb et positive sur @C/b. Donce, pour tout point }
de I'itérieur de laire, |
S0 >0 I
mais nous pouvons écrire cette inégalilé sous la forme
s(u—gq)+v+gg>o,

et, puisque sur adb, u < ¢, il faut nécessairement que

v+ gg >0 (sur adb).
De méme, on a
e S T )

a I'intérieur de I'aire, et I'on en conclut
p—gq <o (sur adb).
On a donc, sur l'arc adb,
vl <gq:

c’est 'inégalité fondamentale que nous voulions obtenir.

2. Nous abordons maintenant 'étude du procédé alterné de
M. Schwarz, et, pour plus de netteté dans 'exposition, plagons-
nous dans les circonstances les plus simples.

Nous considérons deux contours limitant deux aires qui onl
une partie commune. Appelons @ la portion da premier contour
exlérieure au second, et o la portion intérieure 4 ce second con- ‘
tour. De méme & et 8 désigneront respectivement les portions du
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second contour extérieure et intérieure au premier. On suppose
que I'on sache résoudre le probléme de Dirichlet pourle contour
(a) et pour le contour (bR); nous allons montrer qu’on pourra
résoudre le probléeme pour le contour (ab).

Nous supposons donnée une succession continue de valeurs sur

Ty R
Fig. 8.

/u

(ab); on désignera par g le maximum de leur valeur absolue.
D’autre part, a l'arc 8 considéré par rapport au contour (aa),
correspond un nombre plus petit que un, d’apres le paragraphe
précédent, et de méme pour P’arc o considéré par rapport au con-
tour (b ) correspond un autre nombre plus petit que l'onité ;
soit ¢ le plus grand de ces deux nombres.

Formons une {fonction harmonique u, définie dans le contour
(aw), prenant sur @ la succession donnée de valeurs et Sur = une
succession continue de valeurs uniquement assujettie & la condi-
tion de prendre en m ct p les mémes valeurs que la premiere.
Cette fonction aura certaines valeurs sur 8. Nous formons alors
une fonction ¢, définie dans (b63), prenant sur b la succession
donnée de valeurs et sur B les mémes valeurs que ;. La fonction
¢; prend certaines valeurs sur o« ; on formera une fonction w.,
définie dans (@a), prenant sur a la succession donnée de valeurs
et sur 2 les mémes valeurs que ¢, et l'on continue ainsi indé-
finiment. On obtient, de cette maniére, deux suites de fonctions

w

Uy, U, eaey Upy ey

<
~

1y 93, CHe 0] Y, e8]

définies respectivement dans (aa) et dans (b@). Les u prennent
sur a les valeurs données et les ¢ prennent aussi sur b les valeurs
données ; u, et ¢, prennent les mémes valeurs sur 3, tandis que
ttn €L vy, prennent les mémes valeurs sur «.: c’est ce que nous

H
I
i
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indiquons, pour plus de facilité dans la suite des raisonnements,
par les fleches placées & gauche des deux suites. Nous allons éta-
blir e théoréme suivant : ?

i Les fonctions u, et v, tendent chacune vers une limite quand
il v & = - . . ‘

| n augmente indéfiniment. Ces limites représentent deux Jone-
| tions harmoniques qui coincident dans I'aire comprise entre

aet B

I Remarquons que

Uz— Uy = P3— ¢ (sur Parc a).
it |
i Or, v, — ¢, est nul sur b, ct 'on a i
‘| Vo— 01 = Us— 1l (sur Parc B).
i
|

Done, sur P'arc «, |¢y— ¢, | est moindre que le maximum de
[ 0o — u, | sur f multiplié par ¢. Si, d’auatre part, on remarque
que #s— w, s’annule sur @, on voit que le maximum de | s — w, |
sur 8 sera moindre que le maximum de | s — w, | sur o, multi-
plié par ¢ ; on aura donc, d’aprés ces inégalités successives,

| tts— s | < g2 (maximum de | wy— [) (sur I'arc «).

Le raisonnement est général : on a. de méme
o b J b

| p— ttp—y1 | < g2 (maximum de | 21— wp—s|) (sur l'arc a).
Si donc I'on pose : maximum de | s — 1, | = g sur I'arc , on
i aura
L:I‘ I“ri_ Up—1 | < (_[LH”"E’.-S’ (sur l'are o).
i

Or
Up = Wi (ta— W) ...+ (Un— tp—y).

[l en résulte que w, tend vers une limite déterminée en tous les
points de 'arc o ; de plus, pour tous ces points, w, tend unifor-
mement vers sa limite.

La série

= (Ug—uy) .o (Up— Upeq) . ..

formée avec des fonctions harmoniques, étant uniformément con-
vergente sur le contour (a,a), est donc convergente i I'intérieur
de ce contour, d’aprés le théoréme de M. Harnack (Chap. 1I, §6) et
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représente une fonction harmonique que nous désignerons par .
La fonction « prend sur @ la succession donnée des valeurs. Des
raisonnements tout semblables montrent que ¢, a pour limite une
fonction harmonique ¢, définie pour le contour (6B), et prenant
sur b les valeurs données. Or, sur By un=v¢p, et sur o, u,—v,_,.
Par conséquent, sur I'arc o et sur I'arc B, on a

=9

Ces deux fonctions harmoniques, prenant la méme succession
continue de valeurs sur les arcs et B, coincident nécessairement
dans P'aire limitée par ces deux courbes. Une conséquence immé-
diate en découle 5 la fonetion ¢ est le prolongement analytique de
la fonction « au dela de l'arc «. L'ensemble des deux fonctions z
et ¢ sert done & définir une méme fonction harmonique & Pinté-
rieur de Paire limitée par @ et & ; a I'intérieur de la courbe (aa),
on se servira de  pour avoir la valeur de cetle fonction, et ’on se
servira de ¢ pour avoir sa valeur & U'intérieur de la courbe (6B).
L’unique fonction ainsi définie prend sur @ et b la succession
donnée de valeurs, et le probléme de Dirichiet est, par suite,
résolu pour Uaire limitée par ces deuz courbes.

3. Nous nous sommes placé, dans 'exposé précédent, dans des
circonstances particuliérement simples. Les deux courbes consi-
dérées avaient seulement deux points communs m et p. D’autres
cas pourraient se présenter, un peu plus compliqués, mais ou la
méthode s’appliquerait pour ainsi dire sans modification. Ainsi.
par exemple (fig. 9), dans le cas ol les deux courbes auraient

Fig. g.

.

=

2

quatre poinls communs m, n, p, ¢, si 'on sait résoudre le pro-
bléme de Dirichlet pour chacune des deux courbes, on pourra le
résoudre pour la courbe extérieure 4 chacune des deux aires con-

sidérées. Les arcs appelés, tout a I’heure, o et B seront ici formés
P. — 1II, 6
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chacun de deux arvcs distincts, ce qui n'entraine aucune diffé-

rence dans la suite des raisonnements. .

Indiquons encore un cas un peu différent ot Pon pourrait em- |
ployer le procédé alterné. Je suppose que I’'on sache résoudre le
probléme de Dirichlet pour toute aire limitée par un seul con-
tour ; nous voulons montrer que le procédé alterné permet de le
résoudre pour une aire limitée par un nombre quelconque de
contours. Il suffira de considérer une aire limitée par deux con-
tours C et €' (fig. 10).

| .
Nous tracons deux courbes mn, pg ne se coupant pas et reliant,

I g Fig. ro.

T

F . nd (;:1
|

(cD

i

1 I'une et I'autre, un point de G & un point de C'. Si 'on considére |
! la courbe mn comme une courbe ayant deux bords, on peut dire

que les courbes G, G/ et mn limitent une aire A, et, par hypo-

it thése, on sait résoudre le probléme de Dirichlet pour une telle

aire. De la méme maniére, la courbe pg avec les courbes G et Cf

: il : : g e
imitera aussi une aire B qui n’a qu’un contour. Ceci posé, don-
i nons-nous sur les deux bords de mn une succession continue,
i d’ailleurs arbitraire, de valeurs ; nous supposons seulement que
b ces valeurs, en m et n, coincident avec les valeurs données sur C
| et C/. On résoudra le probléme de Dirichlet, pour 'aire A, en
'rl prenant ces valeurs sur mn et les valeurs données sur C et C';
"'ii' on obtiendra ainsi une fonction «, prenant cerlaines valeurs sur
pq. Considérant alors 'aire B, nous résolvons, pour cetie aire, le
| probléme de Dirichlet, en prenant sur C et (! les valeurs données,
. et sur les deux bords de pg les valeurs de «, ; on obtient ainsi la
fonction ¢;. On continue ainsi indéfiniment, en considérant alter-
nativement les aires A et B. Les fonctions u, et ¢, ont respec-
tivement deux limites w et ¢, qui prennent les mémes valeurs le .
long de mn et le long de pg. Les deux fonctions w el ¢ coin- '
cident donc pour tous les points de l'aire limitée par G et C.
Les valeurs de «, de part et d’autre de mn, pourraient n’étre
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pas le prolongement analytique les unes des autres, et, pour la
fonction ¢, la coupure pourrait étre pg. Mais, puisque u=—g¢ en
tous les points de I'aire, il s’ensuit que ni mn, ni pg ne sont des
coupures et que la fonction représentée par w ou par ¢ résout le
probléme de Dirichlet pour Paire limitée par G et C/.

Quant a la démonstration des résultats précédents, ils résul tent
de ce que le lemme du §1 est ici applicable. Si I'on considére une
fonction définie dans I'aire A, prenant sur C et C/ la valeur zéro
et sur les deux bords de mn la valeur wn, on aura évidemment, en
lous les points de pg,

”‘-/-.7:

g étant inféricur & l'unité, et c’est celle remarque qui a joué le
role essentiel dans I'exposition de la méthode alternée.

4. Faisons une application importante du procédé alterné.
Nous avons démontré plus haut la possibilité de résoudre le pro-
bleme de Dirichlet pour tout polygone convexe, 4 I'exclusion seu-
lement du quadrilatére et du triangle. Il est clair que le procédé
alterné nous permet de considérer ces deux cas. Soit, en effet, le
triangle abe (fig. 11). Nous pouvons tracer le pentagone cafyd

Fig iy

el le pentagone aby''a’. Pour ces deux pentagones, on peut ré-
soudre le probléme, et par suite le procédé alterné nous conduira,
en prenant ces deux polygones, au triangle abe.

Montrons maintenant que le probléme pourra étre résolu pour
tout polygone, qu’il soit ou non convexe. Il suffira de prendre le
quadrilatére concave abed (fig. 12); en prolongeant ad et dec
nous avons les deux triangles aba’ et bed', et, par suite, nous pou-
vons passer, i l'aide de ces deux triangles, au quadrilatere abed.
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1l est inutile d'insister pour montrer que, dans un polygone ayant
un certain nombre 2 d’angles rentrants, on peut résoudre le pro-

bléme si Pon suppose qu'il ait été résolu pour un polygone ayant
seulement . — 1 angles rentrants.

En définitive, nous savons maintenant résoudre le probléeme de
Dirichlet pour une aire limitée par une ou plusieurs lignes po-
lygonales fermées absolument quelconques. Pour le cas des
aires limitées par plus d'une ligne polygonale, on emploiera
des lignes droites comme coupures mn, pg du paragraphe pré-

cédent.

II. — Application du procédé alterné a d’autres équations
que P’équation de Laplace.

5. L’emploi du procédé alterné n’est pas limité a I'équation de
Laplace; j'ai montré qu'il pouvait étre appliqué a toutes les équa-
tions linéaires & caractéristiques imaginaires et aussl 4 certaines
équalions non linéaires ('). Nous nous bornerons pour le moment
a I'équation dont nous avons déja parlé (Chap. I, § 25)

02w L o2u

Nous avons vu qu'il ne pouvait y avoir plus d'une intégrale de
cette équation prenant des valeurs données sur un contour fermé.
De plus, d’aprés un théoréme général énoncé, les intégrales de
I'équation sont analytiques.

Ceci rappelé, supposons que 'on sache résoudre le probléme
de la détermination de P'intégrale par ses valeurs sur le contour

(') E. PicARp, Acia mathematica, t. XII, et Journal de U’Ecole Polytech-
nigue, 1890.
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(ax) (fig. 8) et sur le contour (bp). Nous voulons montrer qu’on
pourra le résoudre pour le contour formé par les arcs a et b.

Remarquons d'abord qu’une intégrale de I'équation précédente
prenant des valeurs positives ou nulles sur un contour fermé ne
peut prendre des valears négatives & l'intérieur. Nous avons vu
en effet (Chap. I, § 25) qu'une équation de la forme précédente
ne pouvait avoir d'intégrale possédant un maximum positif; il ne
pourra donc y avoir d’intégrale avec un minimum négatif; or
c’est précisément ce qui arriverait si une intégrale positive ou
nulle sur un contour devenait négative a Uintérieur. Ajoutons que,
si cette intégrale n’est pas nulle sur tout le contour, elle ne pourra
pas s’annuler a I'intériear, car sielle s’annulait en un point (4, %),
on aurail le développement

U= up(®—x0, ¥ — o)+ Unir (& — 2oy ¥ — Fo) -2

et wy(x — Zoy Y — Vo) serait toujours positif dans le voisinage de
(o, ¥o), ce qui est impossible, puisque le résultat de la substi-
tution de « dans 'équation donne

AL, — 0,

Désignons par u© une telle intégrale prenant des valeurs posi-
lives ou nulles sur le contour G, et appelons u, la fonction har-
monique prenant sur C les mémes valeurs. Des deux équations

Aty = 0,
Au— k2w = o,

on conclut
Alu—uy) =Ku.
Or considérons une fonction ¢ satisfaisant a I'équation
Av = p(z, ¥),

p(x, y) étant une fonction qui n’est jamais négative ni nulle a

I'intérieur d’un contour C. Si la fonction ¢ s’annule sur ce con- .

tour, montrons qu'elle sera négative a U'intérieur de 'aire limitée
par ce contour (toutes les fo nctions considérées sont, bien entendu,
continues et méme analytiques & l'intérieur). On pourrait tirer
immeédiatement ce résultat de Uexpression de ¢ par une intégrale
double, mais comme nous n’avons pas fait jusqu’ici I'étude de la
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fonction de Green qui entrerait dans cette expression, nous allons
suivre une autre voie. Si ¢ devenait positif, il faudrait nécessaire-
menl (ue pour une certaine valeur de & et y, on ait un maximum
de la fonction; on peut toujours SUPpOSEr que ce maximum sera
alteint pour # = 0, y = o. En développant ¢ par la formule

0= pg+ax?+ofay +y)2+...,
on aura
2(a—+ v)=plo,0)>o.

Comme, d’ailleurs, o et Y sont nécessairement de méme signe, on
a2>0, y>o0, ce qui implique contradiction, puisque z = o,
¥ = o correspondent d un maximum.
Nous déduisons de 1a que pour tous les points de l'intérieur de
I'aire
< Uyg.

6. Ce point établi, le lemme démontré au § 1 pour I'équation
de Laplace subsiste pour I’équation

0%y 02w

o et

: - — k2u = o.
da? dy?

Soit  la solution prenant la valeur zéro sur l'arc 2 Cd (fig. 7)
/} e i
et la valeur un sur @ C'b, on aura sur larc adb
u<gq,

¢ €tant plus petit que I'unité; on a, en effet, 1 < ty, ty désignant
la fonction ]:armonique prenant les mémes valeurs que u sur le
contour, et, puisque i, < g, I'inégalité est manifeste. Les consé-
quences du lemme subsistent évidemment, et, puisquele procédé al-
terné repose uniquement sur ce lemme, nous pourrions maintenant
répéter ce quia été dit plus haut: les fonctions w,, et ¥n, 0blenues
en intégrant alternativement Péquation proposée pour le con-
tour (o) et le contour (bB), auront des limites nous donnant
la solution du probléme pour le contour (ab).
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CHAPITRE IV.

METHODE DE M. POINCARE POUR LA SOLUTION
DU PROBLEME DE DIRICHLET.

I. — Propriétés fondamentales du potentiel logarithmique.

1. Avant d’exposer la méthode de M. Poincaré, nous devons
faire connaitre les propriétés fondamentales de la fonction connue
sous le nom de potentiel logarithmique.

Le potentiel logarithmique est, pour le cas du plan, 'analogue
du potentiel ordinaire que nous avons étudié au Tome I pour le
cas de I'espace. Dans 'espace, la loi de Dattraction était la loi de
la raison inverse du carré de la distance. Dans le plan, on suppose
que les points Sattirent en raison inverse de la distance : les
composantes de lattraction exercée par un point A(a,b) de
masse m sur un point M(z, ») de masse un, seront alors
i) S e L)

r 2

r
ourt=(x—a)+ (y — ) En posant

I
YV =mlog—>
=

on aura
oV v

¢
=2, Y=,

dx oy

et V sera dit le potentiel logarithmique.

Si I'on a des masses remplissant d’une maniére continue une
certaine aire, avec une densité o fonction continue de (a, b),

i
i |
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on a

X:ff(a—mi).fdadb: Y:f (l)—_y_j.zpcla(/b’

les intégrales étant étendues aux masses agissantes. Dans tout !
ce qui suit, p sera une quantité essentiellement positive, comme i
nous ’avons d’ailleurs supposé dans la théorie de I'attraction pour
le cas de I'espace. Le potentiel V sera défini par I'intégrale double

V:ffplog;dadb.

2. L’étude de cette fonction V' est entidrement semblable 2
'étude de la fonction désignée par la méme lettre,, que nous
avons étudiée au Tome I (p- 163 et suiv.). Nous ne Croyons
pas utile d’insister sur les démonstrations, et il nous suffira d’é-
noncer les résultats.

Le potentiel logarithmique est une fonction continue de et y
dans tout le plan, ainsi que ses dérivées partielles du premier
ordre, et 'on a pour tout point (z, y)

X =V gy O
dx dy

I’étude des dérivées secondes se fait (voir loc. cit.) en suppo-
sant que o ait des dérivées partielles du premier ordre pour tous
les points intérieurs i la masse.

Des raisonnements analogues montrent encore que les dérivées
secondes sont aussi continues i intérieur el i I'extérieur des
masses agissanles, mais elles sont discontinues pour la courbe de
séparation.

Pour tout point extérieur aux masses, la fonction V est harmo-
nique; pour Lout point (%, y) intérieur, on a, au contraire,

AV = — 27,

p désignant la densité au point (2

Ajoutons que la fonction V ne s'annule pas & Dinfini et qu’elle "
peut avoir un signe quelconque; ces deux circonstances sont fort
importantes et, dans les applications, elles rendent souvent plus
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difficiles les questions concernant le cas de deux dimensions. En
effet, pour I’espace, V est toujours positif et s'annule a I'infini.

3. Nous venons de considérer le cas ou la distribution des
masses est superficielle; nous aurons a considérer tout a 'heure
des masses dont la distribution est linéaire, de telle sorte qu'on

a alors ;
V:fplogll‘ds,

intégrale étant étendue & la courbe sur laquelle est étalée la
couche attirante de densité linéaire p. Dans ce cas V est encore
une fonction continue dans tout le plan, mais les dérivées du pre-
mier ordre éprouvent une discontinuité en traversant les courbes-
attirantes. Clest ce que nous avons rencontré pour les surfaces
attirantes (t. I, p. 177); les démonstrations sont entiérement ana-
logues dans les deux cas.

4. Développons davantage deux propriétés du potentiel loga-
rithmique qui vont jouer un réle essentiel dans la méthode de
M. Poincaré.

La premiére est relative & la substitution aux points attirants &
I'intérieur d’un cercle d'une couche linéaire placée sur sa circon-
férence.

Soient un cercle de centre O et de rayon R, A un point extérieur
et P un point intérieur.

La quantité logﬁ, dans laquelle nous considérons le point A

comme fixe et P comme variable, est une fonction des coordonnées

de P, harmonique dans tout le cercle. En tout point M de la circon-

férence, elle prend la valeur log —~-. On aura donc
4 P 5 AM

I I
(1) 1°gﬁ:/l°gxﬁ

d’aprés la formule de Poisson qui résout le probléme de Dirichlet
pour le cas du cercle. Nous savons d’autre part, d’aprés la méme
formule, que

9

R:— OP

’—_Ed-f:
an R.MP

:_ op"

a2 R.MP

(2) = ds.
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Des formules (1) et (2) on conclut le fait suivant :

S11’on a sur la circonférence une couche attirante dont la den-
sité, en chaque point M, est la quantilé positive

i R:—OP .
b p= —3’ |
l | 2w R.MP
i la masse totale de cette couche sera égale a I'unité [d’aprés la
Formlllc( )], et le potentiel de cette couche, sur un point exté-
;| | rieur A, sera le méme que si toute la masse était concentrée en P.

Cherchons maintenant ce que devient le potentiel de la couche

il quand le point A est intérieur au cercle. Le potentid est toujours

i - donné parlaméme intégrale, mais I'égalité (1 (1r)n’a plus lieu, quand
A est intérieur; elle a encore lieu quand A est sur la cwcon{m ence,
a cause de la continuité du potentiel. Or la différence

log fl k R-_OE ds
8 li’ ° AM Wbl MPD

est une fonction harmonique des coordonnées de A ; elle est con-
tinue & l'intérieur de la circonférence sauf quand A est en P, et
dans ce cas elle est égale & + oc. Etant nulle sur la circonférence,
elle sera donc positive pour tous les points de Pintérieur. On a
done, en tout point A intérieur,

1 R2—OP ;
log — —— —ds<log——-
f AM, R MP AP

Nous avons donc démontré le théoréme suivant : Quand une
masse égale & 1'unité est placée en un point P de I'intérieur d’un
cercle, si I'on répartit cette masse sur toute la circonférence de
maniére que la densité en un point quelconque M de celle-ci soit
inversement proportionnelle au carré de MP, la couche circulaire
ainsi oblenue aura méme potentiel que la masse primitive en
tout potnt extérieur et un potentiel plus petit en tout point in-
térieur.

Si, au lieu d’un seul point, on en a plusieurs ou bien une couche,
soit linéaire, soit superficielle, on pourra substituer aux points atti-
rants & 'intérieur du cercle une couche linéaire placée sur sa cir-
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conférence; celte couche aura méme potentiel sur les points exté-
rieurs et un potentiel plus petit pour les points intérieurs.

5. La seconde propriété que nous avons développer est rela-
tive & la moyenne du potentiel logarithmique le long d’une cir-
conférence.

Soit une circonférence C de centre O et de rayon R; si un
point attirant P est extérieur a la circonférence, le potentiel

; I
Y=m lOg '}'.7

r désignant la distance de (2, ») & P, sera harmonique et continue
dans C, et par conséquent, d’aprés un théoréme établi au début
de Pétude des fonctions harmoniques, la moyenne de V sur le
cercle, c’est-a-dire
1 s
—— | Vds
o R, :
; : ey 1

sera égale 4 la valeur au centre, c'est-d-dire & mlog 55+ On a donc

ANL.V = mlog

| e ; :
80P (NT.V = moyenne de V sur la circonférence).

Si le point attirant P est & I'intérieur de la eirconférence, cetie
formule n’est plus applicable. Pour obtenirla moyenne de V, nous
procéderons de la maniére suivante ;: décrivons des points O et P des

Fig. 13.

)

circonférences I' et ' de rayons y' et y, suffisamment petits pour
qu’elles soient intérieures a C et extérieures I'une par rapport a
Pautre, et désignons par ' la distance du point attiré M(z, )

G = I 2
: Bty el =
au point O (fig. 13). On a, en posant V'= mlog—;» eten apph

quant la formule de Green a la surface limitée par les trois
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92 CHAPITRE 1IV.
courbes G, T et T,

I(V’@—Vﬂ)ds: [(V'i[Y—VfK) ds
b dn dn Jr dn dn

T 1
- V! ay —V Eﬂ— ds,
Jre dn dn

les dérivées étant prises suivant les normales anx courbes géo-
mélriques.

Les deux intégrales qui forment le second membre de cette
¢galité sont égales et de signe contraire, car, puisque la grandeur
du rayon de la circonférence sur laquelle on intégre est indiffé-
rente, on passe de I'une & l'autre en permutant r et 7’ et en chan-
geant le signe. On a done

[ vey e
C

ou

D)’autre part, on a

dayv dy
[-—ds: [—ﬁds=27:m;
¢ an Jp dn

o L Pl
m log 2T P‘-/c“ ds =o

done

01
I

JILV = mlog R

D’une maniére générale, en désignant par m les masses exté-
rieures et par ;. les masses intérieures, on aura

MV = Z mlog . -+ log = ¥ 1,

r désignant la distance du point de masse m au centre de la cir-
conférence. On a supposé les masses isolées; la formule s'étend
d’elle-méme & des masses continues, linéaires ou superficielles, et
elle conserve sa signification si les masses attirantes rencontrent
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Ii SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET. 93

la circonférence G : les sommes Z sont, bien entendu, a remplacer

par des intégrales.

6. De cette valeur de la moyenne, on conclut que le potentiel
logarithmique V provenant de masses positives n'est pas suscep-
tible de minimum. Il suffit pour cela de démontrer que, quel que
soit le point B considéré sur le plan, on ne peut avoir

Y > Vn,

B | pour Lout point d’un cercle, concentrique au point B, ayant un
rayon R assez petit. On a, en effel, les notations étant les mémes

que précédemment,

i I I
ALY :E mlog o logi{ >

\-’3:2 mlog% —|—2 plog%

d’ot, en retranchant,

_-_}]‘L_V__VR—:Z{J.(]Og%l—-log;l-‘) ZZMEUg(%)- |

T ’ - s
Or log & est négatif, les masses p. sont positives, done Il

e ———————————————————————

| d’autre part,

IV < Vg, il

oL ceci est en contradiction avec I'hypothése du minimum qui Al
entrainerait ‘
S =0 {

Plus généralement, on pourrait démontrer que, quel que soit
le signe des masses superficielles attirantes, la fonction V n’est "
pas susceptible de minimum dans les régions du plan qui appar- 1
tiennent & des masses positives et qu’elle n’est pas susceptible de i

. ’ . = . . A i
maximum dans les régions du plan qui appartiennent des masses il

négatives. i

-

7. Terminons par une derniére remarque qui trouvera ausst

son application. Supposons tracé sur le plan un contour simple '
G . A 5 i i
ou multiple pour lequel on sache résoudre le probléeme de Di-
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94 CHAPITRE 1v. [

richlet, la fonction V étant d’ailleurs supposée pr
ment de masses positives. Désignons par
nique a lintérieur du contour, et qui pr

ovenir unique-
w la fonction, harmo-

end sur ce contour les
mémes valeurs que V. Comme, pour tout point intérieur B, on a

N w = wyg, 1l en résulte que la fonction V — o n’est pas suscep- 5
tible de minimum; or elle est nulle sur le contou

r: donc elle est
positive a I'intérieur. S

II. — Méthode de M. Poincaré (1).

8. Nous partons d’'une aire quelconque S limitée par un ou
plusieurs contours s. Je dis tout d’abord que l'on peut toujours
trouver des cercles C; tout entiers intérieurs a S, formant une
suite indéfinie & indices entiers POStELfs

gy, G
G, G,

O}

el tels que tout point intérieur a S
lun de ces cercles.

Pour le faire voir, considérons dans S une r
les points soient A une distance de § supéricure
Soit ¢’ une lpngueur plus petite que 3 ;

S0LL intérieur ait moins o |

égion R dont tous
4 une quantilé 3.
tracons une série de pa-

\ : . 8’
ralleles aux axes de coordonnées, ayant entre elles la distance =

2
Nous formons ainsi une infinité de carrés dont la diagonale est &'
Nous ne retiendrons parmi eux que ceux qui

sont en totalité ou
en parfie intérieurs i R :

soit 2 le nombre de ces carrés. Tout point
de R est alors intérieur & un de ces 7 carrés ou sur

1

Ceux mémes de ces carrés qui sont par

sont encore intérieurs i S, puisque leur plus grande dimension 3/
2 T, AR £ K
est inférieure & 8.

son conlour.
tiellement extérieurs a R

(') M. Poincaré a développé sa méthode dans son Mémoire de I'American
Journal of Mathematics (t. IX)) en considérant le cas de ’espace 4 trois
dimensions. Pour le principe de la méthode, il n’y a aucune différence entre le

cas de Iespace et celui dn plan; il n’en est pas tout

a fait de méme des démon-
strations qui doivent étre assez notablement modifiées. Dans sa Thése, soutenue
récemment devant la Faculté des Sciences de Paris, M. Paraf a exposé, pour le

plan, la méthode de M. Poincaré; nous avons tiré gr
Lion, de ce Lravail fait ayec beaucoup de soin.

grand parti, pour notre rédac-
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SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET. g5

Soient Oy, Oy, ..., O, les centres de ces carrés . de chacun de ces

points comme centre, avec un rayon intermédiaire entre % etg:
décrivons une circonférence. Chaque carré est alors tout entier
intérieur au cercle correspondant, lequel est toujours intérieur
2 S; chaque point de R est alors intérieur 2 'un de ces n cercles.
Imaginons alors-une série de longueurs 8y, Oz, « .., Sny «+ » décrois-
sant et tendant vers zéro. Appelons R, la région formée par l'en-
semble des points de S dont la distance & s est supérieare a o,
puis, d'une maniére générale, appelons R; I'ensemble des points
de S dont la distance & s est comprise entre S; et 8py. Ces diverses
régions ne seront d’ailleurs pas nécessairement connexes, mais
cela n’est pas utile. Construisons dans Ry les cercles

C’-’ C‘.h ceny C”u’
comme plus haut, puis dans R, les cercles
C‘f&ﬁ‘l: CH,,+;;, ety G_,“

el ainsi de suite indéfiniment. T.)ensemble de tous ces cercles

forme une suite
G et ARl

qui remplit manifestement les conditions énoncées.

9. Aprés avoir construit dans S la famille des courbes G;, tra-
cons encore une courbe fermée L qui contienne dans son intérieur
I’'aire S; nous pouvons supposer que ce soit une circonférence L
d’un rayon suffisamment grand. Désignons par T la partie du
plan intérieure a L.

On se donne par hypothése sur la courbe s, qui limite S, une

succession continue U de valeurs. \

Admettons que I'on puisse trouver une fonction V,(z, ¥),

continue ainsi que ses dérivées partielles des trois premiers ordres
dans T, et se réduisant a U surs. C’est en partant de celte fonction
Vo(z, y), prise en quelque sorte comme premiére approxima-
tion, que nous voulons arriver a la solution du probléme de Di-
richlet.

Supposons d’abord que AV, soit constamment négatif dans .

|
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96 CHAPITRE 1IV.

Si alors on pose
AV,

27¢

:p,

p sera une fonctlion positive dans T. Imaginons une masse répan-
due d’une maniére continue sur T et dont la densité en chaque
point soit justement la fonction g- Cette masse aura un poten-
tiel Wy, et 'on aura dans toute la région T

AWo=—a7p = AV,, done A(W,— Vy) =o.

La différence W, — V, est donc une fonetion harmonique; elle est
parfaitement déterminée, puisque nous connaissons W, et V,
pour tous les points de T. En posant W, — V,— 0, on aura sur

le contour s
6= W,— U,

¢t la fonction 0 sera harmoniqne.

Les masses qui donnent naissance au potentiel W, sont toutes
positives, et une partie d’entre elles est intérieure a S. Envyisa-
geons en particulier celles qui sont intérieures au cercle C;; nous

avons appris a former sur le cercle une couche équivalente i ces
masses. Ayant i répéter souvent celte opération, nous Pappelle-
rons, pour abréger, le balayage du cercle C;. On peut dire alors
que le balayage du cercle C;ne change pas le potentiel en un point
quelconque extérieur & C;, mais le diminue en tout point intérieur.
Cette opération n’introduit d’ailleurs jamais de masses négatives.

Balayons alors suecessivement tous les cercles, dans un ordre
tel que chacun d’eux soit balayé un nombre infini de fois. 1l sul-
fira pour cela de les balayer dans ’ordre

e R B 1, 2, 3 4,

on ne liendra aucun compte de ceux qui ne contiendront plus

A

aucune masse quand viendra leur tour d’étre balayé.

Appelons enfin W, ce que devient le potentiel aprés la fitme opé-
ration ; nous allons comparer entre elles les valeurs des différentes l
fonctions Wy, en un méme point A de T et démontrer qu’en cha-
cun de ces points Wy tend vers une valeur déterminée.

10. 11 est évident que, si A est extérieur au cercle balayé i la
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SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET. Q7

fieme opération, on aura
Wi = Wi

Dans le cas contraire, on aura
Wi < Wi,

Done, dans tous les cas,
Wi s Wi,

el remarquons que, pour tous les points a I'extérieur de S, on a
Wi =W,.

Ainsi Wy ne va jamais en croissant quand l'indice augmente.
D’autre part, en vertu de la propriéié du potentiel logarithmique
di a des masses positives, établie au § 7, Wy est, en chaque
point, supérieur a la valeur de la fonction harmonique w, qui
prend sur la circonférence T, ou sur toute autre circonférence
comprenant S & son intérieur, les mémes valeurs que W,. Donc
Wi tend vers une limite bien déterminée W en chaque point A
de T.

11. Nous allons démontrer maintenant que cette limite W,
bien déterminée en chaque point A de S, tend vers

UG+051

quand A tend vers le point ¢ du contour ('). La méme propriété
(§ 7) va encore nous servir. Nous allons considérer comme résolu
le probléme de Dirichlet dans le cas d’un contour formé de deux
circonférences concentriques et dans celui d’un contour formé
par une ellipse et la portion de droite qui unit les deux foyers,
considérée comme droite double (2).

(') La démonstration dans le cas de I’espace est beaucoup plus simple que
dans le cas du plan et I'on n’a pas besoin d’employer les artifices auxquels
nous avons dit recourir.

(*) Le cas de deux cercles sera traité a la fin de ce Chapitre et le cas de deux
ellipses homofocales au Chapitre X.

P. — II.
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98 CHAPITRE IV,

Cela posé, considérons d’abord les points & du contour s qui
admettent une tangente bien déterminée. Nous pouvons construire
un premier cercle tangent en ¢ au contour s et tout entier exté-
rieur 3 S, et ensuite un second cercle concentrique au premier,
contenu tout entier dans T et comprenant S a son intérieur, ce
qui est possible, si la région T a été prise assez grande et si le
rayon du premier cercle est assez petit. Soit w la fonction har-
monique entre les deux cercles, et prenant sur ces cercles les
mémes valeurs que W,, on aura, pour tout point A de S,

Wi > W2Z2o.

Imaginons maintenant que le point A tende vers o; W, et ©
tendent tous deux versla valeur de W, en o : donc W tend awussi
vers celle valeur, qui est

(3) Ug + 05

Lorsque la tangente en o est complétement extérieure a S, nous
aurions pu, au lieu des deux circonférences précédentes, n’en
considérer qu'une tangente en ¢ a s et comprenant S i son inté-
rieur, et cette construction s’applique méme au cas ou le point =
serait une pointe, pourvu qu’on puisse, par ce point, mener une
droite complétement extérieure a S.

En général, lorsque le point o est une pointe, telle que A, par
exemple (fig. 14), on ne pourra pas tracer toujours une ou deux

Fig. 14.

circonférences, remplissant les conditions précédentes, mais si
’on peut mener par A un pelit segment de droite AA’ extérieur a
I'aire S, on prendra alors pour déterminer o le contour formé
par une ellipse extérieure a S, ayant pour foyers A et A/, et par
la portion de droite AA’ considérée comme droite double.

‘La méthode précédente ne s’appliquerait pas si 'on avait au
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SOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET. 99

point A une pointe rentrante formant un rebroussement de seconde
espéce. Une discussion plus approfondie est alors nécessaire; on
la trouvera dans le travail déja cité de M. Paraf.

12. Nous avons constaté dans les paragraphes précédents exis-
tence d’une fonction W (z,y) définie dans lintérieur de S, et
tendant vers I'expression (3) quand le point (z, ) se rapproche
d’un point quelconque & du contour. Nous allons maintenant éta-
blir que cette fonction est harmonique.

Envisageons un des cercles, C, par exemple, et supposons que
ce cercle soit balayé aux opérations a,, oy, ..., dy, .... Aprés cha-
cune de ces opérations, le cercle G, ne contient plus aucune masse.
On a donc a 'intérieur de ce cercle

AW =0k
or les fonctions
Wois e Wl s e

sont des fonctions harmoniques décroissantes, et ayant W pour
limite. La série

\‘r:h Sh (\V-Ol:— \le) T D10 far ( \Va{u‘—‘ \V'un—l) Shaa

a donc tous ses lermes positifs, sauf peut-étre le premier. Tous
ces termes sont harmoniques, et la série converge évidemment.
Elle définit donc une fonction harmonique dans Gy, d’aprés le
théoréeme de Harnack (Chap. II, § 6); or la limite de la série
étant W, il en résulte que cette fonction est harmonique dans C,
et, par suite, dans toute l'aire S.

Sil'on forme alors la fonction

W—10,

on aura une fonction harmonique dans S et prenant la va-
leur U sur le contour s. Le probléme de Dirichlet est done
résolu. :

Dans la méthode précédente, on part d’une fonction . quel-
conque W, assujettie seulement a prendre les valeurs données sur
le contour. Nous avons di faire quelques resirictions sur cette
fonction; nous allons les lever dans un moment. Mais on voit dés

\,\‘ onyz
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100 CHAPITRE IV.

maintenant combien la méthode de M. Poincaré est originale.
Tandis que, dans les méthodes de Neumann et de Schwarz, on
part toujours d’une fonction harmonique, et que les approxima-
Lions successives, qui doivent faire approcher de plus en plus de la
fonction cherchée, sont toujours des fonctions harmoniques, il en
est tout autrement chez M. Poincaré. Ici, on part d’une fonction
quelconque prenant les valeurs données sur le contour, et l'on
forme une succession de fonctions qui ne sont pas harmoniques
dans toute l'aire S; c’est seulement lear limite qui donne une
fonction harmonique dans cette aire tout entiére.

13. On a supposé, dans la démonstration précédente, que AV,
I conserverait un signe constant. S’il en était autrement, on pour-

e rait toujours partagerT en deux régions T, et T, la premiére con-
b . AY o 1o

E ! tenant tous les points pour lesquels — )—ﬂ“ est positif, la deuxi¢me
J

il tous ceux pour lesquels la méme quantité est négative. Définis-
o sons alors des fonclions p, et g, par les conditions suivantes

p1= p dans T, pr= o dans T,,

pz = o dans Ty, p2= —p dans T,.

Ces deux fonctions sont continues dans toute I'étendue de T,
et elles sont positives ou nulles. De plus, on a

P = p1— pa-

Considérons alors deux systémes de masses ayant des densilés
p1 el po; elles engendreront deux potentiels W et W2, qui, dans
toute I'étendue de T, donneront lieu aux relations

AWE AW?

— 2T 2

=Pi'

Donc
AW W
— i

Pr—pP2=p

el, par suite,

AWI—W:—V,) =o.
On a donc ;
Wi— W3— V=0,

f érant harmonique dans T et complétement connu. Les raison-
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nements précédents s’appliquent aux deux fonctions W} et W3.
Elles engendrent respectivement deux fonctions W' et W2 har-
moniques dans S et prenant sur le contour les mémes valeurs que
W! et W2. La fonction W' — W2—§ résout donc le probléme.

14. La méthode qu’on vient de lire, suppose qu’on a déterminé
une fonction V, (2, ¥), continue dans T, ainsi que ses dérivées
partielles des trois premiers ordres, et prenant sur la courbe s
la succession continue donnée des valeurs représentée par U. On
pourra évidemment, pour une infinité de fonctions U sur s, trou-
ver une fonction V, (z, ) satisfaisant aux conditions requises.
Toutefois, certaines conditions seront nécessaires : ainsi U devra
sur le contour admettre aussi des dérivées des trois premiers
ordres. Si donc on ne veut faire sur U d’autres hypotheses que la
continuité, il est indispensable de compléter la méthode.

15. Examinons donc le cas général ou la succession donnée
des valeurs U sur s satisfait a I'unique condition d’élre conti-
nue. M. Paraf a montré de la maniére suivante que ce cas géné-
ral pouvait étre ramené au cas particulier que nous venons de
traiter.

On peut toujours, et d'une infinité de maniéres, construire une
fonction ¢ (z, y), continue dans la région T et prenant sur s les
valeurs données U. Ceei fait, nous allons construire une infinité

de polynémes
R e N R

croissant el tendant uniformément vers ¢ dans la région T. Ap-

pelons
e T

les valeurs de ces polynomes sur s; ces fonctions U, sont Crois-
santes et tendent uniformément vers U. Sachant résoudre main-
tenant le probléeme de Dirichlet pour chacune des valeurs

Uit e U e s

données sur le contour, nous aurons une suite de fonctions har-

moniques dans S
VLR e

e

‘1
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102 CHAPITRE 1V.

Nous montrerons que ces fonctions V,, tendent vers une limite V
qui est la fonction cherchée.

16. D’aprés ce que nous avons démontré (t. I, p. 262), on peut
toujours trouver un polynéme F (2, ) qui représente, avec une
erreur moindre qu’un nombre ¢ donné a Pavance, une fonction
Y (z, y), arbitrairement définie dans une aire T et assujellie a la
seule condition d’étre continue.

Soit § (#, y) une telle fonction prenant sur s la succession de
valeurs U; nous pouvons la supposer positive; car, dans la so-
lution du probléme de Dirichlet, on peut toujours ajouter une
constante a U. Désignons par

}l.\ )‘:!: DAL )‘-'H

une succession de nombres positifs croissants, tendant vers I'u-
nité. On suppose que
8;>9

i i+1 ()'1'—0—{ e )\t' == af),

conditions qui peuvent étre réalisées d'une infinité de maniéres,

I |
par exemple aveec A; — 1 — = \

Considérons enfin la suite des fonctions continues, positives,
croissantes et tendant vers {,

TN e e

En appelant 72 la limite inférieure de ¢ dans T, je construis le
polynéme F;(z, y), qui représente A; avec une erreur moindre

I X ~ : .
que = o;m. Ces polynémes I; forment une suite croissante. car
2 J 2

on a

18 1
Firiq > A U — = Orpy 1, F; < M+ = o;m. !

donc

I o |
Fiy—Fi > )\t'_,_qu—)\,-'.Pﬁ;(Gf—E— o,,-ﬂ)m, |

1 I o
> 85:}1—;(8;+ 8itq) m = 5 m(8;— 8i11) > o0,
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ot cette suite croissante tend uniformément vers ¢. Si donc on
appelle U; la valeur de F; sur s, les U; forment aussi une suite
croissante tendant uniformément vers U.

Maintenant nous savons, au moyen de chaque fonction Fj
construire une fonction V; harmonique dans S el se réduisant
a U; sur s. Ces fonctions V; forment une suite croissante, puisque
la différence Vi, — Vi prend sur s des valeurs positives; d’ail-
leurs V;est toujours inférieur a la limite supérieure M de ¢, puis-
qu'il en est de méme de U;.

Les fonctions V; ont donc une limite V; je dis que V est la
fonction cherchée. Considérons en effet la série convergente

Ve Vot (Vs Ve (Vo SV Dt

Chaque terme de la série est harmonique dans S, et le terme
général V,— V,_i tend vers U, — U,_; quand le point mobile
s’approche du contour. Dailleurs la série de ces valeurs sur le

contour s

U1-!— (Ug_— U{)—?—. . .+(U,;— U”,_q)—i—.. =

converge uniformément vers U sur tout le contour; donc, d’aprés
le théoréme de Harnack, la fonction V est harmonique dans S
et prend la valeur U sur s.

17. Nous terminerons ce Chapitre par I'examen du cas particu-
lier dont nous avons eu besoin au § 11, ou le contour se com-
pose de deux cercles concentriques.

Soient done C et (/ les deux cercles, R et R/ leurs rayons, r et o
les coordonnées polaires d'un point de la couronne

R>r>R

Nous voulons trouver une fonction f(r, ), harmonique dans la
couronne (S), se réduisant & des fonctions données U () sur (C),
V(o) sur (C), quand le point (7, ¢) tend vers C ou vers C/ par un
chemin quelconque.

Nous supposerons seulement que ces deux fonctions de o satis-
_font aux conditions de Dirichlet, et forment sur le contour une
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suile conlinue. Nous pouvons donc poser

m=m

N 17 %
U((T’.-):Ot” == }‘ Um(';‘"“!
m=1

m=ow

V((.D) = o+ 2 vm('{'i]:

m=1
ou U, et V,, désignent, par abréviation,

U = apycosmeo + B, sinm ®,

s —ti ’ | L I
Vo= aj, cosmo - B, sinm o,

et ces deux séries sont uniformément convergentes sur les con-
tours respectifs (C) et (C') (1. I, p. 239).

Supposons d’abord que les valeurs de U et V données sur les
contours G et ( se réduisent respectivement a 1 et o, ou i o et 1.
La solution est immédiate : ce sont les fonctions harmoniques

R’ i
log"— : log Ti
R TSR
log T log SR

Soit, en second lieu, cosme et o, ou o et cosmy les valeurs
de U et V données sur les contours C et C. Les solullons appa-
raissent encore d’elles-mémes. Ge sont les fonctions harmoniques

Ly e

R ”*__(R ~ COsino et Wcosmg.
R R’ ‘1’?) F)

En remplacant cosme par sinmy, on a les solutions cor respon-
dantes aux valeurs o et sin mo sur lc.s contours.

Cela posé, la solution genera]e va s’obtenir bien facilement.
Posons, d’une part,

I r s
o = 7R\e Rym Un(®)
SR (%) (&)
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et, d’autre part,

r f o\ R\ m
o6y e =)

Yo = &, ‘l*fﬂ,! Vi —H,.—M—RT‘EVm(‘?);
s A e
SR ( R) (H’)
on obtient ainsi deux suites de fonctions harmoniques dans la cou-
ronne (S)
e e L e T O

Pos 1, Pa, vaay Py

Sur le contour C, la série des valeurs que prennent ces deux
suites sont respeclivement U(g) et o; et sur le contour C'; o
el V(o))

Donc, en appliquant le théoréme de M. Harnack (Chap. 11, §6),
chacune des deux séries '

W(r, @)= Wy~ W~ Ug—=. . .= Up—..oy

(7, 0) = Pg 4 03 P~ oo B

sera uniformément convergente a l'intérieur de I'aire (S) et repré-
sentera une fonction harmonique. La premiére tend vers U(o) ou
vers o, quand le point (7, ) se rapproche de C ou C' par un
chemin quelconque. La seconde tend vers o ou vers V(9) dans
les mémes conditions.
l.a somme de ces deux séries
S, o) =ty o)+ () o1 )=E." (U= Om)+ .

répond a la question proposée. C’est une fonction harmonique
uniformément convergente i I'intérieur de (S) et qui tend vers
U(%) ou vers V (o), suivant que le point (7, ®) se rapproche de G
ou de C'.

On peut lui donner encore une autre forme en I’écrivant de la
maniére sulvante

I 1 R’ sl
.f\"'s r_’;):-_ e E’ (aoiog = = oy IOQ, F\)

N R

\
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el, par suile,

— /R'\m -
m—uw R U =\
7 ., 1 i R’ ; TN R\ m ( | ) e 7
J(r,e)= [._WE(%IDg?_i_ %IDSE)‘* 2 (\7/) W
PR At P\ ® Ry
R\ m =]
Teen r m F(_{) VIH— Um
m=1 a(\T) R’ 2]

puisque chacune des séries sous le signe E est évidemment abso-

lument convergente.

e R e—
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CHAPITRE V.

ETUDE DIRECTE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE
COMPLEXE.

I. — Théorémes généraux de Cauchy.

1. Nous avons déji obtenu les résultats généraux relatifs aux
fonctions d’une variable complexe, en les déduisant des propriétés
générales des fonctions harmoniques. Nous sommes arrivés ainsi
i la formule fondamentale de Cauchy (Chap. II, § 13) et a son
théoréme relatif aux fonctions bien déterminées et continues &
Iintérieur d'un cercle. Il est indispensable que nous retrouvions
ces résultats par la voie méme qui y a conduit le célebre auteur.

Soit f(z) une fonction analytique uniforme et continue a l'in-
térienr de l'aire limitée par un contour C (formé d'une ou de
plusieurs courbes distinctes) ('); nous allons montrer que lon a

(1) i — ;T_——L.f‘_f(_:; ds,
i s :

Pintégrale étant prise le long du contour G dans le sens positif et
2 désignant un point quelconque de lintérieur de l'aire. Pour
démontrer cetle formule, décrivons de 2 comme centre un cercle

v, de rayon p, intérieur & I'aire. La fonction

() Nous appellerons souvent fonction holomorphe dans une aire une fonction
analytique uniforme et continue dans cette aire.
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108 CHAPITRE V.

est continue dans l'aire intérieure 3 C et extérieure 3 y:on adone

L{;) ds — ‘_f( -5 dsz,

Jo i —& (* 7

le sens d’intégralion étant positif sur y comme sur C. La seconde
intégrale ne dépend pas du rayon o; prenons ce rayon p assez
petit pour que 1'on ait, z étant sur T

J(Ey=F(z)+q,

[1] étant moindre qu’une quantité positive ¢, donnée a l'avance,
aussi petite que 'on voudra. On aura

'.fﬂ ds:ff:‘—'y) ds +‘f__’ﬂfl~'- ;
Jo B —& y2— I

or, dans le second membre, nous avons d’abord I'intégrale

Si I’on pose

on a

La premiére partie du second membre est donc w2

d’autre part
e 2w
f_jﬁ*’_‘: [ nid;
Jy o — X o

le module de cette derniére intégrale est donc moindre que 27z,
mais elle est indépendante de e, puisqu’elle est la différence de
deux expressions qui ne dépendent pas de cette grandeur; la

seconde partie du second membre est donc rigoureusement nulle,
et on a par suite la formule fondamentale

A=

2T o &

2. Cette formule n’est autre chose qu'une forme particuliére
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de la formule fondamentale de Green

(2) Nl ;_- [(lo 7 (?1 —V il_f-‘iﬁ)ds,

dn

démontrée au Chapitre I (§10). Il est facile de s’en assurer. Dési-

Fig. 15.

gnons le point z par &/, pour éviter toute confusion, et posons
J(z)=u-+zp,

w et ¢ étant deux fonclions harmoniques qui satisfont aux équa-

Lions
du de ou' de

dz Ay’ oy oz
On vérifie sans peine que, pour tout point du contour G, en
désignant par s I'arc de courbe, les relations précédentes pren-
nent la forme

(3 dw _ dy dUSN

o ds  dn’ it ds

Exprimons les deux fonctions u et ¢ au moyen de la formule (2).
et ajoutons les résultats apres avoir multiplié la seconde par ¢;
on obtient

messhlleel At i d(w—+ tv) dlogr ;
,fL“)—u+£°~;7—:b£|:10n’ rer — (e —l)_-j—,‘lrh

ou, en vertu des relations (3),

i I d(w+i¢) llog
Fil= Q_L,f[ﬁlogr ’-(—d‘ et —(ww+iv)e (—(;l—l—] ds.
wl ‘

:Lf —m-—-—[(u + i) logr] + (u+ie) [dlu ___[il_o,f:_r_'] !r!._w.

278 dn
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Cette intégrale se réduit donc a

d]o__gr ; r!]o_gr) s
dn

,,.//a?‘g:';q‘ [m,{f ﬁ/‘f

D(,a]rrnons par @ et ¢ les angles Jue WW fait
€elion, 272
1051)9(‘[1\’cmenL avec I'axe des LL% on trouve, Par-tn
-Gd-]-&u—]——bl—@,ﬂ—bi—n-l-l}]-e les relations

e

—alf e 2 : e
dr i e ~ fa
e e e

ct I'on en déduit, en substituant dans (4), la formule fondamen-

tale de Cauchy
e

3. Les expressions des dérivées successives de f () résultent
immédiatement de la formule (1). En donnant a z I’accroissement
Az, on aura

f(z+Az)— f(z) = 2,-!_1_; (L'f(:.) (:___'7 — - i—;) daz.

xr — Az 5

Divisons par Az, el remarquons que

: : A I ;
pour Az = o, égale a la dérivée de — — par rapport & ux,
o — £
T I : 2 ¢
¢’est-a-dire i ce rapport tendant d’ailleurs uniformément
vers cette limite quand = décrit le contour C. 1l en résulte

S )—Tﬂf(‘f( =

d’ iére oénéral * - de It A *
el d'une maniére générale, en continuant de [a méme maniere,

(3) f(ﬂ)(T)_ QL f( f(““—) d=

& — @)+l il

Il n’est pas sans intérét de remarquer que ’établissement de
la formule (1) suppose seulement que la fonction analytique f (=)
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ait une dérivée du premier ordre, c’est-a-dire qu’en posant
Sf(z)=P+ 1Q,

P et Q ont des dérivées continues et bien déterminées du premier
ordre, satisfaisant d’ailleurs aux deux relations tant de fois écrites.
La formule générale (5) montre que f(z) a des dérivées de tout
ordre ; ainsi Uexistence de la dérivée premiére, pour une

fonction analytique, entraine Uexistence des dérivées de toul

ordre.

4. Une conséquence de la formule (5) nous sera plus tard trés
utile. Supposons que la courbe C se réduise a un cercle de rayon
R ayant I'origine pour centre, el que & =0 : on aura, en posant
5= R(.’G‘-,

: 27
i) (o) = '_A’__RH’E f F(Rebiye—ndi dl).
T )

Soit M le module maximum de f(z) sur le cercle, il vient

1o e o

-1
i‘fln}{o)l = R M.

Nous en concluons facilement qu’on peut construire une fone-
tion uniforme el continue a 'intérieur du cercle de rayon R ayant
pour centre l'origine, dont toutes les dérivées solent positives
pour z = o et égales, pour chaque valeur de 7, a lalimite que nous
venons de trouver pour | £ (o) |. Il suffit, en effet, de prendre la

fonction
M

qui est bien telle que
e o s 1
gw(0) = I ML
5. De la formule fondamentale (1), Cauchy a déduit le déve-
loppement d’une fonction uniforme et continue a 'intérieur d'un
cercle en série de Maclaurin. Soit un cercle C de rayon R, ayant

‘oricine pour centre: on a, z étant & 'intérieur de ce cercle
te} b) b) b

= -_—;:fc.‘?f%d“%
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or on a l'identité

t, par suite,

o J(3)ds z
-/‘-’)‘-m';-fcgs'—*'g;—.g_,:

il (= = 2\ n+1
ot f{%}) das + % —“f(j (—?) ds.
AL Jo 5P ame Jo 2 —x \

S

On voit que f(z) est représenté par un polyndme de degré 7,
auomonte d’un terme cnmphmcnt.urc Si done celui-ci tend vers
zéro pour n infini, nous aurons un développement de f(VL) en
série entiére, c'est-d-dire en série ordonnée suivant les puissances
positives entiéres et croissantes de la variable 2. Or, lorsque = dé-

crit le cercle C, 'f( = module qui ne dépasse pas une cer-

taine limite M; si donc on pose

=zl

x\ n+i 7\ n+l1
(&)< ()

Par conséquent le module du terme complémentaire sera moindre

Oon aura

|~

'.f(s

]

3z

n+1

que le produit de M <%> par la longueur de I'arc d’intégra-

tion, ¢’est-a-dire que

r\n+1 /!
M (\E) 27 R ou awrM (?) )

mlnessmn qui tend bien vers zéro puisque 7 < R. On a donc la

"-(‘1‘!(‘
; T s zn L) :
f(m)_z_ﬁfu s e g

2L o Z 1

Ce dcxeloppcment n’est d’ailleurs autre chose que la série de
Maclaurin, puisque, d’aprés la formule (5),

i) (o)l e A

ol C G+l
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Le théoréme que nous venons d’élablir joue dans la théorie des
fonctions un role capital. Nous I'avions déja établi (Chap. 11,
§ 13), en développant séparément la partie réelle et la partie ima-
ginaire de /(). Les deux méthodes ne sont d’ailleurs distinctes
qu'en apparence; dans les deux cas, on fait au fond usage de la
méme formule, puisque la formule fondamentale de Cauchy n’est

qu'une forme de la formule de Green, comme nous venons de le
voir (§ 2). '

6. Nous dirons quelquefois, pour abréger, qu’an point est, pour
une fonction, un pointordinaire si'on peut, dans le voisinage de
ce point, développer la fonction par la formule de Taylor, ou en-
core si elle est hiolomiorphe dans le voisinage de ce point.

Si tous les points de I'intérieur d'une aire A et de son périmétre
sont des points ordinaires pour une fonction, on pourra pour cha-
cun d’eux, d’apres la définition précédente, trouver une quantité g

2]
1}

telle que la fonction soit développable dans un cercle de rayon
autour de ce point. Il est clair que, pour I'ensemble de ces points,
e aura un minimum différent de zéro. Nous allons établir qu'une
fonction satisfaisant aux conditions précédentes, a l'intérieur et
sar le périmétre d’une aire A, ne peut avoir dans cette région
qu'un nombre limité de racines.

Faisons d’abord la remarque suivante : une série f(z), ordon-
née suivant les puissances croissantes de s — a et s’annulant pour
z—=a, ne s'annule pour aucun autre point & I'intérieur d'un
cercle de centre @ et d’un rayon ¢’ saffisamment petit. On a, en
elfet, f(z) s'annulant pour z = @, une puissance entiére et finie
de (= — a) en facteur, et, par suite,

fls)=(z—a)r[Aj+Ai(s—a)t...],

A, n’étant pas nul. Si donc |z — @] est inférieur & un nombre g
suffisamment petit, la quantité entre parenthése sera différente
de zéro.

Pour toutes les racines, ce rayon o’ est différent de zéroj; il a
donc un minimum qui n’est pas nul. Ceci suffit & établir que les
racines sont en nombre limité dans la région indiguée.

7. L’analyse de Cauchy a éLé généralisée en 1343 par le com-
P. — IL 8
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mandant Laurent, qui a considéré une fonction f(z)holomorphe
entre deux circonférences concentriques G et (V. Supposons que
I’origine soit le cenlre commun et désignons par R et R’ lesrayons
de G et C'(R > R/). L'application de la formule fondamentale

donne

= " [L:) ds e v'[-ﬁs): ds.

ITE Jo 53— & 2T Jo & — X

Nous prenons la seconde intégrale avec le signe /morns, parce
que nous la prenons dans le méme sens géométrique que la pre-
miére.

Développons en série chacune des deux intégrales; pour la
premiére, nous n’avons qu’a appliquer ce que nous avons dit au
paragraphe précédent. Mais la seconde donne naissance a un dé-
veloppement en série d’'une forme différente. En effet, puisque
sur la circonférence C' le module de =z est inférieur a celui de o,
nous partirons de I'identité

Z\n+l
i | z Fh (’I‘

Nous avons donc
'L;_z_rt‘..ﬁ ;.Ll‘f(_-_)r!'..
L & -,,', % 7}:(:') :,-_‘r.-+1 .
1.,‘+1L.f(-)- r{°+.£:~.r<.r) e

On montrera, comme précédemment, que le terme complémen-
taire tend vers zéro quand n augmente indéfiniment; la seconde
intégrale est donc développée en une série entiére par rapport
4 — Il en résulte que la fonction f(x) se trouse développée en

une somme de deux séries ordonnées, la premiére par rapport
auxr p wissances croissanies et enticres de z, la seconde par rap-

. . I
/?Ol'[ aunxr pulssances croissantes de ;—

La premiére de ces séries est convergenle pour tout point in-
térieur au cercle G, la seconde série converge pour toul point
extérieur au cercle C'. L’ensemble des deux séries sera conver-
gent dans la couronne comprise entre les deux circonférences-
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Il pourra arriver que la seconde circonférence ait un rayon i
nul, on aura alors un développement de la fonction valable pour i
tous les points du cercle G, & l’exception de I’origine. Ainsi, I
si 'on a une fonction f(z), uniforme & l'intérieur d’un cercle G i
ayant Uorigine pour centre, et continue pour tous les points de ce '
cercle, sauf pour le centre, on peut développer f(z) en série de
la forme :

== p=mw ‘

)= X Byse+ ¥ Az, g
1

p=—cw p=10 I

8. Les développements précédents permettent d’établir facile- "
ment quelques résultats généraux relatifs aux fonctions uniformes.
Considérons une fonction f(z), uniforme et continue dans tout
3 le plan de la variable z; on suppose de plus que son module reste

toujours inférieur a une quantité fixe M, quelque grand que
soit 5. Nous allons montrer, avec Liouville, que la fonction doit .
se réduire nécessairement & une conslante. Nous pouvons en ef- i
fetv développer f(z) en série entiére

f‘::) = Ag—+ Al:—..-.“i- Apana-. ..,

el celte série sera convergente a l'intérieur d’un cercle C, ayant
I'origine pour centre et un rayon arbitraire R. Or on a (§ 5)

s _4-=—9-4—1'r Sz,

Iz,

2115' Je Zin-i1

et, puisque sur le cercle
[f(z)| <M,
on a (§ 4)
[N P nmsansicg) T
=

Or R est aussi grand qu’on voudra, par suite la quantité fixe A,,
est rigoureusement nulle (sauf pour m = o), et la fonction f(z)
se réduit a la constante A,.

Nous avions déja rencontré ce théoréeme de Liouville, car il

4 S ; . e i :
n’est pas distinct du théoréme établi (Chap. I, § 12) et relatif
aux fonctions harmoniques. Nous avons vu, en effet, que si une
telle fonction, bien délerminée et continue pour toute valeur de

>
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x el y, restait toujours moindre en valear absolue qu’une quan-
tité fixe, elle devait nécessairement se réduire a une conslante.
Or, en posant ici

f(z) =P+ Q4
on aura évidemment, si | f(z) < M, les deux inégalités

el, par suite, P et () seront des constantes.

9. Le théoréme de Liouville se généralise immédiatement, en
supposant non plus que le module de f(z) reste toujours infé-
rieur & M, mais que, pour des valeurs de |z| supérieures a une
quantité déterminée, on ait

Gl

l zm |

m étant un entier positif déterminé. En prenant toujours le déve-
loppement de f(z), on a, p étant un entier positif arbitraire el
en intégrant le long du cerc le de rayon R,

e e

A m—+p — 9—7:!: / EHI-+1'I+]

et, par suile, =
I
I ".\Hiﬂ",l) I ==

=y )
; I3
et 'on en conclut, R étant aussi grand qu’on voudra,
Apep =0 (== T5n o)y i b, Z20)

La fonction f(s) se réduit donc a un polyndme de degré m.

II. — Poles et points singuliers essentiels d’une fonction uniforme.

10. Nous avons jusqu’ici supposé que la fonction f(z) était
holomorphe dans la région considérée. Soit dans cette région
un point «, pour lequel la fonction cesse d'étre conlinue; on
suppose que si de @ comme centre on décrit un cercle C d’un
rayon assez pelit, la fonction f(z) est uniforme dans ce cercle et
continue pour tous les points, sauf le point @. Dans ces condi-
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lions nous avons (8§ T) le développement
s Pl

p=—1 —»
ul R

F= X Byls—ap= ¥ Az —a).
p=—"° p=0

Si les termes B, sont en nombre limité, on dira que le point a
est un pdle. On aura donc, dans ce cas,

p="=

3
7' 2T x B 1

el — + A,(s—a)r
s —a)n z—a 8 !

(6) S(z)= (
p=0

ce développement étant valable pour les points d’un cercle d’un

rayon suffisamment petit décrit autour du point a. On aurait pu

prendre la possibilité de ce développement comme définition du

pole. Le pole @ est dit un pole d’ordre m, si — m est la plus pe-

tite puissance de 5 — « qui figure dansle développement. On voil

que le produit
f(=)(z —a)

est uniforme et continu dans le voisinage de s =a, et prend
pour 5 — @ une valeur finie et différente de zéro.

D’apreés I:Lpg‘(i@#il,iotl méme du pole, il est clair que, sl une
fonction ¥ e n'a, dans lintériear d'une aire et sur son
contour, d'autres points singuliers que des péles, ceux-ci sonl
en nombre fini. On doit pouvoir, en effet, autour de chaque
point de ce domaine, tracer un cercle de rayon déterminé et dif-
férent de zéro, a l'intérieur duquel la fonction sera développable
soit par la formule de Taylor, soit par la formule (6).

11. Parmi les coefficients B, il en est un particuli¢rement im-
portant : c'est le coefficient By que Cauchy a appelé résidu de la
fonction relatif au pole a. Limportance de ce coefficient va
apparaitre dans la recherche de I'intégrale

(7) Lﬂz)d:’

prise le long d’an contour simple entourant le pole a. Nous pou-
vons substituer au contour C une circonférence I' ayant son centre
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én a et un rayon assez petit pour que la fonction puisse étre dans
ce cercle représentée par I’expression (6). On aura alors

3 ds . dz
L/I:./(“)d"’:];m.ﬁ(?;djﬁ ...+ By F;;z

Ol‘ on a

ds

T =@ (e =200,

comme on le voit de suile, en posant

i z=a-+ ek

et faisant I'intégration de 6 =0 4 § = ax. On a de méme

f _;d.:_ L %

pr(s—a)  ~"" |

fj'(s)d::t;:i.lh.
C

S1 l'on suppose d’une maniére plus générale que le contour
simple C entoure un nombre quelconque de péles a, b, ...,
on aura en ajoutant les résullats partiels dus & chaque péle

vy ”7r":!. Wl X,
fc.fmf! —ni ¥ R

ZR désignant la somme des résidus relatifs aux différents poles

situés a I'intérieur de C.

Nous avons donc

o3

Nous pouvons done énoncer le théoréme fondamental suivant,
dont Cauchy a fait d’innombrables applications :

L’intégrale d’une fonction uniforme prise le long d’un
contour simple est égale au produit de ami par la somme des

résidus de la fonction relatifs aux poles situés a. Uintérieur
du contour.

12. Les fonctions uniformes peuvent présenter d’autres points
singuliers que les poles. Nous dirons d’une maniére générale qu’un
point O qui n’est pour une fonction uniforme J(5) ni un péle, ni
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un point ordinaire, est un point singulier essentiel isolé pour
cette fonction, si, & 'intérieur d’un cercle ayant O pour cenlre,
la fonclion est uniforme, et si, en dehors de O, elle ne possede
dans ce cercle d’autres points singuliers que des poles.

1
Ainsi, par exemple, la fonction e* a au point z =0 un point
singulier essentiel isolé. Ce point n’est en effet pour la fonetion
ni un pole, ni un point ordinaire. I6tude de cette fonction si
er de suite I'indétermination d'une fonction

simple va nous montr
1. Considérons en

dans le voisinage d’un point singulier essentie
effet I’équation
||

es

—2N

3

A étant une constante quelconque différente de zéro. 11 est facile

d’avoir ses racines. Soit en effet
;\ = ]{(,’:U‘
el
1 i
- =p + g%

0on aura .
ep+qi — Re%t,

Le module du premier membre est doal A el et son argument
| 8 2

a ¢; on adone
el =R ou p =logR,

ce logarithme étant le logarithme arithmétique, et

q — TR T

donc
1

* = logR =+ (2 + SkT)E
- élant un entier arbitraire posiLif ou négatif.

Quand /£ augmente indéfiniment, ces valeurs de = tendent vers

zéro. On en conclut que I’équation

1

er = A (A =0)

. une infinité de racines dans le voisinage de z = o, c'est-a-dire

que, quelque petit que soit le rayon d’un cercle déerit de Uori-
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ginecomme centre, il y aura toujours une infinité de racines de
celle équation contenues ¢ I intérieur de ce cercle. Cet exemple
montre combien est profonde I'indétermination d’une fonction dans
le voisinage d’un point singulier essentiel.

13. C’est M. Weierstrass qui a fait le premier, d’une maniére
q I )
systématique, I'étude des points singuliers essentiels (*). Lhl-
lustre autear a montré que, dans le voisinage d’un point essen-
) 8 I
uel, la fonction f(z) s'approche autant qu’on veut de toute va-
) P, 7
leur donnée, c’est-a-dire que, étant donné un nombre ¢ aussi
peut qu’on voudra et un nombre quelconque A, il y aura tou-
jours, i I'intérieur d’un cercle ayant @ pour centre et un rayon si
petit qu'il soit, des points 5 ot

| fe) = A< e,

M. Weierstrass déduit cette proposition de ses théorémes

gé-
néraux sur les fonctions uniformes. Nous en donnerons une dé-
monstration différente (2).

Tout d’abord remarquons que, dans le voisinage d’un point
singulier essentiel, la fonction peut admelttre une infinité de
poles. Ainsi la fonction

a pour point singulier essentiel z = o, et elle admet les poles en
. . T , .
nombre infini z — = (& entier).
(8%
Pour établir le théoréme général qui vient d’étre énoncé, con-

sidérons la fonction

I
o Fo—&

Deux cas pourront se présenter. La fonction (8) pourra avoir une

() K. WEIERSTRASS, Mémoire sur les fonctions uniformes d’une variable
(Memoires de UAcadémie de Berlin, 186).

(*) J'ai donné pour la premiére fois cette démonstration dans mon Cours li-
thographié de 1886,

SCD LYON 1

e




FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. i)}

infinité de poles dans le voisinage du point singulier essentiel @;

dans ce cas, I'équation
_)’(z o= =

aura une infinité de racines dans le voisinage de @, et le théoréme
est alors évident : la fonction non seulement s’approche autant
quon veut de A, mais lui devient rigoureusement égale.

En second lieu, la fonction (8) n’a pas une infinité de poles
dans le voisinage de a. On peul alors dans ce voisinage se servir
de la formule de Laurent, et 'on a,'dans I'intérieur d’un certain
cercle C,

I
it el = A+ Aj(z—a)-t...
FE A
B, B,

(B—a) '_‘(:—rc)ij

'

La premiére série sera convergente a lintérieur du cercle G, la

seconde est convergente dans tout le plan, sauf au point a. Or,

si 'on pose ~ =z, nous savons qu'on peut choisir 2z de mo-

>

dule supérieur & tout nombre donné R, de facon que le module de
Bixz + Baax?+. ..

soit lui-méme supérieur 2 telle quantité positive qu’on voudra
donnée & I'avance. A cette valeur de z correspond un point z
aussi rapproché qu’on veut de a, pour lequel le module de
f(z) — A est inférieur a tout nombre ¢, si petit qu’il soil, ce qui
démontre le théoréme.

14. La proposition précédentc ne nous apprend rien sur les

racines de I'équation :
f(s) —A—o0

dans le voisinage du point «. Bornons-nous i énoncer un théoreme
sur lequel nous reviendrons plus tard (') :

L'équation précédente a en général une infinité de racines
dans le voisinage de a. Il peut arriver cependant qu’il n'en sott

(1) E. PicArD, Memoire sur les fonctions enticres (Annales de I’Ecole Nor-
male, 1880).
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pas ainst pour certaines valeurs exceptionnelles de la con-

stante A, mais il ne peut exister plus de deux valeurs exception-
nelles.

Dans cet énoncé la valeur A — oc est i considérer comme une
valeur que rien ne distingue des autres.

De ce théoréme résulte une classification pour les points sin-
guliers essentiels isolés d’une fonction uniforme S(=). On peut
les partager en trois classes :-

1° La fonction f(z) peut prendre sans exception toutes les va-
leurs que I'on voudra dans le voisinage de @; on peut dire que
c'est le cas général.

2° 1l peut y avoir une valeur exceptionnelle que la fonction ne
prendra pas dans le voisinage de @. Ainsi, par exemple, la fonction

1
_(u)
sin =
\ 2
ne devient pas nulle dans le voisinage de z — 0. Nous avons ici

Punique valeur exceptionnelle A = o.

3° Deux valeurs exceplionnelles peuvent enfin se rencontrer.
1

La fonction ¢ en offre un exemple; Péquation

4
€35 —A

n’aura pas de racines dans le voisinage de l'origine si A — o el si

C

15. Nous avons toujours supposé jusqu’ici que le point, dans le
voisinage duquel on faisait I’étude de la fonction, est a distance
linie. Dans la théorie des fonctions d’une variable complexe, on
consideére les valeurs de z d’un module infiniment grand comme
formant un point; on le désigne sous le nom de point a Uinfini.
[I suffit de poser

pour que le point a 'infini dans le plan des z soit ramené 4 1'ori-
gine dans le plan des z".
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Les définitions et les théorémes qui en résultent s’étendent donc
sans difficulté au point a I'infini. Celui-ci, par exemple, sera un
pole pour la fonction f(z), si la fonction

hY
’)
\ 3

admet comme pole le point 5'= o0 : on aura alors

.‘\
—
| =

(4]

/ (4 il A . Ay G2
= =5 A et R T A e
o -J') z'm . =i 1

G(5') étant holomorphe dans le voisinage de z'= o : donc

~

1\

f(;):Am:’"—l...—ini\I:—;- G (:),

/AN i i I 5
(J(f) &tant une série entitre en -, convergente quand |z| est suffi-

\Z z
samment grand.

Si nous considérons en particulier un polynéme d’ordre m,
nous pouvons le regarder comme une fonction de z ayant, pour
toute singularité, le point & V'infini comme pole d’ordre m. La ré-
ciproque est vraie, clest-a-dire qu'une fonction untforme dans
tout le plan, ayant comme seule singularité le point a Uinfine
supposé pole d’ordre m, se réduit ¢ un polynéme de degré .
Il est clair en effet, que, dans ce cas,

reste, a partir d’une certaine valeur de | 5|, inférieur a un nombre
fixe; par conséquent, d’aprés le théoréme de Liouville généra-
lisé (§ 9), la fonction entiére f(3) doit se réduire a un polynome
qui devra éire nécessairement de degré m, puisque le point &
I’infini est un pole d’ordre n.

Ce théoréme peut se généraliser. Une fonction rationnelle est
une fonction uniforme qui n’a dans tout le plan, y compris le point
a Pinfini, d’autres points singuliers que des poles. La réciproque
est exacte et se déduit de suite du théoréme précédent. Soient en
cffet a, b, ..., I les poles de notre fonction f(z), & distance finie
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124 CHAPITRE V.

et de degrés de multiplicité o, B, ..., % Formons le produit
J(B) (s —a)*...(z— D),

il n’aura plus de pole a distance finie, et le point & 'infini ne
pourra étre qu'un péle ou qu’un point ordinaire. Ce produit est
done un polynéme ou une constante et il est bien établi que f(z)
est une fraction rationnelle.

III. — Fonctions analytiques élémentaires
d’'une variable complexe.

16. Nous avons déja, a propos de la théorie des séries entiéres
(Chap. II), défini les fonctions élémentaires e®, sinz el cos z, qui
sont uniformes et continues dans tout le plan. Nous nous occu-
perons dans ce paragraphe des fonctions élémentaires qui ad-
melttent des points singuliers et de celles qui ne sont pas uni-
formes.

17. Les fonctions tangz el cols sont définies par les quotients
sin.z COS8 5

= e La fonction cosz s’annulant pour certaines valeurs
053 P

de s, tangz deviendra infini. Cherchons les racines de cosz, on
devra avoir

ot
e23i — — | |
1 5= o+ if
donc, en posant 5 — a + 13,
e2flo+if) — .

Or, — 1 ayant 'unité pour module et son argument pouvant éire
pris égal i , on aura

2% =7+ 2km.

Par conséquent, les racines z sont données par la formule

S kw,

SCD LYON 1




FONGTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 125

/o étanl un entier positif ou négatif. Ces points sont des pdles
simples de tangz.

On verra de la méme maniére que les poles de cotz sont don-
nés par

it

Ainsi, tandis que les fonctions e?, sinz et coss sont des fonctions
entieres, les fonctions tangz et colz, qui sont aussi uniformes
dans tout le plan, ont un nombre infini de poles.

Nous verrons dans le Chapitre suivant comment on peut les
développer en séries de fractions rationnelles.

18. Nous n’avons considéré jusquici que des fonclions uni-
formes, c’est-a-dire n’ayant qu'une valeur pour chaque valeur
de z. Prenons maintenant I'expression

w=yzs—a:

pour une valeur de 5, « a deux déterminations, mais on ne doit
pas considérer ces deux déterminations comme représentant deux
fonctions distinctes de z. En eflet, partons d’une valeur z4 (5032 @),
et soit i, une des déterminations du radical /s — a. Tracons
dans le plan de la variable z un chemin allant de z, 4 un point =

et me passant pas par a@; suivons par continuité la valeur de wa

parlirdc la détermination choisie @y pour = = 3o, ¢’est-a-dire pre-
nons, pour 3 voisin de z,, la valeur de u voisine de w, et ainsi de
suite de proche en proche. Nous arrivons ainsi au point 5, avec
une valeur déterminée pour u. Deux chemins différents allant
de z, 4 5, donneront, a Varrivée en 2, laméme valear pour u, sile
point a n'est pas compris dans Paire limitée par I’ensemble des

deux chemins. En effet, en posant
5 —a = p(cost+ ¢sinf),

prenons pour g la détermination
—_ — B N edo
Vao— @ =V po (cos S

et pour valeur générale de Vz—a

SRR I
\/5—(6:“?((:05;’—%1.51“;)-
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En faisant varier p et § d’une maniére continue depuis (p,, f,)
correspondant & z,, jusqu'a (g1, 8i) correspondant a z,, ["argu-
ment 0; est bien le méme, que P'on ait suivi I'un ou 'autre che-
min, si le point a est extérieur a laire limitée par les deux
chemins. Il en est autrement si 'on a deux chemins C et ! for-
mant la limite d’une aire comprenant le point a ( fig. 16). Si l'on

Fig. 16.

ey (C)

(o}

part de z, avec I'argument 6, pour 5, —a, et si §, désigne encore
Pargument obtenu en arrivant en z, par le chemin C, il est clair
que le chemin €' nous conduira en z, avec Pargument §, — o7 -
nous trouverons donc, par le chemin C, la valeur
’,t*"( _01 SR 0[\
Wy = /o1 | COs — - £sin _)
S 2

et par le chemin (7
5 — 0, SRR
”l :f\/:Jl (C\')SE +£5]n; .

Les deux déterminations de la fonction ne forment donc pas
des fonctions distinctes. Ainsi, en particulier, si 'on part de z,
avec une certaine détermination, on reviendra en ce point avec
'autre détermination si I'on tourne une fois autour de l'origine.

Ces remarques sont bien simples; elles n’en ont pas moins joué
un role considérable dans la Science, en appelant 'attention sur
les fonctions non uniformes. On a considéré longtemps les deux
valeurs de

R

comme formant deux fonctions distinctes de 3; c’est qu'on ne
s'attachait pas a 'idée de continuité pour définir au juste ce que
Pon entendail par [onction. Nous venons de voir que c’est en sui-
vanl par continuité la succession des valeurs de # sur un chemin
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donné, que la valeur finale se déduit sans ambiguité de la valeur

initiale.

19. Un autre exemple de fonction non uniforme va nous élre
fourni par la fonction logarithmigue. Cherchons les racines de
I’éguation en u

et — 3

= étant une quantité donnée; w est par définition le logarithme
de z. En posant

u—=X-+ 1Y, 5 — r(cose -+ ¢sina),
on a
Ty o
done
e Y =ua-+2k=w
et, par suite,
(9) w=Logr+ (z-+akmn)d,

Logr désignant le logarithme arithmétique de 73 f est un entier
arbitraire. Ces valeurs en nombre infini sont les déterminations
multiples de logz.

Si maintenant nous voulons considérer w comme fonction de z,
nous partirons d’un point z, avec une de ces déterminalions et
nous SUivrons par conlinuilé, comme nous l'avons fait au para-
graphe précédent. On voit ainst que la fonction logz reprend la
méme valeur quand z revienl au point de départ sans avoir tourné
autour de Porigine. Au contraire, si le chemin partant de z, re-
vient en ce point apres avoir tourné une fois dans le sens direct
autour de Vorigine, o augmentera de 27 el par suite logs repren-
dra sa valeur initiale augmentée de 2T L.

La fonction logs a donc une infinité de déterminations qui peu-
vent s'échanger les unes dans les autres en Lournanl autour de
I'origine qui est un point singulier.

Cette fonction a une dérivée qu’il est facile de calculer; on a

el— 3, g"+:_\u i S

Donec
rm‘{g.‘ln i |‘) — Az
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Au
r'“Au.(l + — ..
1.2

——
l
(=3
(]

el, par suite
1 | )

e AT I I
lim-— = — ==
Az e 3
Ainsi
du [
e

[l en résulte que logz est bien une fonction analytique de z. On
aurait pu le voir en partant de Pexpression () et remarguant
que Logr et o - 2/ = satisfont bien aux relations fondamentales

du de du de

oz oy’ O O

2(0). Considérons maintenant la fonction log(1 + z). Elle admet
comme point critique le point z = —1. Soit (C) (fige17) le

Fig. 17

cercle qui a pour centre Porigine et qui passe par ce point sin-
gulier A. A Dintérieur de (C), I'une quelconque des détermina-
tions multiples de la fonction log (1 + z) est uniforme et continue.
Sil'on choisit celle qui s’annule avee z, on reconnait facilement
que sa détermination est logAP + i, = désignant 'angle des
deux directions Az et AP.

D’aprés le théoréme de Cauchy, cette détermination esl déve-
loppable en série entiére relativement a z, pour tous les points in-
téricurs a C, et 'on obtient

Zh
log(1+3) = & R + = (— 1)l e
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Nous avons déja étudié ce développement (Chap. II, § 22). Nous
r avons vu qu'il coincide avec celui que l'on obtient pour z réel.
Cette série est convergente dans tous les points de C sauf au
point A; elle représente donc log(1 + z) pour tous ces points, et
peut étre prolongée analytiquement dans tout le plan. En allant
du point P a un point P’ extérieur par deux chemins différents,
on obtiendra pour log(r+ z) la méme valeur, pourvu que ces !
chemins ne contiennent pas dans leur intérieur le point A. |

Soit M(1, ) un point du cercle de convergence ‘

s = cosfl -+ 7sinf, 1t2 = 25t tLeln0n @ |
| On a s o ‘ |
‘ = nesilg By . ;0 & '

log(1+ 5) = log & £os ;) L
el |
cosO -+ zsinll  (cosh + £sinb)2 w
log(r+3)= - — —
2

ce développement étant valable pour toutes les valeurs de 6, sauf
=== =. On en conclut les deux développements

( 6° cos cos26 cos3f
log ',J.COS—):*'—f e ——
D) 1 o) 3

el
§ _ sinb sinafl  sin36
; SR Rl A

Nous avons vu plus haut que la fonction u = logz a pour dé-

M

T o . - s T
rivée —; elle peut done étre représentée par P'intégrale curviligne

U= /‘:'{TS7
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| le chemin qui va de z; 4 z étant donné. Si 'on va du point A(z)
au point B(z) (fig. 18) par deux chemins qui ne comprennent
pas lorigine, le résultat sera le méme. Mais si 'on va de A en B
par deux chemins qui comprennent l'origine, tels que AMB et
AM'B, on aura

| 2L L

Jawp 2 Jama -

Or la premiére intéerale est égale 4 27w : donc on a, en désignant
o) tel L)

par «' la seconde détermination de u,

1 U= -+ 2T,

' Si le contour AM’'B faisait % fois le tour de O, on aurait

= w2k,

Nous retrouvons bien de la sorte les déterminations en nombre

infini de la fonction log z.

90. La définition de la fonction s se déduit de celle de logs,

en posant

zm — pmlogs

qui donne un sens & 3™, quel que soit m. On voit que la fonction

z™ a comme point critique le point z= o, c¢t, quand 5 tourne
| autour de l'origine, la fonction se reproduit multipliée par e,
puisque logz s’angmente de awi.

i Considérons en particulier la fonction (1+ z)™. Elle est déve-
5. loppable en série convergente en tout point intérieur au cercle
h qui a pour centre l'origine et qui passe par le point singulier
?\ 5 =——1. Considérons celle des déterminations de (1-+ )™ qui
I

devient égale & 1 pour 5= o. Elle sera, d'aprés le théoréme de

Cauchy, représentée par la série
o

I m m(m—1) m{m —i1)...(m—n-+1)
I A s e St T e
1.2 TRt

I que nous avons déja étudiée précédemment (Chap. 11, § 23). De
I 5 sorte que cette série, qui représente (1 -+ 3)™ lorsque z estréel, le
représente encore quand 5 est imaginaire et de module inférieur
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a un. Sur la circonférence de convergence nous savons que le
développement est ou n’est pas convergent suivant la valeur de .

21. Le développement de I'irrationnelle

1

\/1—91w+:¢2

suivant les puissances de « se rattache a la question précédente.
Bornons-nous au cas ot & est réel. Cette irrationnelle est une
fonction algébrique de « qui a deux déterminations. Choisissons
celle qui, pour o = o, est égale & ++1. Le rayon du cercle de con-
vergence de son développement suivant les puissances entiéres
de o est évidemment égal au module de la racine du polynéme
1 — 20z + o qui est la plus voisine de l'origine.

Si || <1, les deux racines == ¢ /1 — z* sont imaginaires et
leur module, indépendant de z, est égal & un. Le rayon du cercle
de convergence est donc aussi égal & un quel que soit |z |. Si
|z | > 1, les deux racines sont réelles et le rayon du cercle de con-
vergence variable avec |« |. Dans les deux cas, on aura, pour tout
point o pris a l'intérieur de ce cercle, un développement conver-
gent de la forme

- =X+ Xja+ Xoa2 ...+ X,on ...

Les coefficients X, sont connus sous le nom de polynémes de
Legendre; X, est de degré nen x.
Cherchons d’abord une relation de récurrence qui existe entre
trois coefficients X,, successifs. En posant
If

([D) e ey
Vi—2az + a

on déduit, en dérivant par rapport a o,

dy ;

11 —(1—2ax +a?) =y(x —a).

(1) i ) = )
Prenons la dérivée nidme par rapport & « des deux membres de
cette égalité. En appliquant la formule bien connue qui donne la
dérivée d’un produit de deux facteurs, et en faisant & =0, on
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@

obtient
(}”+1}’ ; dﬂ‘}f : 0”'1_}’
1 (da!H-i )D”(‘ln—w—l)x(dan)o—.— n? (dﬂ_l)ozo.

D’ailleurs, on a

(d—i> = 1:2...Tt. 5
0

da’t

et finalement la formule de récurrence cherchée est

(12) (n+1D)Xp— (2n+1)2X,+ X, 1= o0.

On en déduit que X, est un polyndéme de degré n en 2 : les deux
I 5

b premiers sont

| XQ: I, X1 =T.

Pour #z — 41, on a Xp,—1. Pour z=—1, ona X,— =1

' sulvant que 7 est pair ou impair.
Ces polyndmes jouissent de toutes les propriétés des fonctions ®
de Sturm, comme on le reconnait immédiatement. Pour z = —1,
la suite des polynémes X,, X,, ..., X, présente manifestement
—-1, elle n’en a plus; donc, x croissant de

7 variations. Pour x —
14 +1, la suite a perdu rz variations ; donc X, a pass¢ au moins

' par n racines; et comme ce polyndme est de degré n, ses nracines
‘ sont comprises entre — 1 et +1I.

Pour établir maintenant 'identité, a un facteur prés, des poly-
ndmes X, avec les polynomes que nous avons déja étudiés (t. 1,
p. 16), il suffira de démontrer que Pintégrale

| +1
’ ![1 f(@2)X,dx

est nulle lorsque f(#) est un polynéme e arbitraire de degré au plus
égala n — 1. Nous nous servirons a cet effet d’'une seconde relation
obtenue en dérivant par rapport a z les deux membres de (10)

i
i On a

“ dy

| e 1—20% +a2) =ay

et, en comparant avec (11),
}V ()y

gl
THli
{ ) u‘ac

*
\
\
i
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d’ou la relation cherchée
(1%) 2 X, — X, =nXn,.

Multipliant les deux membres par 2™dx et intégrant de —1 a
—+ 1,1l vient

+1
nf axm X, dr = f
1 L

+1 41
X dr — f aItNC )
1 —1

d’ot, en intégrant par partie,

+1
n f 2 X, de =[am(2X,— Xe—1)]}

v —1
+1

—+ 1
—(m +1) f xn X, dr 1 mf am—1 X, dz.
ok =
Or (zX,, — X,,_,) est nul pourleslimites + 1 et — 1 : donc finale-

ment

+1

-+1
) m o
f X, der = ——M— am—1X,_dv.
PO S E E E

1

(14)

On a d’ailleurs

1 +1
f Xode = 2, [ Npdr—0 (in =)
oy iy

Le résultat est maintenant immédiat : si m est Sn— 1, l'inté-
grale (14) se raméne & une intégrale de la forme

sl
f X do (nzr1)
=4

et est nulle. Il en est de méme de U'intégrale

+1
f fle)Xpda,
o

ot f(z) est un polyndme arbitraire de degré =n— 1" DonchXy
satisfait a l'identité :

dr(x2 —)n

X = I\
n (!\L'”'
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|
ol A est une constante dont on trouve facilement la valeur , }
»
I
A= S TR P
A8 S ¢
22. Parlons enfin, pour achever 1'’énumération des fonctions
élémentaires, des fonctions circulaires inverses. La fonction
U = al‘ctang:
sera définie par I'équation
tang & = s.
On peuat trouver aisément I'expression générale de u, en rem-
placant tangu par sa valeur en fonction d’exponentielles
sin & el — e—ul el —
tang i = = — = - )
= COS 1t @ ss @) t(e2li4p)
done : 5
e2ui — ialEet (. = =
I— 31T
el enfin
I t1— 3 T 1 z 1
©w= —log - = — -+ —log .
Ol RS 0 e e

La fonction arctangz se raméne donc a la fonction logarith-
mique. Ses points singuliers sont 5 =+ 7 et 3 = — J. [ s
On définira d’'une maniére analogue la fonclion

© = arcsinz
par l'équation
siny = 3,
qui donne
el — g—ui — o9 z;
ou
el g zreli — 1 — 0,

et par suite

cli— z7 \/[_“—-2)
d’ot se conclut
1 5 —
— flog(:z +y/1— 32).
La fonction arcsinz s'exprime donc & 'aide de la fonction loga-
['ithmique.
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23. Nous ne nous sommes occupé jusqu’a présent que des dé-
veloppements suivant les puissances entiéres de la variable. On
peut, dans certains cas, par un simple changement de variable,
développer une fonction sous une forme différente. L’exemple
suivant est relatif au développement d’une fonction en série d’ex-
ponentielles.

Soit f(z) une fonction uniforme et continue de = & l'intérieur
d’une aive définie par deux paralleles a Oy On suppose que cette
fonction est périodique, 'amplitude de la période étant a=7,

Sz 4+ 2nin)=f(5).

de sorte que la valeur de la fonction au point A (fig. 19) est la

Fig. 19.
i |
i
I
]
i
1
+A
I
i
i X
0 M N

méme qu’au point B, sile segment AB parallele a Oy est égal a
anm, n étant un entier quelconque.
Posons

- z
ZH— L

et cherchons quelle est dans le plan des &' (/ig. 20) la région qui
correspond & la bande, indéfinie dans les deux sens, comprise

entre les paralléles MP et NQ. Soit z = a I'équation de la droite

SCD LYON 1




e &

i
';
|

136 CHAPITRE V.

AB; I'affixe d’un quelconque de ses points est

3 =a+ iy,

et le point correspondant du plan des 5’ est

r

|

i i

I 5 = e%ell,

IH c’est-a-dire qu'a la droite AB correspond dans le plan des z’ une
' circonférence de rayon e et de centre O'. 1l s'ensuit qu’a 'aire

MNPQ correspond I'aire limitée par les deux circonférences con-
centriques qui correspondent aux paralléles MP et NQ.

La fonction f(z) va devenir une certaine fonction ©(&") uniforme
et continue dans l'espace annulaire compris entre ces deux cir-
conférences. Elle sera par conséquent développable dans cette

région par la formule de Laurent

Par suite f(z) sera représentée dans toute la bande MNPQ par
la série

m=-+w

/(;}_—_ E A, ems,

m=—cw

| Si, au lieu de supposer la période ¢gale a 277, on supposait son
amplitude égale a a, et que I'aire soit limitée par deux droites pa-
ralléles a celle qui joint le point 5 au point z + @, on obliendrait
’expression

m=-w .
g ; 2mins

f(z)= E Ape =

m=—w

IV. — Sur les produits convergents.

24. Quoique nous devions faire peu d’usage de la représentation
| des fonctions sous forme de produit, il ne sera pas inutile d’in-
i diquer quelques propositions générales relatives aux produits con-

| f vergents. La théorie des produits convergents ne présente d’ailleurs r.
aucune idée nouvelle, puisque la convergence d’un tel produit se L
- | raméne toujours a la convergence d’une série. '1
:
.

SCD LYON 1




FONCTIONS D'UNE VARIABLE COMPLEXE. 137

Nous commencerons par démontrer le théoréme suivant :

Le produit

(1+a)(1+a)...(1+an)...

sera convergent si la série

eyl | asl +.. o5 | @n| +- ..

est convergente.

Nous pouvons supposer que | ay| <1, quel que soit n, puisque
nous pouvons laisser de coOté des facleurs nécessairement en
nombre limité ou celte condition ne serait pas remplie. |

Ceci dit, supposons d’abord les a réels. Le produit sera conver- ‘[

1
|

gent, si la série
log (1 + a;)+log(1+ as)+...+log(1+an)+...

? est convergente. Désignons par b les termes posiltifs et par — ¢ les
termes négalils pat‘mi les @. La série

log(1 4+ by)+log(1+ ba)+...-+log(1+ bp)—+... ‘

sera convergente, car log(1 -+ z) <z quand z est positif.
Pareillement, la série

Iog(lgc,)u‘—...-e—log((—c”)-:—...

S€ra CDIIVCI‘gGHlC, car on a

Cn
TR T TR
1 —f0cy

log(1—cp)=— o<1,

o I yilte .
or le facteur - tend vers un : la série convergera donc puisque

— ey,
la série de terme général ¢, est convergente.

Passons maintenant & la série
(L ug )1+ Us)en (T4 Up). . oy

les u étant complexes. Soit u,= a,+ b,t; les séries Z| a.| et
lf, 3| b,,\ sont convergentes par hypothése. l.e carré du module de
i (1 up) est

(1+an)*+ b} ou 1+2a,+ai+ b2.

P i
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La série de terme général
2anp+ al -+ b}
converge évidemment; par suite le module du produit tend vers
.une limite. Passons i 'argument; celui-ci est pour 1 -i- u,

. !)f]
RAECISIN Gy

(1 apn )3 -~

et 1l faut montrer que la somme des arguments a une limite dé-
terminée. Or cet arcsin est comparable a b,, ce qui rend évident
le résultat que 'on veut établir.

25. Passons maintenant aux produits convergents représentant
une fonction de z. On considére le produait

(15)" [t fi(N [+ fa(@)]- o [1+ fal(B)]. o 5

les fonctions f, (z); ..., Ju(z), ... sont des fonctions uniformes
et continues dans le méme cercle C de convergence. On suppose
de plus, en représentant d’une maniére générale par

F(Z) (Z=|z|)

la série obtenue en remplacant dans f;(z) chaque terme par son
module, que la série

BA(Z) -t By () e B (7)1 ]

converge quand Z est inférieur au rayon du cercle C.
Dans ces conditions nous voulons montrer que le produit (15)
représente une fonction holomorphe de s a Uintérieur de C.
Considérons d’abord le produit convergent

P(Z)=[1+F(Z)] [1+ Fo(Z)]...[1+Fp(Z)]. ...

Soit P, (Z) le produit des n premiers facteurs; nous pourrons
mettre P,(Z) sous la forme

Pr(Z) = Aj - ARZi-= 0 AT P ot B

A7, étant une constante positive. Or Py (Z) estplus petit que P(Z);
donc tous les termes

n
Am Zmn
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sont moindres que P(Z). Mais quand n augmente indéfiniment
(m restant fixe) les A} augmentent. Par suite Al pour n—=co
tend vers une limite que nous désignerons par A,,. Ceci dit, rve-
marquons que 'on a

Pu(Z) > Af + AYZ +... - AR L™
(en ne prenant que m termes); donc, m restant fixe el 7 augmen-
tant indéfiniment, P(Z) est au moins égal &

N e

Puisque la somme des m premiers termes de la série
(a3 Apgt-AgZ ..+ Ap 2t
est moindre que P(Z), on en conclut que cette série (T) esL con-
vergente el @ au plus P(Z) pour limite. D'autre part, on a

Pu(Z) < Ag+AyZ ... +ApZmt. ...
On a donc les inégalités

Po(Z) < At Al o< P(Z),
ce qui établit que la série (2) a P(Z) pour limite.

Nous allons maintenant achever aisément la démonstration. En
prenant le produit des n premiers facteurs dans le produit (15),

on a
Qu(z) =al +afs—+...+apsht+... .

a’ est une somme de termes complexes; pour 1= o, c'est la
somme des termes d’une série pour laquelle la série des modules
est convergente; nous aurons donc une limite pour al, soit amp-
La série

$(5) =ay+a15+...+ AmsMm—+...
convergera manifestement, et @(z) coincide avec la valeur Q(z) du
produit convergent (15); on le voit de suite en remarquant que

l‘?(s)‘—Qre(5H< P(Z)—Pn(Z);

or le second membre de cette inégalité tend vers zéro. Il en ré-
sulte bien que 9(z) est égal a la limite de Q. (%), c¢’est-d-dire a
Q(z). Ce produit convergent est donc mis sous la forme d'une
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série entiere dans le cercle C et la proposition énoncée est com-
plétement établie. '

V. — Décomposition en facteurs des fonctions uniformes.

26. La décomposition d'un polynéme en un produit de facteurs
linéaires est la proposition fondamentale del’Algetbre. Considérant
une fonction G(z), uniforme et continue dans tout le plan, on a
cherché pareillement & décomposer G(z) en un produit de fac-
teurs qui mette en évidence les racines de cette fonction. Cauchy
y est arrivé dans des cas étendus, mais sans pouvoir toutefois
traiter la question dans toute sa généralité. C'est a M. Weier-
strass que l'on doit d’avoir étendu aux fonctions G(z), que nous
appellerons avec lui fonctions entiéres, le théoréme fondamental
de I’Algeébre. Cet admirable résultat est le point capital du Mé-
moire de l'illustre auteur que nous avons cité plus haut (*).

Soit une suite de quantités

ay, Qs vy Qn,

" aay

rangées par ordre croissant de leurs modules et telles que

g I
lim — = o.
n=w=pn

Si plusieurs de ces quantités ont méme module, on rangera les
quantités de méme module dans un ordre arbitraire. D’apres la
définition méme du mot limite, il est clair qu’étant donné un
nombre quelconque R il n’y a qu'un nombre limité de valeurs
des @ dont le module soit inférieur & R.

Ceci posé, nous allons montrer qu’on peut former une Jonction
entiere G(z) ayant pour racines les quantités a et celles-la
seulement, Si plusieurs quantités @ sont égales, laracine sera d’un
degré de multiplicité égal au nombre de fois que figure cette
quantité.

27. Une 1‘exi]al'que préliminaire nous sera indispensable. Soit
une série

(16) Fo(2) - Fi(8) o fuf8) o,

(') On trouvera une traduction de ce Mémoire dans les Annales de I’Ecole
Normale supérieure (1879).
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dont les termes sont des séries entiéres convergentes dans un
cercle C de rayon R ayant I'origine pour centre. Désignons par

Frz(Z) (Z:IZE)

la série obtenue en remplacant dans f,(5) chaque terme par son
module. On suppose que la série & termes positifs

(17) (L) 5 Bald) s B ()

soit convergente pour Z << R. Dans ces conditions, il est manifeste
que la série (16) sera convergente dans le cercle G, et sera suscep-
tible de se mettre sous la forme d’'une série entiére convergente
dans ce méme cercle; on peut, en effet, dans la série (16) modifier

I’ordre des termes, puisque la série des modules de tous les termes,
représentée par (17) est par hypothése convergente.

98. Ceci pos¢, laissons de coté celles des quantités @ qui pour-
, l
raient &tre égales a zéro, et considérons I'expression

z 1/ 5 \* 1 F bk
ey s e )
¢ ity

Si I’on suppose que | 5 | soit inférieur a

@, |, nous pouvons en-
visager

- /

& 3 Z I 8\2 I Z i\l
logu.,:lo;:(1——--)+— i —(— + et —— ’
\ y ay 2 \'ay v—1 \ ay

log [ 1— =) représentant une fonction uniforme et continue dans
3 =

le cercle de rayon || et s’annulant pour z= o. On aura, par

I I ( SO I z \V+i
oguy—=——| — ) ———I[ — e
S y fr.,) V-1 \ ay

suile,

d’ott 'on conclut

1 4 1 (=8
N wa el Gl
Nous voulons maintenant montrer que le produit infini

(18) Upls ovo Uy

est convergent et représente une fonction entiére de 3 s’annulant
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])OU]‘
@y, s, ey Gy, Y L)

v étant un entier quelconque. A cet effet, montrons que le pro-
duit (18) représente une fonction uniforme et continue de z dans
le cercle de rayon @,. Laissant de c6té les facteurs en nombre li-
mité correspondant a des valeurs des @ de module moindre que @,
nous avons
nN—"wm 1 -
S [z \» g\
=0 e )
Uylyig. .. — e =Y ’ ]:|<[al‘

La convergence du produit sera rétablie, si nous montrons que la

série
n=ouwm -
; 1 Z \n 1 Z \AA
e
e\ n—41\a,)
n="
esl convergente pour |z | << [ ay|.

Nous avons la une série dont chaque terme est lui-méme une
série ordonnée suivant les puissances de z; or on a

n

&

Z n I

S

n+1 n

L

(257

nla, n—+1 |, %

iy

Nous devons montrer, pour pouvoir appliquer le lemme du para-
graphe précédent, que la série dont le terme général est

est convergente. Il en est ainsi, car le rapport d'un terme au pre-
cédent est

n (A I s
T = T = L
n—+1 | @n+1]| Apig
| @n-1
qui tend vers zéro & cause du [(acteur e
“+1
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Nous sommes donc assuré que la série (19) représente une fone-
tion holomorphe dans le cercle de rayon | ay|. Le produit (18) re-
présente donc une fonction de z holomorphe dans ce cercle; cette
fonction s’annule pour

s e Gy
et elle n’a pas d'autres racines dans ce cercle.

Ientier v est d’ailleurs absolument arbitraire. On en conclut
donc bien que le produit

TNits e Ly e

1Cl)lLbCllLe une fonction entiere de = ay'ml pour zéros les valeurs
données et celles-1a seulement. Les facteurs « ont é1é appelés par
M. Weierstrass facteurs primaires; on voit que, outre le facteur
linéaire (l = [‘:) , le facteur primaire conlient une exponen-
v

tielle. C’est la présence de cetle exponentielle qui rend possible la
convergence du produit infini formé avec les facteurs u. Dans l{,
cas ol z — o devrait étre racine multiple d’ordre %, on mettrait =
en facteur devant le produit trouve.

99. Nous venons de nous placer dans le cas le plus général.
Dans certains cas particuliers, il sera possible d’employer des fac-
teurs primaires un peu plus simples. Ainsi, supposons que la série
de terme général

e

an

p étant un entier déterminé, soit convergente. On pourra prendre
pour

S

= +1 L % 1 2 7yt
Uy = (Ig L) e ("*) eI f-)

ay

On le voit de suite, en s¢ reportant a l'analyse précédente : la série
dont on a alors & montrer la convergence se réduit a la série de
terme général

z

an

P

X
19

o
;(l,,,

b
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i dont la convergence est évidente d’aprés I'hypothése faite plus
haut.

I 30. Une premiére conséquence bien remarquable déduite par
M. Weierstrass du théoréme précédent est relative a4 la forme
d’'une fonction f(z) uniforme dans tout le plan et n’ayant & dis-
tance finie que des poles.

On peut, en effet, former une fonction entiére G(z) ayant pour
| racines les poles de f(z) el avec le méme degré de multiplicité;
‘; le produit
J(z)G(s)

sera alors une fonction entiére Gy (z), et 'on aura par suite

J(3) peut donc se mettre sous la forme d’un quotient de deux
Jonctions entiéres. On remarquera que les fonctions G et Gy, ob-
tenues par les considérations précédentes, n’ont pas de racines
communes, car les racines de G(z) donnent au produit f(z) G(z)
des valeurs finies et différentes de zéro.

d 31. Si au lieu d’une succession de points
(20) o AR E i B R e

s’éloignant a I'infini, on a des points pour lesquels

I It — )
n—wm

on pourra former une fonction ayant pour point singulier essentiel
' le point @ et les racines @, @, .., @, .... Il n’y a en effet qu’a
il | prendre pour facteur primaire

y— €&\
I e B
5—a

et il n’y a rien a changer au raifonnement fait plus haut pour

(a.,f r.')'l—‘
s—a

établir que le produit converge pour toute valeur de z différente
de @. On suppose, bien entendu, les @ disposés dans un ordre tel
que | @, — a | ne croisse pas avec n. La fonction ainsi lrouvée sera
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une fonction entiére de

» el, en désignant d’une maniére gé-
& — a

nérale par G(z) une fonction entiére de z, on obtient de cettc
maniére une fonction
I
S5
Z—a

ayant comme unique singularité le point essentiel ¢ et les zéros
donnés par la série (20).

32. On peut bien aisément généraliser le résultat précédent (1),
en I’étendant aux fonctions uniformes, continues pour tous les
points du plan, & I'exception de ceux qul sont situés sur une cir-
conlérence C de rayon R et dont le centre est & l'origine.

Soil une suite de quantités

(‘.J,I) ."\1, .-\-), Sy :\H, oleia

telles que, en posant A, =ppeit, on ¢tant le module et a, l'argu-
ment, on ait
IP.‘zﬂ RIEIP;HA—Hi

et de plus
lim p, = R.

e
Nous allons montrer qu’on peut former une expression, dépen=-
dant de =, uniforme et continue dans tout le plan en dehors de la
circonférence, qui représentera une fonction analytique de z a
Iintérieur et a Iextérieur de la circonférence et s'annulera pour
tous les termes de la suite (Bo):
A la suite (21), associons une seconde suile

BI: B;’.: SR Bf?y
représentant des points situés sur la circonférence G et telle que

lim (A,—B,) = o.

=

Ce choix peut étre fait d'une infinité de maniéres; il en est une

(') B. Piasrp, Swr la décomposition en facteurs primaires des fonctions
uniformes ayant une ligne de points singuliers essentiels ( Comptes rendus,
21 mars 1881 ).

P. — II. 10
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immédiate obtenue en faisant

B, = Retn.

Ceci posé, on prendra la fonction

i
n—eo

i A

| G(z :I[”_.ﬁ B ,(z)

;‘ { ) - Z—Bn-e

| =

| en posant

! AL S A SSprae Aol ey
p =R )

P ’ 2 ~ i) T T

| La démonstration de la convergence de ce produit infini est
I immédiate. Ecrivons en effet le facteur primaire sous la forme

Up = (1,_ \_’";B.£> ez

\ z— B

Pour un point donné 5 qui n’est pas sur la circonférence, nous

considérons les facteurs primaires a partir du rang v tel que
K. B lz—"Bn.l\}lAn,—'Bu{ (n>v),
i ce qui est possible, puisque le second membre de celte inégalilé

5 I
tend vers zéro avec —- On peut alors metire u, sous la forme

_l( Apn—B, )“_ 1 Ap—B,\"H1
n\ s—B;, / n-1 :-gLi‘.) "',

tout a fait analogue a celle que nous avons obteuue dans le cas du
seul point singulier «. Il ne reste plus qu'a montrer que la série

n=ao
i . I A” = B” n ; I A” a Y Bn n-+1
i ) ZJﬁ(;_uu)ﬂwhﬂ(?:$:) FES ;

=

1
|
|
f
’F e
f

représente une fonction analytique de = dans lune et ’autre région
du plan ol

‘ is—B!LW‘)I"\Ril}u{ (n=v,v—+1I, ey ).

On pourra prendre pour une de ces régions I'intérieur d'un cercle I'

"
: décerit de Iorigine comme centre, dont le rayon convenablement
choisi sera moindre que R, et pour l'autre I’extérieur d’un cercle I"
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dont le rayon sera supéricur 2 R. Ces deux circonférences sont
d’ailleurs hien évidemment d’autant plus rapprochées de la circon-
férence C que v est plus grand. :

Il nous suffira de supposer 5 dans le cercle I'. Chaque terme de
lasérie (22) est une fonction analylique continue dans ce cercle.
De plus, développons le terme général

Su(5) = = (A’i B~ .)”—1— Ll (iﬂi—Bﬁ-)””—F-...,

n\z— B, -1\ s — B
suivant les puissances de z et voyons ce que devienl ce dévelop-
pement quand on remplace chaque terme par son module. @r
quand on développe en série un terme quelconque de la suite pré-
cédente, el qu'on remplace chaque terme par son module, on ob-
tient le développement de ce terme ou A,—B,, 5 et B, ont été
rcmblacés par leurs modules. On & done, en employant les nota-
tions du lemme (§ 27)

» ekl |Ap,—B,[” y 1 |A,— B |2+t : e
e ReT  eme e L

el, par suile,
‘ An_‘ B, |" i i An* Bn I”+1

i 1 v
e e
L 1AL =B, '
W (=T A =BR
S R

Il 0’y a plus rien 4 changer a la suite du raisonnement : on voit
de suite que la série de terme général F,,(Z) est convergente, et,
par suite, d’aprés le lemme, I'expression (22) est une fonction
analytique dans le cercle I'. On verrait de la méme maniére qu’elle
Jouit de la méme propriété a I'extérieur du cercle T".

D’ailleurs, comme nous I'avons dit, ces deux cercles, si I'on
prend y assez grand, sont aussi rapprochés que l'on veut du cercle
C. Le produit convergent G(z) représente donc une Jonction
analytique et continue de 5 & U'intérieur et & Uextérieur du
cercle G; il a de plus pour racines les points de la suite (21).

Il est clair que si la série de terme général

r 4’\11_' Bllll“:
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P étant un enlier fixe, est convergente, on pourra prendr‘e comime

facteur primaire
z— A, B0
— —— e®ala,
z—B, ;

en pOSElnt
A,—Bn | l(f_ﬂ\_nr"‘ B”)‘l_‘i S (r‘\,;—B_,,{),'i—l-

b, (3 )= ————— + ke el
n sz — B, 2\ z— B, ) =t z—B,

On remarquera qu’en général Iexpression précédente repré-
sentera deux fonctions analytiques distinctes 4 lintérieur et a
Pextérieur de C, c'estta-dire que les deux fonclions ne seronl pas
) | ]
le prolongement analytique l'une de autre Chap. 1I, § 18). La
1 o) v}
circonférence pourra étre pour la fonction une ligne de points
singuliers essentiels. Nous sommes ainsi conduit au type de
fonctions, dont nous avons déja indiqué quelques exemples
Chap. II. § 18), pour lesquels le rolongement analytique n’est
3 3 ) | P 5 AL
pas possible au dela d’une certaine courbe.

33. Indiquons deux exemples trés simples. Soit R =1; posons

2kiT

,\,l:(l—i)e_T [e= 0,1, -+ ey —1)]
\

I .
On aura, sur le cercle de rayon 1 — —» 7 points A formant les

sommets d’un polygone régulier. Quand n augmente indéfiniment,
on a ainsi une suite de points tendant vers la circonférence de
rayon un. Nous prendrons, comme point B, correspondant & A,

le terme A, — B, sera donc
et, par suite,

et il ne faut pas oublier que n racines de méme module corres-
pondent a U'indice 7. Cherchons s’il y a une puissance p telle que

la série

[.-‘X,e——B,,LI’
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soit convergente. Celte série peut g’éerire
n—w
D
£ :w’
puisqu’il y a 7 termes pour lesquels |A,—B,| a la méme va-
I
leur = On pourra done prendre
p =3

et le facteur primaire sera

5 A 1 1
= ._A_"_ en(s—Ba) = 2n2(5—B,)3,

&

n

La fonction représentée par le produit de ces facteurs ne pourra
certainement pas s’étendre au dela du cercle de rayon un, car
dans le voisinage de tout point du cercle elle a une infinité de ra-
cines, ce qui est incompatible avec la possibilité d’une extension
analytique.

Je donnerai un second exemple ou le choix des quantités B sera
fait d'une maniére différente. Supposons quel’expression générale
des racines soil
b+c—(a—d)i

i @+ d(b—0c)i

a, b, ¢, d étant qualre entiers réels satisfaisant a la relation

ad—bc—1;0n aicih — 1.
| 5 b+ di 5 : RS A
Nous prendrons B = ———-; le point B est bien sur la circonfé-
d—+ bt

rence de rayon un et I’on aura

2

[ASEE R = -
V(6% + d?)(a2+ b2+ ¢+ di+2)

La série multiple dont le terme généralest |[A—B|*, a, b Cod
pouvant prendre toutes les valeurs entiéres possibles satisfaisant
a la relation

dd—be —=14

A

est convergente : c’est ce que l'on reconnait en considérant a la
place de la série une intégrale triple convenable dont la valeur
reste finie quand les limiles deviennent infinies. On pourra, par
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conséquent, poser

le signe ” indiquant le produit de tous ces facteurs correspon-

dant & toutes les valeurs entiéres de @, b, ¢, d qui satisfont i la
relation ad — be =1.

34. Revenons & la décomposition d’une fonction entiére en
facteurs primaires. Nous nous sommes donné les racines, et nous
avons obtenu une fonction entiére G (z) ayant ces racines. Toute
autre fonction entiére G, (z)ayant les mémes racines avec le méme
degré de multiplicité sera telle que

’

sera une fonction entiére ©(s) ne s’annulant pas. Or, dans ces
w'(5)

conditions, < sera encore une fonction entiére ; done

?(;)_‘. el[(m’
H(z) représentant une fonction entiére. Par suite on a
Gy ()= G(z)ell(s).

Dans la pratique, poar une fonction donnée G, (z), la recherche
de la fonction H(z) et I'étude de ses propriétés pourra présenter
bien des difficultés. Ainsi, soit la fonction sinz; ses racines sont
données par

= e

n élant un enlier positif ou négatif. Nous pouvons former une
fonction G(z) ayant ces racines; ce sera

le produit I[ étant étendu aux valeurs entiéres posilives et né-

gatives de n, a I'exclusion de n = 0. On peut, dans le cas actuel,
simplifier beaucoup en groupant deux & deux les (acleurs corres-
pondant 4 des valeurs de n égales et de signe contraire. Ce
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groupement est d’ailleurs celui auquel conduit Papplication de la
méthode, puisque, les racines étant rangées par ordre croissant de
modules, les deux racines -+ 7w et — nT se suivent nécessaire-
ment. On obtient ainsi

il en résulte que

sinz = G(z) etz

Quant 4 la détermination de la fonction entiére H(z), elle ne
peut résulter en rien de la théorie précédente. Nous verrons dans
le Chapitre suivant que H(z)= o.

35. Dela décomposition de la fonction désignée d’'une maniére
générale par G(z), on conclut un développement de la dérivée
logarithmique

G'(3)
G(s)’
on a
n—oaw
G5 1 3 z \v—2
G(:)iz[s—a,_a_”' (Z) ]
fri=hl
Nous obtenons done ainsi un développement de % en une

A

série de termes rationnels en z. Cette fonction a pour pdles simples
les points
I:El.‘

oyt gyt iy

et le résidu correspondant & chacun de ces poles est +-1.

Ce résultat conduit a se poser une question plus générale. En

se donnant les points singuliers (poles et points singuliers essen-

tiels 1solés)
e

Gyl bt i, — oo,

n—ew

et pour chaque point singulier @, la portion

G, (,'__)
53— ap

(Gy, étant une fonction entiére donnée) qui, dans le voisinage de

SCDLYON 1




102 CHAPITRE V.

S = @u, ne sera pas holomorphe, peut-on former une fonction fitz)
ayant les points @ comme points singuliers, et telle que

Lol

z —a.,,)

)G

Soit holomorphe dans le voisinage de @,? Il en est bien ainsi,
comme l’a montré M. Mittag-Leffler; nous nous contenterons
d’énoncer ce beau théoréme, renvoyant pour la démonstration au
Cours d’Analyse de M. Hermite (4° édition, Hermann; 1891) ou
I'on en trouvera de nombreuses applications.

La décomposition en facteurs primaires d’une fonction, pouvant
avoir une ligne de points singuliers essentiels, dont J’ai donné le
premier exemple en traitant le cas de la circonférence, conduisait
a une question analogue relativement au cas ot les points sin-
guliers peuvent tendre vers les points d’une ou plusieurs lignes.
M. Mittag-Leffler, s’inspirant toujours de la méme 1dée, a traité
ce genre de questions dans toute sa généralité; nous renverrons i
son remarquable Mémoire ot on trouvera le développement com-
plet de cette théorie (1).

36. Nous terminerons ces généralités en indiquant un théoréme
élégant di a M. Painlevé (2), et qui se déduit de la formule fon-
damentale de Cauchy

Bi)= % [ :L:l ds.

TLJg

Supposons que le contour C limitant Uarc S soit convexe; de
plus admettons qu’on puisse, en chaque point M de ce contour,
tracer un cercle tangent en M au contour et le comprenant & son
intérieur; la position du centre de ce cercle variera d’une ma-
niére continue, sauf aux points anguleux s'il y en a. On vérifie
sans peine que la construction de ces cercles est possible si, en

(') G. MrrrAG-LEFFLER, Sur la representation analytique des fonctions mo-
nogeénes uniformes d’une variable indépendante (Acta mathematica, t. IV;
1884). On consultera aussi avec un grand intérét, pour tout ce qui concerne
ces genéralités, le Mémoire de M. Painlevé : Sur les lignes singuliéres des fonc-
tions analytiques (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1888).

(*) Voir le Mémoire que nous venons de citer (p. 85).
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chaque point d’un contour convexe G, la courbe a un contact
simple avec sa tangente. M étant donc un point quelconque du
contour, soit I' le cercle tangent a4 G en M. Désignons par 5 I'affixe
de M, par @ V'affixe du centre de I'; nous aurons,  étant intérieur
as,

I I o EE (z— @)’

= -+ — ...+ ———— +...= A(z).
s5—w  s—a (z3—a) (5 — ajmtt :

Faisons parcourir au point M la courbe C, a variant avee z
d’une maniére continue (sauf aux points anguleux de C). La

i S : ; 1 =

série A (z) converge sur G uniformément el représente ————- En
I .

remplacant donc s parice développement dans la formule de

Cauchy, 1l vient

n=wm n=auw
5 TN F(z)(z—a)rds :
)= e — l)” £ ),
) AT L f (z—a)rt! Z (7,
n=o0 n=1>0

P,(z) désignant un polynéme en z de degré n. Nous sommes
donc conduit 4 ce théoréme :

Toute fonction holomorphe dans une aire limitée par un
contour convexe peut étre développée dans cetle aire en une
série de polyndmes ().

(') Voir, dans un ordre d’idées analogues, le Mémoire de M. Appell Sur les
developpements en séries dans des aires limitées par-des arcs de cercle (Acta
mathematica, t. 1).

— mopte——
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CHAPITRE VI.

APPLICATIONS DES THEOREMES GENERAUX DE CAUCHY -
SUR LES FONCTIONS D’'UNE VARIABLE COMPLEXE.

I. -— Recherches de quelques intégrales définies. Développement
en séries de fractions rationnelles.

1. Cauchy a donné de nombreux exemples de recherches d’in-
tégrales définies effectuées a l'aide de ses théorémes généraux,
particuliérement du théoréme sur les résidus. : :
Prenons tout d’abord le cas trés simple de I'intégrale

=P (a)

P et Q désignant des polynomes. On sait que cetle intégrale aura
un sens si le polyndome Q(z) n’a pas de racines réelles, et si le -
degré de P est inférieur d’au moins deux unités a celui de Q.
Dans le plan de la variable complexe 5 = z + y7, considérons la
partie supérieure correspondant & y > o, et tracons dans ce demi-
plan une demi-circonférence de trés grand rayon / ayant l'origine
pour centre. Gette demi-circonférence, avec son diamétre, limite
une cerlaine aire; nous pouvons appliquer le théoréme des ré-
sidus a I'intégrale

! ih o)

e l,-.”,
Q3) "
! on a ainsi ;
TeP(2) P(z) :
—— dr + dz=2in 2R,
| Yl G A oT

R désignant la somme des résidus relatifs aux différents poles de
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| 12(()

Q(=)
augmente indéfiniment, la seconde de ces intégrales tend vers

‘ zéro, puisque, en posant s = pe’, le degré de P(z) ds enp est 1infé-
\ rieur d'au moins une unité i celui de Q(z). On aura donc

contenus dans la partie supérieure du plan. Or, quand /

1 ~-a0
| E—(L)d;r:cziﬁi‘.ﬂ:

o A0

)
Q(z)

il suffira de calculerlesrésidus de correspondant aux différents

poles situés au-dessus de Oz.
Voici un second exemple tout aussi ¢lémentaire. Soit a calculer
Pintégrale

2T
f Sf(sinz, cosx) d,

LB e

/ étant une fonction rationnelle de sinz et cosz. Si l'on remplace
sinz et cosx par leurs valeurs

exi__ g—xi exi 4 g—xi
i S — s 5 cosz = ————
21 2
el s1 'on pose
exi— g,
43 r
on aura l'intégrale
/ E(z)ds,

['(z) étant une certaine fonction rationnelle de 5. Quand z varie
de 0 4 2w, le point 5 décrit la circonférence de rayon un; I'inté-
grale précédente doit donc étre effectuée le long du cercle de
rayon un. On aura sa valeur en appliquant le théoréme des ré-
sidus.

Soit, par exemple, & calculer par cette méthode

27 dx
fo Gmrn oY

‘ elr 4 e—ix ; : o
Eb posant cosz = S Loy elle se réduit a

2 dz
L Jp B+ 2a5+1
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Des deux racines de 32+ 2 @5 + 1, une seule s = — @ + \/a*—1
est comprise a l'intérieur du cercle C de rayon égal & un, et le
résidu correspondant & cette racine est

I
syai—1

d’ou I'on conclut

s
[ cosza

L2

2. Les intégrales précédentes se calculent de suite par des mé-
thodes élémentaires. Voici d’autres cas ou la recherche directe de
I'intégrale est plus difficile.

Prenons I'intégrale

e
x

=0
que nous avons déja étudiée (t. 1, p. 34). On peut la remplacer

*®sing
S
z

(A

par 'intégrale
dont la valeur est évidemment double.

[’ elsdz

Or considérons Pintégrale

effectuée le long du contour suivant. On trace dans le demi-plan

Fig. ar.

A’ IBERROIEEE A

supérieur un demi-cercle y d’un trés petit rayon OB et un demi-
cercle I' d'un trés grand rayon OA (fig. 21). On intégre le long |
du contour formé par A’B/, le demi-cercle v, la droite BA et le

. b 5 v . els
demi-cercle I'. Cette intégrale est nulle, puisque la fonction — est
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continue A lintérieur de l'aire. Quand le rayon de I' augmente
indéfiniment, I'intégrale correspondante a ce demi-cercle tend vers

zéro, car, en posant
z = R(cosh + isinf),
on a
eiz ds S O il : |
Siee f pilteostrisind) § ) = / o—Rsin giRoos0 7 70,

o/ o ) L)

et I'on voil que I'intégrale est nulle pour R = oo, puisque sinfl > o.
Prenons maintenant l'intégrale le long du demi-cercle y. On

aura
o 0
ol z
{‘( ds = f c#l\iill’}gi'ncosﬂ i db,

-,‘Y z /o

el pour R = o, celte intégrale sera égale & — mL.
Il veste les intégrales le long de A'B’ et le long de BA : les par-
ties réelles se détruisent. Finalement on oblient, en passant a la

limite,

iy

S
LsinaT &
f g — 0,
H i
S
d’ott se conclut
S
sinz dax T
Jy & ¥
3. Soit encore a calculer I'intégrale
+® psinme AL &
e dx (m >0, a>0)
.. > Y )

qui est une gél‘léralisaLion de la précédente.

On va considérer 'intégrale

zemsi

&2+ a?

effectuée le long du périmetre d’un demi-cercle tracé dans le demi-
plan. On voit, comme plus haut, que Pintégrale le long de la
demi-circonférence tend vers zéro quand le rayon augmente indé-
! finiment, et 1l reste comme valeur de l'intégrale le long du contour

S
: 2 sinm
3 S dx.
x4+ a*
—=
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D’autre part, dans le demi-plan supérieur, existe le seul pole
s = ai, dont le résidu est

I
—-e ‘*.’“,a:.
2

On a done la formule

-+ .
“xsinma
S g 0% = mea,
A == C

qui, pour @ = o, donne le résultat du paragraphe précédent.

4. L'intégration de la fonction e==* le long d’un contour conve-
nable conduit & des résultats intéressants.
Menons ( fig. 22) au-dessus de P'axe des 2 la demi-droite OB,

0 A

i DL eE . T EBES

j‘rllelH[ avec O.’L’ un Ell']"‘lC oL 111fel‘lem‘ a-,et dﬂCl‘lVOﬂS avec un
= 4

rayon OA larc de cercle Jﬁ} On a

fc—:"'(ls ={0}

I'intégration étant faite le long de OABO. Or, quand le rayon du

S T o
cercle augmente indéfiniment, Pintégrale le long de AB tend vers
zéro; en eflet, en posant

&= R(cosl +7sinf),

cetle intégrale prend la forme

oL
f R e—R2cos20 o —R%isin2l 7 o0i 7 :
0
or le produit
) Re—mcosz’),

0 variant de o 4 o, (D’. = 4>; tend vers zéro quand R augmente indé-
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finiment. On aura done
_' g & :
! [ e~ dr = [ e dz; {
| ] /9 |

i dans la premiére intégrale z va de o a o sur I'axe réel, dans la
’ seconde z va de 0 4 oo en suivant la demi-droite OB. Or le

; ) ST :
premier membre est égal (t. I, p. 104) & ;\./7: : par suite on a

I

0

@

s iy o B I -

e—pileosao+isinad) (cos o+ Zsina) dp = ~ V.
b

_Cette relation qu’on peut metire sous la forme

»
(2) f e—pieos2 [ cos(p? sinaa) — ¢ sin(p?sinaa)] (cosa + rsina) d

=0

fait connaitre les valeurs des deux intégrales

)

P
(3) [‘ e—pc0s2% cos (p* sinaa) dp, [ e—pieos2% sin (p2? sin2e) dp

.

LV /()

je ne m’arréle pas a les écrire. Le cas le plus intéressant est
le cas limite de o= =; @ priors il n’est pas rigoureux de faire
4

directément dans la formule (2) a= 7, cette formule n’ayant
4 i

I'expression (1)

B3

61é élablie que pour 2 <C =, puisque pour i =
4

ne tend pas vers z¢ro pour R infiniment grand.

Le résultat est cependant exact, et la raison en est que les deux

intégrales (3) sont des fonctions continues de «, quand o. est irfé-

". (est ce que I'on peut établir en considérant la ‘

~1 A

rieur ou égal a

courbe ‘
y = e—**eus28sin(a2sin22) \

‘

qui se compose d’une infinité de branches alternativement au-dessus |
ot au-dessous de Oz, de sorte que la seconde des intégrales (3) !
se trouve représentée par une série a termes alternativement po-
sitifs et négatifs : c’est ce que nous avions déja vu (t. I, p. 26) ;

pour le casdea = Z. Or le reste, dans une telle série, est moindre
t
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en valeur absolue que le dernier terme conservé, et ce terme est
évidemment une fonction continue de «, pour « inférieur ou égal

a —. Par suite, la série est elle-méme une fonction continue de o

=13d

dans les mémes conditions. On raisonnerait de méme pour la pre-
miére des intégrales (3).

Faisons donc « = -, dans la formule (2): il vient ainsi
4
o = I =
[. COSmEclni— [ sinz2dz — —‘/—-
2 2
) o

3. Une application d’un caractére plus général du théoréme des
résidus nous sera fournie par la méthode de Cauchy pour le déve-
loppement d’une fonction en une somme d une infinité de
termes rationnels.

Soit f(z) une fonction uniforme dans toute l’étendue du plan,
el n’ayant pour points singuliers que des poéles. On considére un
contour fermé C, qui va s’élendre indéfiniment dans tous les sens.
L'intégrale
) —[- J5) dz,

ume,] s —x

—

prise le long de C, z désignant un point quelconque i Pintérienr,
sera égale a j
f(z)-+ZR(z),

f(z)

R(z) désignant les résidus de -

Z— par rapport aux. différents
poles de f(z) contenus dans C.

Remarquons d’abord que ces résidus sont des fonclions ralion-
nelles de  : car, dans I’entourage du pole 5 = «a, f(s) étant repré-
senlé par un développement de la forme

g
ok B Sl
e e D0 o
=0
le résidu de }f(—i-’ relatif & ce pole, est
Bm. B[ N = Jt il iy
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; ; ; 1 5
Cela posé, effectuons le développement de — —ennous arrétant

au premier terme : 'intégrale (4) pourra s’écrire sous la forme

AE: )(1—-

I 52

dsz,

SR e 20T

¢ tendant vers zéro quand |z| augmente indéfiniment, et finale-
ment on aura 'égalité

) o= fﬂ dz— EP\(J:) ”‘ff el )

le signe E exprimant la somme des résidus R(z), relatifs aux

G
poles contenus dans C.
Supposons maintenant que 'on puisse étendre indéfiniment le
contour C dans tous les sens, de fagon que, sur les contours suc-

cessifs
CidaiEten e

le module f(z) reste toujours moindre qu'un nombre fixe M. Dans
ces conditions, la deuxiéme intégrale, dans le second membre
de (5), tend nécessairement vers zéro quand on prend un con-
tour G, suffisamment grand. Il suffit, en effet, de supposer, comme
il arrive en général, que la longueur S, du contour de C, soit du
méme ordre que la distance minima R, de I'origine au contour;
le module du terme considéré est alors moindre que

|z | MS,,_

Dt R

01, * reslant finl par hypothése, ce terme tend vers zéro av ec —«

Deux cas pourront alors se présenter. Supposons, en prcmler

1% [Md;
2T o B

ait une limite; ce sera une constante A qui ne dépendra pas de x,

lieu, que 'intégrale

et I'on aura, moyennant ces diverses hypothéses,
flz)=A — SR(z).

Les termes R sont en général en nombre infini; 'ordre dans
o) . 3
P. — II. 11
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lequel ils sont écrits est déterminé par la succession des con-
borms Gt Gy o ity Ciyir o O obtient donc, de cette maniére, le
développement de f(x) en une somme d’une infinité de termes

rationnels.
En second lieu, il se peut que 'intégrale |

j‘ —):(?5—)- daz. ‘
Cn ~ 1

n’ait pas de limite : la série TR (x) est alors certainement diver- i
gente. Dans ce cas, on peutencore représenter f(«) par une série
convergente, mais a la condition de retrancher de chaque terme
de la série divergente IR () une constante convenable. ‘

Pour le montrer, supposons d’abord que le point &= o soit
un point ordinaire de f(x). L'égalité (5) donne, en faisant 2 = o,

flo)= 15 [%‘7—)_515—21%(0),
g o

21T,/

d’ot

fla)y—fo=— D R@—ROI+ 55 [ LI ds
o n
et, en passant a la limite,

n=w

(6) f(@)=f©)— X [R(z)—R(©)-

Ca

Les R(o) ont une valeur finie puisque le point z=o0 esl un
point ordinaire. La série qui forme le second membre est con-

vergente.
Si le point 5= o était un pole, en sorte que, dans l'entourage

de ce point, on ait
p=w
B B
f(_:,):—_—;:—i+...-+—%+ ApsP,

3

p=0

il suffirait, dans les calculs précédents, de substituer a f(s) la

fonction
: B B,
(l)(,&'):f(;)—__;m-___._ =

6. Le raisonnement, que nous venons de faire, repose sur ce que
le module de f(z) reste toujours inférieur @ un nombre fixze M
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sur les contours successifs C,, ..., C,. Il se peut que celte con-

dition, n’étant pas satisfaite pour f(z), puisse l’étre pour %—’—)

Nous effectuerons alors le développement de

jusqu’au terme

i—uw
en #, d’ou I’égalité
(o SR f(s) 5
sj(m)_ ziﬁ.fn - CL+:7.—1£ - di+..
() u : n
R e e (S (sre )
’ T him, o e 20T _/(,‘ Gb+2 o _ER(Z‘)'
\ “n ‘i C,L

Nous supposons d’ailleurs que z = o n’est pas un pole de S(5).
Or considérons I'une des intégrales

|

2

! f(z &
- [';A-)d'5= kEp+r1.

Elle est égale 4 la somme des résidus r; de la fonction ff;'), relatifs

aux péles de f(z) contenus dans le contour C, et au polnt s — o;
en sorte que 'on a

I /(=) I (e E:
— : ds = ———— Fflb-1) iy
2IT f Gk I.?_...'/i‘i]r!“” T%
2 Gy

Réunissant ensemble tous les résidus relatifs au méme pole,
I'égalité (7) se transforme ainsi dans la suivante

P

. \ . T 3
J(z)= f(o)+ —lf (0)+...+ mﬂfai
—2[1{@«%“—:@—. Rk
G
- g JE)ie)
o “—[ )
d’ott 'on conelut
x nP
e Lty N e e
J(z)= flo)-+ ]J (0)—+.. .+ l‘2_‘_1).]"(’&

—= [R(z)—ri— o —...—rpaP ]
Cn

e eI ) )
DT i Zp+2
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IG."’;
» . e 3. ’
En passant a la limite, 1'inté

membre tend nécessairement vers zéro, et 'on a

grale qui entre dans le second

iﬂ"”)if("}*?f'(”)*“* el
Siy:
( | B i Z[R(a:)—,x1 s e e |

Cn

7. Un cas intéressant & considérer est celui ot F(z), désignant

une fonction uniforme et continue dans tout le plan, dont les ra-

cines rangées par ordre de module sont
te]

Gt g S B S
on PO:"«L’
J Bi(z)
F2)= Tz’
5 Y F'(z) I i
avec lh}'pothcse el | 7] < M, sur les contours successifs C,.

Supposons, en outre, pour plus de simplicité, que les racines

soient simples et que le point =0 n’en fasse pas partie.
)

: Al 4 ) A I : filiz
Le résidu de S )I velatif an pole @y est ——— celul de ——
&5— T (£ T s

"

1 .
est — et I’on trouve, en appliquant la formule (8),

e

B () e &P v
S P e e o e e e AT
F(z) 79 lf' / (R iy £
, I I z il 2
i e e
n== aAm— & am in aly

Cn
& (0)

D'oi, en intégrant entre les limites o et z, et en posant o= "7

F(2) oy &2 oy B
= “+ .. S
F(o) 2 It

x T 1 i e I 2\ P+l
+§ log(1— = - — 4= — )+t e !
20} A 2\%n / P I\ Qy

et, en prenant les exponentielles,

X 1 Pt

oy g s 1 x\*°

e i #4--(——) ()

2 p+1 T __) etm 2\am p+1\an
@

' Nous obtenons ainsi la décomposition de F(z) en facteurs pri-
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maires dans le cas parliculier ol cette fonction satisfait a la con-
dition
' (
_— M
,].‘(:.):,P e

sur les contours Cj,, et cetle méthode nous donne en méme temps
la fonction H(z) dont il a été parlé dans le Chapitre précédent
(§ 34). On voit que I'on obtient ainsi la décomposition de la
Sfonction en facteurs primaires. A la vérité, nous avons du faire
une hypothése trés particuliére sur F(2), mais nous avons I'avan-
tage de déterminer le facteur exponentiel qui reste inconnu dans
la théorie de M. Weilerstrass.

8. Bornons-nous, comme application, au développement de la
fonction cotz. Cette fonction a une infinité de poles simples, don-
nés par la formule

ta

== (0 (== hasily m=nih o))

et qui sont les racines de sinz. On va prendre comme contour
d’intégration C, un carré tel que BCB'C (fig. 23) dont le centre

Fig. 23.
¥
B
v i
+TC [A +2TC
C

esta l'origine, et dontles cotés, paralléles aux axes, ont pour demi-
longueur

-O_.K:Jl’i'.‘f,

— D:”,

e

de telle sorte qu’aucun péle ne se trouve sur ce contour. Cela
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posé, le carré du module de cots est

e+ e~ 2Y 4+ ascosax |

(s =2+ 1y).

e+ e 2 —ocosax

Sur les cotés CB et B, on a cos2xz=—1: le module est donc
toujours inférieur a wn.
Sur les cotés BB/ et C'C ce module est inférieur a
2 e—20 4 5

1-+e~2Y

2 ‘

FIEE = || fie=

Cette expression reste finie, lorsque y augmente indéfiniment.

Donc cotz satisfait bien a la condition que nous avons imposée ‘
a f(=); son module reste sur le contour C, moindre qu'un nombre ‘
fixe M, quelque grand que soit 7.

otz

Le résidu de — pour 5 = nT est

1 .
——— et par suite on a
ntT—&

c
E

I

(9) Bz o

CRi=— 0, &= T i=tc 0 g
t—

yoe I .
Or la série 2 o= I divergente. Nous devons donc employer

==

le second procédé de calcul, et, comme le point z = o est un pole
simple, nous substituerons a la fonction cotz la fonction

P(5) = cotzs — é,

qui admet les mémes poles, sauf s = o. Les résidus de cette fonc-
tion sont encore donnés par la formule (g), en supprimant 7 = o.
Finalement, en appliquant la relation (6), on trouve

1 . I 1
cotx — — =—lhm -
& n—ow nT—aa nmw

i Cp

ou

I I s i i
cote = — + _— (=== Tl D)
73] ¥ —nm nw

Du développement précédent on peut déduire la formule de dé-
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composition de sinz en facteurs primaires. On a en effet

d sin ) d =
E‘;log = :Z[Elog(:&—nﬁ)-kzx-ﬁ].

par dz, et inté-

Multipliant les deux membres de cette égalité
grant de o a 2, on‘trouve

sina x T
log = log(1——)+—1|>

x nw nT

ax z
sing = x I I enm ([_ﬁ__>
nmw

et, en groupant deux & deux les facteurs correspondants & des

valeurs de # égales et de signe contraire,

d’oti

Nous avons déja obtenu cette formule, mais affectée d'un fac-
teur "™ (Chap.V, § 34) qui était resté indéterming.

II. — Méthode de Cauchy pour obtenir la série de Fourier
et des séries analogues.

9. Une des applications les plus remarquables que Cauchy ait
faite du calcul des résidus est relative & certaines séries comprenant
en particulier la série de Fourier. Nous allons traiter avec quelques
détails de cette belle méthode (').

Soit F(z) une fonction analytique ayant, & I'intériear d'un
cercle de centre O et de rayon r, un cerlain nombre de péles; on

aura

(10) ﬁfﬁ(z) ds — =R,

(*) On trouvera plusieurs Mémoires sur ce sujet dans le tome VII (2° série)
des OBuvres complétes de Cauchy ; voir particuliérement : Sur les résidus des
fonctions exprimées par des intégrales definies (p. 3093). Nous avons cherché a
combler quelques lacunes dans les démonstrations de Pillustre géometre.
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Vintégrale étant prise le long du cercle et la sommation du second
membre s’étendant aux résidus R des poles situés dans le cercle.
En posant ‘

3 = rev,

: 2T
=P f S(revi)evido = R,
S ;
ST

|
Pégalité (10) s’écrit ‘
i

qui peut encore prendre la forme

I

Ll
ME

e

o ; r
— S(revl)evido + —
on | = 2T

~
)

- F(rev)evido = 2R,

o
+

1|

ou, enfin, en changeant dans la seconde intégrale ¢ en ¢ —+ =,
r el : e 2
: [ = [£(reri)— S(— re?)]e?’ do — T R:

Ceci posé, attribuons & 7 une suite de valeurs 7y, rg, ..., 74y ..oy
augmentant indéfiniment, el supposons que, 2 augmentant indé-
finiment, le produit

() 215 —8(—2)] ou Theri[£(ruevt)— S(— ruevi)]

tende uniformément vers une limite I indépendante de ¢, quand
. Tt T R .
cet argument est compris entre — — et = c’est-a-dire quand z

augmente indéfiniment, sa partie réelle n’étant pas négative. On en
conclut

(r2) B 2RI

le second membre étant une sommation indéfinie étendue aux ré-
sidus de tous les poles de la fonction ¥ (z).
On pourra, en particulier, appliquer la formule (12), sile pro-
duit 5.5 (=) tend uniformément vers une limite fixe I indépen-
dante de ¢ (variant de o & 2%), auquel cas I'expression (11) aura
précisément cette valeur F comme limite. On peut aussi supposer |

-

que les produits z 8 (z) et (—z) F(— 5) tendent séparément et
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uniformément vers deux limites différentes quand z augmente
. indéfiniment, sa partie réelle n’étant pas négative.
| Enfin la formule précédente (12) subsistera si 'on fait I'hy-
pothése que, pour un nombre limité de directions o, de g, 'ex-
pression (11) n’a pas I pour limite, pourvu que cette expression
reste finie dans le voisinage de ©,. On pourra en effet isoler un
i certain nombre d’intervalles angulaires (¢, — ¢, o+ ¢), ¢ étant
aussi petit que I'on voudra : la part de ces intervalles, dans Pingé-
gration (10), tendant vers zéro avec ¢, la formule (12) subsistera.

10. Appliquons les considérations générales qui précédent au
cas ou

$(5)= w

T u')
x étant un paramétre qui va étre supposé réel; les fonctions i, =,
/ sont des fonctions holomorphes de z.

Sl existe ici une limite F, cette limite dépendra généralement
de z; nous la désignerons par F(z), et la formule (12) deviendra

icl
U(A
(13) F(w)= X, 3 £ ),

la sommation dans le second membre étant étendue aux racines A

de I’équation

C’est de la formule (13) que Cauchy a déduit divers développe-
ments intéressants, en particulier le développement de Fourier.
Nous allons approfondir les conditions dans lesquelles ces déve-
loppements sont légitimes, en parti cularisant la fonction f(z, x).

Nous prenons. pour f(z, 2) la fonction

x

f(:a,zv):f. estet flp)du, 2>

“o

Jf(p) désigne une fonction de p satisfaisant aux conditions que
g nous avons appelées conditions de Dirichlet dans I'étude de la :
' série de Fourier (t. I, p. 201).
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Nous devons d’abord étudier 'expression (11) qui devient ici
P 19

V(z) [ V(— )
(14) és"‘( )festx—wf(p)d,u e

.
) (%)

c—f-‘x—t”f( ) d.

Il faut chercher lalimite de cette expression, quand = augmente
wndéfiniment de telle maniére que sa partie réelle ne soit pas
négatz'cfc et gue son module reste dans la suite IR Fos e T e

W= =) o :
Supposons que = tende, dans ces conditions, vers une li-
mite ¢, 4 Pexception peut-étre seulement de certaines divections ©o
en nombre limité, pour lesquelles d’ailleurs le quotient précédent ‘

aura un module inférieur 4 une quan[ité déterminée; ce que nous

1
exprimerons en disant que - E o) M en général, ¢ pour limite. On
suppose pareillement que

Lz

‘7"_(:) esla—ay)

T(5)

tend en général vers zéro.

Remarquons d’abord que le produit

X
;f e—=2o) £( 1) dp
X

0

reste fini. Il suffit évidemment de le montrer pour I'intégrale

2]

g +E
f e 2=l A0 Y i
e/

Xy

dans laquelle on suppose ¢ assez petit pour que /() varie dans le
méme sens, par exemple en décroissant, de 2, & 2 ¢. Or, en

posant
ze—2l=%) = P - Q7

nous avons a étudier les intégrales

fﬂ P f(u)dp et f’n ch{p.)a‘l.u.

[

Bornons-nous a la premiére;; elle peut s’écrire, d’aprés le second
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théoréme de la moyenne (t. I, p. 201)
g+ 1
Slxo) [ Pdp (o< 7n<e)
ol

Or lintégrale figurant dans ce produit est la partie réelle de

T+
f ge—=-T gy =1 —e—=3N;
'TI\

elle reste done finie.
Ces diverses hypothéses failes, nous pouvons trouver la limite
de I'expression (14). Le premier terme de cette expression peut

s'écrire

=

- X
E;—g esla—xy) u: ,:f e—3lp—xd 1) dp;
X

o
il tendra donc vers zéro. Le second tend vers

x
ey ;
Sl limz [ e—zle—p) flu) dpy,
Lo
en supposant que cette derniére limite existe. Nous allons voir
qu’il en est ainsi et quelle se réduit précisément a f(z).
11 est évident d’abord que

lim = / e—2la—p f(p)dp =0 (e>0),

&y

quand s s’¢loigne indéfiniment dans une autre direction que I'axe
des . Nous pouvons donc nous borner a étudier I'intégrale
X

:f e—sle— Fu) dp;
e

or elle peut s’écrire
(18) S [ eeaaps [ ot Rf(0)—f(o)]adu:

le premier terme se réduit a

F@)li—e],
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Dans le second, en supposant ¢ assez petit, la différence |
S(p)— f(@)

variera dans le méme sens, puisque la fonction n’a pas un nombre
infini de maxima et de minima; supposons, pour fixer les idées,
qu’elle aille en décroissant quand v variera de # — ¢ & 2. Si nous

])0 sons
ze-3@—p — P Qj,

I'intégrale que nous discutons ici devient

[ P —f@dsri [ QL@ dy,

o —

ou bien, d’aprés le second théoréme de la moyenne,

¥

[f(zrgs)f(-x)j[ [E i"dg+£‘/

“r—g

Qd”L

£ et & érant compris entre & — ¢ et 2. Or chacune des intégrales
figurant dans la parenthése a, quel que soit z, une valeur finie :
ainsi la premiére est la partie réelle de

=

[l se—s@—pdp — e—3lx~8 __ e—3E,

s r—g

expression finie, quel que soit z, sa partie réelle n’étant pas sup-
posée négalive.

La quantité = étant aussi petite que l'on veut, il en résulte
que le second membre de (15) a zéro pour limite quand 5 augmente
indéfiniment, et le premier a f(z) pour limite, si toutefois z ne
s’éloigne pas & l'infini dans la direction de 'axe des y. Dans ce
dernier cas, on ne peut pas affirmer que I'expression

% i
slln e=2le=p £y djn

a f(x) pour limite, mais seulement qu’elle reste finie, comme on
le voit par un calcul analogue ou I'on applique le théoréme de la
moyenne.

En résumé, la fonction F(z) du paragraphe précédent se réduit
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¢l a

—:‘;c_f(x).

Les directions singuliéres appelées plus haut o, pour lesquelles

iln'yapasla limiteF, sontici — =

Seloh '—;, mais nous sommes dans
les conditions oii la formule (12) n’en sera pas moins applicable,
comme il résulte de la remarque faite a la fin du § 9.

Nous avons done la formule

=
(=) = icf(fv“'i =E—i(—(% _ eHa—pl f(p)dp. (22> %),

)
la sommation dans le second membre étant élendue aux racines h
de I’équation =(A) = o.

Si la fonction f(a) n’était pas continue pour la valeur consi-
dérée de x, mais éprouvait, en passant par cette valeur, un saut
brusque fini, il y aurait simplement & remplacer dans la conclu-
sion précédente — 4 ¢ f( ) par

— Lofw—m,

f(z—m) désignant la limite des valeurs que prend la fonction
quand la variable tend vers z en lui étant inférieure; c’est d’ail-
leurs la notation dont nous nous sommes servi jadis dans la théorie
des séries lrigonométriques.

11. La formule précédente ne conduit pas & un développement
simple, les termes étant des fonctions compliquées de z. Nous
allons établir une seconde formule, qui, jointe & la précédente,

nous donnera un développement remarquable.
Dans la formule du paragraphe (10), posons

faa)= [ ewf(pydy (@<,

i
el soit
§(e)— LB )
T(5)
J "}'(:} ibesld 1mi B
Nous supposons que e tend, en général, vers une limite @
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5 augmentant toujours indéfiniment dans les mémes conditions.
De plus, nous admettons que

celles que nous avons faites au paragraphe (10). On établira en-
core, par des raisonnements entiérement analogues & ceux qui ont

tend, en général, vers zéro. Ces deux hypothéses sont paralléles 4 f
été employés plus haut, que ’

Yy
3 f =@ =W () di

=

resle fini et que

£

s [ estew £y de

L)

tend vers f(z), et 'on arrive alors a la formule

d 3 (e gl KEE ‘1'/.f;~)
| (I’) >'/(1)_ZT)‘)L:

X

1
el e

qui présente la plus grande analogie avec la formule (a)
Dans le cas ot & serait un point de discontinuité, on aurait i

@
remplacer -;j(;;,) par

o S
;‘/(T‘:“ﬁ B

12. Des formules («) et () nous allons déduire un nouveau
développement. Supposons que

i on aura lléCeSSilil‘CﬂlCﬂ[- alors

lim %(s) =i
‘ (%)
; en elfet
o iy
lim —— — o,
T(5)

comme il résulte de I'hypothése

(s )
—Lesle-mx) — ¢,

g 2
(

-
—

1

(2]
~—

SCD LYON 1



APPLICATIONS DES THEOREMES DE CAUCHY. 175
Ainsi la quantité désignée par C doit étre égale & l'unité. On

voil de la méme maniére que ¢ =1.
Nous avons done¢, en supposant z compris entre z, et 2, les
deux formules

s e S UGN Bl
— @)= S5 et g

3 A@ =R EE [ e s
Or

nous aurons, par suile, en relranchant,

! Lk S
0 foy=—NTdes [eMpde [n()=o]

g

développement remarquable dont les termes sont des exponen-
tielles. Cette formule ne sera évidemment légitime que si les di-
verses hypothéses faites sur les fonctions ¢(z) et =(5) sont vé-
rifides.

13. Un exemple trés intéressant est obtenu en faisant
m(5) =ers—1, d(z)=—1 (e >o0).
Les racines de I'équation
eti—1=o0
sont données par

5= —— (% entier positif ot négatif).

La sueccession des RO 7 TP & 5 E s Dy o o SR obtenue en
faisant
(27 -+1)w

= (n 0
— (n>0),

de telle sorte que les circonférences successives ne passeront pas
par les poles.

Y(— 3 e i
Nous devons d’abord constater que i—( ) 3 une limite, qui, si

(—3)
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elle existe, doit étre égale a I'unité. Or -

Bl=a) el

e e

Par suite, en général,

. U(—3)
hn]L———tJ =1.
- , S i o d(— 3)
Si z est sur 'axe des quantités imaginaires, le quotient )
T(— <
; - . A 2kmi - 5
qui est infini pour les péles z = —,  ‘esle, au contraire, fini et
¢ N N 2n +1)me
égal 2 1, quand on donne a z les valeurs (——a—)

1
Il faut ensuite montrer que%;e:f-ﬁ—ﬂJ a zéro pour limite. Or

g
T(<&

cette expression se réduit &

eslr—x,) eslx—zx—a)l

etz __j§ e—@z_j 7
Si done @ << &,-- @, ce quotient tend en général vers zéro: il
0 3 I 5 ‘ )

reste {ini pour la direction singuliére de I'axe des quantités com-
plexes, le point z restant, bien entendu, sur les circonférences de
rayon ry,.

Il faut encore vérifier les conditions relatives a la fonction +(5)-
Celle-ci1 est définie par P'égalité

b(z) +y(5) ==(5)
et, par suite,
/_(;) — ez,

Nous aurons

Sa limite sera donc un en général. De plus

(—z

51 ==

~—

s e
Ao =
EamEE i)

] (<

?

~—

’

et sa limite sera en général zéro si
ry— & —a< 0,

et, pour la direction de l'axe des quantités complexes, 'une et

I'autre expressions précédentes resteront finies.
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~1
~1

Nous arrivons ainsi a la formule (y) qui devient ici
k=i 2RTIT

i e

i 0 (]

Xy 2kTiph
e a@

F(p) dy,

sous la condition que
r— @< x< 2+ a.

Prenons, en particulier,
xy—'0,

o —

Nous aurons, pour & compris entre o et a,

2hqTi

e

h=—w

[in réunissant les termes correspondant a des valeurs de / égales
et de signes contraires, on obtient le développement

k=w
a " a -F'A /[T: “‘|
MJﬂm:ﬁfﬂmw+Z§meaw—Mﬂmm
£20 k=1 g G5 o

c'est-a-dire le développement en série de Fourier.

Dans le cas oti, pour la valeur considérée de z, la fonction /()
serait discontinue, il suffit de se reporter aux deux développements
d’olt nous avons tiré la formule précédente pour voir que f(z)
devra étre remplacé par

Jl i)

2

Remarquons encore que la série de Fourier est démontrée, par la
méthode précédente, pour toute valeur de z comprise entre o
et @, mais @ ’exclusion de ces valeurs. On peut trouver facile-
ment la valeur de la série pour £ = o0 et 2 = a. Considérons la
série (16) comme définissant une fonction de z; ce sera donc, si
Pon veut, notre fonction primitive f(a), prolongée en dehors de
Iintervalle (o, @) d’'une maniére périodique. Appelons o(z) la
fonction représentée par la série : ¢’est une fonction ayant pour

P. — 1I. 12
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période. Pour z —o et z = a, elle n’a pour nous aucun sens;
mais, d’aprés la définition méme de @, on a

p(—n)=S(a), g(+1)=S(0)
Ceci posé, développons o(z) en série de Fourier, dans I'inter-

a a
valle (— -y + —); on aura
B 2

ol k= el p
I 2 e 2 2 2k
(17) r?(x)z—f o) dy+ : —f cos —— (2 — p)o(p) dp.
a a a a a
== Bl =

2

= . 5 . a ’ .
Mais la fonclion o, dans I'intervalle de — S a0, est égale a la fone-

; ‘ a . . ; .

tion f dans l'intervalle de Saa; il en résulte que le développe-
: ; ) : ' :

ment (17) est identique, terme a terme, au développement (16).

Donc la série (16), pour z — o, aura la méme valeur que la

série (17): or la valeur de cette derniére série est égale a
7)1 8

g(—n)+9(-tn) = f(r.r\+_f(n):
5 2

la valeur de la série (16) pour z =0 et pour & =a est donc
donnée par la demi-somme précédente.
1%. Prenons, comme second exemple,

m(z) = 5(es+ e~43) + h(esz— e—4%) (@ >0, £ =>0),

slz)i—lez2(s - h); Wiis)i=le=2% (s — 1),

Nous allons choisir, comme succession des rayons 7y, 7y, - ..,
Ty
nT
e D
(2
On aura
V{—3z) e (+ 5+ h)
w(—3 (3'*“3(——:.—i—l'a)+c+“2(*;~~)’z)J

har suite, en général,
i 3 o]
U(

(VAT S_). _—

lim Its

T(—3)
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D’aulre part
(3)
t(z

e:[:tgxnﬁ-a}(‘z Sy il)

€% (5 /t‘)f;—. g—a:»(z—/l),

=G

ezlx—ux,)

1

—

qui lend vers zéro, si x < 2, 2a.

On vérifiera de méme que les conditions requises sont remplies
pour la fonction 4 (z). On a

P ) (e5) esle—x) — 2t aaal( T2+ h)

w(—3) e (—5+h)—(z+ /z.)e“:

la limite sera zéro si
T1— X —2a <0 ou r > — 2d.

Ceci posé, nous avons a étudier I’équation = (z)= 0. 1l est d’a-
bord manifeste que cette équation ne peut avoir des racines réelles,
saufl = — o, car

s(ers+ g—az) et e _esds

sont de mémes signes quand 5 est réel, et d’autre part / est po-
sitif.

Je dis que toutes les racines de I’équation sont de la forme z = Az,
A élant réel.

Pour le voir posons dans cette équation, @z — z - iy. En sé-
parant les parties réelles et les partics imaginaires on obtient les
deux équations

kz(e*+e=*)+(eX— e~%)(1—k y tangy)= o

i G )
/fx(eﬂ—”—e—-'f)+(ex+e*r)(1+]—J> =i ) ( ok o

tang y
T el et G
Pour # =< 0, les rapports kz SEe e L o=z Sont positifs :

5 kv 5 . X 3

par suite k) tang y et —~__ seraient de signes contraires, ce qui
tang )

est impossible. Il faut donc faire 2 = o3 la premiére équation est

alors satisfaite quel que soit y, etla seconde se réduit & Péquation
ky +tangy = o.

Il est d’ailleurs trés aisé de montrer que cette équation a une
infinité de racines réelles. Il suffit pour cela de construire les deux
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courbes
. Z = tangy, z=—FKy,

et 'onvoit de suite qu’elles ont une infinité de points de rencontre. |

En définitive, I’équation =(z)= 0 a une infinité de racines de |
la forme z = AZ, ) étant réel; en faisant cette substitution, I'équa- i
tion devient

(18) % cos(ad)-+ hsin(al)=o.

Ona

w'(hi)=a[(1+ ak)cosak — hasinal]= szl ~aa)

e bl
sina A

d’oti, par suite, le développement

- edi(Ni—+h) . s
@)= N e [ evite—w fp)du,
Ehs ey
la sommation étant étendue aux racines de I’équation (18).
En groupant les valeurs de ) égales et de signe contraire, il vient

fla)= s [ S

s

+2m [ f(lJ.)POSA(!E—'[J.) d!J.

la sommation s’étendant seulement aux valeurs positives de A. 5i,
en particulier, on prend xy=— a, £, =+ @, on aura le déve-
loppement d’une fonction f(z) définie entre — a et + a.

15. 11 ne sera pas sans intérét d’indiquer dans quel probléme
Fourier a rencontré pour la premiére fois le développement pré-
cédent, mais sans traiter rigoureusement de sa convergence,
comme permet de le faire la méthode de Cauchy. Partons de ce
s résultat fondamental, di a l'illustre auteur, que, dans un corps
i isotrope, l'équation & laquelle satisfait la température V. d'un

point est

=3

oNE R 02V~ 02V
da? oy U TL-)

(19) o

/ étant une constante. Supposons que I’on ait un solide terminé
par une surface S; on donne V'état calorifique initial du solide

SCD LYON 1




APPLICATIONS DES THEOREMES DE CAUCHY. 181

pour (= o, c’est-d-dire la valeur de la fonction V(z, y, z, t)
pour ¢=o. De plus, nous avons une condition A la surface, en
écrivant que la loi de la déperdition a la surface est la loi de
Newton ; si ’on suppose que le milieu ambiant soit a la température
z6ro, cette condition, qui doit étre vérifiée pour toute valeur de ¢,
peut s’écrire

AY

= = )
s Y =0 (h>o0),

N e P
—— désignant la dérivée de V dans le sens de la normale extérieure

dn
a la surface S (*). Prenons maintenant le cas particulier d’une

sphere de rayon R, ayant son centre a lorigine, et supposons que
la température soit fonction seulement de ¢ et de r

(r = Vo 72+ 22).

[’équation (19) se réduit alors a

oV _ [V 20V
et la condition a la surface devient
(21) %-7— VuNE=10 (pour r = R),

ot cela quel que soit ¢£. Nous avons, d’aulre part, pour {=o0, la
) y | )

donnée
(22) V=B ()
relative 4 Détat initial; F(r) est une fonction arbitrairement

donnée de r=—=o0 ar =R.
L’équation (20) se simplifie immédiatement, sil'on pose

gy =V
on a alors, pour y, I'équation

s 00
f}ii —_ ]l

o

(1) Voir Fourier, Theorie analytique de la chaleur (OEuvres de Fourier,
publiées par les soins de M. G. Darboux).
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Fourier commence par chercher ce qu’il appelle une solution
simple de cette équation. En posant

= emt u,

« étant une fonction de 7, I'équation devient

d*u
mu =k ——.
dr?
in posant alors m = — /An?, n ¢tant une constante arbitraire,

on obtient la solution

y =e-*t(A cosnr -+ B sinnr)
et, par suite,
e—hndt

V= (A cosnr -+ Bsinnr).
Comme nous voulons avoir une solution restant finie 4 I'intérieur
de la sphére, nous devons prendre seulement la solution

V = @—-’n‘fﬂlm.

T

La constante n jusqu’ici est arbitraire, mais si nous voulons que

cette solution particuliére salisfasse a 1’équation a la surface, nous
aurons

nrcosnr —+(hr —1)sinnr = o, pourESr—tR

)
on

Rn

(23) tangn R + e

= 0.
Nous allons supposer, pour ne pas avoir a sortir du cas examiné
plus haut, que AR —1 est positif; nR satisfait & une équation
transcendante de la nature de celle que nous avons étudiée. Soient
7y, N, ... les valeurs de n en nombre infini satisfaisant a cette

condition, la série
A e—tnie sin g r St sinngr

2 sy

si elle est convergente, satisfera 3 I'équation (20) et a la condition
limite (21). On voit quel probléme fort intéressant se pose alors :
peut-on déterminer les coefficients A, de facon que la série
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converge et représente F(r) pour t =0, ¢’ est-a-dire soit telle que

(24) ]"F(?‘):A]Sinlllf'+A25in?127‘+-...

Il s’agit donc du développement d'une fonction définie entre
o et R en une série procédant suivant des sinus dont les argu-
ments sont de la forme nz, les n étant racines d'une équation
transcendante. Or, s1 nous considérons une fonction o(7) définie
de — R 4 +R, égale a rF(r) deoa R et prenant de o d — R des
valeurs égales et de signes contraires, on peut développer o(7), en
série de la forme (paragraphe pré(‘.édent)

R

o= s rwm ) . o () dp:

o ~+ R
| B e o) cosh(r — ) di
TEL’.H)\—S]HZR)\'[_“ ) ( tiad
la sommation étant étendue aux racines positives de 'l’équation

A
tang RA + g=

équation qui coincidera avec (23) sil’on pose I[_I = ]—L
Al —==Ti
D’ailleurs, d’aprés la définition méme de o(r), le développe-
ment de cette fonction ne renfermera que des termes en sinus, les
termes en cosinus ayant des coefficients nuls. Nous obtiendrons
donc ainsi le développement (24) dont nous avons hesoin, etla so-
lution du probléme est donnée par la formule

sinng r

V(T‘, f):Al : ]:7 C—.’.‘n‘ft_%__,\z e#.’.'n%t_;_,___

sin e, 7°

les 7 étant les racines positives de I'équation (239

III. — Nombre des racines d’une équation contenues
dans un contour. Théorie des indices.

16. Nous ferons encore une application du théoréme des ré-
sidus en recherchant le nombre des racines d’une équation
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contenues dans un contour C, & l'intérieur duquel f(z) est une
fonction holomorphe.
Considérons, en effet, I'intégrale

J'(=)

: dz.
Jo J(5)

Les poles de la fonction
S (=)

S(=)

sont les racines de la fonction J(3). Or, si @ désigne une racine
d’ordre 72, on aura

fl)=(s—a)"e(z) [ov(a)so],
l‘f(_)nc
gile) Wi (2],
f&)  z—a " os)’

le résidu correspondant est done égal a m. Par suite, en désignant
par N le nombre des racines de 'équation contenues dans C,
complées avec leur degré de multiplicité, il vient

I i)

= — sz

ami, C J(3)

17. On peut donner une autre forme: au résultat précédent:
I I
Pintégrale précédente est égale a la variation de

log /(3),
quand = décrit le contour. Or
log f(z)= Log[mod f(5)] -~ ¢ arg f( =),

et Log[mod f(5)], qui est un logarithme arithmétique, reprend la
méme valeur quand z revient au point de départ. La variation de
log /(=) est donc égale a la variation de son argument multiplié
par i. La variation de arg f(z) sera de la forme

on T,
/v élant un entier, et I’on aura

INg="r2s
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18. Prenons, comme application, le cas d’un polynéme f(z) de
degré m. Il résulte de ce que nous avons vu (Chap. V, §15) que,
a extérieur d’un cercle d’un rayon suffisamment grand, on a le
développement

Ph 23 ’ , . - . I
cette série étant ordonnée suivant les puissances croissantes de —-

11 est clair d’ailleurs que A, = m, comme on le voit en multipliant
] !
par z les deux membres de cette identité et faisant = — .
Le calcul de I'intégrale
ff( %) 1s,

J(z

le long d’un cercle C de trés grand rayon, est maintenant immé-
diat; on aura

[‘ (=) [‘d,:
— ::Hl — = 2Tl
e (: ]
puisque
(l'

[ (p>1).

(7
On en conclut donc

INE=—770)

cest-a-dire qu’un polyndme de degré m a m racines.

19. Considérons particuliérement, avec Cauchy, le cas ou le
contour C, a 'intérieur duquel on veut calculer le nombre des ra-
cines de 'équation

Jf(z)=o0,

(%) étant un polyndme, serait formé de segments de courbes uni-
cursales. On peut alors, par un calcul lenuller trouver le nombre
des racines, et Cauchy a donné a ce sujet des développements ex-
trémement intéressants. Soit un segment I' de courbe unicursale
obtenu en faisant varier le paramétre £, dont dépendent rationnel-
lement « et y, depuis ¢t = a jusqu'a t=> (a <] b); on a, pour
cel arc,

BiGe)
(26) b )

F'(¢t) dt
= | Log[mod f(s )]é —Lz[‘ —(T)(T)
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en posant

0
B(t)= 5

P et Q étant deux polynomes en ¢ faciles & former.

Llintéorale qui figure dans le second membre doit étre cal-
D te}

culée; c’est elle qui nous intéresse.

[’intégrale indéfinie est

arc tangF(¢).

On peut partir d’'une détermination quelconque de cet arc tang
pour ¢ = a, et il faut suivre d’une maniére continue (voir t. I,
p- 9) la détermination choisie depuis la valeur initiale ¢ =a

jusqu’a la valeur finale ¢ = b.
On remarquera d’abord que l'intégrale

CF(L)dt

“a

a un sens déterminé méme quand I'(#) devient infinie. Supposons
en effet P et ) premiers entre eux; I'intégrale pouvant s’écrire

{4
PQ'— P'Q
'/a‘ _l_"‘-'+_'>'i——d£

sera finie pour loute racine ¢ du polyndme P.

Ceci posé, en désignant par arc tang I (@) I'arc ayant F'(a) pour

tangcntc el compris entre — ‘; et -~ ::: on aura, sans ambigu]’té,

Al Fi(t
f —(il’i[_:) = arc tang F (¢) — arc tangF (&),
T

tant que £ en variant d’'une maniére conlinue ne passe pas par une

valeur rendant F infinie. Dans cette formule arc tang I (¢) repré-
3 , . T T IS

sente toujours 'arc compris entre — = et - = Mais supposons

que ¢ en croissant d’une maniére continue passe par une valeur ¢
rendant infinie la fonction rationnelle F. Si F(¢) passe de -0 a
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— o0, On pourra écrire pour £ un peu supériem‘ a ity

t
F'(t) dt
f () = arc tangF(¢) —arc tang F(a) + =,
a@

13
=1
=

=)

effet, une fois que ¢ a dépassé ¢,, c’est
arc tangF(¢) +—m

: : : g e 2
que l'on doit prendre pour suivre I’arc choisi d’'une maniére con-
tinue. Si, au contraire, la fonction F (¢) avait passé de — o0 a +- o,
on aurait eu, aprés ¢ = ¢,

t '
[ !F:if il_[([ii) — arc tangF (¢) —arc tangF(a) — m.

~“a

Lorsque ¢ varie de @ & b, on aura done

b
F'(¢) di
S A2 arctangF(a)— arc tangF (b)) +— nw
e gF(a) gF (o) )
les arc tang étant Loujours compris entre — ; (G = ; et n dé-

signant l'exces du nombre de fois pour lesquelles F(¢) a passé de
+ o a4 — oo sur celui pour lesquelles cette fonction a passé de
— o A -+ oo quand ¢ varie de @ & b. Gauchy a appelé ce nombre

indice de la fonction entre a et b; nous poserons

n=TZ[E)]

90). Montrons maintenant, en suivant toujours Cauchy, com-
ment on peut trouver par un calcul régulier I'indice d’une frac-
tion rationnelle entre deux limites @ et b.

Une premi¢re remarque sera trés utile dans cette recherche;
elle a pour objet de chercher une relation entre

bTTR A b I -
I5[F(2)] et I“(Fw))'

on a

b
Ei(G)1a eiaes ol Py o T L TbTE
£ m)_mcmna[‘(a) arc tangF(6) + nIZ[F(¢)],
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I
et, en changeant F'(¢) en IOk
e
1+ F2(z)

F(b)

_|_
=
=
{ mr— |
f:\ =
~
i

i
— arc tang ——— — arc tang
°F(a) it

Y a
par suite, en additionnant,

n - ‘
o = arc tangF (@) -+ arc tang Bla)

— ar oF Sy ano L = LT N =T .l_ );
arc tang I (6) — arc tang () ,.?l”[f‘(f}} : ["[["(t)]\

Il en résulte que, si F(a) et F(b) sont de méme signe,
() + ()= o.
51 F(a) > o, F(b) < o, on aura
I2(F b L
2B +14(5) ==
Si F(a) <o, F(b)> o, on a, au contraire,
e\
l:\.{(i.—") =l ];’: (F) =—41.
Tout ceci résulte immédiatement de ce que
R
arc tangz -+ arc tang e == =l

suivant que z est positif ou négatif.

Nous posons donc

5\

I
BE) e =

el Pon a

(.
l

pour F(a) ' (b) > o,
e=—+1 » F(a)<o,E(s)>o0,

=—1 » F(a)>o, F(b)<o.

®

Faisons encore la remarque évidente que deux fonctions ra-
tionnelles, dont la différence est un polynéme, ont méme indice,
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et que deux fonctions égales et de signes contraires ont des indices
égaux et designes contraires.
Ceci posé, soit
Vi
Hi(@) =

V et V, étant deux polyndémes premiers entre eux, on peul sup-
poser que le degré de V est supériear au degré de V,. Effec-
tuons sur V et V, les opérations que I'on fait sur le polynome et
sa dérivée dans l'application du théoréme de Sturm; soit done

Vi — YA O =Ny

Vi =VaQs— Vs,

V1= Va Quns

on aura, en supprimant les indices @ et b,

v NaNa
() ~1(w) =

D’autre part,

les ¢ étant égaux & 0, +.1, —1 et ¢tant déterminés d’apres la regle

indiquée plus haut.
En additionnant ces égalités et tenant compte des précédentes,

\Y
I (_\71) — gk ggtuett En

il vient
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i eV .
Le calcul de I indice de la fraction ‘—,I peut donc étre com-

plétement effectué par de simples opérations algébriques.

Nous pouvons trouver facilement, d’apres ce qui précede, le
nombre des racines de 'équation algébrique

JHE =,

dans un contour formé de segments de courbes unicursales; il
suffira de calculer I'indice d’une fonction rationnelle convenable
pour chacun de ces segments. D’apreés la formule

:1¢i N = I—l-— ﬂ;)) d—:,

L e JGE
et en se¢ reportant & la formule (25), on voit que le nombre {
cherché sera égal & la demi-somme de ces indices. (

On peut, dans beaucoup d’autres cas, trouver par un calcul ré-
gulier le nombre des racines de I'équation f(s)= o0, contenues |
dans un contour: ¢’est un sujet sur lequel nous reviendrons au
Chapitre suivant. ‘

|

21. Nous allons terminer ce Chapitre en démontrant le théo- |
réme fondamental relatif & la continuité des racines d’une équa-
tion algébrique. Cauchy énonce ce théoréeme de la maniére
;: suivante. Soit

(26) S, y)=o0

une équation algébrique avec les deux variables 2 et y. Si, pour
x =0, l’équation

I f(oa.}’):o

i a p racines nulles, I’équation (26) aura, pourx voisin de zéro,
i p racines et p seulement voisines de zéro.

La démonstration précisera complétement ce qui reste d’un peu ‘
vague dans cet énoncé. Ecrivons le polyndme f(z,y) sous la

forme

@ ) =M+ A1y ...+ Apyr, | = Ay
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les A sont des polynémes en x, €t I'on a
(27) Ag=Ai=...=A, =0 pour % =0,
tandis que Ap ne s’annule pas pour £ = o.

On peut écrire
flz,y) = Apyri-- U+ V)

en }}OSEI.I]L

A A
i ] /4—___-L;!irll?7ﬂ
e g
V= Al A_u._..f ;1, ___A'"i‘.
P Ap e SA

Déecrivons autour de # = 0, y = 0 comme centres, dans les plans
respectifs des variables x et y, deux circonférences G et T' de
rayon r et p. On peut prendre 7 et p suffisamment petits pour que
les deux conditions suivantes soient vérifiées.

On veut d’abord que, les points 2 et ¥ étant quelconques
Iintérieur des deux cercles précédents, on alt

[ =
2]

En second lieu, on veut que, y €tant sur la cireonférence T,
et « quelconque & Vintérieur du cercle G, on ait

| =

[Velktice

&)

I

Pour la premiére condition, aucune explication n’esl nécessaire.
Pour la seconde, il suffit de remarquer que

Ap—1
Ay :

Ay
A,

I
P
of

[Vl

1
P
ct, d'aprés les équations (27), si r est assez petit, il est clair que

V=5

Ceci posé, nous pouvons aisément trouver le nombre des racines

de I'équation en y
flxz, y)=0,

contenues dans le cercle I', @ étant un point quelconque & l'inté-
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ricur de C. Le nombre de ces racines est en effet égal au quotient
par 2= de la variation de Pargument de

ApyP(1-+U+ V),

quand y parcourt la circonférence T, Or, puisque |U| < 2| Vi<t
’argument de
iI+—U-+V

redevient le méme quand y revient au point de départ. L’argu-
ment de y? a augmenté de 2pT; par suite, le nombre des racines
que nous cherchons est égal & p. Clest dans ce résultat fonda-
mental que consiste le théoréme de la continuité des racines d'une
¢quation algébrique. Nous verrons bientdt comment ce théoréme

peul s’étendre & une fonction S, ) holomorphe par rapport a o
et a y.

< Rea—
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CHAPITRE VII.

NOMBRE DE RACINES COMMUNES A DEUX EQUATIONS
SIMULTANEES.

1. La recherche du nombre des racines.de I’équation
F(z)=o,

contenues dans un contour C, revient a chercher le nombre des
racines des deux équations
( flz,p)=0 |

( [E(3)=J(= y)+te(z 5,

ll) ( r.?(;?", J,):O §

contenues dans C. Dans ce cas les fonctions réelles f et o ne sont
pas arbitraires (t. I, p. 86). Nous allons nous poser maintenant
le probléme dans toute sa généralité. En ne faisant aucune hypo-
thése sur les fonctions f et ©, que nous supposons seulement con-
tinues dans C, nous nous proposons de trouver le nombre des
racines communes & ces deux équations contenues dans un contour.

Nous allons avoir & reprendre une intégrale déja étudiée dans
leTome [ : c’est 'intégrale de M. Kronecker(t. I, p. 123). Dans cette
étude, nous avons posé @ priori une certaine intégrale; il est in-
léressant de montrer comment on peut y étre conduit : c’est par
(uoi nous allons commencer.

La formule de M. Kronecker se déduit immeédiatement d'une
propriété élémentaire des fonctions V, continues dans un certain
domaine et satisfaisant a I'équation de Laplace ; nous-a présente-
rons de la maniére suivante.

Si la fonction V(X, Y, Z) est uniforme et continue dans un

P. — 1I. 13
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espace limité par une surface S et satisfail & I'équation

2V 2V a2V

25 e h— 0

oK oY® | oZf

on a
(1) [f(—[;duﬁo.

P’intégrale étant étendue a la surface S.
Appliquons cette formule & la fonction

V=< (n—Vx=eveixe)

et transformons-la en faisant le changement de variables

X'ﬁ‘./‘(‘r‘.}’::’)’
Y =o(z,y,5),
= '1\1(‘:1':.)’, z),
/> © et ¥ étant continues dans le volume ot nous aurons a les con-
sidérer.
L’intégrale (1) peut s’écrire

ff X dY dZ+ Y dZ dX + 7 dX (IY
3
X2 4 Y2 Zz)'z'

Pour trouver 1'élément de l'intégrale transformée, concevons

que z, ¥, = aient été exprimés en fonction de deux paramétres u
el ¢. L'élément dY dZ devra étre remplacé par

D(z,y) D(u,9) D(y:5) D(% ) 2 Dz, 2) D(u,¢).

o, ). D(z,7) = D(o,d) D(y,3)  D(e,d 5, @)
[D(, V). D=, 1) | D(g,4) D(y,3) (9, 4) D(z, =) et
comme on le voit de suite en calculant

D(Y,Z)

D(w, v)?
et'on a des expressions analogues pour dZ dX et dX dY. Iin substi-
tuant dans lintégrale, on trouve alors de suite la nouvelle inté-

grale

(2) [fj\ dy ds + B dz dx + G dz dy,
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ou
Bl Ll of of of of
s a;:’ i S % oy
o dg g g ) | Ry,
oy 5 | dz Oz T oz oy
|y 2 2 Lo oy Loy 9
Y ¥ o5 ' 9 O | ¥ o o

Ayl VR R R e e
gt e (kU @2 ot e

D’aprés Pégalité (1), lintégrale (2), étendue a une surface
fermée S, sera nulle si, & I'intérieur de S, il n’y a pas de points
x, v, 3) pour lesquels £, ¢ et 4 s’annulent & la fois.

1 P | P H

Si, au contraire, les fonctions U s'annulent 4 'intérieur

3 ’ iR

de S, I'intégrale (2) ne sera pas nulle en général. En supposant
que les racines du systéme d’équations

fzae s )—0;
(3) { ?((7‘.')/1;;):”‘

( Uiz, v, 5)=0

soient simples, c’est-a-dire que le déterminant fonctionnel

(o
|z oy oz

S L o) ’

: dxr dy 03|

ol ol ob ‘

%505 e

ne soit pas nul pour les racines considérées, nous avons montré
(loc. cit) que Uintégrale (2) est égale a

4win,

m désignant la différence entre le nombre des racines contenues
dans S, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positf et
celles pour lesquelles il est négatif.

2. Le probléeme de la recherche du nombre exact des racines
n’est donc pas résolu par la formule de M. Kronecker. Je me
propose maintenant de montrer qu’en s’appuyan'l sur le résaltat
de I'illustre géomeétre, on peul arriver a représenter par une inté-
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grale double le nombre des racines communes a deux équations
simultanées contenues dans un contour G ().
Considérons, a cet effet, le systéme des trois équations

f=o,
(1) 9 = 0,
) — 10}

aux (rols inconnues &, ), 5, en posant

_of 09 _of d

= 9w 0y Oy dz

Jenvisage dans 'espace a trois dimensions (z, y, ) 'ensemble
des valeurs de ces variables correspondant & des points (z, ),
contenus & 'intérieur de C, et & des valeurs de z comprises entre
— ¢ et + ¢ (e désignant une constante positive arbitraire). Cet en-
semble définit un domaine A, et le nombre des racines du systéme
(4) correspondant & des points de ce domaine sera précisément le
nombre des racines du systéme (1) conlenues dans G (nous sup-
posons que toutes les racines considérées sont simples, c’est-a-dire
que D ne s’annule pas pour ces racines). Or le déterminant fonc-
tionnel des trois fonctions, formant les premiers membres des
équations (4), se réduil a la quantilé essentiellement positive

D2,

La difficulté relative au signe du déterminant fonctionnel
a donc disparu, et I'on pourra, par suite, représenter par une
intégrale double le nombre des racines communes aux ¢qua-
tions (1) contenues dans C.

3. On peut remarquer qu’une méthode analogue s applique au
cas d'une seule équation

S(z)=o,

dont on veut avoir le nombre des racines comprises entre a et 0.

(') Dans deux articles publi¢s dans les Comptes rendus (t. CX11I, 18q1) el
dans un Mémoire du Journal de Mathematiques (1892), j'ai traité de la déter-
mination du nombre des racines communes 4 n équations simultanées.
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~1

Nous formons les deux équations

flz)=o0,
.,1’./.,("[') = 0,

el nous avons a chercher le nombre des racines, communes a ces
deux équations, contenues dans le rectangle formé par les droites

5 =00, w0 ¥y =4z, y =—rc¢.
Or le nombre des racines communes aux deux équations
Sflz, )= o, o(z, )= o0,

contenues dans un contour C, est représenté par l'intégrale curvi-

f;f(jfo" o?

prise positivement le long du contour, quand on est assuré que le

ligne

déterminant fonctionnel ne change pas de signe (t. I, p. 86).
Appliquons ici cette formule : on aura de suite, en intégrant le long
du rectangle, pour le nombre n des racines,

b

3 '2) b Rl
AR f —/f )f dz + - are tan g —f—(— P are Lang——[—g--——)
Bl e g SO J(a)
les arc tang étant compris entres—— ; Gl = ;

[’intégrale qui figure dans le second membre pourrait étre cal-
culée; du moins, on a de suite I'intégrale indéfinie qui est

arc tang [ f;g:;)]

et alors on voit bien, @ priori, que le second membre représente
le nombre des racines. 11 faut done garder l'intégrale telle qu’elle
est écrite, et cette formule me pourrait étre intéressante qu’au
point de vue pratique : elle permet, en calculant par approxima-
tion le second membre, d’avoir la valeur exacte de 7.

%. Prenons maintenant le cas de deux équations

Sz, y) =0,
oz, y) = o.
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Comme nous I'avons dit, nous devons considérer le systeme des
trois équations

Sz, y)=o,

¢(@y ) =0,
2 L ST
_’(E()jio‘ybx T

Nous allons chercherle nombre des racines de ce systéme, com-
prises dans le volume limité par le cylindre, ayant pour section
droite la courbe C, et les deux plans

B ——€, & =&

Calculons d’abord la partie de I'intégrale relative a la surface la-
térale du cylindre. En prenant les notations du n®1, elle se réduira

/f\ dy dz + B dz dz.

D’une maniére générale, on a

a I'intégrale

—~a—

dy dz = ds cosu, dz dz = ds cos 3,

ds désignant I’élément positif de la surface, o et B les angles que
fait avec les axes la normale extérieure 4 la surface. Ici nous pou-
vons prendre pour « et (3 les angles que fait la normale extérieure
a la courbe C avec les axes Oz et Oy et

de = ds.ds,

ds étant I'élément d’arc de C, et dz étant positif. Nous aurons
donc, pour 'intégrale précédente,

+e
[ f(A cosa -+ BcosB) ds ds;

mais, sur la courbe C,
dx =—ds cosf,

dy =+ ds cosa.

Nous pouvons, par suite, écrire I'intégrale sous la forme ’

A=
f [(A dy — B dz) ds,
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et 'on a
AT

s —eZ)p

(f2+ o2+ D232

g9 o
. (-fJ;-—‘?ﬁ)D

3’
fll-".’. e LF? i DY ;2)‘3

|

2

2o

(D L dfidor | 0f 09 )

= oz dy Oy 0z,

[l en vésulte que, dans I'évaluation du nombre des racines, la
portion de I'intégrale double provenant de la surface latérale du
cylindre se réduit a Pintégrale curviligne, prise positivement le

long du contour G,

() fl“’ dr + Q dy,

ol

roles

SRR of &= D ds
= -,;‘_: / Dj!;" -“b:},‘ = ? _—.) o 3
Lo (frmer s DAz

i do )f il D dz
Qf,—r(f;,—];—‘?%>f =
Ly o . (frret+ D252)2

L'intégrale qui figure dans P et Q peut s'obtenir immédiate~

ment; on trouve ainsi

d¢ of
o dm e D: o
e e e 2
s JPtro (/24 g2+ D2e?)? (% o
g ‘5‘
97 oy De >
S ik Mathe®

Q= — ———7— ———"
2

27 .2+®2 ) 2 N2 -\ Y
S (pr oty Drer)

Passons a la portion de P’intégrale relative aux deux premiers
plans de base du cylindre. Ils donneront I'intégrale double, étendue

a I'aire limitée par le contour G,

3 R dz d;
(fz_._ ?2+ D?E'z)z
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en écrivant

| of of

If b ()_}f;
do  Jo

‘R '_" ? ox E |
dD oD

= DIJ

La somme des intégrales (o) et (B) donne le nombre cherché
des racines communes aux deux équations

S(@, ) =o,

c,3("‘!": .,7/)' a2y

contenues dans le contour C.

On voit que le champ d’intégration dans ces deux intégrales ne

dépend que du contour C

5. Le résultat précédent dépend en apparence du nombre ¢ :
les deux cas limites e —o0 et ¢ — appellent nécessairement
Pattention.

Faisons tendre d’abord ¢ vers zéro, I'intégrale (o) tendra vers
zéro. Quant a l'intégrale (B), elle se présente sous une forme in-
déterminée qui rappelle entiérement ce que nous avons trouvé
pour le cas d’une seule équation (n® 3); nous pouvons dire que le
nombre cherché est la limite de I'expression

I /‘ 2 cRdzdy
e AR T 3
S / (2 + 02 + D2e2)?

T

quand ¢ tend vers zéro. Il est clair que pour e = o tous les élé-
ments de I'intégrale sont nuls, sauf celui qui correspond A une
racine commune aux deux équations f= o, ¢ =0, et c’est de la
que provient la forme indéterminée. Nous chercherons toutl i
'heure comment on pourrait calculer cette limite pour quelques
contours particuliers et en supposant que f et ® soienl des poly-
nomes.

Faisons maintenant augmenter indéfiniment ¢ dans les inté-
grales («) et (). On voit immédiatement que la premiére tend
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Vers

i [‘ D l)_"d_r_?—ur/_f
i ;

o DR
| D | désignant la valeur absolue de D.

Celte intégrale est a rapprocher de I'intégrale

| el

S

faisant connaitre la différence entre le nombre des racines conle-
nues dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est
positif, et celles pour lesquelles il est négatif. Les éléments de ces
deux intégrales ne peuvent que différer par le signe sur certaines

parties du contour.

! et Q : I =i L
Quant & l'intégrale (B), elle se réduit, en posant & — 9= a
1

! f/. T R dz (l}f
o7 A T TR 2 T B
”NL . [DE‘:"ﬁ(fO—‘rw?')]'

bo|

dont on doit chercher la limite pour 7 =o. Il y aura ici, pour
7, = 0, une suite d’éléments indéterminés correspondant aux va-

leurs de & et y, pour lesquelles
Di=r0"

Si D ne s’annule pas a l'intérieur de C, cette limite est nulle et
Pon n’a qu’a prendre lintégrale curviligne, ce qui est d’accord

avec le résultat trouvé précédemment.

G. Appliquons les considérations précédentes au cas ou le con-
tour considéré se réduit 4 un carré dont les cOtés peuvent étre
supposés paralléles aux axes et ou les deux fonctions f(z, y) et
o(x,y) sont des polynomes. On peut, dans ce cas, éerire les

deux équation s simullanées

Sz, y)=o,
o(@,y)=0
sous la forme
fl@)=o,
y—F(z)=o0,
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J(z) et F(z) représentant deux polynémes (puisqu’on suppose
qu'il n’y a que des racines simples). Le polynéme f(z) n’aura
aussi que des racines simples.

. Il s’agit de trouver le nombre des racines (z, ), communes a
il ces deux équations, pour lesquelles

il @ =S p=a

cyp=ad

On suppose qu’aucune des racines des deux équalions ne se
trouve sur une des droites limites.
Le déterminant fonctionnel D se réduit ici a f7(2), et 'on a

R =2 — ff".

Nous devons done considérer l’intégrnlc

//‘ — " dz dy
! /
il ; [(‘},_])-_._.J -.fz\]z f

élendue a l'aire du rectangle, et faire tendre ¢ vers.zéro.

A

| En effectuant l'intégration par rapport & y, cette intégrale

il devient

| ; f" (d—F)(f — ff") do
E Tl S e id—Fp 2 o)

_fh e—F)S1—ffde )
o (s fle— Py fror e

i Quand ¢ tend vers zéro, les seuls éléments de I’ intégrale

f” e(d— F)(f'"*— ff ) dz
..l.’
cnRSER = EOE et ]

ne tendant pas vers zéro, sont ceux qui correspondent aux va-
leurs de x racines de f(z). Au lieu de l'intégrale précédente,

nous pouvons donc nous borner a la suivante (en développant

\/(f[ —F e —|—f.! I3 62‘]1‘!2

par la formule de Taylor) 3

| e ar =i 0e)dy
| a2 G T
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ce qui nous conduit, pour &= o0, a

“,_l.h{d—F)f'
) B e

v
[ désignant l'indice entre a et b, au sens de Cauchy, de la
: . d—F)f' ) .
fonction rationnelle (—--—f»)i; et 'on aura, par conséquent,

pour le nombre des racines,

1[pe=RFf [, @=EF7
2[ @ j a f ]

7. Ce résultat est facile & vérifier directement. Quand =,
en croissant, passe par une racine de f(x), le quotient

(escs KA
2

passe de -0 &4 —oosi ¢ —F est négatif, c’est-d-dire si le point
(2, ) est au-dessus de la droite » — ¢. De méme, ce quotient
passera de —oo & + oo si' le poinl correspondant (z, y) est au-
dessous de la droite y = c. En désignant donc par n et n'le
nombre des racines de nos deux équations (comprises entre les
droites x = a, x = b), situées respectivement au-dessus el au-
dessous de la droite y —=¢, on a

1 (—(—_fD‘[ —n—n'.

En remplacant ¢ par d et désignant par N et N’ les nombres cor-
respondants, on a de méme

Or, si nous désignons par v le nombre des racines comprises
dans le rectangle, on a
n=v-—+N,
N =vy+n;
donc
n—n —(N—N) =2
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Par conséquent

IpE—FF pE—Fr)
]

c’est le résultat que nous voulions vérifier (i

8. D’une maniére plus générale on peut indiquer une marche
| 8

réguliére de calcul pour trouver la limite de Pintégrale

1 | f / e(f2—ff") de dy
, 5
| 279 [(r — E)+f2pcapn]e

quand le contour est formé de segments de courbes unicur-
sales. Cette intégrale double est, en effet, égale a I'intégrale cur-
il viligne

i : / e(f2—ff)(y—F)dz
i Sy - T
| S S/ [(y — P fro s peph

prise dans le sens positif le long du contour C.

i Partageons celte intégrale en différentes parties correspondant
il aux différents segments de courbes unicursales qui, par hypothése,
forment le contour C. Soit 'un d’eux correspondant aux valeurs ¢,
et ¢, du paramétre ¢ dont sont fonctions rationnelles aiel ol
valeur correspondante de Iintégrale sera, pour ¢ = o, en raison-
nant comme au numéro précédent,

L=

=1

: r— F) /' 3 ; :
Le quotient %)—f sera une fonction rationnelle de ¢, et I’on

n’aura qu'a en prendre Pindice de ¢, a ;. En additionnant tous
les résultats ainsi obtenus, on aura le nombre cherché.

9. llya beaucoup d’autres cas ot I'on peut facilement trouver

(') Le cas du rectangle avait été déja traité, sous une autre forme, par
M. Hermite dans une Communication faite 4 I'Académie [ Remarques sur le
theoréme de M. Sturm ( Comptes rendus, t. XXXVI, p. 294)].
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le nombre des racines communes a deux équations

flz,7) =09

’f(«’f:J’) =10

(f et » étant deux po]ynémcs) contenues dans un contour conve-
nable C. Comme au § 6, nous écrivons toujours ces deux équa-
tions sous la forme

£ S j(r):o
L) | y—F(z)=o,

/et F érant deux polynomes.

Supposons que le contour C soil défini par la relation alge-
brique
Az, y) = 0,
). étant un polyndme, et que les points a I'intérieur du contour

correspondent &
) a0

Nous avons done a chercher le nombre des racines communes aux
équations (5) pour lesquelles I'inégalité précédente estvérifiée, ce
qui revient a chercher le nombre des racines x de l’équaljon

S(x) =0
pour lesquelles
R(z) < o,

en désignant par R(z)le po]ync‘nnel[r, F(z)]. Or cette question
n’est visiblement qu'un cas par{iculicr de celul qui a été traité
au§ 7.

On prendra indice entre — oo & + oo de la fraction rationnelle

R(z)f (x) ;
o0 ‘)"l?{f

En désignant, respectivement, par 7 el ' le nombre des racines

de f—= o, pour lesquelles R(z) est négatif ou positif, on a

-~

LR

n—m= IR

2

On connait d’autre part, au moyen du théoréme de Sturm, la
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somme n + 7 qui peut d’ailleurs s’écrire

i

n-t+n=—Jt=< .

F
On aura par suite le nombre cherché 7.
10. Ce résultat est bien facile a généraliser. Supposons que le
contour C soit défini par deux inégalités
Az )= 0,
.U-('T: .}’) < o,
A et |+ étant des polyndmes.

Nous serons conduit & rechercher le nombre 7 des racines de
I’équation
Film) = ),

pour lesquelles on a simultanément

Rizhi<io, Ri(z) < o,
cn posant
Rz — Nz B Rl ="t (i)
Soit N le nombre des racines pour lesquelles

I{(J’); 07_ P‘I('T) >0

et N le nombre des racines pour lesquelles

R0, Rz~ o

On pourra trouver la somme N - N, puisque ce nombre repré-
sente le nombre des racines pour lesquelles

R(z)Ry(z) < o.

Désignons de méme par n et 7' le nombre des racines pour les—
5 I
quelles on a respectivement

Ri(z)) <@o, Ri(z) <o (pour n)

1R((9) 5 (o), Ri(z)>o (pour n').
On pourra calculer les sommes

n-+N et n—+ N/,
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qui correspondent respectivement aux racines pour lesquelles
R (2)< o, et aux racines pour lesquelles R, (z) << o. Ayant cal-
culé les trois sommes

N-- N n-+ N n-t N

nous en déduisons de suite le nombre cherché n.

Il est clair qu'on n’aura pas plus de difficultés a calculer le
nombre des racines de 'équation f(z) pour lesquelles on aura a
la fois

RhlCe=<0; Ry () < o, )=
i étant un entier quelconque. On peut donc par suite {rouver, par
un calculalgébrique régulier, le nombre des racines des deux

équations
,/.( x, ¥) =0,

o(@, 7) =0

(f et @ étant deux polyndmes) contenues dans un contour dé-

fini par les n inégalités
Ai{z, y)< o0 ((i—=ir o T

des ) étant des polynémes.
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CHAPITRE VIIL.

INTEGRALES DE FONCTIONS NON UNIFORMES.

I. — Intégrales hyperelliptiques.

1. Nous avons déja étudié (t. I, p. 42) la réduction algébrique
des intégrales hyperelliptiques. Considérons particuliérement les
intégrales du type : &

- Fl2)dz
B = e
J VR(z)
J () étant un polynéme; soient p le degré du polyndme R(z) et
@y, dyy ..., @y SEs P racines qui sont supposées toutes distinctes.
Nous nous proposons d’étudier les déterminations diverses de I'in-

i tégrale

(r ) 5 _irf_i) (h,ﬂ
Jo, VR(@)

quand on va du point 2, au point z par différents chemins, la dé- .

termination initiale de /R (z) pour z — o étant toujours la méme.

2. Commencons par étudier les différents chemins allant du
‘ point 2y & un point #. Pour 'objet que nous avons en vue, deux
chemins seront évidemment a considérer comme identiques si on
peut les ramener I'un 4 I'autre par une déformation continue sans
traverser aucun des points @. Or considérons ( fig. 24) . courbes
partant de & et y revenant en entourant, 1‘(}51):zctiv()mcnt chacune,
un des points ¢. La forme de ces courbes est indifférente ; pour
bien préciser, nous prenons pour chaque point @ la courbe sui-
i vante : on joint x, 4 un point trés voisin de @, on décrit autour
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de @ un cercle trés petit et 'on revient au point 2, par le méme
chemin qu’a l'aller. Un tel chemin est dit un lacet.

Ceci posé, tout chemin allant de 2, & un point x se raméne évi-
demment 4 un chemin allant de 2, & z,, suivi d’'un chemin déter-

Fig. a4.

miné allant de z, a 2; il suffit, en effet, d’ajouter au chemin
considéré le chemin déterminé zz,, que I'on fait suivre du chemin
de sens inverse z,z. Il faut done envisager les différents chemins
partant de @, et y revenant. Or je dis que fous ces chemins re-
viennent aux différents lacets parcourus successivement et dans
un ordre quelcongue.

Pour le voir bien nettement, on suivra le chemin C jusqu’a la
rencontre en « avec un lacet; on quittera alors G pour suivre le
lacet jusqu’en zg, ce qui donne visiblement une somme de lacets
(les lacets e, et @.): puis on rétrograde de zyen a, et en a on reprend
le chemin C jusqu’a ce que celui-ci rencontre un nouveau lacet,
soit { ce point de rencontre. En § on quitte de nouveau C pour
suivre de P en 2, le lacet rencontré. On a mis en évidence de nou-
veau, par le chemin z,03z,, unc nouvelle somme de lacets (cette
somme peut se réduire & zéro, comme il arrive dans le cas de la
figure). On rétrograde alors de z, en 3, et en {3 on reprend le che-
min C et 'on continue ainsi jusqu’a ce que l'on ait parcouru toul
le chemin. Le chemin C se présente alors de la maniére la plus nette
comme équivalant & une somme de lacets. Dans le cas de la figure,
le chemin G est équivalent aux lacets @y, @», @y successivement
parcourus.

3. La remarque fondamentale qui précéde va nous permetire
d’étudier sans peine les diverses valeurs de I'intégrale (1). Suppo-
Py 14
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sons d’abord que l'on considére seulement des chemins partant |
de 2, et y revenant. Les valeurs de l'intégrale le long des lacets r
vont jouer le principal role : soit, par exemple, le lacet ;. La
valeur de I'intégrale sur le lacet se compose de deux parties, I'une
est relative a Laller et I'aulre au retour; quant i 'intégrale sur le
cercle infiniment petit, elle tend vers zéro avec le rayon de ce
cercle. Tl peut sembler au premier abord que les deux intégrales
se détruisent puisque les dz & aller et au retour sont égaux et de
signes contraires; mais \/Em, ayant tourné autour du point a,,
n’a plus la méme délermination au retour qu’a I'aller, et, par suite,
les éléments s’ajoutent au lieu de se détruire. Soit A, la valeur de
I'intégrale
) de

g =)

VER(Z)
quand on suit le chemin tracé pour le lacet, et que l'on prend 5
pour y/R(z,) une de ses déterminations que nous désignerons
par y,; la valeur de I'intégrale correspondant aa lacet tout entier

sera, d’aprés ce que nous venons de dire, 2A,. Soient de méme

0 NGl e 2

les valeurs de l'intéerale correspondant aux autres lacets, la dé-
2 P )

termination initiale de y/R(z), quand on parcourt chacun de ces
lacets, étant toujours supposée égale & . '
Tout chemin, ayant z, comme points de départ et d’arrivée, se
ramenant 3 une somme de lacets, nous n’avons aucune difficulté
3 avoir maintenant la valeur de l'intégrale correspondante. Sup-

posons que le chemin équivale aux lacets _ |
@hyy Dy - -0y a}‘,. ()‘l:)\ﬂy -'-:)‘.DZI,'A, ey :1) ‘

successivement parcourus, nous aurons comme valeur de l'inté-

grale
(2) 2A),—2MA),+2A), —.. ..
On remarquera que les signes plus et moins alternent dans cetle P

somme; ¢'est que, aprés avoir parcouru le premier lacet @, nous
revenons en x, avec la détermination — y, du radical, et la valeur
du second lacet est alors — 2A; au lieu de + 2A;, que nous
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aurions trouvé si nous avions déerit le lacet @, avec la détermina-
tion initiale + y4 pour le radical. Pour le troisiéme lacet, au con-
traire, nous avons au début, aprés deux changements de signe,
retrouvé la détermination initiale y, et par suite nous avons DIAS,
et l'alternance des signes est, aprés ces explications, bien mani-
feste.

Deux cas sonl a distinguer suivant que p est pair ou impair.
Si p est pair, expression (2) pourra se mettre sous la forme

(3) 27y Wy —= XMy Wy .= 20y g Wy,
les m étant des entiers positifs ou négatifs, en posant
w; = A1 — Ay, Wy = A — Ay, 05 Wy = A1 — Ay

On peut d’ailleurs choisir un chemin tel que l'on trouve pour valeur
de l'intégrale 'expression (3) : il suffiva de décrire m, fois l'en-
semble des lacets @, et a., puis m, fois ensemble des lacets a,
et @y, et ainsi de suile.

Si p est impair, en ajoutant a I'expression (2) —2A,+24A,,
on la mettra sous le forme

(4) 2w . 2my gy wy 24,
L

Nous avons donc représenté par (3) et (4) toutes les déter-
minations possibles de Uintégrale pour un chemin partant
de xy et ) revenant. On donne aux quantités 2w le nom de pé-
riodes de lUintégrale hyperelliptique.

Il est important de remarquer que ces périodes ne dépendent
pas du choix du point z,. Ainsi, par exemple, la période

24— a2 A,

n’est autre chose que l'intégrale prise le long d’un contour con-
tenant a son inlérieur les deux poinls @, et @,, contour que I'on
peut déformer d’une maniére continue sans changer la valeur du
résultat de l'intégration:

4. Considérons maintenant un chemin particulier ¢ allant de
en z; soit I la valeur de l'intégrale pour ce chemin, la valeur
initiale pour le radical étant toujours y,. Comme nous I'avons déja
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dit, tout chemin L allant de 2, en # se ramene a un chemin G
revenant & 2, suivi du chemin ¢. Si G équivaut a un nombre pair
de lacets, la valeur de I'intégrale sur L sera de la forme

2Ny Wy 2 Mg Wy .\ . = 27y Wy—1 I
Si G équivaut @ un nombre impair de lacets, on aura
el
27 Wy e 2y Oy 2A— I

car, quand on reviendra en z, aprés avoir déerit C, on aura pour
le radical la détermination — ¥, et, par suite, le chemin ¢, qu’il
reste & décrire, donnera — 1.

" On peut dire que lintégrale (1) a, au point x, deux déter-
minations de types distincts

et ol ==

les autres déterminations s obtiennent en ajoutant a celles-ci
des sommes de multiples des périodes 2 w.

La notion de la périodicité des intégrales, rapidement indiquée
par Cauchy, a été particuliérement approfondie par Puiseux dans
son Mémoire sur les fonctions algébriques (Journal de Mathéma-

tiques, 1850).

II. — Des intégrales de premiére espéce ; réduction du nombre
des périodes. Intégrale elliptique.

5. Parmi les intégrales de la forme

VER(2)
ot f(z)est un polynéme, on désigne sous le nom d’intégrales de
premiére espéce celles qui restent finies quand 2 augmente indé-
finiment. Ces intégrales restent donc finies pour toute valeur finie

¥ fl@) dr
2

ou infinie de la variable (voir t. I, p. 43).

Quand le degré p de R(z) est impair, soit g.=2p -1, I'in-
tégrale sera de premitre espéce si le degré de f(x) est au plus
égal 3 p —1. Il y a p intégrales de premiére espéce linéairement
indépendantes. _

Quand p. est pair et égal & 2 p, le degré de /() ne doil pas
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INTEGRALES DE FONCTIONS NON UNIFORMES. SR
dépasser p — 2 et il y a alors p — 1 intégrales de premiére espece
linéairement indépendantes.

Evaluons le nombre des périodes de l'intégrale. Pour =2 p+1,
il yaura 2 p périodes et on ne peut pas, du moins en général, faire
subir de réduction & ce nomhbre.

Pour =2 p, nous trouvons, en appliquant la théorie du pa-
ragraphe précédent, un nombre de périodes égal & 2p — 1, mais
une réduction immédiate se présente, qui va diminuer ce nombre
d'une unité. Envisageons, en effet, 'ensemble des lacets autour du
point z, : 'intégrale prise le long de ces lacets sera nulle. En effet, le
point 4 'infini est un point ordinaire pour l'intégrale : I'intégrale
prise le long des lacets a donec méme valeur que si elle est prise le
long d'un cercle de trés grand rayon et est, par conséquent, nulle.
On a donc, les lacets se suivant dans l'ordre 1, 2, ..., i,

Aj—As+A;—. .. — AIJ-: o,
qui peut s'écrire sous la forme
Wy — Wy . .~ Wy = 0.

On voit donc que l'une des périodes w, , parexemple, est une
combinaison linéaire a coefficients entiers de v, Wy « ..y Wy s.

6. Faisons maintenant une remarque importante sur la ré-
duction du nombre des périodes. Les périodes seront dites dis-
tinctes s'il n’existe entre elles aucune relation homogéne et linéaire
a coefficients entiers; il peut arriver qu’entre les périodes trouvées
w existe une ou plusieurs relations de cette nature.

Soient

Wi S Boow (W

les périodes que nous venons de trouver; on suppose que l'on ait
les relations, en nombre A,

myw;—+ nMas+...+myuw, =0,
G+ gas ...+ Jp, = 0,
............................ :
W)+ PsWe ...+ I'pWy = 0,

les m, ¢, r étant entiers. De plus ces relations peuvent étre sup-
posées algébriquement distinctes, ¢'est-a-dire que 'on peut en tirer
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214 CHAPITRE YIII,

les valeurs de A des quantités w en fonction des autres. Ceci re- !
vient & partir de 'hypothése que

‘ Wy = L) ... uhw,
(5) Qi w kot st M At B D g PRl \ (m=n—17n),
’ W= T M wy o gy,

les u étant rationnels.
Toute période est de la forme
Q=M w;+ Mywo 4. ..- M, 0,

les M étant entiers, et, en remplacant w .y, +.., 0, par leurs va-
leurs (5), on aura une expression homogéne et linéaire en w,,
Way - - ., W, acoefficients rationnels. Aucun de ces coefficients ne
peut s’approcher, quelque choix qu’on fasse des entiers M, autant
que I'on veut de zéro sans devenir rigoureusement nul, puisque
les . sont rationnels. Ces coefficients ont donc, en dehors de zéro, >
un minimum pour leurs valeurs absolues,

La période @ étaut écrite sous la forme

Prwg = pPao—t=...— Py,

et ) désignant un des nombres 1, 2, ..., m, considérons Loutes

les périodes Q pour lesquelles

o < P)\i_: I
0SpaSi si By
)
0=pqg si B
¥

Il y a manifestement de telles périodes, puisqu’il suffit de
prendre Q= w;. Parmi toutes ces périodes qui, d’aprés la re-
marque faite, sont en nombre limité, il y en a une pour laquelle ;
le coefﬁmcnlp) ala valeur minima. Désignons par p, . .., ptV les |
valeurs des coefficients p correspondants.

En faisant successivement L =1, 2, ..., m nous aurons les pé-
riodes

9, = pjuwy,

= piwg + plws,

ey m m [l 1 n
Qp=plfw+ pilrw,—+.. =P W,

et ces relations permettent d’exprimer les w en fonction des Q.

SCDLYON1 |



INTEGRALES DE FONGTIONS NON UNIFORMES. 21h
Toute période peut s’exprimer en fonction linéaire de Qy,
Q.. ..., Q, : nousallons montrer que les coefficients sont entiers.
Q=Piwj+...+ Prwm
une période, les P étant rationnels.
On peut écrire P, sous la forme
Py = Vum*F les
vm 6lant un entier et P), étant positif et inférieur a pJ.
On pourra ensuite déterminer un entier Y, tel que
| S — Vm—lf)m:i = ‘JmPﬁL] s P;n—| 5

m—1

P! . étant positif et inférieur & p7i=;.

m—1
On conlinuera ainsi, et la derniére égalité sera
Pi=vipl—4vap? ...+ vmpi + Py,
R e 1ot o lere oot g
avecoz= b, < p,, lesy étant Lous des entiers positiis ou negatits.
La période Q sera alors de la forme
Qs+ YV @n+ Ploy+ Phwy ...+ Phoy.
Or les m premiers termes étant des périodes, il en résulte que
(6) Plw;+ Phws—... = Proy,
est une période. Mais nous: avons
o= Bliipiy oiiRiEE 2 WSS ity

Dans ces conditions, I’expression (6) ne peut étre une ériode
) I P

que si les P sont tous nuls : cela résulte de la définition méme des

quantités py, pis «++r P En effet, si P/, n’était pas nul, pour

que Pexpression (6) fit une période, il devrait étre au moins égal

!

' = o et de proche en proche

a pZ;or il est inférieur a plr: donc P
on démontre pareillement que tous les P! sont nuls. On a donc

finalement

(7) Q=@ +veQat...+YnQm,

les v étant des entiers. Remarquons encore qu'entre Qy, @y, ..., Q7
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n’existera pas de relations homogenes et linéaires a coefficients
enliers, car on aurait dans ce cas une telle relation entre w,,
W, + . ., Wy, et nous n'aurions pas fait usage de toutes les relations
entre les w.

Nous arrivons donc en résumé an théoréme suivant (*):

On peut déterminer m périodes distinctes @, Qa, ..., Oy,
dont toules les autres sont des sommes de multiples, de telle
sorte que loute période Q est de la forme (7).

7. Revenons a I'intégrale de premiére espece

Y flz)d z

= —

J., V@)

R(z) étant, pour fixer les idées, de degré u = 2p +1 et f(x) Ltanl
alors de degré p — 1. Nous avons trouvé 2 p périodes pour cet’in-
tégrale. Nous démontrerons plus tard que, si le polynéme f(x) de
degré p — 1 est prisarbitrairement, les 2 p périodes sont distinctes.
grep [ )
Dans certains cas particuliers, les périodes distinctes peuvent étre
I ) P I
en nombre moindre, mais nous allons établir qu’il doit y avoir
aw moins deux périodes distinctes.
Supposons, en effet, que l'intégrale  n’ait qu'une période w.
Pour chaque point #, cette intégrale aura les deux systémes de va-
Juei ) 3

leurs (§ 4)

u—+hw, 2A;—u-+ P,
A et . étant deux entiers.

51 donc on considére la fonction de =

2T (2A,—wm)2Tti
el T e il IS

cette fonction sera uniforme : I'addition & « de multiples de et
la substitution & « de 2 Ay — u ne changent pas, en effet, la valeur

(*) Le mode de démonstration “que nous venons de suivre a été employé
par M. Weierstrass pour établir un théoréme plus général; voir Monatsberichte,
1896 (Neuer Beweis eines Haupsatses der Theorie der periodischen Functio-
nen von mehreren Verandlichen). On pourra aussi consulter, sur des questions
analogues, un article de M. Kronecker dans les Sitzungsberichte der Berliner
Akademie (1884).
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de cette expression. D’autre part, u reste finie pour toute valeur
finie ou infinie de z; la fonction précédente -est done partout ho-
lomorphe méme & Uinfini, elle se réduit donc 4 une constante d’a-
prés le théoreme de Liouville. Mais ce résultat est manifestement
absurde; Iexpression précédente est une fonction rationnelle de

(ui ne peut élre constante que si z est lui-méme constant. Il es?
donc impossible d’admetire que u n'ait qu’une période.

8. 1l est facile d’indiquer un exemple trés simple d’intégrale de
q P )
premiére espece ou une réduction se produit dans le nombre des
périodes. Prenons pour R(z) le polyndéme du sixiéme degré pair
R(z)= (22— a})(2*— a})(@* — a3)-

Les deux intégrales de premiére espece

jL et _;1‘,@"'_’11_
VR(x) f VR(@)’

se ramenant, en prenant z? pour variable, a des intégrales ellip-
tiques, n’ont que deux périodes.

D’une maniére générale, on peut ramener une intégrale ou fi-
gure rationnellement la racine carrée d’un polyndéme du sixiéme
degré & une intégrale de méme nature ot le polyndme est du cin-
quitme degré; soit par exemple le radical

V(@ — ar1) (@ — az) (T — a3). - (2 — as).

En posant
1 a 1 as— a3
Wi— iy — ) bR ) = 7|2
et + B a,— a (a1— as)(ay— as)

on a le radical portant sur un polynéme du cinquieme degré

Vi — ) (1— at)(1— bt)(1—ct),
en écrivant
(ar— ”-;,_\(01:-‘53,\

a4 = — = N
(a1— as)(a2— as)
_(O’a—ﬂ'c.)(ﬂ'l—aﬂ)
= (ai— as)(@— aa)’
A (ar—a)(a1—as),
= (a1 — ay)(a:— a3)’
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or, si le polynome du sixiéme degré ne renferme que des puis-
sances paires de la variable, on aura '

)

e A1 = — ag, g = — as,

et 'on voit que dans ce cas
(& == (e, |

On est donc conduit & ce résultat indiqué autrefois par Jacobi
(Journal de Crelle, t. VIII) que deux intégrales de premiére
espece, relatives au radical portant sur un polynéme du cin-
quieme degré

a et b étant deux constantes arbitraires, ont seulement dewx
périodes (). |

Indiquons un second exemple de réduction donné par M. Her-
mite (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1876 ). ?
Si I'on pose

R(3)=(352—a)(8z® — 6az — b),

@ et b étant deux constantes quelconques, on aura, comme le
montre un calcul facile,

s T
VR(z) 3

€n POSHD[-

On aura aussi

I dy

2v3) Vii—3ay — b

(*) On trouvera quelques théorémes généraux relatifs 4 la réduction du nombre
des périodes dans les Mémoires suivants : |
E. PicArp, Sur la réduction dw nombre des périodes des intégrales abe-
liennes ( Bulletin de la Sociéte mathématique, t. XI; 1883). [
H. PoINCARE, Sur la réduction des intégrales abéliennes (Bulletin de la So-
cicteé mathématique, t. XIT; 1884 ). : >
S. KowALEsKL, Ueber die Reduction einer bestimmiten Klasse abelscher Inte-
grale auf elliptische Integrale (Acta mathematica, t.1V; 1884).
GouRsaT, Sur la réduction des intégrales hyperelliptiques (Bulletin de la
Soci¢te mathematique, t. XIII, 1885).
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en posanl

Il en résulte que les deux intégrales

f d:_ - 2 dz
VR(z) VR(z)

n'ont que deux périodes.

9. L’application a Iintégrale elliptique du théoréme démontré
au n° 7 est particulierement intéressante. Soit I'intégrale elliptique
de premicre espéece

(8) {(.’r;_‘___

i ﬁfcmz— b.){.'v — )@z — (fj7

a, b, ¢, d étant quatre quantités distinctes. Nous venons de voir
que les deuax périodes de cette intégrale étaient distinctes. On
peutaller plus loin et montrer que leur rapport est nécessairement
imaginaire. Si ce rapport étail réel, il serait incommensurable. Or
a la place de @« mettons I'indéterminée 53 le rapport des périodes

de I'intégrale

o dx
f\/(j?—;)(:?'—b)(-v—c—mtﬂi/_)

sera une fonction holomorphe ¢(z) de s dansle voisinagede s =a:
les deux périodes 2(B —D), 2 (G — D) seront, en effet, fonctions
holomorphes de z puisque les intégrales B, G, D, correspondant
aux lacets qui aboulissent aux racines b, ¢, d, sont elles-mémes
holomorphes, leurs ¢léments jouissant manifestement de cette
propriété. Nous supposons que pour = a, ©(z) se réduise a un
nombre réel p.; or I’équation

L;‘«(G) = (J.f,

si lon prend p/ suffisamment voisin de p a au moins une racine
voisine de « ('). Mais nous pouvons prendre pour p’ une quantité

(*) Nous nous appuyons ici sur le théoréme fondamental relatif a la conti-
nuité des racines d’une équation, théoréme qui sera démontré au Chapitre sui-

vanlt.
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réelle commensurable aussi rapprochée qu’on voudra de {» et nous
aurons alors une valeur de z correspondante trés voisine de a e, T
par conséquent, distincte de b, ¢, d; nous serions donc ramené
au cas dont nous avons démontré I'impossibilité. Nous avons
ainsi démontré le théoréme suivant qui est fort important (') :

Le rapport des deux périodes de Uintégrale elliptique (8)
est imaginaire, les quatre racines a, b, ¢, d étant distinctes.

10. Arrétons-nous un moment sur la forme canonique, dont
ont fait usage Abel et Jacobi, pour I'intégrale elliptique de pre-
miére espece,

0

et considérons le cas, particuliérement intéressant pour les appli- .
cations, ou £ est une constante positive inférieure a I'unité. )
| 1

|

i

Nous avons dans ce cas les quatre points critiques 1, Rt
LS

I ¢ . .

= Le premier lacet sera relatif au point 1 et sera oblenu en

| joignant P'origine & ce point par une droite; le second lacet sera

: . D 3 ‘. - . 1 ‘ ks SR X

obtenu en Joignant I'origine au point = par un segment de droite,

en évitanl seulement le point 1 par un demi-cercle inﬁnimcntpclit
situé au-dessus de 'axe des quantités réelles. |

Les troisiéme. et quatriéme lacets seront respectivement les

symétriques des deux premiers par rapport a Porigine. On va

supposer qu'on parte de I’origine avec la valeur - 1 pour le ra-

dical : nous poserons

1

! a
K :f ?_;
v VOa—a)(1— k2

sy * i ;
Calculons la valeur de l'intégrale prise de o 4 L, le point 1
8 I 7 I

élant évité comme il a été dit. Nous aurons d’abord K en allant
de o a 1; il faut voir ce que deviendra le radical quand z va dé-

(') La démonstration précédente est celle que je donne dans mon Cours depuis
plusicurs années. On en trouvera une toute diflérente dans le Cours lithographié
de M. Hermite (3¢ édit., p. 237).
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. . 1 .
crire le segment de droite (1, 7)- Si nous posons
\ L
1— z = pel,

x allant de o a 1, nous pourrons prendre § = o et faire varier o
de 1 A o; p restant fixe et trés petlt le point z décrira ‘,Ic dCI’ﬂl—
cercle 1ndlquc autour du point 1, si 'on fait varier fdeoa —m;

par suile, i — z doit éire remplacé, quand x sera plus grand
que un, par

.

_— i 5
\/L'—le? ou —iyx—i:

i ;
donc, de 1 a 7 Dous aurons Pintégrale
A

& dzr
)
Viz? —1)(1— k2a?)

que nous désignerons par iK', la constante K’ étant comme K

. .. L1 e 3
essenticllement positive. De o a 7, nous avons donc l'intégrale
L

K+ K.

Les deux autres lacets donnent évidemment des quantités égales et
de :I“DC conlraire. Par SllllC en se ICPOI‘[“[H[ aux %nuahtes re-
latives aux périodes des intégrales h)perelhpl]ql.le:. nous aurons
les deux périodes

4K et 23K

11. 1l est important de calculer la valeur de l'intégrale

/ d’)_ﬂ_k_ ;
Jo \/(1—.1" )(1—/1 @?)

Cette intégrale n'a de sens bien déterminé que sil’on fixe le
chemin suivi; nous supposerons qu on suive laxe réel positif, en

évitant seulement les points 1 et L i l'aide de deux demi-cercles

k
infiniment petits décrits au-dessus de l'axe réel. Nous avons
d’abord

(9) K+ K
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hour le trajet de o & ~. Quand z est supérieur 3 &, on voit. en
jale > traj cla syl &’ =

raisonnant comme plus haut, que I'élément devient

et nous aurons l'intégrale cherchée en ajoutant a Pexpression (9)
I'intégrale

; .
Or cette intégrale se calcule de suite, en faisant le changement
de variable

1
/L'.T'?.'. )

et I'on voit immédiatement que la derniére intégrale est égale &
— K. Nous avons donc

[‘“ dax e
e = :Ll\,
0 V1l—2%)(1— k2z?)

o/

'intégrale étant prise dans les conditions indiquées.

§ III. Exemple de fonction non uniforme représentée par des inté-
grales. Série hypergéométrique. Rapport des périodes de 'inté-
grale elliptique comme fonction du module.

.12. Nous allons nous arréler sur un exemple trés intéressant de
fonction non uniforme représentée par une intégrale définie. En
posant

o(u)=u*(u—r1)(u —z),

nous considérons les intégrales définies

Uy :::f o(uw)du,
i
U, :[ o(u)du,

/s

U, :f o(u) du,
ty
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wy désigne une constante distincte de o et 1. Pour une valeur dé-
terminée de z, ces intégrales ont un sens parfaitement déterminé,

Fig. 23.
Lv
¥ 0
£o Z.

si 'on a fixé le chemin allant de w, aux points o, 1 et o, et si, bien
entendu, on a

e b>—1, a4 b N —1

-

Marquons sur le plan des « le point u, et les points o, 1, &
(fig. 25) et tragons les lignes

Up0, UgZ, Uply; Ug®,

ces lignes se suivant aatour de w«, dans I'ordre qui vient d’étre

mdiqué. Introduisons encore 'intégrale

x

Us :f
i

0

o(uw)du (A >—1).

Les U peuvent ctre considérés comme des fonctions de x : les
différences

wy—ly— Ua;

wy; = U, — Uy

sont donc des fonctions de z. Ce sont ces fonctions de x que
nous voulons étudier; elles ont été envisagées par Gauss dans
un Mémoire célébre ('), et nous aurons a revenir sar 1'équa-
tion différentielle linéaire du second ordre a laquelle elles satis-
font. Nous voulons les regarder en ce moment comme des fonc-

(') GAuss, OFupres complétes, t. 111
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tions non uniformes de z, et chercher quelle est la nature de
leurs déterminations multiples ().

13. Tout d’abord, considérons dans le plan les lignes wgo0, w1,
iy comme des coupures, c'est-d-dire que nous astreignons,
pour le moment, z a ne pas franchir ces lignes : les U sont alors
des fonctions bien déterminées de z. On suppose que l'on ait
choisi, une fois pour Loutes, une détermination pour

(g — 1) (o — 2,

et I'on n’a pas 4 changer cette détermination une fois choisie,
puisque  ne tourne pas autour de w, s'il ne franchit pas les cou-
pures. Ajoutons encore que, quelle que soit la position du point ,
la ligne w,2 part toujours de u, en étant comprise dans Pangle
Tig0; c¢’'est moyennant ces conditions que nous pouvons dire
que les U sont des fonctions uniformes de .

On trouve de suite une relation entre les U : en effet, en in-
tégrant le long du contour formé par les coupures considérées

comme lignes doubles, on obtient la relation

S (1— e2ain) U, —+ [e2ein — eata-s-}.)m] U,

{0 I - [e2a+Nim _ ea+brNin] U, - [e2la+s+Nin _ 1]U, =o.
Les facteurs exponentiels proviennent des rotations sur des cer-
cles infiniment petits décrits autour des points critiques. Pour le
point a l'infini, comme nous 'avons déja expliqué, un tel cercle
est remplacé par un cercle de rayon infiniment grand.

Ceci posé, nous voulons chercher quelles relations il y a entre
les valeurs des fonctions w, et w, quand le point x est d’abord
sur le bord gauche de la coupure wy0 et ensuite sur le hord droit
de cetlte méme coupure. Désignons par

Uy, Ui, U, UL,

(*) Cette recherche a été faite d’abord par M. Schliffli ( Mathemat. Annalen,
t. III), et, dans sa remarquable Thése (Annales de I’Ecole Normale, 1881),
M. Goursat a fait I’étude approfondie des relations qui existent entre ces diffé-
rentes intégrales. La méthode suivie dans le texte est celle que j'ai indiquée
dans le Bulletin des Sciences mathématiques (1885).
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les valeurs de U quand z est en z' sur le bord droit de la cou-

bure. On doit considérer que z et 2’ sont deux points oéométrie
I 8

Fig. 26.

LC'D

quement confondus : I'un est sur le bord gauche, Pautre sur le
droit ( fig. 26). On aura évidemment

U= U

le passage de # & 2’ n’a aucune influence sur la valeur de ces inté-
grales, 1l en est autrement pour U, et U et le point essentiel est
de trouver U en fonction des U; or on y parvient de suite par
le raisonnement suivant. On a

Uy = Uy + (Uy — Uy).

Quand z passe en 2/, tous les éléments de Pintégrale U, — U,
sont multipliés par e~ puisque (u — z)* se trouve multiplié
par e=2im le point # étant a 'intériear du contour que déerit a
dans un sens supposé négatif. On a donc

Up = Uy + e~2m\(Uy — Uy).
Ce point bien compris, il n’y a plus aucune difficulté. L’équation

(10) et I'équation analogue relative aux U’ nous donnent par sous-
lraction

(T c:ezr’n)(U'o —Uy) - [ e2ain — eﬂ(a»k'}“iﬁj(U:r —Uz) = o.
Les équations éorites nous permettent d’avoir les U’ en fonc-
tion des U et, par conséquent, en posant
I )
w) = U, — U, et wy = U, — U,
les valeurs des w' en fonction des w. On trouve ainsi
() = (,,—2'a+1)1‘7rwh

(3)

Wy = wy - [e—2la+Nin = L»fzhfn]ml.
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Nous pouvons maintenant énoncer sous une forme un peu dif- |
férente le résultat que nous venons d'obtenir. Concevons que f
I'on supprime la coupure u,0, et que «, partant d’un point d’ail-
leurs arbitraire, revienne en ce point aprés avoir tourné une fois
autour de o dans le sens négatif; w, et w, ne reviennent pas au
point de départ avec les mémes valeurs, mais avec des valeurs o
et o), liées & w, et w, parles formules (S, ). On peut dire qu’c une
circulation autour du point zéro correspond la substitution
(S4)-

La méme méthode nous donne, sans presque y rien changer,
la substitution qui correspond & une circulation autour du point
un. Pour la trouver, nous supposerons cetle fois le point x

)
d’abord sur le bord droit de la coupure w,1 et ensuite sur le bord
gauche de cette méme coupure ( fig. 27). Désignons par
W Ay Ul 102
les valeurs des U quand @ est en 2" sur le bord gauche de la cou-
-pure. Nous aurons
o = U, UL=1U,, U =U.+ exm\(lU;— Uzj, 5
et 'on a, en opérant comme plus haut,
[e2aim— 32{5:+}J£7t] (U — Uy) + [cita—i—)\)iﬁ_ GEfa+b+1)£7tJ (U= =0t
équation d’ott nous tirons
| (Su) [ 0] = o [ein edin]ay, |
i 3 )
| 3 | w}= e2b+Nimy),,
i by i
i en posant
| wi=Uz—Ug,  wy="U,—Uj.
i
3
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La substitution S, correspond ¢ une circulation autour du
pPoint 1.

14. Nous venons de voir comment se modifient v, et w, quand
la variable # tourne autour du point zéro et autour du point un.
Pour la substitution S, la circulation correspond 4 une circulation
dans le sens négatif, et S, est relatif au sens positif. Les substi-
tutions inverses de S, et S, danneront manifestement les nou-
velles valeurs de la fonction pour des circulations respeclivement
de sens contraires.

Les substitutions (S4) et (S,) permettent de trouver toutes les
valeurs possibles de la fonction. En effet, les fonctions w, et w,
n'ont d’autres points singuliers que les points zéro et un. Pour le
voir bien nettement, remarquons que Uy, U,, U, ont pour points
singuliers A distance finie

xr = 0, xr =1, T = U,

car, sil’on considére tout autre point z, et si l’on suppose, comme
il est permis, que les coupures ne passent pas par ce point, les
intégrales Uy, U,, U, seront des fonctions holomorphes de & dans
le voisinage de z, comme la fonction sous le signe somme

u(w—1)o(uw—x);

Uz s’exprimant linéairement en fonecljon de Uy, U,, U, aura les
mémes points singuliers & = o0, x — 1, z — u,. Revenons mainte-
nant aux différences w, et w,, elles n’admettront pas u, comme
point singulier; elles ne dépendent pas, en effet, de Uy, puisqu’on
peut écrire

€xr

wl:f e(u)du,
/o
ok
(ong o(u) du,
1

ces intégrales étant prises, suivant la détermination quel’on consi-
dére, le long d’un chemin ou d’un autre allant respectivement de
oazetde 1a x:elles se trouvent, par suite, définies indépen-
damment de w,. Il n’y a donc pas de troisiéme point singulicr 3
distance finie.
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Les fonctions w, et wy de la variable x sont des fonctions »

holomorphes de x dans le voisinage de tout point, sauf pour

X =0,x=1¢e&=0p0.

Il en résulte que w, et W, désignant un systéme de détermina-
lions de ces fonctions en un point arbitraire z, on obtiendra tous

les autres en effectuant sur o, et ©, les substitutions

sysisysf...,

les o et B étant des entiers positifs ou négatifs (voir t. L, p. 439,
pour les définitions relatives aux substitutions).

15. Parmi les différences d’intégrales du type de celles que \
nous venons de considérer, il en est une conduisant & un déve-
loppement en série trés remarquable; cest la différence U,— U,

ou
= [m us(u—1)t(u— ) du.
ok
Supposons que I'on intégre de 1 A o, en suivant la partie posi-
tive de I'axe réel et que |z | <71.
Posons, pour avoir les notations de Gauss,

]J?—‘l’—'af], A=—aua.

a=a— [

Les inégalités, supposées remplies pour que lintégrale ait un

sens, sont Y > {3, § > o.
Nous allons développer l'intégrale / en série; on peut écrire

2 =0
vi— [ u—Y{w-—-1)Y-p-1 ([~ :) du
/1

or, puisque || >1et|z|[ <1, 0na

/ % @ afa +1)...(a+p—1) B
e = TG e D - : = AT
u i |64 i 2 wr

/ se trouve donc développé en série entiére, et le terme géne-
ral est :
a(a+1)...(24+p—1 7
7“-—-)-————#( : / ).Z'J“ f w=Y-P(u— |)T—[5—l du.
e o
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Partons de l'identité
d ; &
o [w—v—r+1 (e —1)1-B]
=iy s p—nustar (e — )Pt (—p — B+nur-pr+t(u— 1)Y--B-1,

ce qui donnc, en inlégran[,

f 1 uY=P(uw—1)yW—B-tdu = B—+j);l f w—Y=P+(w —1W—P-1du.
Ji W =il

et enfin
f u=Y=P(u —1)1—f-1 du
e

¢ BB e ey hare

= u=—Y(u—1)Y—B-1 du.
EEE e ER e )

On en conclut que f, abstraction faite du facteur constant

]

/ u—Y (1w —1)Y=F-1du,
Ll &
se réduit 4 la série

i s'.._;sx_‘_“._“_a(’l—kl).;_(:t—%—])—l} B_(i@+ﬂ...(ﬁ+p—1)x

1ige o 6 478 G S Gy =S D I==T)

Cette série remarquable est connue sous le nom de série hyper-
géométrique. Si on la considére, a priori, on peut donner aux
constantes «, 3, v des valeurs quelconques, exception faite seule-
ment d’un entier négatif pour v. Le cercle de convergence de la
série est le cercle de rayon un.

16. Examinons en particulier le cas ou

(EZ[)E)\:—

-

La signification de w; et w, est alors remarquable; ce sont deux
demi-périodes distinctes de 'intégrale elliptique

du i
f Vi(u—r1)(uw—=)

Nous considérons ici ces périodes comme fonctions de z. Les
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substitutions S; et S, du § 13 sont alors

i r
W] = w
i \ 1 1y
(S4) s
! w5 = 20+ ]
i S W] = W+ 2 Wy,
(bZ) i o
wh = Wy

On aura donc toutes les déterminations possibles de w, et w, en
combinant les substitutions S, et S, et leurs puissances. Ces dé-
terminations seront de la forme

M|+ nwy,

Pwi-i- g Wa,

m, n, p, ¢ désignant des entiers, et 'on aura, comme pour les
substitulions composantes,

In{/ = Hj) =1,
Or nous avons vu (§ 9) que le rapport

(O]

&
(OF)
x étant différent de zéro et un, ne peut devenir égal 4 un nombre
réel ou, en d’autres termes, que le coefficient de 7(7i=\/—1)
dans ce rapport garde un signe invariable, puisqu’il ne peut pas
s'annuler. Ce résultat est relatif aux délerminations de w,; et w,
entendues telles que nous les avons considérées d’abord au § 13,
c’est-a-dire en supposant que 2 ne franchisse pas les coupures pri-
mitivement tracées dans le plan ; mais il subsiste quand on a levé
toute restriction, car alors le rapport précédent a pour valeur

My - 1w, ( : i

oy T mg — np =1),

o, e,

et, dans ce rapport, le signe du coefficient de 7 est le méme que

Wy
dans — .

(OF)
En résumé, le rapport
Wy
WX ) =, —
(#) s

est une fonction analytique de z n'ayant d’autre point sin-
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gulier que =0, x =1 et £ =o. Quel que soit le chemin
r sutvl par la variable, le coefficient de ¢ garde un signe inva-

riable.

Ajoutons encore que v sera une fonction holomorphe de z pour
toute valeur distincte des points critiques, car, si v devenait in-
fini, c’est qu’on aurait

Pw -+ gy = 0,

i el nous savons-quune lelle relation est impossible; pour la
méme raisony’v ne peuat s’annuler.

17. On peut se servir de la fonction v(z) pour établir le pre-

‘ mier théoréme que j’ai donné autrefois sur les fonctions entiéres
(Annales de I’ Ecole Normale, 1880).

[ : Désignons d’'une maniére générale par G(z) une fonction en-

tiére, c'est-a-dire une fonction holomorphe dans tout le plan. II

f peut arriver qu'une telle fonction ne puisse, pour aucune valeur

finie de s, prendre une certaine valedr finie @. L’expression
ef® @, ot f(z) est une fonction entiére, ne devient jamais
égale a . La circonstance qui se présente a I'égard de a peut-
| elle se présenter pour une autre grandeur b? Peut-il, en d’autres
termes, arriver que les équations

C() = G(z)=20 (ab),

n'aient pas de racines? Nous allons montrer qu'une fonction en-
tiere G(z) qui ne deviendrait jamaris égale ni a a, ni a b, serait
nécessairement une constante.

On peut tout d’abord supposer que @ = o et b = 1; considérons,
en effet, la fonction g‘gjij—;f, elle ne deviendra, d’aprés nos hypo-
théses, jamais égale ni & zéro ni & 'unité. Nous allons donc rai-
sonner sur une fonction G(z) ne devenant égale ni & zéro ni aun.

Posons # — G(z); lafonction v(a) du paragraphe précédent de-
viendra une fonction de z que nous allons étudier. A une valeur

P 2, de z correspondent une infinité de déterminations de v; choi-
sissons 'une d’elles v,. Soit, pour z = z,, ,= G(3,) : la détermi-
nation de la fonetion

v[G(=)]

<
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est alors définie pour 5 = 5,. Supposons que z décrive un chemin
quelconque G partant de z, et y revenant, = décrit alors dans son
plan une courbe fermée partant de 2, et revenant & ce point. Pour
le cas ot cette courbe se couperail elle-méme, désignons par C'
le contour extérieur de 'aire qu’elle limite. La courbe C' ne com-
prend a son intérieur ni le point zéro ni le point wn. Déformons
en effet la courbe C sans cesser de la faire passer en z,; nous pou-
vons la réduire & ce point. 1l est clair que, par ces déformations
continues de C, nous réduirons C/ au point z, sans qu’elle tra-
verse jamais aucun des-points o et 1, puisque, par hypothese,
G(z) ne prend jamais ces valeurs. Il résulte de 14 que la fonction
v[ G (z)] reprendra en z, sa valeur initiale v, quand z reviendra en
5, aprés avoir décrit la courbe C. De 13 se conclut bien aisément
que celte fonction est une fonction wniforme de s dans tout le
plan. Considérons, en effet, deux chemins z,az,, 3,0z, allant de
5y aun point quelconque s, du plan. Soit v, la valeur qu’acquiert v
quand on suit le chemin z,@3,; en continuant suivant z, b3, on
raméne la valeur 1nitiale vy. Si maintenant on rétrograde suivant
3003, la fonction repassera par la méme valeur en chaque point
et, par conséquent, elle acquerra en z, la valeur v, obtenue pré-
cédemment. Nous arrivons donc & la conclusion que la fonction

J(z5)=v[G(3)]

est une fonction uniforme dans tout le plan; comme elle reste
d’ailleurs toujours finie, c’est une fonction entiére.

C’est ici qu’une impossibilité va apparaitre. On se rappelle que
dans v le coefficient de 7 a un signe invariable; nous pouvons le
supposer positif, puisque autrement on raisonnerait sur — v. Nous
avons donc une fonction entiére f(z) dans laquelle le coefficient
de ¢ est positif. Je dis que f(z) ne peut étre qu’une constante.
Envisageons, en effet, la fonction

eiflz) .

c’est une fonction entiére dont le module est eY, si Pon pose
f(2)=X+4{Y; mais, puisque Y > o, le module de eif(=) sera
toujours moindre que un. Il en résulte, d’apres le théoréme de
Liouville, que €@ et, par suite, f(z) doivent se réduire a des
constantes. Notre fonction v[G ()] se réduisant & une constante,
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G(z) devra elle-méme éire constante, puisque v(z) est une véri-
table fonction de x. Le théoréme est donc démontré.

18. Au lieu d’une fonction entiére, considérons maintenant une
fonction uniforme f(z) n’ayant dans toute I’étendue du plan que
des péles. Je dis qu’il ne peut y avoir plus de deux valeuwrs Si-
nies a et b que ne puisse prendre une telle fonction pour une
valeur finie de la variable.

Nous avons vu, comme conséquence de la théorie des facteurs
primaires, que I'on peut mettre f(z) sous la forme

Flay= iz,
2(=)
G, et G, étant deux fonctions entiéres n'ayant pas de racine com-
mune. Cherchons d’abord I'expression d’une fonction f(z) ne de-
venant égale ni & @ ni a b. Dans ce cas,

G1(5)— aGy(3)
ne pourra s'annuler pour aucune valeur de z. On aura, par suile,
Gi(5)— @ Gay(3)= ePl),
P(z) étant une fonction entiére. De méme, on aura
G1(5)— bGy(5)= e,

()(z) étant une fonction entiére. De ces relations se tirent G, et

G, et 'on peut écrire
4 ael) — bePl)
J3) = —om —erm

Nous allons, voir maintenant que cette fonction peut prendre
une valeur finie quelconque ¢ différente de @ et b. L'équation

fla)=¢
peut, en effet, s’écrire
m=rE = 20
a—cC

La constante du second membre n’est ni nulle ni infinie. Or I'é-

quation

b—ec
Q(;)gP(z):.log&_;
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a cerlainement une infinité de racines, car il ne peut y avoir, d’a-

pres le paragraphe précédent, plus d’une valeur finie que ne puisse i
prendre la fonction entiére Q(z)— P(z); or le logarithme a une :
infinité de déterminations, de sorte que si pour une de ces déter-
minations I'équation n’avait pas de racines, elle en aurait certai-
nement pour les autres. Ce raisonnement suppose que Q (z) —P(z)
ne se réduise pas & une constante, mais on voil immédiatement
dans ce cas que f(z) serait elle-méme une conslante.
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CHAPITRE IX. |

DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
INDEPENDANTES.

b

I. — Généralités sur les fonctions de plusieurs variables
complexes.

1. Nous avons, jusqu’ici, considéré seulement des fonctions ana-
Iytiques d’une variable complexe; on peut de méme envisager des
fonctions de plusieurs variables complexes. Il s’en faut de beaucoup
que la théorie des fonctions de plusieurs variables soit aussi
avancée que celle d’une variable. Dans les généralités qui vont
suivre, la plupart des résultats seront applicables & un nombre
quelconque de variables du moins avec des modifications insigni-
fiantes : nous simplifierons I'écriture et 'exposition en nous bor-

nant a deux.

2. Soit f(u, ¢) une fonction analylique des deux variables com-
plexes wu et ¢. Posons

u=x-+iy, ¢ =5+ i,
on a, par définition,
flu, 0)=P(x,y, 5 1)+ tQ(z, ¥, 5, t),

Pet Q étant des fonctions réelles des quatre variables réelles z, y,
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z, . On aura manifestement entre P et QQ les quatre relations |

[ 9P 90
oz oy
JoP dQ
i o o
(E) HEE
oP 0Q
ARl D
P 90
Dt 1R

Cherchons & quelles équations satisfera la fonction P. En grou-
pant de toutes les maniéres possibles ces équations deux a deusx,
on obtient par deux différentiations convenables une relation a la-
quelle satisfait P. Les deux premiéres donnent

2P 9P
0‘_}._5%41?:0 (T )5
?
la premiére et la troisiéme
2P 2P 5
T
puis ensuite
2P 92 P
dwoz - oy, )
2P 2P
dy ot T Ozow (2, 3),
2P 2P
W o)
#P 0P i
gem g G)
On voit que ces six équalions se réduisent & quatre. La fonction
P(z,y, z,t) satisfait dong aux quatre équations
2P . 2P iz e
OV A e 0% 0t RO
e o 2P P
0z dz = 0t dy ) SRR T e 2

Réciproquement, d’ailleurs, sil’on a une fonction P satisfaisant
a ces quatre équations, on pourra trouyver une fonction Q (z, y. 5, )

SCD LYON 1




NP =

~a

FONGTIONS DE VARIABLES INDEPENDANTES. 237

vérifiant les équations (E), puisque les conditions trouvees ex-
priment précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour
que I'on puisse obtenir une telle fonction Q(z, ¥, 5, t).

On voit de suite la différence profonde qui doit séparer la
théorie des fonctions de deux variables de celle d’une variable.
Dans celle-ci, la partie réelle P doit satisfaire & 'unique équation de
Laplace; dans celle-la, au contraire, nous trouvons qualre équa-
tions pour cetle seule partie réelle P. 11 ne semble guére possible
d’étudier ce systéme de quatre équations comme on a étudié e~
quation de Laplace; aussi devrons-nous ici considérer la fonction
P - 7 dans son ensemble sans étudier séparément P et Q.

3. La série de Taylor s’étend immédiatement aux cas de deux
variables. Soit une fonction analytique f(z, ») des deux variables
complexes z et y; cette fonction est supposée uniforme et con-
tinue quand le point x est & Pintérieur d’un cercle C ayant a2, pour
centre el 7 pour rayon, et le point y dans un cercle C' de centre 3¢
et de rayon r'.

Nous n'avons qu’a répéier la démonstration faite pour le cas
des variables réelles. Supposons que les points 2+ hoetyo+ k&
soient & lintérieur des deux cercles que nous venons de définir;
on ]J()Se

x = xy+ R, ¥ = Jo+ Kkt

f(x, ) peut étre regardée comme une fonction de la variable

complexe ¢, uniforme et continue a Iintérieur du cercle ayant
I’origine pour centre et I’unité pour rayon, puisque, quand ¢ reste
dans cette région, le point (z, y) reste a Uintérieur des cercles
C et C'. On doit méme remarquer que la fonction de ¢, que repré-
sente f(z, ), sera uniforme et contenue dans un cercle de rayon
supérieur a 1; nous pourrons donc faire, sans incertitude, { =1,
dans le développement que nous allons obtenir. Ce développement
n’est autre chose que le développement de Taylor, pour la fonction

de ¢
S(zo—+ Rty yo+ kt):

new o (nL 1k ‘E>

: ! BN \ o oy
Al Ut M)_Z R G L
n=>0

on a done

T Yo
bl
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of af

: ; n .
oli, comme on sait, I'expression (k = Ek 0_)/) est symbolique,
. L0y Yo

i les puissances devant éire remplacées par les dérivées. On a alors
1 ponric—i

L.2...1
n=0 4

! = ( j f)
“: ,f( Zo i /?-, Vo % ) 5 2 f).Z’ ()} 20, Yo ;

entierement analogue, comme forme, a ce qui a été vu dans la
théorie élémentaire des fonctions de deux variables réelles,

4.

Dans le développement précédent, le coefficient de /27 est

7[7 L)fill'
L2, pul.2...g \OZPIYT /5 "

il 1l est tres intéressant d’avoir une limite supérieure du module
| de ce coefficient. Cette limite peut étre obtenue en fonction du ?
modale maximum M de la fonction f(z, 3) a lintérieur des
il cercles C et C:

Considérons d’abord la fonction f{x ¥) comme fonction de la
seule variable #, nous aurons, d’aprés une formule établie anté-
rieurement ( Ch. V, § 4),

e f ot e ; : |
Lol et L 1 a0 »—pll |
(L’If’)x:rn S L'[ Slzy+ re i, yye—plidp, |

Prenons maintenant la dérivée ¢'*™ des deux membres par ‘
rapport a y et faisons y —»,. Nous devons différentier g fois sous le i
signe d’intégration par rapport & y; or, en appliquant la méme for-
mule, on a

dye

g / j(xu + 1, 3y - eli) e—a0i o

2w

[r)'ff(a;ﬂ——icﬂ’ V)] s
3 Y =Y%o

i Il vient donec finalement

27

f [ S@y+re gy ey e—p0i g—alli qf) 4y,

A.L/I’ 27:'1 T

| e
i dzPoyT /. 107
it } =

i De cette formule se tire de suite la limite cherchée : en rem-
placant par Mle coefficient de df 4 sous le signe d'intégration, on
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a une limite du module et, par conséquent,

0P+ f
dzP Ay

Lokt
= _Z_L 2L

P rer

Y=

5. Si les cercles C et €' ont pour centres l'origine, on a, en
faisant #,—=yo =0 et h==x, k=y, le développement de Ma-

()f ()f
n=w c)w B ‘ydv Ty
(1) /( z, ¥) *:2 R — Bl s‘ \'f"[ zh y 4.

| s el o

claurin

n=0
Le coefficient A, , de zPy? est, d’aprés ce que nous avons dit

! ar+a f
1.2...0.1.2...¢ \OuPovd / y—

D=

plus haut,

On aura donc U'inégalité tres importante

M

1A pgl <5

De la nous concluons une propriété essentielle du développe-
ment (1); la série, formée avec les modules des termes de la série

§ "\i’n’iw‘nj’qr

est convergente, quand z et y sont respectivement a l'intérieur
des cercles C et C/. On le voit de suite, puisque, en remplacant
A, ,| par sa limite supérieure, on a

p=un, ==
P 97 q
) DM
p=0,q=0
et celle série est convergente quand } <, }L T

La fonction représentée par la série (2) s’obtient d’aillears im-
médiatement sous forme finie; ce n’est autre chose que

Gl )=t i L RO
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I

i I
comme le montrent les développements de ——— et ——— el Pap-
{ r
Il plication de la régle de multiplication des séries.
| Nous ferons plus tard grand usage de la fonction Gilzie)
! D’aprés la maniére méme dont elle a é1é obtenue, on peut dire que
‘ ses dérivées partielles, toutes positives pour z = 0, ) = 0, sonl,
. pour ces valeurs des variables, supérieures aux modules de la dé-
[ rivée correspondante de f(, ) : on a les inégalités
| or+q G d,’i+q.f
i 0P oy ) w0 = | 02POy7

y=0

~ [

1\

X 0
y=0

| On peut trouver bien d’autres fonctions jouissant de la méme
| o
{ propriété que G(z, y). Citons la suivante dont nous aurons aussi

‘ a faire usage

Le cocfficient de x? y7, dans le développement de cette fonc-

tion, étant

i1 G M
‘ e ST (n=p—+q)
{2 ey i L e T T R

P Ui N
| se trouve supérieur a la limite trouvée ~5,77 bour les modules des
coefficients de f(x, »).

6. Nous nous sommes borné au cas de deux variables : tous

ces calculs s’étendent & un nombre quelconque de variables. Pour

une fonction

.f(xls-’rﬂa )
| uniforme et continue a lintérieur des cercles Gy, Cs, ..., G, de
centre O et de rayons 7y, 7y, . .-, 7'ny On a le développement

. R
/ 7 : { Af.'l,"e--'.l’n'TIlJ"ri_:“ Satics Jl'-"f:rl,

i ct l’illégulité

! Apipe.eipu [ = j‘_

conduit & des conséquences analogues a celles que nous avons ob-

tenues pour le cas de deux variables.
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o
L~
=4

II. — Décomposition en facteurs d’'une fonction de plusieurs
variables. Fonctions implicites.

7. La décomposition en facteurs d’une fonction d’une variable,
qui permet de metire en évidence les racines de cette fonction,
n’est pas susceptible de s'étendre sous la méme forme 3 une fonc-
tion de deux ou plusieurs variables. Ici, en effet, I'ensemble des
valeurs des variables qui annulent la fonction forme une suite con-
tinue. On peut cependant, dans une certaine mesure, réaliser une
décomposition qui mette en évidence la partie d’ane fonction
susceptible de s’annuler dans le voisinage d’un systeme déterminé
de valeurs des variables.

Avant d’aborder ce point, commencons par montrer comment
le théoréme de Cauchy, démontré (Chap. VI, § 21) pour les poly-
nomes, est susceptible de s’étendre & une fonction holomorphe
quelconque. Nous nous bornons toujours, uniquement pour abré-
ger, 4 une fonction de deux variables.

Soit donc une fonction F(z, y) holomorphe dans le voisinage
de x =0, y =0, c’est-a-dire dans des cercles de rayon p, et R.
On suppose que F(z, y) s’annule pour 2 =0, y=o et que
F(o, ) ne soit pas identiquement nul.

Jcrivons ' (2, ) sous la forme

Flz, ) =Ap+-A1y+... Ayt

les A étant des fonctions holomorphes de z dans le voisinage de
COE=N0)1

En désignant par M le module maximum de f(x, »), on a

|—‘\11|< ‘l\—l'

Ru
Oun suppose que

ASoy="Ay(o)i=""— ALS (o) =0 et Aq(e)ez 6.
Nous voulons chercher le nombre des racines de I'équation en y,
F(z,y)=o,

voisines de zéro, pour x suffisamment voisin de zéro.

P. — 1II. 16

SCD LYON 1




LY CHAPITRE IX.

Eecrivons
Bz, %) =A, 3 (1+P -+ Q)

€1 lJOSB.I]l

Pl A
An}'u Ar{,}’

- Ant

)= ——— - —/—— ¥ ...

Q A, s

Soit B le module minimum de A,, 2 restant a l'intéricur d'un
certain cercle dans lequel A, ne s'annule pas et que nous suppo-
serons étre le cercle de rayon p,. On aura, en désignant par r le

module de v,
mod Q < L\[—l <R":'_1 - R%é - ) = BI:{E; ﬁ 2 [._’_‘ A
1
Si donc on prend 7 assez petit, on aura
mod Q << l),

lorsque le point (z, y) est quelconque a I'intérieur des cercles de -
rayon g, pour z, et de rayon 7 pour y.

On aura, d’autre part, pour P, quand y reste sur le cercle de
rayon 7, en appelant A le module maximum de Ag, Ay, ..., Ay,

A
'"0(]P<I—; <L el ;—HI:‘[ ST 1) )

R

et comme Ay, Ay, ..., Ay, s’annulent pour z=o0, on aura, si

I’on prend pour domaine de @ un cercle d'un rayon p <7 gj-assez
I I : p << g

petit, A auss1 peuit qu’on voudra. Prenons p assez pelit pour que

(3) S A e e e
¢ B\ rn 1 r 9

alors on aura

I
modP < -,
9

2 restant dans le cercle de rayon p et y sur la circonférence de

Payorn .-
Il est facile maintenant d’avoir le nombre des racines de I'équa-

tion en )
Flz,y)=0
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(« ayant une valeur fixe dans le cercle de rayon o) contenues dans
le cercle de rayon 7. Il suffit d’étudier la variation de I'argument
de F(z, y) quand y décrit la circonférence de rayon r; or le
module de P -+ Q étant inférieur & un, argument de

1

P+ 0Q

reprend la méme valeur. La variation de largument sera donc
snwi et, par suite, le nombre des racines sera égal a n.

8. Cherchons quelle forme on peut donmer a la fonction
F(z,y). A cet effet, z ayant une valeur fixe dans le cercle de

rayon p, ellectuons, sur le cercle de rayon r dans le plan des y,
'intégrale

T e i

2T e D

' désignant un point quelconque a I'intérieur de (7). En déve-

loppant

5 suivant les puissances entiéres de »/, on voit immé-

diatement que cette intégrale est de la forme

p=ew

2 Gpy'r,

p=0

les G étant des fonctions holomorphes de z. D’autre part, en dé-
signant par
.),Ia J’E» J’H

les 7 racines de F(x, ) = o, contenues dans le cercle de rayon r,
cette intégrale est aussi égale & la somme des résidus de la fonction
sous le signe d’intégration, relatifs aux poles vy, ¥a, . ovy ¥u et 3,
c’est-a-dire a

oF

oy e g

{

e =t b R ;
\ F =y e ) VsV

On a donc, en remplacant 3’ par y, et posant

S = —y)(r —p2). . (¥ —yn),
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I'identité
i o OB ' S0
e i o
EESE = =iV K i
p=0
ou
oF df
W _ |

Hioo)=lo =

H(z, y) étant une fonction holomorphe de x et y, lorsque ces
points sont respectivement 4 Dintérieur des cercles de rayon o
(Bl 17

D’ailleurs () est un polynéme en y

Yy gl}ff!“14—, oo Qp_1 Y T Qny

dont les coefficients sont des fonctions holomorphes de x. Pour

le voir, effectuons encore sur le cercle (r) I'intégrale - \
- |
oF (
I oy B ‘
e Pl =T g
21T & R

r)

(’est une fonction holomorphe de z, qui est identiquement égale

a la somme
yhp b Ly

des résidus de la fonction intégrée c’est-a-dire que les sommes des
gree, [
puissances semblables de yi, ..., ¥n sont des fonctions holo-

morphes de z, et, par suite, enfin les coefficients a.

Nous pouvons donc écrire

F(a:‘, J’) ::f(x) ‘}r)Cell‘(.z',_y},

H,(z, y) étant encore holomorphe, et C une conslante par rap-
port & y, c’est-a-dire une fonction de  qu’il est facile de détermi-
ner : en faisant y =¥, ), €tant sur le cercle de rayon r, on aura

F(x, yo) = f(=z, yo) Geli®:y;

or F(x, yo) et f(2, ¥o)ne s’annulent pas quand 2 est a U'intérieur
du cercle p. Il en résulte que nous pouvons écrire |

F(.’J",_)/):JI(T,])K(J’,JV),
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K(z, ) étant une fonction holomorphe qui ne s'annule pas
quand x et y sont & Uintérieur des cercles p et r; de plus,
[z, ¥)est un polynéme en y dont le premier coefficient est
Punité et dont les autres coefficients sont des fonctions holo-
morphes en z (').

On voit que cette décomposition met en quelque sorte en évi-
dence la partie de la fonction ¥(z,y) qui sannule dans le
voisinage de £ = o, y = 0.

9. Une conséquence trés importante peut se déduaire du théo-
réme précédent, relativement & D'existence des fonctions impli-

cites. Considérons I'équation
F(z,7)=o0,

F(x,y) étant holomorphe dans le voisinage de 2 =0, y = o. Je
JaF : 5 S
suppose que ( - ne soit pas nulle, c’est-a-dire que le nombre
e/ie—0
y=o
n du paragraphe précédent soit égal a un.
On aura donc

F(z,y) = [y + ai(z)]|K(z, y),

a; étant holomorphe en z et s’annulant pour x = o. L’ensemble
des valeurs de z et ¥ voisines de zéro et satisfaisant a I'équation
B(@,p) =0

doit nécessairement vérifier la relation
y+ai(z)=o,
puisque K(z, y) ne s’annule pas dans le voisinage de # = o,
y=o.
Lexistence de la fonction implicite y de x est ainsi démon-
trée. Sous la condition indiquée, équation F = o définit une
fonction holomorphe de z dans le voisinage de 2 = o.

(') Ce théoréme est, depuis 1860, enseigné par M. Weierstrass dans ses Lecons
de 'Université de Berlin. Voir Abhandlungen aus der Functionenlehre von K.

Weierstrass (Berlin, 1886). La démonstration qu'on vient de lirc est due a
M. Simart.
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Soit, en particulier, I’équation
i =1GiE)

G(y) étant holomorphe dans le voisinage de y = o et s'annulant

pour cette valeur. Si G/(0)£ 0, I'équation précédente définira

une fonction 3 de 2 holomorphe dans le voisinage de I'origine.
Il est facile d'étudier le cas ol I'on aurait

G/(0) = G(0) = ... = Gr~1(0) = o,
GP (o) n’étant pas nul. On a, en effet,
x=yP(A+By+...), A =0,

_ D—
el, par suite, en posant yx =/,

e e

Or, la fonction sous le radical ne s’annulant pas pour y = o, la

détermination choisie pour le radical sera holomorphe dans le

voisinage de I'origine et 'on se trouveraramené au cas précédent;

par suite, 3 se mettra sous la forme d’une série ordonnée suivant
; iy S Pi— :

les puissances de ', c’est-a-dire de yz. La fonction y a donc

p déterminations qui se permutent autour de I'origine.

‘étend d’elle-méme

10. L’analyse qui vient d’étre développée s
4 un nombre quelconque de variables indépendantes.

Soit une fonction
F(J.: By X2y ooy Ty)

des n -+ 1 variables indépendantes y, z, Za,, ..., &,, s’annulant

POUT ==ty e s 0 - ST DO ity = @y — G == i a0,
le développement de

Eys050,000),
commence _l)lll’ un terme en !J'p? on I)Ol]l'l‘ﬂ éCI‘iI‘C

F(y, @1, oy - ooy @) = (YP + a1yt .. .k ap)K(y, @1, @ - . Zn);

la fonction holomorphe K ne s’annulant pas dans le voisinage de
Yy=x =...=2a, = o0 et les @ étant des fonctions holomorphes
I R e
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11. De ce résultat nous pouvons conclure I’existence et la na-
ture des fonctions implicites définies par le systéme d’équations

By (@1, @ay oo o3 @y Y1y Yoo ) — 0
Fo( 1, Tay - -3 @y Y15¥35 -+ =3 ¥p) = O,

(4)
( Fo( @1, @ay -y Ty Yty Y2 - & Vp) =0
Nous supposons que les fonctions I s’annulent pour

;T‘] ) ST T Py r:‘yl — e ::-)",j:n

et que pour ces valeurs le déterminant fonctionnel

D(F,, F

ey F,u)
Dy,

- V)

ne soit pas nul. Dans ces condilions, nous allons montrer que
ces équations définissent, pour yi, Va; ---s Vp des fonclions
holom orphes dans le voisinage de | = 3 = .. . = &n = 0.

Pour 1'établir, supposons la proposition démontrée, 7 drant
quelconque, jusqu’a un nombre p —1 d’équations. Nous allons
montrer comment on peut passer de p —r1 & p. Remarquons
d’abord que les dérivées partielles du premier ordre

oF ol JF,
d_}’l é dys : f)_J"p

ne s’annulent pas toutes quand les z et les 3 sont simultanément
nuls. Soit, par exemple, la derniére de ces dérivées différentes de

zéro : NOUS Pourrons écrire
Fi(@i; Tay oo Ty Y1y Yoy oo Vp) = (Yp+ ay) K,

@, étant holomorphe en Z,, Za, - <.y Loy Yiy Y2y = +05 Ypi1 €L K
n’élant pas susceptible de s’annuler quand les x et les 3 sont suf-
fisamment petits. Nous pouvons donc remplacer la premiére
équation par

Yp - a1 =0,

et, par suile, en remplagant y, par — a, dans les équations sui-
vantes, nous sommes ramené au cas de p—1 équations. Il est
facile de voir que le déterminant, correspondant a ces p — 1 équa-
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tions, ne sera pas nul; nous avons d’abord, en effet, le déterminant

day  day : _z)a i
i i
oF,  odF, dF, oF,

G e e O
OF, OF, OF, OF,

Iyt DJ’i Wp—1 9yp

différent de zéro quand les 2 et les y sont nuls. D’autre part, le
déterminant fonctiomhel de

i ke e s

considérées comme fonctions de Y5 Yoy <« 5 ¥p_1y quand on a
remplacé y, par — @, n’est autre chose que

oFy _ OF, day OFy _ OFy da;, |
1 dyp oy Yp—1  O¥p WYp_y

Wi eyt nii Wy Oy gl

et ce déterminant est au signe prés identique au précédent ,
comme le montre 'application des théorémes les plus élémentaires
sur les déterminants.

Le théoreme relatif a Uexistence et & lu nature des Jonc-
tions implicites est donc complétement établi. Sous la condi-
tion indiquée relative au déterminant fonctionnel, les équations

(4) définissent pour yy, v, ..., ¥p des fonctions holomorphes
dans le voisinage de zy =z, — ... = 2, — 0.

III. Des intégrales multiples de fonctions de plusieurs variables
complexes. Extension du théoréme de Cauchy, d’aprés M. Poin-
caré.

12. Avant d’arriver au sujet qui fera le principal objet de cette )
Section, il est nécessaire que nous généralisions ’étude faite pré- ‘
cédemment (. I, p. 111) des intégrales de surface.

Soient 2, 2y, v .., Zm des variables en nombre m; nous con-
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sidérons l'intégrale double

(1 f f = A do; dey,

expression purement symbolique, jusqu’a ce que nous lui ayons
donné un sens, et dans laquelle, d’aprés les définitions qui vont
suivre, I'ordre des deux facteurs dx; day n'est pas indifférent; les
A représentent des fonctions de ,, #a, ..., Zm. Nous convenons

L[ll e
Ao —— -’\/\'l';

ce qui entraine A;; = o; les indices 7 et & prennent toutes les va-
leurs de 1 & m. L'intégrale (I) n’aura de sens que quand nous
aurons fixé dans I'espace & m dimensions (z, %2, ..., i) a
surface d’intégration. Concevons, a cet effet, que I'on prenne
pour z,, Z3, ..., Zn des fonctions de deux variables u et ¢, et
soit une certaine aire A dans le plan des deux variables u et ¢. A
laire A du plan (u, ¢) correspond dans l'espace a m dimensions
(1, &sy «.., &) une certaine portion de surface, et l'intégrale
(1) étendue & cette portion de surface sera, par définition, I'inté-
grale double ordinaire

D(In-’r.'.)
/‘fZA,,( D du dy,

étendue 4 l'aire A. Comme pm-’:cédcmment, nous posons

D(z;, zp)  0x; 0z ox; oz
D(w,¢)  du dp dy du
On voit que, & cause de la relation A =— Az, les deux termes

qui correspondent aux deux couples ik et i s’ajoutent. Remar-
quons encore que, si I'on permute u et ¢, I'intégrale précédente
change de signe; nous pouvons dire alors, conformément a ce qui
se passait dans l'espace & trois dimensions, que I'intégrale est
prise sur Uautre coté de la surface (voir loc. cit., p. 113).

13. Nous devons nous poser pour I'intégrale (I) une question
analogue A celle qui a é1é étudiée pour les intégrales de surface.
A quelles conditions cette intégrale ne dépendra-t-elle que du
contour de la surface d’intégration? Pour bien préciser la
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question, nous pouvons supposer qu'on se donne arbitrairement
une aire A dans le plan (u, ¢) et que les expressions de z,, 2, ...,
Zm, en fonction de w et o, dépendent de plus d’un parameétre ar-
bitraire et cela de telle maniére que z,, s, ..., 2, aient le long
du contour de A des valeurs indépendantes de ce paramétre : dans
ces conditions on veut que la valeur de (I) ne dépende pas de ce
parameétre.

Avant d’aborder cette question, commengons par supposer que
les x soient des fonctions d’ailleurs arbitraires de trois variables Xe
Y., 7, soit

T = XN ST i 1 0 e PO,

L'intégrale (I) va alors devenir une intégrale de surface dans
I’espace ordinaire a trois dimensions, et, si l’on concoit X, Yo7
exprimées en fonction de deux paramétres u et ¢, on aura, comme
le montre un calcul immédiat,

D(z z7) DOF £ DX
D(w, ¢) = D(X, \T D(u, ¢)

D( /s fx) D(Y, Z) . D(fs, fr) D(Z, X)
DEERZSE D Gray) D D(uw, ¢)

L’intégrale pourra donc s’écrire

D( /i, fr) e D e
ff[z g e ]d,\d\+[§7 Ap L)]m Az

i D( fa, fx) -
sy Ay SEReli [7, X :
[Z A D(Z, X) J dZ d

¢’est sous celte forme que nous avons précédemment écrit les in-
tégrales de surface.

Cette intégrale ne dépendra que du contour de la surface d'in-
tégration, sil'on a

57 [sj £ r:)(f,, fﬂ)] R Edi [2\’ ]i_f(LY%J

Développons cette relation. Les termes en Ay disparaissent

e

d’eux-mémes, en vertu de 'identité facile & vérifier

oDl asfe) 0 DS e e A

1
T

OZuDI(X,Y) ' 0% DO YD K i
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Il reste alors

D (/i .ﬁ)( NELY: «zf'f;) D (for f5) (Z oA Ofn )

DX, Y) oy, | 0L W% 76 omy, OX
ik

5N
el
ik
i E D(j'f- ,f:’.‘) r)-\!'.ﬁ‘ %.’_) S
o D(Z, X) : oz, X )
ik /

ou, en réunissant tous les termes dans une sommation triple,

(5) > A OApn A\ DUfu S Ja) _
(e s Tk IDiExeas Z)
u, &k, L .

Cette sommation est étendue 2 toutes les combinaisons trois &
trois 7, k, h des chiffres 1, 2, ..., m. On remarquera que le terme
correspondant a la combinaison 7, k&, h reste le méme, quel que
soit I'ordre dans lequel on prenne ces trois lettres.

14. Revenons maintenant a la question posée au début du pa-
ragraphe précédent : nous allons de suite trouver des conditions
nécessaires. Considérons, en effet, seulement comme variables trois
des lettres z, soient x;, Tk, Zp, les autres étant des constantes ar-
bitraires. Dans 'espace a trois dimensions (z;, Zr, z5) la condi-
tion que nous venons de rappeler doit étre remplie; on aura done

dAsi | OApn A

(6 = Jo
G0 day, dx; dxy

et cela quels que solent les valeurs des . Nous obtenons ainsi au-
tant d’identités nécessaires qu'il y a de combinaisons de m lettres
trois A trois. Il faut montrer maintenant que ces conditions sonlt
suffisantes.

Nous devons concevoir que les = aient éLé exprimés en fonc-
tion de deux paramétres w et ¢ eb d’une constante arbitraire e

=i, 0,8 (E=1,2, .0 m),

< variant entre certaines limites, etl’on suppose que les valeurs des
ne dépendent pas de ¢ quand le point (u, v) est sur le contour A
dont nous avons parlé plus haut. [/ Sfaut montrer que Uinté-
grale (1) ne dépend pas de e.

&
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Posons
—X p=1Y, e=17,

Notre intégrale va alors devenir une intégrale de surface dans l'es-
pace a trois dimensions (X, Y, Z) et, les conditions (6) étant rem-
plies, U'intégrale le long de toute surface fermée de cet espace sera
nulle.

Pour ¢ = o, l'intégrale (I) sera étendue a I'aire A du plan des
(X, Y); pour e arbitraire, elle sera étendue a I'aire B, section par
le plan Z = ¢ du cylindre dont A est la section droite (fig. 28).

Fig. 28.

“ i Y

Nous devons établir I'égalité de ces deux intégrales, en les sup-
posant, bien entendu, prises dans le méme sens, c’est-a-dire pour
une méme direction de normales, soit les z positifs.

Or le cylindre et les aires A et B limitent un volume. L'inté- :
grale prise le long de la surface totale de ce volume cylindrique est '
nulle, puisque les relations (6) sont vérifiées; le résultat que nous
avons en vue sera donc établi, si nous montrons que l'intégrale
prise sur la surface latérale du cylindre est nulle. Or il en est bien
i ainsi; en effet, les 2 ne dépendant pas par hypothese de ¢ quand
‘ le point (u, ¢) est sur le contour A, les déterminants fonctionnels

Di(zy, 2x) D(z;, 1)
UGG 2 o)

|

seront nuls sur la surface latérale, et, par suite, I'intégrale relative |

a cetle surface sera égale & zéro. Les conditions trouvées comme 1

nécessaires sont donc suffisantes. 3
Nous avons, dans tout ce qui préceéde, supposé implicitement
que les A étaient des fonctions bien déterminées el continues des
pour les systéemes de valeurs que nous avions & considérer. En
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particulier, 'intégrale étendue a une surface que I'on déforme, en
laissant ses bords invariables, ne gardera la méme valeur que s1
cette surface, en se déformant, ne rencontre pas des systémes de va-
leurs des z pour lesquelles les A deviendraient infinies ou mal dé-
terminées. Tout cela est entiérement analogue 4 ce que nous avons
dit longuement au Tome I pour le cas de trois dimensions; il est
inutile d’'insister.

15. Nous pouvons maintenant nous 0ccuper des intégrales mul-
tiples de plusieurs variables complexes.

Nous nous limiterons aux cas de deux variables complexes x
et . M. Poincaré a étendu aux intégrales doubles le théoréme
fondamental de Cauchy ('); ¢’est ce que nous allons montrer.

Que doit-on entendre par Uintégrale double

(9 ffF(.z?, ») dedy?

Cette expression n'a en elle-méme aucun sens, mais il n'y a
aucune hésitation a avoir sur la définition & adopter. Posons

z = &)+ iTa, f = T3+ LTy,
1 2 3 4

et considérons, comme plus haut, z,, z,, 3, £, comme fonctions
de deux parameétres w et ¢ : soit A une certaine aire dans le plan
(1, ©). L’intégrale

sera, par définition, la valeur de I'intégrale (J) étendue a la por-
tion de la surface de l'espace & quatre dimensions (2, Za, L3, zs)
qui correspond & I'aire A du plan (u, ¢). On voit qu’on peut per-
muler 2 et y; on aura une seconde intégrale égale et de signe
contraire; on peut dire qu’elle est étendue a l'autre coté de la sur-
face.

Mettons en évidence la partie réelle et la partie imaginaire de

(*) PomNcanE, Sur les résidus des intégrales doubles (Acta mathematica,
t. IX).
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Iintégrale; en remplagant z et y par leurs valeurs et posant
"F =P+ {Q, on obtient

B it b I D('TI-T) D(xz; )
S *‘Q)z D%

o Diizs, za) o Dilz, 24)] ’
B r[ Difsen oDk Jsdu el

Nous avons donc respectivement comme parties réelle et lmagi-

naire

(N [Pz, 23)  D(as, 2)] - D(zy, 25)  D(21, 2)7)
,[,/?r _D(, v) 1B ) Q LAl o) o2 D(u, ¢) ﬁd”'dp’

D(zy, 23) Dizs, ) e (D (s, 23) D (2, @,)7])
[:fsQ[ D(u, v) D(ew, ¢) JV'_I I D, v) i D(u, ¢) ]id”'di’

que on peut écrire, sous forme plus abrégée, en se reportant aux

définitions,
[[P (day deyg— das dry)— Q(dwy dry+ day dzy),

/;/‘Q(d:rl dxs— drs day, )+ P (dres dwy—+ dxy dzy),

intégrales de méme forme que celles qui ont été étudiées au para-
graphe précédent.

Tout ceci étant bien compris, il est facile de décider sil’on peut
étendre a ces intégrales doubles le théoréme fondamental de
Cauchy. En d’autres termes, (’intégrale double ci-dessus reste-
t-elle invariable quand on déforme la surface d’intégration en
la faisant toujours passer par le méme contour ?

Nous allons voir que les conditions trouvées au paragraphe pré-
cédent sont vérifiées. Prenons la premiére de ces intégrales

fff‘(dx] day— doy do,) — Q(dzs doy -+ dry dxy).

S1 nous I'écrivons comme plus haut sous la forme

ffz A da; dzy,
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(54
(&4

on doit poser

1
An*—Am: )

2

by
Agy=— Aps=— Ly

2
1&31:*’ a\pf— %1

Q
Afy=—Au—— —:

2

les autres A sont nuls.

Or nous avons ici & vérifier quatre conditions, puisque quatre
est le nombre des combinaisons de 4 letires trois a trois. Soit
d’abord la condition ‘

A s IR A

7).'),";; % UJL'| g L}}"‘3 !
elle se réduit &
Q) aP
HoratS i
oy dxs
Soit encore
AT oA,
e o e e 1)
0z oy
elle se réduit a
90 s eidBas
f-)Tfi : U;T‘; EH

Les deux relations entre P et Q que nous venons de troaver sont
vérifiées ; ce sont, en effet, deux des relations exprimant que P +7Q
estune fonction analytique de 2, -+ iz, et 23+ (2. On s’assurera

de la méme maniére que les deux conditions restantes, relatives a°

I'intégrale considérée, sont vérifiées pour la méme raison. Il en
est aussi de méme des condilions relatives & la seconde intégrale :
nous pouvons donc afficmer que le théoréme de Cauchy s’étend
aux intégrales doubles.

16. Le théoréme qui vient d’étre établi peut, comme dans le cas
d’une seule variable, s’énoncer sous une autre forme. Considérons,
dans l'espace & quatre dimensions (&, &2, &3, £1), une surface
fermée; une telle surface, par exemple, pourra éire obtenue en

prenant
zr= 9i(w; v) (T =1,2,58, 40
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les  étant des fonctions de u et ¢, périodiques par rapport a u et
par rapport & ¢. Nous pouvons énoncer le théoréme suivant, qui
n’est qu'une autre forme de la proposition du paragraphe pré-

cédent :

Lintégrale
[[rendear,

nrise le long d’une surface fermée, sera nulle.
i 8

On sous-entend dans cet énoncé que la surface peut, par une dé-
formation continue, se réduire a4 un point ou & une courbe, de
telle maniére que, pour I'ensemble des valeurs de x et y ren- \
contrées par la surface pendant cette déformation, la fonction F :
ne cesse d’étre bien déterminée et continue. L.a démonstration est
immédiate; en effet, on pourra alors réduire la surface & un point

ou & une courbe par une déformation continue et, pendant celle-ci,
la valeur de I'intéerale ne changera pas : or la valeur de 'intégrale
g 3 I 5
double ne peut éire que zéro, puisque l'aire de la surface d’inté-
I | y

i gralion tend vers zéro.

17. Si une surface ne peut étre réduite a un point ou a une
courbe, par une déformation continue, sansrencontrer des systémes
de valeurs de x et y pour lesquelles I'(z, ) devienne infinie, la
valeur de Dintégrale pourra étre différente de zéro. Prenons

d’abord un exemple trés simple; soit I'intégrale

/f ﬂ;‘}‘fﬁ dz dy,

P(z, y) étant holomorphe dans le voisinage de 2 —=o0, y = o.
Je considére la surface définie par les équations

T = Reui7

f i —iRiere

les paramétres réels v et ¢ variant de o & 2% : c'est une surface
Jermée. La valeur de I'intégrale sur cette surface est

29T aom
— f f P(Re#i, R'e??) du dv,
Jo oy
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dont la valeur est manifestement

_ 4P (0, 0).
Considérons encore l'intégrale double

/’ ) g

zm o

.

m et n étant des entiers positifs. En intégrant suivant la méme
surlface, on aura

1 [
Rm—1 R'n—1 s

ct, en développant P(z, y) suivant les puissances de z et y, il

T
[I p( Rauf'_ R’eui)6—(11:—1.:zic—(.'1v1,‘(41' du ({i‘,

restera simplement comme valeur de intégrale

42 om-+n—-2Pp
o i T (})‘Tﬁ'—'lg_}mfl M
=0
Au lieu de deux ecirconférences, on aurait pu prendre deux
courbes G et C'; comprenant respectivement les origines a leur
intérieur, el considérer alors la surface d'intégration comme dé-
finie par les deux équations

‘),f — .:J(p')’

z — o),

w et ¥ élant deux fonctions périodiques convenables de « el ¢, et
la surface d’intégration dans le plan des (u, ¢) ¢tant le rectangle des
périodes. Cette nouvelle surface d’intégration eit donné le méme
résultat que la surface précédente, car on peut évidemment passer
de I'une a I'autre par une déformation continue.

Soit, d’'une maniere plus générale, I'intégrale

2 P(JK .,]. ) : :
S a miede

el considérons un point (a, b) de rencontre des courbes (D=
R = o0; je suppose que ce point soit un point simple de rencontre.
Posons

ave

Qz, y) =
R(z,y)=

|
=
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258 CHAPITRE IX.
pour z =a, ¥ — 0/ nous aurons E: 0, 1—=0; ety seront des
fonctions holomorphes de E et n dans le voisinage de E—) r
1 — o. En faisant ce changement de variable, nous avons la nou-

Pz, ) D{z, %) » 7.
0 e

Si done nous considérons autour du point E—o0, =0 la méme
surface que tout a 'heure (cn prenant seulement ici les rayons R et

velle intégrale

R’ suffisamment petils), nous aurons, comme valeur de I'intégrale,

— 472P(a, b)

x=bh
l)uisqu’on a manifestement
DI ol i >
D(t,4)  D(Q,R)
D(z, y)

On pourrait, bien entendu, avoir pour I'intégrale la valeur égale
et de signe contraire, en prenant dans un autre ordre le déter-
minant fonctionnel. Cela revient, d’aprés nos définitions, a in-

tégrer sur Pautre coté de la surface.

18. On peut employer des surfaces d’intégration trés variées.
[.a surface suivante nous sera utile tout a I'heure dans une impor-

tante application. Reprenons I'intégrale

‘ Sl [‘/‘ Pz, y)dzdy
Lo JJ Qa,y)R(z, )

_ , D(Q, R) , i, !
Q et R s’annulant pour & = 0, ) = o et IJL(:,)—)) étant différent de !

i : 2 i
zéro pour ces valeurs des variables. Tracons dans les plans des
variables z et 3 deux courbes C et ¢/ comprenant 'origine a leur

intérieur et supposons que ni l'une ni I'autre des fonetions Q et

R ne s’annule quand ety sont respectivement sur les courbes G
et (7. Nous admettons de plus que, y étant un point arbitraire de

T

¢/, I'équation
Q(z, y) =0
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a une racine et une seule z, a 'intérieur de C, tandis que dans
les mémes conditions I’équation

R, )= o

n’a pas de racine a l'intérieur de C. Nous prenons pour surface
d’intégration 1'ensemble des deux courbes G et ¢V parcourues
dans le sens positif ().

Nous allons effectuer le calcul de I'intégrale double en suppo-
sant d'abord y constant sur la courbe C'; nous avons done 3 cal-
culer en premier lieu Iintégrale

I= [‘—-—4-———— dx
Je Q(-‘I-‘, .}’) B('ﬂ:.‘i’)

Or ce calcul est immédiat : on a

T - Pz, 7) »
Qz(z1, ) R(a1, )

==

x, étant la racine de Q(z, ») = o contenue dans C; =, esl une
fonction holomorphe de y quand y reste a l'intérieur de C, et
elle s’annule pour 3 = o.

Il faut maintenant effectuer I'intégration

tild_}‘.

Or 1 a pour pdle y = o. Nous n’avons donc qu'a calculer le ré-
sida de

A DR

Qz (21, ) R(my, )
pour ¥ — o; en lenant compte de la relation

Q('Tl'.}')i' 9,

on a de suile pour ce résidu

["5ﬁfﬁ)] ey
D(@,7) Jr=s

(*) Cette surface remplace le tore dont fait usage M. Poincaré dans son Mé-
moire et nous permet d’éviter un calcul assez pénible (voir Pomcare, loc. cit., § 4).
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260 CHAPITRE IX.

et nous trouvons pour valeur de I'intégrale (7)

— 4m2P(0,0)

lD(S’;;],—;-

En permutant x et y, on obtiendrait un résultat égal et de signe
contraire; il correspondrait évidemment, d’aprés nos définitions
| mémes, 4 I'intégration faite sur I'autre cdté de la surface.

19. Dans les exemples précédents, nous avons intégré le long
d’une surface que I'on pouvait prendre trés petite dans Loutes les
dimensions; on peut appeler les résidus que nous venons de
trouver des résidus de points. On peut rencontrer d’autres résidus
que ceux ue nous venons d’obtenir et que I'on pourrait appeler,
comme on va le voir, des résidus de lignes.

Sans traiter la question générale de la recherche des résidus 2

des intégrales doubles

[ F(z, y)dz dy,

ot F(z, y) est une fraction rationnelle de « et y, recherche qui
se rattache a la notion des périodes des intégrales abéliennes et
sur laquelle nous reviendrons plus tard, prenons sculement, pour |
. le moment, un cas particulier qui sera d’ailleurs bien suffisant pour
| fixer les 1dées sur la nature de cette seconde catégorie de résidus.

Soit I'intégrale double

ott Q(z) est-un polynéme en z.

Considérons dans le plan de la variable complexe # un cycle G
correspondant i la fonction algébrique y de  définie par I'é-

qual,ion
»:—Q(z)=o.

~ar

Ce sera un contour contenant un nombre pair de racines sim-
ples de Iéquation Q(x) = o. Nous partons d’un point z, de ce
contour avec une délermination bien précisée 7, du radical
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VQ(x); quand z décrit le contour, y dans son plan déerit un
contour fermé partant de y, et y revenant. Supposons que le
point j en se déplacant entraine avec lui.une circonférence T
d’un petitrayon, que, pour bien fixer les idées, nous supposerons
fixe. On peut considérer que la circonférence I, en se déplacant,
engendre dans I'espace & quatre dimensions (x1, Z32, X3, 24 ) une
surface fermée qui est une sorte de tore : c’est sur cette surface
que nous allons intégrer.

Laissant d’abord z conslant, nous intégrons sur la circonfé-
rence I', ce qui nous conduit a prendre

P(z,y) :
S 7=

sur cette circonlérence. A DUintérieur de celle-ci se trouve une

racine qui est la détermination convenable de /Q(2); nous avons
donc a prendre un résidu ordinaire, el 'on a de suile

wi B(2: )
I

T

ot y» =/Q(=). Il faut maintenant faire varier z en lui faisant
décrire le cycle C, ce qui nous donne la période de 'intégrale

. (P(z,y)dz SRl
mf—- T—;{-) = [r=va@)l

correspondant au cycle C.

(iepointdevue (') pourrase généraliser pour une fraction ration-
nelle quelconque, et 'on voit que les périodes d'une intégrale
abélienne se présentent naturellement dans cette question. Ainsi,
soit I'intégrale double

[‘ dz dy
5 f}ﬁ—‘?i—:i 2

on aura ici P=1, Q(2)=1— 22. Prenons comme cycle C une

() Le point de vue auquel je viens de me placer est celui que j’ai adopté dans
mes recherches sur les périodes des intégrales doubles. Foir mon Mémoire Sur
les fonctions algebriques de deux variables indeépendantes (Journal de Ma-
thematiques, 188g).
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courbe fermée comprenant & son intérieur les points —1 et 1.

: dx
e e )
(.\/:—1-'3

ce qui nous donnera 2m?¢ ou la valeur égale et de signe contraire

Nous aurons a prendre

suivant le sens de I'intégration.

IV. Formule de Lagrange pour une et deux équations.

20. Nous terminerons ce Chapitre en démontrant une formule
célébre due a Lagrange. Cette formule établie par le grand géo-
métre pour le cas d'une seule équation a été étendue par Laplace
4 deux ou plusieurs équations. On peut traiter les deux cas par
une méthode analogue; aussi, pour ne pas les séparer, avons-
nous placé ici I'étude de cette importante série.

La série de Lagrange a pour objet d’obtenir 'une des racines
de I’équation

z—a—af(s)=o,

développée suivant les puissances de o, ou, plus généralement, le
développement d’une fonction holomorphe quelconque de cette
racine. Nons allons suivre la méme marche que M. Hermite dans
son Cours lithographié de la Faculté des Sciences (4° édition,
p. 182); nous renverrons aussi & cet Ouvrage pour la bibliogra-
phie de la question.

Nous démontrerons d’abord un lemme préliminaire. Soient F
et ® deux fonctions holomorphes; les équations

R0 F+®=0

ont le méme nombre de racines comprises dans un contour fermé
S, sous la condition que, tout le long de ce contour, on ait con-

stamment

P
F' <I.

La différence entre le nombre des racines de ces deux équations
comprises & l'intérieur de S est, en effet,

1 1
s ‘/S'(llog(r—.—fb)#éi;:‘fs\dlogr',
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1 P
;LE ‘/;('Z%Om ('l SR F) 2

P St i - ’
F—] < 1 tout le long de S, il en résulte que cette mié-

qui peut s'écrire

et, puisque

grale est nulle.
Appliquons ce résultat & I'équation

s —a—af(s)=o.

On suppose que @ représente un point situé a l'intérieur d'un
contour S, et que la constante « soit assez pelite pour que l'on
ait sur ce contour

af(5)

i—a

=
i

(8)

>

ce qui peul évidemment étre réalisé. Alors I'équation proposée
aura, & lintérieur du contour, le méme nombre de racines que
I’équation z = @, c’est-a-dire une seule : c’est cette racine que
nous allons envisager dans la suite.

91. Soit donc £ la racine, contenue dans S, de I’équation

Hi(&)i="0;

en posant F(z) =z —a —a f(3).

En désignant par II(z) une fonction holomorphe quelconque

de z, on aura

Or on peut développer F(I_—) en série suivant les puissances
de &l
(9) L AR s i R R s e ()

9 s—a —af(s) z—a ' (z—a) i R T R

série qui converge d’aprés I'inégalité (8).
Nous aurons donc le développement

) g pene
S

0 =Jy+alj+—...+arlp,+..., ou G
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Pour étre entiérement rigoureux, il ett fallu considérer le reste

dans le développement (g9), et montrer que son intégrale tendait 4
5 1 S i . i 5 s :
vers z€ro avec —; mais il est inutile de s’arréler sur ce point qui
se traite de la méme maniére que dans la démonstration de la série
de Taylor d’aprés Cauchy.
L’expression du coefficient J, est facile & trouver. Nous avons
vua, en effet, que I'on a d’une maniére générale
172 (o )R T /‘ P(z)dsz
RO i ami Jg z—q)nti’
ce qui donne
- DE[fM(e)i(a)]
G g )
On a donc le développement
I(g) atDE[ fr(a)l(a)]
. :E——-—-" v (e —i0 = G e
F' (D) Lok 2

De ce développement, on peut en déduire un second, en posant
(z) = ®(z)F'(z) = ¢(3)[1-- o f'(5)],

@ (z) étant une fonction holomorphe arbitraire de z. Il vient

(L) = E“" D% ”-.f”(‘I)I ‘?’(@)if —zf{a)]t .

P S £/

et, en groupant les termes qui correspondent & une méme puis-
sance de o, on a, apres des réductions immédiates,

P(L)=D(a) + ZWD’FI [_‘{"((l)f”(rc ) (n =1, 0,000

Ie2...170

Pour les applications de cette formule, nous renverrons au
Cours de M. Hermite, oti I'on trouvera, en particulier, une étude
approfondie de I'équation connue en Astronomie sous le nom
d’équation de Kepler.

22. Comme nous 'avons dit plus haut, Laplace a généralisé
la formule de Lagrange en considérant deux équations

e

=’"_‘“_35f("":.}'):0> l
y—b—fo(z,y)=0. i
y
i
!
|
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Nous supposons que / el o soient des fonctions holomorphes
defzien g ()

Il importe d’abord de bien préciser le systéme de racines que
nous allons envisager. On suppose que z el ) restent respective-
ment a Uintérieur de deux contours G et C'; @ est a Pintérieur
du contour C et & a intérieur du contour C'. Quand y a une va-
leur arbitraire a4 lintérieur de C/, si 1'on choisit la constante o
assez pelite pour que
L)

r—a

(1o)

x décrivant le contour G, on est assuré que I’équation en x
r—a—af(z, y)=o0

a une racine et une seule a 'intérieur de C, et, d’aprés le théo-
réme général sur les fonctions implicites cetle racine z sera
fonction holomorphe de et y.

Nous la substituons dans 1'équation

y—b—8o(z, y)=o0:
si {3 est assez petit pour que

Belz x|

e _y—b

x étant quelconque a I'intérieur de C, et y décrivant le contour ¢,
celte équation en y aura une seule racine contenue dans C'. Ainsi,
moyennant les deux inégalités (10) et (11), on est assuré que les
deux équations proposées ont un systéme de racines (, ) et un
seul, pour lequel x et ) sont respectivement a Uintérieur des
courbes G et C'. Nous désignerons par (&, ) ces racines.

23. Nous avons calculé (§ 18) la valeur de I'intégrale

f/‘ F(=z, y)d?'d;f
P(z, y) A=, y)’

(') Comparer avec le § 5 du Mémoire de M. Poincaré, intitulé : Methode de
M. Stieltjes.
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en prenant une certaine surface d’intégration. Posons ici

| P(2,y) =2 — a—af(a, ¥),
Qlz, y) =y — b — Bo(a, ).

Considérant toujours les deux contours C et C' du paragraphe
b précédent, voyons si les conditions du § 18, sous lesquelles nous
| avons fait le calcul de I'intégrale, sont vérifiées.
| Tout d’abord nous avons i vérifier que ni 'une ni 'autre des
fonctions P et Q ne s’annule quand z et y sont respectivement
sur G et-C'. Oril en est bien ainsi puisque
af | Be

r-—a[<[’ I‘.}r—[;‘<l’

quand 2 et y sont respectivement sur G et C'. En second lieu,
et pour la méme raison, 'équation en z

h5Y

! x—a—af(x,y)=o0

aura une racine a 'intérieur de C, y étant sur C'. Enfin I’équation
en x
y*bif@?(z‘!.}’)fo

n’aura pas de racine a 'intérieur de G, y étant toujours sur C/,
puisque, d’aprés nos hypothéses, x étant quelconque a I'intérieur
Y
| de C et y sur C/, on a
| Be(e, 7)
|5

/=

|<l.

Ainsi, en prenant comme surface d’intégration les courbes G
et (I parcourues positivement, nous avons

! F(xr.}') R R -’iﬁQF(g:"]‘)
i .f:f(fol*“f)(J’*bﬁ??)Mdy“ [D(P;Q)] ;
=

D(z,7)

S

(&, 7) désignant, comme il a été dit, la racine commune 4 P — o,
)=,
Nous allons maintenant suivre absolument la méme marche que
dans le cas d’une seule variable. Nous pouvons développer en série }
les deux fonctions j

I I
s—a—af O y—b—P
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puisque
o f fo |
— <0 et =t <1
z—a y—2b|
on a ainsi
I o 0.’1/‘:}1 wht
(#—a—af)(y—b—Po) 2 (uz?——a,)’“*'(y—b)”‘*'i

Nous avons donc la formule

— 4m2F (&, 1) e qmn Bn
[bﬁ(P, QQT_ = D Iz B,
D(z, )

mnﬁffr(lr J/)f’”(:i" _}’) D”(T) J )a.'z' Cl)'a

.’L‘— a) .'l?+l(}r = b)u—H

-
n

ol

cetle intégrale double étant prise dans les mémes conditions que
Iintégrale dont nous sommes parti. Or nous avons déja calculé la
valeur de cette intégrale; on a

— 472 d”H‘”[F((l,, b)’f’”((l, b)f_?niau ]))]
TR T Ty dam dbn ;

-jmn =

et 'on a enfin la formule

[‘(E ,-) = am@u d"'H‘”[F(ﬂ,b)f’“(ﬂ.]))?”(a.i)l
TD(P, Q) b Z T e T e et I da™ dbn
D(z, ) |x=t
==

qui rappelle complétement la premiére forme de la formule de
Lagrange pom une variable.

D’une maniére toute semblable, on obtiendrait une seconde
formule, donnant le développement de la fonction ® (&, 1), en po-

sant

D(P
F(z,5) = (2 NPy JQ,))

Nous n’écrirons pas ce développement dont les coefficients sont
moins simples que dans le cas d’une variable.
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CHAPITRE X.

SUR LA REPRESENTATION CONFORME.

I. — Quelques remarques générales. Arcs analytiques.

1. Nous avons déja indiqué (t. I, p. 429) les propriétés élémen-
taires de la représentation conforme; nous voulons maintenant
nous occuper particuliérement de la représentation conforme d’une
aire donnée sur une autre aire également donnée. Mais, avant d’a-
border ce probléme, faisons quelques remarques générales.

Soit
(1) Z :.f(;)x

J(z) étant une fonction holomorphe dans le voisinage de z — a et
J'(@) étant différent de zéro; en posant f(a) = b, d’aprés le théo-
réme démontré (Chap. IX, § 9), on peut, autour de @ et b comme
centres, décrire, dans les plans respectifs des variables z et Z, des
cercles y et T tels que, pour une valeur de Z contenue dans T, 1'é-
quation (1) n’ait qu'une seule racine z contenue dans v; de plus,
la fonction implicite = est une fonction holomorphe de Z dans T'.
Aux points z de ¥ pourront correspondre des points Z en dehors
de I'; réduisons alors la région dans le plan z, en prenant un
cercle v, concentrique a v, tel qu’a tout point de 'intérieur de Vi
corresponde un point Z situé dans T. Ceci posé, si 4 U'intérieur
de v, on décrit une courbe fermée ¢, ne se coupant pas elle-méme,
il lui correspondra dans le plan T une courbe fermée C et lon
aura une représentation conforme 'une sur I'autre des deux aires
limitées par c et C. Cette représentation sera telle qu’a chaque
point de Uune quelconque des deux aires correspondra un seul
point de Uautre. La chose est évidente, puisque, d’aprés ce qui
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a été dit, a deux points différents z ne peut correspondre la méme
valeur de Z.

2. Il nous faut maintenant définir ce qu'on appelle un arc de
courbe analytique. Supposons qu’une courbe soit telle que les
coordonnées z et y d'un point arbitraire soient des fonctions ana-
lytiques d’un paramétre ¢

z = f(t),
5/ =)

S(¢) et o(¢) sont supposées des fonctions holomorphes de ¢ dans
le voisinage de la valeur réelle ¢ = #,, les coefficients du dévelop-
pement en série suivant les puissances de ¢t — ¢, étant, bhien en-
tendu, réels. Nous dirons que cet arc est analytique; de plus, cet
arc analylique sera régulier au point correspondant a t=t,, si
I'on a pu choisir le paramétre ¢, dont dépendent analytiquement .z
et y, de Lelle sorte que

S'(te) et o'(&o)

ne soient pas nuls & la fois. Un arc déterminé o sera dit régulier,
s'il est régulier en tous ses points.

La notion d’arc régulier joue un réle important dans les ques-
tions relatives a l'extension des fonctions harmoniques. Ainsi,
soit un contour fermé G, et admettons qu'une portion o3 de ce
contour forme un arc régulier de ligne analytique. On se donne
sur le contour une succession de valeurs, et 'on suppose que I'en-
semble des valeurs données le long de I'arc «f3 forme une fonction
analytique du paramétre t. Dans ces conditions, nous allons
démontrer le théoréme suivant di & M. Schwarz :

La fonction harmonique prenant les valeurs donndées sur le
contour peut se prolonger analytiquement au dela de l’arc o3.

3. Nous établirons d’abord deux cas particuliers de ce théo-
réme. Supposons que l'arc (3 se réduise a un segment de I'axe
des z, et que les valeurs données le long de o se réduisent a zéro.
D'un point z, de #f3 décrivons une demi-circonférence y contenue
dans lintérieur de Paire ( fig. 29). La fonction harmonique «
que nous étudions prend certaines valeurs le long de y. Or com-
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plétons la demi-circonférence y par la demi-circonférence y' sy-

métrique par rapport & Oz. Formons maintenant la fonction har-

Fig. 29
c —
r/\ \‘
0 a ¥ D !\ =
S S [

monique ¢, continue a l'intérieur du cercle limité par y et v/,
prenant sur y les mémes valeurs que # et prenant, en chaque
point de ¥/, une valeur égale et de signe contraire a la valeur de «
au point symélrique par rapport & Oz qui lui correspond sur y.
Il est aisé de voir que la fonction ¢ ainsi définie s’annule sur le
diamétre Oz ; c’est ce que montre la formule de Poisson

Yo 2T [{2—21{?‘CDS(L!J—\‘.?)+I'2’

Ifdﬁ (R2—72) f(4) A
0

puisque, d’aprés nos hypothéses,
J) = — Jlaw — %

.a fonction ¢ et la fonction u prennent donc les mémes valeurs
sur la demi-circonférence v et sur son diamétre Oz. La fonction «
coincide donc avee ¢; ¢ est une fonction harmonique définie dans
tout le cercle limité par y et . Il en résulte que u peut se pro-
longer analytiquement au dela de Oz, comme rous vowlions
Uétablir.

Examinons maintenant le cas moins particulier ou, I'arc of
étant toujours un segment de 'axe de x, les valeurs données le
long de o2 forment une fonction analytique de z. Soit, dans le

voisinage de z,,

fl@)= ap+ a(® — 2¢) + aa(@ — @ )2+ ...
la valeur de cette fonction. La fonciion

S(z3)=ay+ (5 — @)+ 22(2 — o)+ ..

sera une fonction holomerphe de z dans le voisinage de s = .
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Mettons-la sous la forme
.f(z) == P(.’Z‘, .?") ST lLQ(‘Tv .}’)

Soit, d’autre part, notre fonction harmonique u (2, y) satisfaisant
au probléme proposé. La différence

u(z, ) — Pz, y)

sera une fonction harmonique s’annulant sur I’axe des z dans le
voisinage de x,. On pourra donc, d’aprés ce qui vient d’éire
établi, la prolonger analyliquement au dela de I'axe des z. Or
P(z, y) est définie des deux cotés de cet axe, il en est, par suite,
de méme de u(z, ) dont le prolongement analytique devient dés
lors évident.

Nous arrivons enfin au cas général qui va se ramener au cas
précédent. Nous avons, pour définir I'arc o dans le voisinage d'un
de ses points (2g, ¥0)»

& =axg+ alt —ty) +a' (t—t)2+...,
¥ =Yoo+ b(t—ty)+ b(t—E)+...,

les coefficients @ et b n’étant pas nuls tous deux. On peut effectuer

une transformation conforme qui transforme une petite aire, autour

du point (z, y,) dans la figure proposée, en une autre ou la
courbe correspondant a l'arc a3 sera un segment de l'axe des
quantités réelles. Il suffit, en effet, de faire la transformation con-
forme entre 5 et T représenlée par

5= ay+tyo+ (@—+ ) (T — )+ (&' + ") (T — )2 +....

Le coefficient @ - ib n’étant pas nul, nous sommes assuré qu’a une
petite région du plan z == & - iy (autour du point 5y = Zy + £y ),
traversée par l'arc a3, correspondra, dans le plan de la variable com-
plexe T, une région autour du point ¢, situé sur I'axe réel, et cet axe
réel correspondra a 'arc «8. Nous sommes done ramené au second
cas particulier que nous avons examiné ci-dessus. La fonction har-
monique de z et que nous étudions se transforme en une fonction
harmonique de ¢ et ¢/, en posant T = ¢ 4 ¢#'; les valeurs qu’elle
prend sur le segment de I'axe des ¢, ot nous avons & la considérer,
forment une fonction analytigue de ¢: on peut donc étendre ana-

SCD LYON 1




272 CHAPITRE X.

lytiquement la fonction au dela de I'axe des ¢, et, par suite, en
revenant a la figure primitive, au dela de lare f. f

4. Un cas particuliérement simple et intéressant est celui d'un
contour fermé C qui, pris dans son ensemble, forme un seul arc
régulier de ligne analytique : tel est le cas d’un cercle ou d’une
1 ellipse. Si les valears données sur ce contour forment, dans le
voisinage de chaque point, une fonction analytique du paramétre,
en fonction duquel on peut exprimer les coordonnées d’un point
de la courbe, la fonction harmonique prenant ces valeurs sur le
contour pourra étre élendue au dela de cette courbe et sera néces-
sairement déterminée dans un certain contour (' comprenant a
son intérieur le contour G et en étant suffisamment rapproché.

Un contour C peut étre formé de plusieurs ares réguliers de
lignes analytiques, comme par exemple un contour polygonal. Les
sommels, c’est-a-dire les points communs & deux de ces lignes
analytiques, sont des points autour desquels on n’est pas assuré
de pouvoir faire le prolongement analytique de la fonction; il

arrivera méme, en général, que ce prolongement analytique sera
impossible. Ainsi, dans le cas actuel, le prolongement analytique
de la fonction harmonique est possible en tous les points du con-
tour, sauf awxr sommets.

II. — Représentation conforme d’une aire simple
sur un cercle.

5. Une des applications les plus intéressantes que Riemann ait

faite da principe de Dirichlet est relative a la représentation con-

forme d’une aire limitée par un seul contour (ou simple) sur la sur-
il face d’un cercle (). Ainsi, étant donnée une aire simple A limilée ‘

par un contour G, dansle plan de la variable z, et un cercle dans le
plan de la variable Z, nous allons montrer qu’on peat trouver une

- fonction analytique uniforme

h =l

telle qu'a chaque point de A corresponde un point du cercle et

(') RIEMANN, Dissertation inaugurale (OEuvres complétes, p. fo).
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qu’inversement 2 chaque point du cercle corresponde un point
et un seul de A.

Admettons 'existence de la fonction précédente : nous suppo-
sons que le cercle ait 'origine pour centre et I'unité pour rayon,
et de plus que le centre du cercle corresponde au point z, de
I'aive A, c’est-a-dire que

J(z0) =o,

5, étant une racine simple de cette équation.

De la définition méme de la représentation conforme résulte
que f(z) n’a pas d’autre racine a intérieur de 'aire A et sur son
contour C : par suite, cette fonction est nécessairement de la
forme

fi(z) = (55— 5,)eHE)]
H(z) étant une fonction holomorphe a I'intérieur de I'aire A, qu'il
s’agit de déterminer. Posons

H(z)=P +:Q et 5 — 5= rei¥;
on peut alors écrire f(z) sous la forme
f(-?) = eLogr+P+i(Q+7),

ou Logr désigne le logarithme arithmétique de 7 ou de |5 —
P

Sy
our qu’a chaquepointducontour G, dansleplan des z, corresponde
un point de la circonférence de rayon un dansle plan des Z, il faut
que la fonction Logr -+ P s’annule sur le contour C. Donc P est
une fonction harmonique uniforme et continue dans toute I'aire A
et prenant sur C la succession de valeurs indiquée par la fonction

— Logr.
Nous pouvons, d’aprés le principe de Dirichlet, former une fone-

tion harmonique ainsi définie, et la fonction Q, qui est la fonction
associée de P, est alors déterminée par I'intégrale

*Yop JoP
b o oo
: s ox dy 2
ot v désigne une constante arbitraire.

6. Nous connaissons donc, une fois fixé le point 5, de A qui
P. — IL 18
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doit correspondre au centre du cercle, la forme nécessaire de la
fonction H(z) et, par suite, de la fonction de transformation.

Partant maintenant @ priori de 'expression précédente, mon-
trons qu’elle donne bien la transformation cherchée. Soit

U=P -+ Logr,
V=0Q-+¢g:

on suppose qu’on donne une valeur déterminée a la constante ar-
bitraire vy qui entre dans I'expression de Q.

La fonction harmonique U sera nulle sur C, égale & — o au
point 5, et continue en tout autre point de Iaire; elle sera donc
négative pour tous les points de A. Les courbes

(2) Uitz —a (a <o)

seront des courbes fermées ne se coupant pas elles-mémes et sé-
parant la région de l'aire A ou P> a de celle ou P < a; elles
comprennent z, & leur intérieur. Tout cela résulte des propriétés
des fonctions harmoniques : la courbe (2) contient z, & son inté-
rieur, sinon la fonction U, constante sur la courbe, serait constante
a son intérieur et, par suite, dans toute 'aire; pour la méme raison
également la courbe ne se coupe pas elle-méme. A la courbe (2)
correspond, par la transformation

Z = f(z) = eU+¥
dans le plan Z, la circonférence de rayon e® ayant l'origine pour

centre. Nous allons voir qu’a un point de cette circonférence cor-
respond un point et un seul de la courbe (2). Des deux relations

olJEo;
oxr oy’
u_ v
oy = Oz’

on déduit, relativement a une courbe fermée quelconque,

fi[_] dY
dn  ds

A DI : s
la dérivée T étant prise dans le sens de la normale intérieure el
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AY
ds

I'arc s de la courbe, cet arc étant compté positivement dans le sens

représentant la dérivée de V considéré comme fonction de

: dU : i
direct. Or, sur la courbe (2), —— est constamment négatif, par suite
dady : & i : =
— est toujours positif. La fonction V (z, ») va donc constamment
en croissant quand le point («, y) marche sur la courbe (2) dans

le sens positif, et puisque, dans I’expression
Ve Qo

® a augmenté de 27 aprés un tour complet, il en est de méme de
V.1l en résulte que le point Z correspondant & z décrit d’une
maniére continue, Loujours dans le méme sens, le cercle de rayon
e®. A un point 7 de cette circonférence correspond donc un point
et un seul de la courbe (2). Nous voyons maintenant bien nette-
ment qu’a un point Z du cercle de rayon un, dans le plan de la
variable Z, correspond un point 5 et un seul dans I'aire A. A un
point Z correspond, en effet, une valeur déterminée de a: c'est

celle pour laquelle
e = |Z1.

On a alors dans le plan z une courbe (2) et sur celle-ci, comme
nous venons de le dire, un point et un seul correspond & Z. On
voit qu'il reste dans la fonction employée pour la transformation
une indéterminée réelle, la constante v; elle sera déterminée si
I'on se donne le point du contour C qui devra correspondre a un
point de la circonférence.

7. Le probléme de la représentation conforme de I'aire A sur
un cercle est complétement résolu par la formule

c’est-a-dire qu’a chaque point de I'intérieur d’une quelconque de
ces deux aires correspond un point et un seul de l'intérieur de
I'autre. Relativement aux points du contour G et de la circonfé-
rence du cercle, une difficulté se présente dont Riemann ne
parait pas s'étre préoccupé. Revenons, en effet, aux deux fonc-
tions P et Q qui ont joué le réle essentiel. La fonction P(z, y)
est définie a I'intérieur de 'aire A et sur le contour G lui-méme,
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mais il n’en est pas de méme de la fonction associée Q

est, en effet, définie par I'intégrale

. Celle-c1

Y 9P P
— dy — — dw,
Wit dx & oy e

el nous ne savons rien, du moins en général, sur les valeurs de

% et g} sur le contour C. En s’en tenant aux raisonnements des
précédents paragraphes, on ne peut donc rien affirmer sur la cor-
respondance des points des contours limitant les deux aires.
Dans un cas particulier, d’ailleurs trés étendu, la difficulté
se léeve immédiatement. Supposons d’abord que le contour C soit
mé tout entier d’un sewl arc régulier de ligne analytique (une

for
exemple). Comme la succession des valeurs donnée

ellipse, par

par
— Logr,

que prend P(z, y) sur C, est une fonction analylique de z et y,

elle est aussi une fonction analylique du paramétre avec lequel

on exprime analytiquement les coordonnées d’un point de @

Nous pouvons donc faire usage de la remarque du § 4; la fonc-

tion P(z,y) peut s’étendre un peu au dela de G : les dérivées

apP oP . ; i :
57 et W sont, par suite, déterminées pour tous les points de G, el
il en est alors de méme de Q(z, ). La difficulté est levée; nous
sommes assurés de la correspondance unique entre les points du
contour G et de la circonférence.

Sil’on a un contour formé de plusieurs arcs réguliers de ligne
analytique, la question est un peu moins simple. La fonction
P(x,y) pourra bien s’étendre au dela de tous les points du con-
tour, mais a I'exclusion des sommets (*). Nous allons montrer en-
core que les différents points de G correspondent & des points
différents de la circonférence. 1l suffira de consifiérer un con-

tour C présentant une pointe unique A. Envisageons les courbes

Uz, 7)) =@,

(') On ne doit pas oublier qu'un point du contour, ou se rencontrent deux
lignes analytiques différentes tangentes entre elles, est, dans nos raisonopements,

4 considérer comme un sommet,
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et leurs Lrajecloires orthogonales partant de deux points o et (3

de G situés de part et d’autre de A. Pour une valeur de @ néga-

tive et trés pelile, nous aurons une courbe voisine de A, qui ren-
contrera en o et (' les deux trajectoires orthogonales.

Considérons alors, au lieu du contour G (fig. 30), celui qu'on

Fig. 30.

obtient en remplagant 'arc A par les arcs oo, ol 8, B’ Les
fonctions P et Q et, par suite, U et V, sont parfaitement définies
en tous les points de ce contour, ainsi que leurs dérivées du pre-
mier ordre. Dans le plan Z va correspondre a ce contour une por-
tion déterminée de la circonférence de rayon un el un arc inlé-
rieur. Or, en se servant toujours de la relation

dliEsesd V]
At o ds
~aarat, 49 : gt
el en remarquant que, sur 0 GBR o' o, = est toujours negallf ou
L dn

nul (cette dérivée est nulle sur les portions aa’, 3@’ des trajectoires
orthogonales), on voit que les points 7 de la circonférence de
rayon un, correspondant aux différents points de I'arc @ CfB de C,
sont eux-mémes différents : ils forment un arc T. Faisons tendre
maintenant o et 3 vers A; I'arc T' ira toujours en grandissanl a
mesure que a« et 3 se rapprocheront respectivement de A. Nous
allons montrer que la limite de T formera la circonférence tout
enti¢re, c’est-a-dire qu’il ne peut pas arriver que la limite de I'
soil un arc dont les extrémités a et b ne coincident pas. En effet,
dans ce cas, un certain arc ab de la circonférence de rayon un
correspondrait au point A; en d’aulres termes, 3 considérée
comme fonction de Z serait une fonction holomorphe al'intérieur
du cercle de rayon un et, quand Z tend vers un point quelconque
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de I'arc ab, z tendrail toujours vers la méme constante. Or ceci
est impossible : nous le montrerons bien nettement en nous repor-
tant aux théorémes généraux établis au commencement de ce
| Chapitre. Sil'on pose, en effet,

F=o(X,Y)+ (X, Y) (Z=X+:Y),

;‘ les deux fonctions harmoniques ¢ et ¢ prenant des valeurs con-
stantes en lous les points de @b pourront se prolonger analytique-
ment au deld de b (§3); la fonction z de Z pourra donc se
prolonger analytiquement au dela de I'arc @b, mais comme elle

est, par hypothése, constante en tous les points de ab, elle devra
étre constante dans toute la région ot elle est définie, ce qui est
absurde. On voit donec qu’au point A de C correspond un seul
point de la circonférence de rayon un. Il y a donc bien corres-
pondance unigue entre les points des deux contours.

M. Painlevé (') s’est occupé, dans l'étude de la représentation
conforme pour les points du contour, du cas ol celui-ci n’est pas
formé de lignes analytiques. Nous renverrons & I'intéressant ar-
ticle du savant géométre; les considérations délicates dont il fait
usage nous entraineraient trop loin. f

IIT. — Quelques exemples de représentation conforme. Méthode
de M. Schwarz pour le principe de Dirichlet.

8. Indiquons quelques exemples de représentation conforme,
olt nous pourrons effectuer la transformation a l'aide de fonctions

déja érudides.

L} sera généralement plus simple de considérer, au lieu d’'un
cercle, un demi-plan, ¢’est-a-dire la portion d'un plan située du
méme ¢OLé d’une droite indéfinie. Ces deux aires se raménent
immédiatement I'une & Pautre; nous avons vu, en effet (t. I,
p- 436), qu’'une transformation

: A : ” \
_transforme une circonférence en une circonférence, et, par con- f

(') P. PAINLEVE ( Comptes rendus, t. CXII; 18g1).
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séquent, une ligne droite en une circonférence. Les points d'un
demi-plan, dans le plan des z, correspondront donc aux poinlts
d’un cercle dans le plan des Z.

Cherchons 4 effectuer sur un demi-plan la représentation con-
forme d’une aire A limitée par deux arcs de cercle. Soient z, et 3,
les deux sommets de cette aire, et am l'angle des deux tangentes
en 3, €L 3.

La transformation

1
(3) = (‘___““) 2
et |
va nous permettre de faire la représentation conforme de I'aire A
sur un demi-plan. Nous supposerons, pour simplifier, que 3,
el z, soient réelles; 5 étant a Uintérieur de l'aire, nous pouvons
prendre pour argument de

(4)
oS

Pangle 2,35, complé de 3, en 3 (cet angle sera compris entre o
et = quand z sera au-dessus de O, et il sera compris entre T el
om, si s est au-dessous de cette méme ligne). On voit de suite
qu’a chacun des deux arcs de cercle limitant A correspond dans
le plan Z une demi-droite issue de l'origine, puisque Pangle 2,23,
est constant sur chacune de ces deux lignes. De plus, la différence
des arguments de (4 ) sur chacune de ces deux lignes sera égale a
I’angle des deux circonférences, clest-a-dire a ar. Les deux demi-
droites feront donc entre elles un angle égal & =, c'est-d-dire
qu’elles seront sur le prolongement I'une de Uautre. 1l est alors
évident que l'aire A correspond a I'un des deux demi-plans déter-
minés par cette droite indéfinie.

En particulier, considérons un demi-cercle; on aura & = —; et la

transformation cherchée sera réalisée par la formule

P
e (”___“"_)
z— 31
Considérons encore aire d'un secteur et cherchons a en faire la

représentation conforme sur un demi-plan. Il suffira de transfor-
mer d’abord le secteur en un demi-cercle, ce qui se réalisera par
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la formule

L
i — s
si am désigne 'ouverture d’angle du secteur.

9. Faisons maintenant une remarque générale avant d’aborder
des cas un peu moins simples. Soit Z = f(3) une fonction holo-
morphe a l'intérieur de I'aire limitée par un contour simple (¢)
sur le plan des z, et supposons que, sur ce contour, la fonction
prenne une série de valeurs loutes différentes et formant une
suite continue. Au contour (¢) correspond alors, dans le plan des
Z, un contour simple (C) ne se coupant pas, et tel, par consé-
quent, que la variation de l'argument de Z — 7/ soit nulle ou
égale & 27, suivant que le point Z/ est exlérieur ou intérieur i ce
contour, lorsque le point Z décrit le contour (C).

Cela posé, soit 5" un point de I'aire limitée par le contour (¢) et
2! = f(&') le point correspondant dans le plan des Z : lorsque le
point 5 décrit le contour (¢), le point Z décrit le contour (G), et
Pargument de la fonction f(z) — f(3') est, a chaque instant, iden-
tique a 'argument de Z — Z'. Par suite, la variation de I'argument
de /(=) — f(4') ne peut étre égale qu’a zéro ou a ax. Or elle est
différente de zéro puisque le point 5 = 5’ est une racine de la
fonction f(z) — f(5') : donc elle est rigoureusement égale 4 2.
On en conclut immédiatement qu’a tout point z’ pris a I'intérieur
de (¢) correspond un point Z/ intérieur au contour (C) et unseul,
et que, réciproquement, a tout point Z/intéricur au contour (C)
correspond un point 5’ intérieur au contour (¢) et un seul.

10. Un exemple intéressant sera fourni par la considération de
I'intégrale elliptique
8 PHq

z dz
(‘— Z: T E— s, )
2 ..[ \ﬁl—zi)(l_kﬂzg}

k étant réel et compris entre o et 1, et la détermination initiale du
radical élant - 1. Envisageons, dans le plan de la variable z, le
demi-plan situé au-dessus de Oz, et évitons les points critiques

e S ; 5 . b o
i o 7 Au moyen de demi-circonférences infiniment petites dé-

——
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crites au-dessus de O z. Cherchons, dans ces conditions, quelle
va étre I'aire du plan Z correspondant & ce demi-plan : 3 allant de o
a1, en étant réel, Z décrira la droite allant de 'origine au point K;
ensuite, quand z vade 1 & %; en ayant évité le point 1 parune demi-
circonférence située au-dessus de O, le point Z décrit la droite
allant de K a /K’ + K ; enfin, z allant de %L 4 4 oo, Z suit la droite
allant de ;K/ - K 4 /K/. En faisantallerz deoa
méme maniére que 7 décrit un contour symétrique du premier par
rapport A0Y(Z =X +¢Y).Illen résulte qu’a I'axe des z dans le
plan des z correspond dans le planZle périmétre d un rectangle R

&, on voit de la

de coté 2 K et de hauteur K.

Il nous suffit maintenant de remarquer qu’aux différents points
de D’axe réel et au point & I'infini du demi-plan correspondent des
valeurs de Z toutes différentes. On peut alors appliquer au pro-
bléme actuel la remarque du paragraphe précédent, puisque la
fonction Z est holomorphe a I'intérieur du contour simple formé
par P'axe réel, par les demi-circonférences infiniment petites dé-
crites au-dessus de Oz pour éviter les points critiques, et par une
circonférence de rayon infiniment grand. Nous pouvons donc con-
clure que la formule (5) permet de faire la 1'ep1‘ésenla1ion con-
forme du demi-plan sur le rectangle R.

11. Cherchons encore a représenter d’une maniére conforme
un triangle sur un demi-plan. Nous partirons & cet effet de I'inté-
gl‘alc

f (z—a)—1(s—b)-1(s—cp-1ds (ai<sbi<ac)
(2]

@, b, ¢ désignent trois constantes réelles, les quantités a, 3, 7

l}

sont des quantités posilives telles que
a+B+v=

enfin z, est une constante dans laquelle le coefficient de ¢ est po-
sitif. On considére, dans le plan de la variable z, le demi-plan situé
au-dessus de axe des z. L’intégration est faite dans ce demi-plan

et, quand on intégre le long de l'axe réel, on évite les points cri-
tiques a, b, ¢ par des demi-circonférences infiniment pelites s1-
tuées au-dessus de Oz.
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Dans ces conditions, cherchons quelle est la portion du plan Z
correspondant au demi-plan. Quand z varie entre deux des points
critiques, soil, par exemple, @ et b, en suivant 'axe des xz, l'inté-
grale

f:(: — a)%=1(5 — b6)B=1(z—ec—Ldz

aura visiblement un argument invariable, c’est-a-dire que le
point Z décrira un segment de droite AB, et, 5 marchant dans le
méme sens de @ 4 b, le point Z marchera aussi dans le méme sens
de A en B, puisque la dérivée de 7 ne peut s’annuler quand z est
compris entre @ et b. Ce que nous venons de dire de @ 4 b s’ap-
plique & I'intervalle de & a ¢, auquel correspond BC; mais, quand
5 décrit un demi-cercle infiniment petit autour de &, I'argument
de (z— 0)8~1 a diminué de

m(B—1):

les deux directions BA et BC font donc un angle égal & fBr; avec
plus de précision, une rotation de Br dans le sens négatif ameéne
la direction BA sur la direction BC. Si maintenant z va de ¢ 3
-+, Z décrira un segment de droite CC/, partant de C et faisant
avec lui un angle yret C(/ est tellement placé que la direction CB
coincide avec CC/ par une rotation de ym dans le sens négalif. Re-
marquons maintenant que, de quelque maniére que 5 aille a I'in-
lint dans le demi-plan, Z tend toujours vers C'; de plus, en ap-
pelant v’ Vaffixe de ¢/, on a pour z trés grand le développement

Z=p+" R (k1 0),

conséquence immédiate de la relation o - B Y =1. L’argument
de Z — p/ augmente donc de — = quand s passe de -0 4 — oo,
etil en résulte que, 5 variant de — o0 & @, le point Z décrit le seg-
ment rectiligne G'A qui est le prolongement de CC/. Nous arri-
vons ainsia la conclusion suivante: Le périmeétre du triangle ABC
correspond a l'aze réel du plan s.

Nous n’avons plus maintenant qu’a appliquer la remarque du
3 9 pour en conclure que le demi-plan correspond uniformément
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a l'aire du triangle ABC au moyen de la transformation
T e [ (5—a)¢=(s— b)b=1(s—c)r! dz.
o5

Nous savons donc faire la représentation conforme sur un demi-
plan d'un certain triangle dont les angles sont égaux a am, fir et
yw. Tout triangle étant semblable & un tel triangle pour des va-
leurs convenables de o, B, v, il en résulte que le probléme de la
représentation conforme d’un triangle sur un demi-plan est com-
plétement résolu.

12. On peut d'une maniére plus générale considérer la trans-
formation

-Z - fﬂ(.:f— u.)ﬁ—l(:—b)ﬁ“l_..(sﬁl).ﬂ—‘ ds,

oita, b, ..., { sont m constantes réelles; a«, , ..., . sont des
uantités positives telles que
at+B+...-h=m—2,
el z, est encore une constante dans laquelle le coefficient de ¢ est
positif. Quelle sera la portion du plan Z correspondant au demi-
plan supérieur du plan des 5? On verra, comme dans le cas du
wriangle, qu'a 'axe Oz correspond une ligne polygonale fermée,
el les angles, comptés comme précédemment, que font entre eux
les divers cotés de cette ligne sont respectivement
oUTe, BT, e AT

La ligne polygonale fermée limitera une certaine aire., Celle-ci

Fig. 31.

|
\1
‘!

B

sera nécessairement connexe comme celle du demi-plan, c’est-
a-dire qu'on pourra passer d’un point & un autre de l'aire en res-
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tant & son intérieur; en d’autres termes encore, 'aire limitée par
la ligne brisée ne pourra se fractionner en plusieurs autres aires
polygonales n’ayant que des sommets communs. Ainsi, pourle cas
de m — 4, on ne pourra avoir la configuration ci-contre repré-
sentée par ABCDA ( fig. 31).

Il est important de remarquer, et c’est ici une différence avec
le cas du triangle, qu'a une valeur de Z ne correspond pas d’une
maniére nécessaire une seule valeur de s ou, en d’autres termes,
que la série des valeurs que prend la fonction 7 sur Paxe réel et a
I'infini ne forme pas nécessairement une suite de valeurs Loules
différentes. L’aire polygonale peut, en effet, se recouyrir pariiel-
lement elle-méme; ¢est ce quindique la fig. 32. L'aire limitée

Fig. 32.

G

par la ligne polygonale ABCDEFGH se recouvre partiellement
elle-méme; on voit bien en effet que la partie ombrée appartient
deux fois a 'aire polygonale. A une valeur de Z répondant & un
point de cette partie ombrée correspondront deux valeurs de =.

Nous n’insisterons pas davantage sur cette question de la repré-
sentation conforme d'un polygone rectiligne sur un demi-plan. La
forme de la fonction & employer pour cette représentation con-
forme et dont nous venons de faire usage a ¢été obtenue par
M. Schwarz et par M. Christoffel. Quand 4 la détermination effec-
tive des constantes @, b, ..., { pour un polygone donné, elle
n’esl pas sans présenter quelques difficultés; nous y rveviendrons
dans la théorie des équations aux dérivées partielles (*). Nous

(') On consultera, sur ce sujet, un Mémoire de M. Schliffli : Zur Theorie der
conformen Abbildung ( Journal de Crelle, 1.78).
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|

{

|

|

aurons A étudier aussi plus tard la représentation des aires limitées ‘[
par des arcs de cercle, qui se rattache & la théorie des équations |
linéaires du second ordre ('). i
13. Je terminerai ce qui a trait a la représentation conforme 1
en considérant un cas trés simple relatif a deux aires limitées par !
plusieurs contours. Deux aires A et A’ limitées chacune par un '
seul conlour peuvent etre représentées d’une maniére conforme
I'une sur l'autre : on peut, en effet, faire la représentation conforme
de chacune d'elles sur une circonférence et cet intermédiaire
permet de réaliser la transformation cherchée. Des circonstances
toutes différentes se présenlent pour les aires limitées par plu-
sieurs contours; deux aires A et A', limitées chacune par un
méme nombre de contours, ne peuvent pas, ein général, étre re-
présentées d’une manicre conforme l'une sur Uautre. L’étude
approfondie de ce nouveau probléme a été faite par M. Schottky
dans un beau et important Mémoire (2); cette inléressante ques-

tion se rattache étroitement & I’étude de la correspondance entre
les points de deux courbes algébriques, et nous nous en occupe- ‘
rons quand nous aurons tous les éléments nécessaires pour fa ré-
soudre.

In ce moment, je ne prends qu’un cas extrémement particulier,
sur lequel nous nous sommes appuyé au Chap. V.

Ftablissons entre le plan des = et le plan des Z la correspon-
dance

27 = 35+

"2
c2
=4

g

¢ désignant une conslante positive. A une valeur de = correspond
une seale valeur de Z ; mais & une valeur de Z correspondent les
deux valeurs

(') Voir, sur ces questions, le tome II des Mémoires de M. Schwarz, ot l'on
Lrouvera encore beaucoup d’aulres exemples de représentation conforme. On lira
2ussi dans le Tome L des Lecons de M. Darboux le Chapitre qu’il consacre a cette
théorie.

(*) ScuorTky, Conforme Abbildung mehrfach susammenhdngender ebener
Flichen (Journal de Crelle, t. 83).
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entre lesquelles existe la relation 5'z”— ¢2. Considérons le cercle

Fig. 33.

N

(G) (fig- 33) décrit de 'origine comme centre avec ¢ pour rayon

on peut, en choisissant pour le radical /Z2 — ¢ une détermination
convenable, supposer que le point 5’ est extéricur a la circonfé-
rence (C); le point 5" est alors intérieur a cette circonférence, et
on Pobtient en prenant inverse du symétrique du point 3’ par
rapport & 'axe des z relativement a la circonférence (C).
Supposons que le point z décrive dans le plan des z une circon-
férence de rayon » et de centre O, et cherchons la ligne que le

Fig. 34.

5
(S|
-C 0 +C X

point Z va décrire dans son plan ( fig. 34). On aura, en posant

r = e,
¥ ! ¢’ S c2 a
2(X +iY)=(r—+ -——)cr)so—f-c(i'— =i
) = ; % )

et, par suite, la courbe décrite par le point Z sera Iellipse

Xl e

R e TN
(P+ _) (I‘_ ﬁ)
r i
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dont les foyers F et F' sont les points -+ ¢ et — ¢ dans le plan desZ.
Donc 4 la série des cercles ayant l'origine pour centre dansle plan
des z correspond une série d’ellipses homofocales dans le plan
des Z et inversement. Mais, tandis qu’a un cercle dansle plan des =
correspond une seule ellipse dans le plan des Z, a une ellipse E
dans le plan des Z correspondent deux cercles (C') et (C") dans
le plan des z, dont les rayons sont liés par la relation TR

I’'un est par conséquent extérieur au cercle (C) et I'autre intérieur.
Lorsque le point Z déerit P'ellipse E, les points s et 5" décrivent
simultanément ces deux cercles en sens inverse, avec des argu-
ments 4 chaque instant égaux et de signe contraire.

Lorsque, » partant de zéro augmente jusqu'a ¢, Uellipse E par-
tant de I'infini balaye tout le plan des Z en s’aplatissant et se ré-
duisant pour 7 = ¢ a la droite double FF'. Si I’on coniinue ensuile
3 faire varier 7 de ¢ & 'infini, on balaye de nouveau tout le plan
des Z en repassant par laméme série d’ellipses dont les dimensions
vont sans cesse en augmentant. Done au p]an 7, tout entlier cor-
respond, d'une part la portion du plan des 3 extérieure a la circon-
férence C et d’autre partla portion du plan des = intérieure a cetle
circonférence.

Bornons-nous, pour fixer les idées, a la partie du plan = exté-
vieure 2 C; nous partirons de la correspondance

On suppose tracée dans le plan Z la coupure (—e, +c¢)que
ne devra pas franchir; la fonction \/Z*— c* est alors uniforme
et on la suppose positive quand Z est réel et supérieur a c. La
formule précédente fait correspondre le plan Z, ot est tracée la
coupure (— ¢, -+ ¢), & la partie du plan z extérieure a C. En parti-
culier, Paire comprise entre deux ellipses homofocales de foyer
(— ¢, - ¢) se trouve transformée en une aire limitée par deux cir-
conférences. Il en résulte que le probléme de Dirichlet peut étre
facilement résolu pour deux ellipses homofocales, puisqu’il se
résout trés simplement pour deux circonférences concentriques.
L’une des ellipses homofocales peut se réduire & la droite joignant
les deux foyers; c’est de ce cas particulier que nous avons fait
usage en exposant la méthode de M. Poincaré (p. 97)-
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14. On peut, du mode de correspondance précédent, déduire,
a l'aide du théoréme de Laurent, une forme de développement en
série pour une fonction de f(z)holomorphe dans l'aire comprise
entre deux ellipses homofocales. Il suffira d’énoncer les résultats
que le lecteur démontrera sans peine. On aura d’abord de suite le
développement

=)= Z I T T PSR L

les @ étant des constantes. Un cas particulier intéressant est celui
ot la fonction f(z) est holomorphe & l'intérieur d’'une ellipse de
foyers (— ¢, 4+ ¢); on peut facilement montrer que l'on a dans ce
cas

ek
Ay = C*"a,,

et I'on trouvera alors le développement

m—ow

= Eanzpnz(:)’

m=\

P (=) désignant le polynéme d’ordre m
Pm(s) = (--3 i \/;:7;:"‘—'0"5)",' H}A(S*\/G?—- Cg)m.

Une fonction holomorphe, & I'intérieur d’une ellipse, se trouve
ainsi développée en une série de polynémes. Pour ¢= o, on re-
tombe sur le développement de Taylor.

15. Nous reviendrons une derniére fois, en terminant ce Cha-
pitre, sur le probléme de Dirichlet, qui nous a déja occupé dans
cet Ouvrage, pour indiquer la méthode de M. Schwarz (! ). En fait,
une partie de cette méthode a été exposée quand nous avons parlé
da procédé alterné (p. 77); nous allons avoir a en faire usage.
M. Schwarz raméne la solution au probléme de la représentation
conforme; on sait, en effet, résoudre le probléme de Dirichlet pour
toute aire dont on a fait la représentation conforme sur un cercle.

Nous nous bornerons au cas ol le contour serait formé d’arcs

(*) Tome II des GEuvres complétes de M. Schwarz (p. 144).
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réguliers de lignes analytiques faisant entre eux des angles diffé-
rents de zéro ('). 1l suffit évidemment de montrer que nous
pouvons décomposer l'aire S limitée par ces arcs en un nombre
limité d’aires partielles représentables sur le cercle et empiélant
les unes sur les autres, car alors le procédé alterné donnera la so-
lution.

Sur un arc régulier de ligne analytique nous pouvons prendre
un arc assez petit o} pour qu'une représentation conforme (§ 3)
transforme 3 en un segment de droite o/’ dans le plan de la va-
riable /. En joignant ¢’ et ' par un arc de cercle, on aura dans le
plan z une aire limitée par lacourbe «f3 et par un certain arc ne la
coupant pas sous un angle nul, et ’'on pourra manifestement en faire
la représentation conforme sur un cercle. Ceci posé, on pourra
fractionner 'arc analylique AMB en un certain nombre d’arcs suf-
fisamment petits et tels que deux arcs consécutifs empiétent ['un
sur l'autre. On joindra deux & deux les extrémités de ces arcs par
des lignes situées dans S et telles qu’elles limitent, avec I'arc cor-
respondant, des aires dont on puisse faire, comme il vient d’étre
dit, la représentation conforme sur un cercle. L’ensemble de ces
aires formera une nouvelle aire limitée par I’arc AB et un arc APB
situé dans S, et, pour celle aire, on saura résoudre le principe de
Dirichlet par 'emploi du procédé alterné. On peut supposer que
I’'arc APB coupe 'arc AB sous des angles différents de zéro. Nous
répéterons la méme construction pour tous les c6tés du contour.

in chaque sommet S nous placerons le centre d’un secteur cir-
culaire intérieur & S et empiétant sur les deux aires limitrophes
que nous venons de construire. Ceci sera toujours possible, puisque
ces aires ont, aux sommets, des angles différents de zéro et que
I'angle du contour en chaque sommet est différent de zéro.

Enfin nous tracerons une série de cercles tout entiers intérieurs
a5 el qui ne soient jamais langents entre eux ni aux contours des
aires auxiliaires, et en assez grand nombre pour que tout point de S
soit intérieur & un de ces cercles ou a I'une des aires auxiliaires.
Il suffira évidemment pour cela d’'un nombre limité de cercles. La

(*) On trouvera dans le Mémoire de M. Schwarz I'examen du cas ou I'angle
est nul; certaines hypothéses sont alors a faire relativement a l'ordre de contact
des deux arcs.
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décomposition de l'aire S en aires partielles empiétant les unes sur
les autres, pour lesquelles on sait résoudre le probléme de Diri-
chlet, est donc effectuée, et la question est dés lors résolue. [

‘

16. Il ne sera pas inutile de rappeler que nous avons en défini-

f tive fait connaitre dans ce Livre trois méthodes essentiellement

distinctes pour la solution du probleme de Dirichlet. Ce sont la |

méthode de M. Neumann (p. 38) sappliquant aux contours con- i
| vexes, celle de M. Poincaré (p. 94) qui est absolument générale,
j et enfin celle de M. Schwarz ui s’est trouvée présentée en deux
‘ fois, d’abord (p.77) et ensuite au paragraphe précédent. On
trouvera une quatrieme méthode dans le livre déja cité de M. Har-
nack sur le potentiel logarithmique , mais nous nous contente-

rons d’v renvoyer le lecteur.
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CHAPITRE XI.

THEOREMES GENERAUX SUR LES EQUATIONS |
DIFFERENTIELLES.

I. — Premiére démonstration de Cauchy relative a I'existence des
intégrales.

1. Nous commencerons par donner la premiére démonstration
de Cauchy relative a 'existence des intégrales d’un systéme d’é-
quations différentielles ordinaires du premier ordre

dy
% =12, Y1. Y2y oy Ym),

dys 5
s el

Cette démonstration nous est seulement connue par les lecons
du grand géometre publiées en 1844 par M. Moigno; elle con-
cerne spécialement le cas ot les fonctions f et les variables sont
réelles. Son point de départ, aussi naturel que possible, consiste
a regarder les équations différentielles comme limites d'une suc-
cession d’équations aux différences. M. Lipschitz (') a simplifié
notablement la démonstration de Cauchy et a bien mis en évi-
dence les hypothéses fondamentales nécessaires pour la démon-
stration.

(') Liescuirz, Lehrbuch der Analysts, p. 5o0f.
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202
Pour simplifier I'exposition et éviter des indices multiples,
nous nous bornerons au cas d'une seule équation; la méthode ’

3 s’étendra d’elle-méme aux m équations écrites plus haut. Partons I
i donc de V'équation différentielle du premier ordre

dx

Y _ f@, 3)- ik
|
|

Nous faisons sur f(x, ») les hypothéses suivantes. Dans le voi-
5 sinage d’un certain systéme de valeurs (z,, 7,), correspondant &

(1) lz—ay|<a, |y—yol<b,

| la fonction réelle f(z, ) des deux variables réelles z et y est
; continue, ¢’est-a-dire que, étant donnée une quantité A aussi pe-
tite qu’on voudra, on pourra déterminer & tel que pour

~

|Az| < 9, [Ay | <o,
i | on ait
I |f(@ -+ Az, g+ Ay) — f(@, 7)) | <D,
les points (z, ¥), (@ + Az, y 4 A)’) étant dans la région définie

par les inégalités (1).
De plus, et c’est 'hypothése bien mise en évidence par M. Lip- ;
schitz, il sera nécessaire de supposer qu'il existe une quantité po-

sitive & telle que

| flz y2)—f(@ ) | < K| ya— 1 |-

Cette hypothése est manifestement d’un caraclére trés général ;

. elle est vérifiée, d'apres le théoréme des accroissements finis, si f i

| I A 5 5 5 = |
' a, par rapport a y, une dérivée particlle qui reste finie.

Ceci posé, soit A une quantité positive satisfaisant aux inéga-

lités
A<a, AMZ0,

en appelant M la valeur absolue maxima de f(z,y) pour les

i | points du domaine (1).
' Nous allons montrer qu’il existe une fonction continue y de

z satisfaisant & U'équation différentielle

d
3% =f(z¥);

SCDLYON 1




e A=

THEOREMES SUR LES LQUATIONS DIFFERENTIELLES. 293

définie pour toute valeur de z telle que
| — @y | <A,
et prenant pour x — xz, la valeur y,.

(’est le théoréme fondamental de la théorie des équations diff¢-
rentielles ordinaires. 5

2. Notre point de départ sera le méme que pour arriver a la
notion de 'intégrale définie au début du Tome I. Considérons une

valeur z pour laquelle
|2 — 2 | < A

(nous pouvons supposer 2 > z,). On partage Uintervalle z,z, en

intervalles
S B I S e

FFormons alors les équations aux différences

M= o =y — ) ),
Yo— 1 = (wa— 1) fl@, 1),

Y —¥Yn1= (% —Zp )f( Zp—1y Yn—1),

qui détermineront successivement les quantités 7, s, ..,
Yn_1, ¥- On doit remarquer que chacune des valeurs trouvées

pour les y, soit pour y;, est telle que
[yi—yo| < 6.
On a, en effet, d'abord pour y,,
[71—yo | <M(2y— ) < AM < b;
pour j),*on aura
V2= Yo+ (81— 20) [(@0; o) + (22— @1) f(@1, y1);

done
| #s—y0 | < M(2y— z) < MA < b,

et ainsi de suite.
La valeur finale y est donc une expression parfaitement déter-

minée dépendant de z et des points de subdivision 2y, Za, ..., Zp_s-
Par analogie avec la question que nous avons traitée dans le cas
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de I’équation trés simple (L. I, p. 2)

Y _ fa),

dx

|
|
|
I
i

nous devons nous demander si cette expression y tend vers une
3 limite déterminée, quand, x restant fixe, tous les intervalles
| tendent vers zéro, leur nombre augmentant indéfiniment.
it Nous allons montrer qu’il y a bien une limite, et celle-ci est la

fonction de # que nous cherchons. ‘

3. Nous considérerons d’abord une premiére loi de subdivision
| telle que ’on passe d’un mode d’intervalles au suivant en fraction-
‘ nant chacun des intervalles précédents. Nous allons établir que,
| pour une telle loi de subdivision, y tend vers une limite.

1§ Soit

} o R J
|

i le premier mode de subdivision; nous marquerons par un accent
‘ le second mode de subdivision, et pareillement les valeurs de
r ; auront des lettres accentuées. Soient I'intervalle 2,24, et
|

I

R ’ TRk
Zy=Tgy ovy Ly oy Ty = ot

les valeurs intermédiaires des z'.

On aura
J.}';tl '.7/” ‘-/- ('Z';n T .’I‘::)BI < (l'rﬁ-:— 'TCL)M'

I g Nous supposons la premiére subdivision poussée assez loin pour
! que :
E‘f @1 -— Ty 0 et (@or1— 25) M <?J)

I | . Gtag ﬁfﬂa Fuids

i 3 et X se correspondant d’aprés les notations du § 1 : on aura par ‘
.; ‘

b suile

(E) I./‘(x:'u:.)":n) —I(T}:.}’:’)|<)‘ |

i | Or on a ‘
| Yir—Yr = @y —2)f( @ Yo '
ik | Yivs— Vi :(xi'ﬁ-i_‘r:’#—l)f(m}+1!y}+l)!
............ S s i Sy

J”.:z _.}f:lﬁlz(x-{l' *1’.{5—1)1'(3'11—1:)/:%0:
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done, en faisant la somme et se servant des inégalités (E),
Yn—yi=(@ar1— xa) [ [(2], 1) + 00] 0] <1

D’ailleurs
Yort— Yo= (@ar1— Za) [(Za, Ya),

on en conclut
Vu—Yor1= Yi—Ya+ (Zar1— 22) [ (&0 i) — f(%a, Yo) + 01 ];

mais 2, = &,; nous avons donc, en nous servant de la seconde
hypothése faite sur f,

+ (o1 — o) [K]| Yi—Fa| + 2],

| 7h—Yers| < |¥i—¥a

inégalité fondamentale dont nous allons tirer la démonstra-
tion de l’existence de la limite.

On voit que cette inégalité donne une limite de la différence des
valeurs des lettres accentuées et non accentuées en z,,, en fonc-
tion de leur différence en x,. Nous sommes donc assuré, en
allant de proche en proche, de trouver une limite supérieare de
| 3" —y | en .

Désignons, pour abréger, par Vi, la différence | — Vorr |-
I’inégalité précédente, & savoir

],

Vort < Vot (Zar1— Za) [ k| Va
pourra s'écrire

Vo1 < Vy[1+ k(@gor— @a)] + M @ar1— Ta),

ou

el )
Vari+ 3 < (Va7 )1+ k(@an—2a);

Syl

par conséquent, puisque Vo= o,

Nss ok
Vag+ = < 21 + k(@ — @0)] [1+ k(2o — @1)]. . .f1 -+ K (@a1— Ta)]-

Or, pour z positif, on a
1+ ko < ekx;
on en conclut

A :
Vo1 < T [eFl@eri—2d —1],
e
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ou §

: A : ‘
|7h— o] < 7 [Fmar=) —q]. !

| Prenant le point extréme 2, nous aurons, d’aprés ce qui précéde,
en désignant par y la valeur a laquelle conduit le premier mode
de subdivisions, et par y/ celle a laquelle conduit le second mode,

Aie
!.}"—J" | = 7 lgﬁl'(a:—rc..) pes I].
Cette inégalité obtenue, la démonstration sachéve d’elle- |

méme. A partir du mode de subdivision z, tous les autres modes
de subdivisions suivants #' donnent pour 3’ des valeurs comprises

entre

. g
¥+ _;: [cJ’n'[-f-‘*Iu)_ I] et i— ?: [c.‘l-{x—:col_ l].

Prenant alors une suite de quantités A décroissantes et tendant )
vers zéro, on formera, d’aprés un mode de raisonnement bien
connu, une suite d'intervalles décroissants, tous compris les uns
dans les autres et tendant vers zéro; la limite commune des deux
extrémités de ces intervalles est la limite cherchée.

Ainsi, nous avons une limite pour » quand on adopte une loi de
subdivisions de la nature indiquée. Je dis que toute autre loi con-
duira 4 la méme limite. Soient deux modes quelconques de subdi- :
visions de Uintervalle z, 2, marqués respectivement par les lettres

r

FpEE(ER v e A

nous désignerons par " la subdivision formée avec I’ensemble des

deux premiéres. Si les intervalles z et 2/ sont moindres que 6 (8
8 correspondant, comme plus haut, a une valeur donnée de A), on

aura |

. A ;
! |7l et
) it
i'y”_‘y | = _E[e.ifxﬁ:):ﬂl_ []?
done

2\ '

|7 =71 < 22 [ehieed—1],

Il en résulte bien évidemment, puisque X est pris aussi petit que
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on veut, que »’ aura une limite si ) en a une, et ces deux limites
seront les mémes.

En résumé, nous avons établi que, quel que soit le mode de
subdivision, y a une limite parfaitement déterminée. Cette
limite est une fonction de z, qui pour z = z, se réduit a y,.

4: Il reste & montrer que la fonction y de 2, qui vient d’étre
obtenue, satisfait a 'équation différentielle

L7 =f(z, ¥)

dx
Solent, dans I'intervalle A, les trois points z,, 2, z', el supposons
2 2 ? 5 k) P 7

pour fixer les idées,
Dy =T

Soient y la valeur de la fonction précédemment trouvée en z, et
' sa valeur en z'. Pour trouver »', on peut concevoir qu’on parte
de z avec la valeur y et qu'on fractionne 'intervalle zz' en un
nombre de parties grandissant indéfiniment. D’autre part, si I'on
ne prend qu’un seul intervalle, on obtiendra la quantité Y’ définie
par
Y= =G =) ()

mais, si |2’ — 2 | <8 (8 correspondant toujours a une quantité ).),
on a, d’aprés le paragraphe précédent,

A
bl

Nous pouvons écrire cette inégalité sous la forme

Y'——}f’: % [G.‘-(.-g-‘—_'!'l__‘_ I] (03< [).

On aura donc

] 0x N
y—r =@ —a)f(@,y) — FLe=n—1]

et enfin
Y—y =t PN ekle—x)__ ¢
w’—m“f(f‘y) s e

d’ott résulte, en faisant tendre 2’ vers et remarquant qu’alors on
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: sy )
peut prendre A de plus en plus petit, que » aune dérivée %’; etl'on

a bien

@ — A9k

dz

ce qui achéve la démonstration.

5. Le théoréme fondamental que nous venons d’établir s’étend
sans modifications essentielles au cas de m équations du premier

ordre
(¥l :
% =J1(@ Y1 Yar oo Ym)
([‘T‘z a1 - ’ s
(2) | a5 =H @ nrs e I

=,fm(-t'1 Yy YVay ooy j’m)-

On suppose que les fonctions f soient continues pour les valeurs
des @ et des y satisfaisant aux inégalités

|'r_‘TUI<(7'9 !,}I_,}"flf\bs ey Iyiil_)’.gzl‘<b:

soit M la valeur absolue maxima des fonctions f dans ce do-
maine. De plus, on a, pour deux systémes quelconques de points
de ce domaine,

|f[(.’1:‘,l}"1,.}f'2, "'M}’Lf)_,fi(z"aﬂfhy?.r --w_}"m)l
< /i'l |_}f’l——‘}’1 | #/I.E |y;*ygl+.'.+‘/ﬂn IJ’:,,#J’mI:

les & étant des constantes positives.

in remplacant, comme plus haut, les équations différentielles
par des équations aux différences, on établira, sans autre peine
que quelques longueurs d’écriture, que, dans la région définie par

|# — 2 | <A,

ot
At AM < b,

il existe m fonctions continues ¥y, ¥, ..., ¥m de 2 satisfaisant au
systéme d’équations différentielles, et prenant respectivement pour
x = &, les valeurs y§, »2, ..., yp,. La région dans laquelle les
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intégrales sont définies correspond donc a un intervalle tracé de
part et d’autre de x,, et dont la longueur est la plus petite des

deux quantités
b

M

6. Nous venons de trouver un systéme d’intégrales conlinues
prenant des valeurs données pour z = x, ; nous avons maintenant
a démontrer que ce systéme est unigque. Pour éviter toute diffi-
culté, nous ferons seulement ici ’hypothése complémentaire que
les fonctions f ont des dérivées partielles par rapport a y elles-
mémes continues.

Admettons done que nous ayons deux systémes d’intégrales y,
Yas +-vy ¥m €t By Za, ..., Bm prenant respectivement les mémes
valeurs en @,. On aura

:fl (z, 31, 32, ---1;Jf1)ff'l (-7-': Y1y Yo, "w}"m):

dx

ce qui, en faisant usage du théoréme des accroissements finis et

I)()Sﬂnl,
21— V1= Uy Zo— Vo= U, Srad Em— Ym= Um,
S ey
IJO[_II‘I'B S’UC[‘]I‘(‘, <
O 0
du, )
= Aluy +A%us +...+ Al up, ey
ax "l
........... 4 ~
du “2fhew™
m p. 1 1
- == ,-\',1” Uy + A ',l,z Usg—t o1 J\:ﬁ Umy

et les A sont des fonctions continues de x dans le voisinage de .
D’autre part les u s’annulent pour #,; nous allons donc partir de
ce systéme d’équations linéaires en u, et montrer quun sysiéme
d’intégrales s’annulant pour z, est nécessairement nul 1dentique-
ment.

Montrons d’abord qu'un systéme quelconque d’intégrales peut
s’exprimer & I'aide de m systémes particuliers d’intégrales. D’aprés
le théoréme fondamental, on pourra trouver un systeme d’inté-
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grales

R T S R

puis un second systéme
T et SR IS 2
et enfin un mitme systéme
e e S S S S T R
Les valeurs de toutes ces intégrales pour x, peuvent étre prises
8 P 0
arbitrairement. On suppose seulement que le déterminant formé

avec les valeurs des m? fonctions précédentes pour = x, ne soil
pas nul.

Posons alors
= Grul + Gout +...+C,ul,

— el sl r et

———
~ o~
-~ &
TN

um = Gy ”'}u = CZ L G, Upts

les C étant des fonctions de z; en substituant dans les équations,
NOUS aurons

dGiy a0 G
L e e
ClG] o (l(q 2 d im e
T W o ui + —— u! 0
dC, qGr dC,,

— u} —u?, HE == ()
d:‘v v i Mmoot f[ 7 m =

Le déterminant des coefficients des dérivées ne s’annule pas
dans le voisinage de z,, puisqu’il ne s’annule pas pour z = x,; les
lettres C sont donc des canstantes; or, pour £ = x,, on doil avoir

C1=—= o Gy = o, G —io)
puisque Up=Us=...= U =0 pour & — z,. 1l en résulte que
Uyy Usy «o .y Uy SORL Tdentiquement nuls, comme nous voulions

I’établir.

Des paragraphes précédents, nous concluons que, étant donné
le systéme (2), on peut en général se donner arbitrairement les
valeurs de y;, ¥, ... » Vm pour z = z,. Les intégrales dépendent
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donc de m constantes arbitraires, et 'on entend par intégrale
générale du systéme ’ensemble de m fonctions ¥ de z qui salis-
font aux équations différentielles et qui dépendent de m con-
slantes arbitraires pouvant étre déterminées de telle facon que
pour x = &, les y puissent prendre des valeurs arbitrairement
données.

II. — Démonstration de I'existence de l'intégrale par une méthode
d’approximations successives.

7. Indiquons une autre méthode pour établir Pexistence des
intégrales des équations différentielles ordinaires (1). Nous envisa-
geons, comme plus haut, en changeant seulement un peu les nota-
tions, le systéme des n équations du premier ordre

du :
T — R O s A e

dy ;

fTJ-' -—fv(.‘!‘, u, v, ,ﬂ’),
dw :

T el i, e, W)

Les fonctions f sont des fonctions continues réelles des quan-
tités réelles z, u, ¢, ..., w dans le voisinage de zy, iy, ¢, - ..,
w,. Elles sont définies quand =, u, ¢, ..., w restent respective-
ment compris dans les intervalles

(o — @, zy+a), (wo—bug+5b), ..., (wog—b,wy-+b),

« et b étant deux constantes posilives.

De plus, on suppose que l'on puisse déterminer n quantités
positives A, B, ..., L, telles que

[ fala, wyol oo, Y — il m, 0, .. . )|
<Alw —u[+B|o—p|+...+ Lo —w]

3

« ainsi que les w, ¢, ..., o restant dans les intervalles indiqués.

(*) Fai indiqué pour la premiére fois cette méthode dans mon Mémoire du
Journal de Mathematigues (1890 ).
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On voit que ces hypothéses sont celles que nous avons faites
en étudiant la premiére démonstration de Cauchy.

8. Ceci posé, nous allons procéder par approximations suc-
cessives.
Considérons d’abord le systéme

dity dw, i i E
= — A Oy aan Lk ST — TN o e o0 G )R
nous en lirons, par quadratures, les fonctions wy, ¢,, ..., w,, en

les déterminant de maniére qu’elles prennent pour 2, les valeurs
Uoy oy +--5 Wo. On forme ensuite les équations

du, dwy

— (s s Pl o sos 0B s — Tl W BN s ()

d dz
et 'on détermine w,, ¢a, ..., ws par la condition qu’elles pren-
nent respectivement pour z, les valeurs wy, ¢4, ..., w;. On con-
tinue ainsi indéfiniment. Les fonctions w1y Cm_ 1y « ooy Fpy
seront liées aux suivantes ey, Vm, . ... W, par les relations

dit,y,
dx :'/1(2" Um—1y Pin—1y + v s “’m—-l)a
dw oy, ¥
Ar = Ju( @) Um—1s9m—1y - - oy Pin—1)s
el., POH[‘ T =2y, on a
Uy = Uy P = Vo, E W = W

Nous allons établir que, m augmentant indéfiniment, w,, ¢m, ...,
W lendent vers des limites qui représentent les intégrales
cherchées, pourvu que x reste suffisamment voisin de z,.

Soit M la valeur absolue maxima des fonctions f, quand les va-
riables dont elles dépendent restent dans les limites indiquées.
Désignons par p une quantité au plus égale & @ : si z reste dans
U'intervalle (x¢ — p, o + p), on aura

| 24 — wy | < Mp, | w1 — o | < Mp.

Par suite, si Mp < b, les quantités w,, ¢4, ..., w, resteront
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dans les limites voulues, et il est évident qu’alors il en sera de
méme pour tous les autres systémes de valeurs u, ¢, ..., w. Dési-

)

gnant par ¢ une quantité au plus égale a p, nous allons supposer
4 -
que x reste dans 'intervalle (zy — 6, 2, + 8).

n -
Lin posant
Up — Um—1 = Um-, Wy — Wy = W,

on peut éerire

dl,, . \
i = f1(@; W1, ooy Win—1) — J1(2) Uim—2; oy Bip—2)
................................... OO D O O G D (B 0, e B )
AW, : 7

[!; = fu(@, wpn—, W—1) — Ju( @y Uimzy ooy Fim—2)
Oron a

| U, | < Mg, | Wi| < Ms.
d

Les équations précédentes, pour m = 2, démontrent que| U, |, %

=

[Val, ..., | W, | sont inférieurs &
(A - Bt - L)Ms2, "

et, d'une maniére générale, de proche en proche, on voit que
|Un |y ++»| W sont inférieurs &

MB3(A + B 4. ..o Lyn—t 3m—1,
Or

= Uy—+ Uy + Us ..o Uy
par suite, wm, Om; - .., W tendront vers une limite, si
(A+B—+...~L)s <1.

En prenant 6 assez pelit, cette condition sera vérifiée. Nous
voyons donc que wp, Om, - .., Wy tendront vers des limites déter-
minées u, ¢, ..., w, fonctions continues de @ dans I'intervalle |
(zy— 8,2, + 8), 0 étant la plus petite des trois quantités

b I :

(4) & M2 LA R e

w, ¢, ..., w seront représentées par des séries qui convergent a la
maniére d'une progression géométrique décroissante.
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On a d’ailleurs
X
U = [ .fl(x! Um—1s « oy Wi—1) dz -+ 1y,
=~y
et, puisque les wu, ¢, ..., v, différent de leurs limites d’aussi
peu qu’on veut, ponr 7 assez grand, quel que soit # dans l'inter-
valle indiqué, on aura, i la limite,

. 3
4 — f Vil g sl o = o !
ey : |

el, par suite,
du
-5 = Xy, Py ...y W
{[(, fl( ] 1 ¥ 3 )!

et de méme pour les autres équations. Les fonctions u, ¢, ..., w
sont donc les intégrales cherchées.

9. On voit que la démonstration précédente définit I'intégrale f
dans un intervalle qui ne peut étre supérieur a celui qui est fourni
par lapremiére démonstration de Cauchy, puisque la plus petite des
quantités (4) ne peut étre supérieure a la plus petite des quantilés

Bal ; ,
a ety Ce résultat est d’ailleurs dans la nature des choses, la dé-

monstration actuelle étant moins naturelle que celle de Cauchy,
qui prend pour point de départ la véritable origine de I'équation
différentielle en la considérant comme la limite d’une équation aux
différences. Nous avons seulement ici I'avantage, qui peut avoir
son prix, d’avoir I'intégrale représentée par une expression ana-
Iytique telle qu'une série convergente.

III. — Démonstrations au moyen du calcul des limites de Cauchy.
Comparaison des domaines de convergence.

10. La premiére démonstration de Cauchy ne fait que des hy- ‘
pothéses trés générales sur lanature des fonctions J- Ensupposant
que ces fonctions soient des fonctions analytiques des lettres dont
elles dépendent, Cauchy a indiqué un autre type de démonstration
dont nous allons maintenant nous occuper. Llillustre géométre a |
donné le nom de Calcul des limites au principe fondamental de
comparaison qui joue le réle essentiel dans cette méthode. Le
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nom n’est pas bien heureux, mais 'idée est réellement féconde
elle peut étre appliquée, et de la maniére la plus variée, a d’autres
questions qu’a celle qui nous occupe actuellement ().

Briot et Bouquet et M. Méray en France ont simplifié notable-
ment les démonstrations de Cauchy fondées sur le Calcul des li-
mites, et, en Allemagne, M. Weierstrass a fait usage aussi des
mémes principes d’'une maniére différente.

Nous allons suivre Briot et Bouquet dans I'exposition de la dé-

monstration (2). Prenons d’abord une seule équation
(5) 9 — [,
La fonction f(x, y) est supposée holomorphe dans le voisinage
de x, et yy. On peut supposer évidemment, en faisant un change-
ment de variable, que 2y = y,= o. La fonction S(x, ») sera donc
holomorphe par rapport & « et a y quand z et y seront respective-
ment a l'intérieur des cercles C et C' décrits des points £ = o
el y = o comme centres avec les rayons @ et b, et on la suppose
continue sur les circonférences elles-mémes. Nous appellerons M
le module maximum de la fonction £ dans ce domaine.

Si I'équation (5) admet une intégrale holomorphe dans le voi-
sinage de # = o et s’annulant pour cette valeur de la variable, elle
sera unique et ’on pourra obtenir, au moyen de I'équation différen-
tielle elle-méme, les valeurs des dérivées successives Q; i—, e

dw” dz?
pour & = o. Il suffit de différentier I'équation (5), d’abord une

5 Thca :

fois, pour avoir ﬁ, et de substituer dunsle second membre z = o,
S : 3 diy =l

Y = o; en différentiant une nouvelle fois, on aura £ et ainsi de

dx?

suite. Nous pourrons donc former le développement

dy 1 [d2y
6 :(ﬁ— S e T ) TP =@ as ..
(5} Y v dx /o LN dzt s ! R

(*) Dans les OFEuvres complétes de Cauchy, 1™ série, t. VII, on trouvera un
grand nombre d'articles des Compies rendus se rapportant au Calcul des li-
mites.

(*) Brior et Bouquer, Journal de I’Ecole Polytechnique, t. XXI, et Traite
des fonctions elliptiques, p. 325.

P. — 1II. 20
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Le point essentiel, dans la démonstration, consiste a faire voir
que le développement ainsi obtenu converge si 2 aun module suf-
fisamment petit. Ce point une fois établi, il est bien clair que la
fonction y ainsi définie satisfaita 'équation différentielle, puisque
les deux fonctions de @

o F)
ont, d’aprés la maniére méme dont y a élé obtenu, la méme va-
leur pour z = o ainsi que leurs dérivées de tout ordre ; elles coin-
cident done, c’est-a-dire que 'équation (§) est vérifice.

(’est en comparant 1'équation proposée & une aulre que nous
allons pouvoir établirla convergence de la série (6), et I'idée d'une
telle comparaison forme ce qu'il y a de réellement intéressant el
fécond dans ce que Cauchy appelait le Calcul des limites.

Rappelons que, étant donnée la fonction f(x, ), on peut trouver

ane fonction F(z, y) holomorphe dans les mémes cercles G et T
el dont les dérivées partielles, toutes positives pour & =y = o,

sont telles que

ko f| L 0PEN
(a) ozh OYP |p—=0" (JSL‘“ d_}’f’) ;

=0

c’est ce que nous avons va (Chap. IX, p. 239); entre autres déter-

minations de IF, nous avons indiqué

Ceci posé, considérons 'équation différentielle auxiliaire
pOsE,; q

A

S E

F(z, Y).
Admettons qu'il existe une intégrale Y de cette équation, holo-

morphe dans le voisinage de # = o, et s"annulant pour z — o. On
aura, pour Y, le développement

/

dz 1.2\ dz2

2 Y
7) Y -—(dY) 2 ! (d ) 22t...= Az As--. L L
0 0

Les coefficients des puissances de z dans ce développement sont
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4/

positifs, et, d’aprés les indgalités (), on aura visiblement
I aml <% Am-

Le dé\-eloppemenl, (6) sera done certainement convergent dans
le champ ou converge le développement (7). Or il est facile de
démontrer directement l'existence de la fonction Y. Ecrivons
I’équation

dY. M

g
( _Z) 7 R

T

sous la forme

r
(27

Si la fonction Y existe, les deux membres sont respectivement
les dérivées de ‘
Y — }; et ;Ma.lng'(lﬁ 5)
Nous prendrons la détermination du logarithme s’annulant
pour x = o, détermination holomorphe dans le cercle de rayon a.
Comme Y s’annule pour &z = o, on devra avoir

Y2 ! z
Y — = :—-Malog‘([— E)

el, par conséquent,

E aMa z
\:b—b\/w— 5 log(lﬁ&),

en donnant au radical la détermination -1 pour 2 = o.

La fonction Y, ainsi définie, satisfait a I'équation j—;[ = R ¥
elle s’annule pour x = o, et elle est holomorphe & Pintérieur d’un
cercle ayant I'origine pour centre, et un rayon p annulant la quan-
tité placée sous le radical, ¢’est-a-dire donné par I’équation

‘ '1.\[(31” o
T b Ob Ih(_t = 0,

b
gi— (t,(l —e i’““).

ce qui donne
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Nous sommes donc assuré que le développement (7) converge
a T'intérieur du cercle de rayon p; il en est done de méme du dé- f
veloppement (6), et, par suite, nous pouvons affirmer que l’é-
quation (5) admet une intégrale holomorphe dans le cercle de
rayonp ayant l"origt'ne pour centre, et s'annulant pour x=o.
Cette intégrale holomorphe est unique.
On remarquera qu'a l'intérieur du cercle de rayon p on a cer-

tainement

: on a donc, par conséquent,
st

L o 1 A
3 intérieur du méme cercle.

11. L’analyse précédcnte s’étend sans modilication au cas'de n

('-qualions

| dy
; (-{_/u;:fl('r’ylf.}/zi‘-~)|}'n,}; 4
i
bi dys
| (f‘l‘ :./‘2(3?;]1:.}’2,----5.)’1:):
dyn
| ‘(T'};z:fn,(-r;]fla.}/ﬂ?"-:.}’ﬂ)-
|
1 On suppose que les f sont holomorphes par rapport a x et aux y
dans les cercles de rayon a et b déerits respectivement de l'origine
comme centre dans le plan de z et des y. 51, de plus, M désigne
encore le module maximum des f, on comparera ce systéme au
suivanl
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Les Y s’annulant tous pour z = o sont identiques, et on n'a a
2

considérer que I'unique équation

dy M
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Le rayon o du cercle, dans lequel la convergence des déve-
loppements est assurée, sera ici

( 7 b
0= a\l Ll (Iz+l).\1rr>.

12. Revenons un moment & la premiére méthode de Cauchy, et
bornons-nous a une seule équation. Quand la fonction f(z, )
est une fonction holomorphe, on peut encore appliquer cette mé-
thode. La comparaison des résultats fournis par les deux méthodes
est intéressante. Nous supposerons que les valeurs initiales sont
(20, ¥0) au lieu de (0,0).

Voici d’abord quelques remarques préliminaires. La dérivée
Sz, ) est holomorphe & D'intérieur des cercles C et C; elle
n’est pas nécessairement définie sur les circonférences elles-
mémes, mais il n’y a aucun inconvénient a le supposer, car on
peut remplacer les cercles de rayon @ et b par les cercles de rayon
a@—z et b—mn (e et n élant fixes, mais aussi petits que I’on
voudra), et la conclusion & laquelle nous arriverons n’en serait
pas changée. Soit donc £ le maximum da module de f.(z, )
dans les cercles C et C'.

En désignant par y, ety deux valeurs quelconques de y a I'in-
térieur de €/, on a

f(2, y2) —flzy 1) = )\0(.)'2—3’1)f3-[~177 et 0(y2—y1)l, |2 |21,

en appliquant le théovéme des accroissements finis tel qu’il a été
étendu par M. Darboux aux fonctions d’une variable complexe (')
(t. I, p. 35). De I'égalité précédente on conclut

|/, 0) — [l )2k | 2= 1 |-

(*) Ala vérité, nous n'avons démontré (t. I, p. 36) la formule généralisée des ac-
croissements finis que pour une fonction complexe d'une variable réelle, mais le
cas d’une fonction analytique d’une variable complexe se raméne immédiatement
au précédent. Soit f(z) une fonction analytique de 5 holomorphe dans un certain
domaine comprenant deux points 5, 5, et tous les points de la droite qui les joint.
Soit 5 un point variable sur la droite z,5;; en désignant par « l'argument de
5,— 5, On a

z—z 4 g i -
e L, pest

soit d la valeur de p correspondant & z,. Par suite, nous aurons

S5, pe*)=F(p);
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De plus, la continuité de la fonction J (&, y) est uniforme & l'in-
térieur des cercles C et €/, ou plus exactement a intériear des
cercles de rayon @ — ¢ et b — 1, que nous pouvons, pour la méme
raison que plus haut, supposer élre les cercles C et C/ eux-mémes.

Cela posé, soit A une quantité positive telle qu’on ait a la fois

AZa, AM<=5h,

cl envisageons dans le plan des z le cercle ayant z, pour centre
el A pour rayon; on lrace un rayon de ce cercle. En appliquant la
premiére méthode de Cauchy, on verra, sans changer en rien les
raisonnements, que U'équation différentielle détermine sur /le
rayon tracé une fonction de 2 (dans les diverses inégalités que
nous avons eu a écrire, ce sera le module qui remplacera la valeur
absolue). De plus, on démontrera ici, comme plus haut, que I'in-
tégrale continue sur un rayon et prenant en 2z, la valeur Vo est
nécessairement unique.

13. Pour chaque point z a l'intérieur du cercle de rayon A,
nous déterminons ainsi une valeur pour y, relative en quelque
sorte au chemin rectiligne 2, z.

Le rayon A est, comme on a vu, la plus petite des quantités

b
M

Il ne peut étre admis, sans plus d’explications, que la succession
des valeurs ainsi trouvées pour - donne une fonction analytique
de x