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Ces PrincipEs D’ALGEBRE ont été spécialement rédigés
pour mes Eléves ; j'espére cependant qu’ils pourront étre
de quelque utilit¢ 3 ceux qui entreprendront I'étude de
celte science sans le secours d’un Professeur, et méme a
ceux qui, plus avancés, se proposeront de revoir ce qu'ils
ont appris précédemment.

Ils sont divisés en trois Livres. Je me suis efforcé d’y
comprendre tout ce qu'il est essentiel de connaitre pour
suivre avec quelque succes les cours de Géométrie analy-
tique et de Mécanique rationnelle qui m’étaient confiés,
en me prescrivant toutefois de ne pas dépasser les bornes
de I'enseignement des Ecoles d’Arts et Métiers.

Le premier Livre contient la Théorie compléte des opé-
rations algébriques; j’y ai joint, en forme de supplément,

une démonstration tout-a-fait élémentaire de la formule du
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Binome de Newton. Le deuxiéme et le troisiéme, Lraitent
de la résolution des problémes et des équations auxquelles
ils conduisent ; le dernier, de certains procédés que fournit
I’algébre pour abréger le calcul des nombres.

Jai choisi parmi les démonstrations qui me sont con-

L

nues, celles qui m’ont paru les plus claires et les plus
simples. Je me suis attaché surtout 3 mettre beaucoup
d’ordre dans la distribution des matiéres, et 4 énoncer les
résultats avec une précision géométrique, bien convaincu
que cette méthode est la plus lumineuse et la plus propre

a hiter les progrés des commencants.

Chélons-sur-Marne, imp. H. Laurent. |
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LIVRE PREMIER.

OPERATIONS ALGEBRIQUES.

CHAPITRE PREMIER.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

I. But de U'Algébre.

f. L’Arci:Bre est une science qui apprend a résoudre sans
titonnements et d’une maniére générale les problémes relatifs
aux nombres.

Pour parvenir a ce double but, on a imaginé : 1° de représenter
les nombres par des lettres; 2° d'indiquer les opérations qui les
lient et des divers rapports dont ils sont susceptibles par des
signes abréviatifs.

2. Les lettres sont trés propres 4 représenter les nombres
d’'une maniére générale, car, ne jouissant d’aucune valeur par-
ticuliére, elles peuvent prendre toutes celles qu'on juge & propos
de leur attribuer. Les premiéres a, &, ¢, etc., servent ordi-
naifement & désigner les quantités connues, et les derniéres x,
Yy, %, etc., a désigner des quantités inconnues; mais il ne faut
pas perdre de vue que chaque lettre exprime toujours un certain
nombre d’unités abstraites ou concrétes.

3. Les signes de l'algebre sont en petit nombre et d'un usage
fréquent. Voici les principaux :

1° 4+ indique l'addition et signifie plus. Exemple : a 4 b s'é-
nonce a plus b;

2° — indique la soustraction et signifie moins. Exemple : a—b
s'énonce a moins b;

1
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2 PRINCIPES

3° X et . sont les signes de la mulfiplication, et signifient
multiplié par . Exemple : a X b ou a.b s'énonce a multipli¢
par b.

Plus souvent on indique la multiplication entre plusieurs letires
en les mettant simplement les unes a la suite des autres. Ainsi
les expressions ab, abe, abed s’énoncent comme elles sont
écrites et remplacent a X b, a X b X e, a X b X ¢ X d. On
doit avoir le soin de rétablir les signes lorsqu’on donne aux lettres
a, b, ¢, d des valeurs numériques : car il est visible que le pro-
duit de plusieurs nombres ne s'obtient pas en les écrivant les
uns a la suite des autres; =

4° : placé entre deux quantités marque la division de la pre-
miére par la seconde et s'énonce divisé par. On emploie aussi,
pour désigner cette opération, le signe — au-dessus et au-des-
sous duquel on écrit le dividende et le diviseur. Ezemple : a : b
a
b
5° = est le signe de I'égalité et s'énonce ¢qale. Les quantités
placées a gauche et a droite du signe se nomment premier et se-
cond membre. Exemple : 10 — 7 =2 - 1 signifie 10 moins 7
égale 2 plus 1; 10—7 est le premier membre, et 2 4 1 le
second ;

6° = et < sont les signes de I'inégalité et signifient plus grand
que, plus petit que. Ex. 10=>3, 7<<12 s'énoncent 10 plus
grand que 3, 7 plus petit que 12. On peut remarquer que le
plus grand des deux nombres est toujours placé dans I'ouverture
du signe.

ou - signifie a divisé par b. Le dernier signe est le plus usité ;

k. Actuellement, pour éclaircir autant que possible la défini-
tion que nous avons donnée de I'algebre, proposons-nous le pro-
bléme suivant : Trouver deux nombres dont la somme soit 20
et la différence 6.

Représentons par z le plus grand des deux nombres inconnus,
et par y le plus petit, nous aurons en vertu de I'énoncé :

Le plus grand nombre x augmenté du plus petit % égale 20;

Le plus grand nombre z diminué du plus petit y égale 6;

Ce qui, a I'aide des signes, s'écrit ainsi z 4y =20, 1—y==6.
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D'ALGEBRE. 3
Egalités dont nous allons tirer les valeurs des inconnues z
et y. \

Pour obtenir Tinconnue =z, ajoutons membre & membre les
deux égalités @ -}y =20, z—y =06, nous aurons

o+ y +2—y=20-6,
ou 27=26 en observant que y — y =o. Les quantités 2z et 26
étant égales, leurs moitiés = et 13 le sont aussi; donc 2= 13.

Afin de déterminer y, retranchons # de chaque membre de
I'égalité x 4 y = 20, et dans le résultat y = 20—z, rempla-
cons @ par 13, ce qui produit y ==20—13, ou y=7y.

Les deux nombres inconnus sont donc 13 et 7, et en effet

134 7=20 et 13—7=6.

Ce seul exemple suffit pour faire apercevoir tout le parti qu'on
peut tirer des signes algébriques, lorsqu'on les manie convena-
blement; leur briéveté rapprochant en quelque sorte les pen-
sées, permet d'en saisir plus aisément I'ensemble, et conduit & la
solution d’un grand nombre de problemes auxquels on n’aurait
pu s'élever en arithmétique que par des titonnements plus ou
moins longs.

5. Un second avantage de I'algébre sur l'arithmétique consiste
dans les moyens qu'elle fournit de présenter les résultals sous
une forme tout-a-fait générale. Tant que I'on emploie des nombres
pour exprimer les données, ils se mélent et se fondent pour ainsi
dire les uns dans les autres par I'effet du calcul ; les résultats ne
conservent aucune trace des opérations que I'on a faites pour y
parvenir, et ne peuvent étre utilisés pour résoudre les questions
de méme espece. Mais que I'on désigne ces données par des
lettres, cet inconvénient disparait, et I'on retrouve dans les résul-
tats toute la généralité, toute la parti¢ essentielle du raisonne-
ment. s

Afin que T'on puisse entrevoir dés a présent toute la fécondité
de T'algébre envisagée sous ce nouveau point de vue, reprenons
le probléme précédent dont nouvs*généraliserons ainsi I'énoncé :
Trowver deuz nombres dont la somme soit a et la diffé-
rence b,

Soit toujours  le plus grand des nombres inconnus et y le plus
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& PRINCIPES
petit. L'énoncé du probléme traduit algébriquement fournit évi-
demment x4y =a, r—y=>0.

Ajoutons ces égalités membre & membre en observant que
Yy —1y=o0, nous aurons 2z=a-b. Or la moitié de 2r est z,
L

a b a h
et celle de @+ b est;—]—;, donc = z — .

Retranchons 2 des deux membres de z -}y =a, et dans

gy & % a b
y=a—x mettons — | ik la place de z, on a y=a— STRE?
3 2
= a cause que a . =
ou Y= ——-— 8 —_—— = —,
y P 2’ q ) 2
‘ ] acib @b
Les deux expressions générales x = & -} = y= R

peuvent s'énoncer ainsi en langage ordinaire : le plus grand des
deux nombres inconnus est égal a la demi-somme augmentée
de la demi-différence, et le plus petit, a la demi-somme di-
minude de la demi-différence.

Soit maintenant, & trouver deux nombres dont la somme soit
20 et la différence 6. On substituera 20 et 6 aux lettres a et b dans

: a b a b :
les expressions = % + -, y= e et I'on trouvera
2

comme dans le numéro qui précede
z=24i=104+3=13, y=F —i=10—3=7.

Soit encore a déterminer deux nombres ayant pour somme 31
et pour différence 19. On posera @ = 31, b==19, et 'on aura

p=g = mab, gl =l

Cette solution est exacte, car 25 4 6=31, 25 —6=19.
6. On appelle formule le résultat d'un calcul général, pré-
sentant le tableau des opérations a effectuer sur les données pour
en déduire les nombres inconnus, telles sont les deux expres-

. a , b a b
sions & = — -+ SRS R auxquelles nous venons de

parvenir.
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D'ALGEBRE. 5

II. De quelques autres notations de U'Algébre.

7. Outre les signes et les lettres dont il vient d’étre question,
on emploie encore d’autres notations dont le but est toujours de
simplifier I'écriture algébrique. Les principales sont celles des
coefficients, des exposants et des racines.

8. Le coefficient d’'une quantité est un nombre placé a sa gau-
che, qui indique combien de fois elle doit étre répétée. Les
expressions 5a, 4ab, 3abc ont pour coefficients 5, 4, 3 et
remplacent, 1° a+a-+4a-t+a-+a; 2° ab4ab4-ab-+ab;
3° abe+ abe--abe. Elles s'énoncent cing a, quatre ab, trois abe.

Les coeflicients peuvent étre fractionnaires. Ez. % a, % ab. Lors-
que le coefficient d’une quantité est 'unité comme dans 1ab, on
le supprime par convention et I'on écrit simplement a6, récipro-
quement ab = 1ab.

9. On appelle 17 puissance, 2° puissance, 3° puissance.. ...
en général m® puissance d’'une quantité, cette quantité rendue
une fois, deux fois, trois fois.......m fois facteur. La seconde
puissance s'appelle aussi carre et la troisieme cube. Ez: La 1™
puissance de 1o est 10, la 2¢ ou carré est 10 X 10 0U 100; la 3°
wcdmpﬂIOXIOXﬁoou1m0ﬂaFeﬂ10X10X:oX10
ou 10000, etc. Autre ex: Les puissances successives de ; sont
o4 2 I XF=1, FIXEFX =75, F X3 Xz X =7, etc.
Autre ex : les puissances de a sonl @, aa, aaa, aaaa, etc.; celles
de ab sont ab, abab, ababab, ete., ete.

10. L'exposant d’une quantité est un nombre placé a sa droite et
un peu au-dessus, qui marque la puissance a laquelle elle est éle-
vée. Ainsi a*=aa, et s’énonce a exposant deuxr ou simplement @
deuz; a’=aaa, ets'énonce a trois; a'==aaaa, ets'énonce a quatre,
et généralement ¢™ est l'abréviation de a rendu m fois facteur,
et s'énonce a erposant m. Ex: 12'=12X 12X 12X 12 =20736,
a'b? = aaaabbb, a’bic*d = aaaaabbbbecd.

On est convenu de supprimer I'exposant d'une quantité quand il
vaut I'unité. Ainsi a*b'¢'=a’be, et réciproquement a*bc=a’b'c'.
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6 PRINCIPES

11. Afin de mieux sentir la nécessité de se familiariser avec les
notations précédentes et pour prendre une idée exacte de leur
briéveté, il suffira d’essayer d’écrire une seule quantité sans le
secours des coeflicients et des exposants, en donnant aux letlres
qu'elle renferme des valeurs numériques. Qu'on prenne, par
i exemple, la quantité 5ab’c*d, elle s'écrira
|- aaaabbbecd—-aaaabbbecd 4 aaaabbbeed - aaaabbbecd—- aaaabbbecd. f
! Que serait-ce donc si les coefficients et les exposants étaient plus I
i grands, et si 'on remplacait chaque lettre par un nombre de plu-
| sieurs chiffres? Dans la supposition de a=2, =3, =it d——h.

la quantité 5a'b’¢c*d prend la valeur numérique

. 5><25><3"><,1*><5=5><16><2y><16><5,
| ou bien 172800 tout calcul fait.

12. L'opération inverse de la formation des puissances porte le
nom d'extraction des racines.

On appelle racine carrée, cubique, quatridme, etc.. .., en
i général m*™™ d’une quantité, une autre quantité qui, élevée au
carré, au cube, & la 4° puissance, etc .., i la m=e puissance re- ]
produit la premiére. Cette opération s'indique au moyen du signe
V' (Cestun r déformé), qui signifie racine de, et dans I'ou-
verture duquel on place le degré de la racine que I'on veut extraire,
excepté dans le cas ol il est égal d 2. Ez: \/100=10, \l""§§=3,
\.'f76=9., a raison de ce que 10°= 100, 3'= 27, 24=16. Ces
expressions s'énoncent : Racine carrée de 100 égale 10, racine
cubique de 27 égale 3, racine quatriéme de 16 égale >. Autres |

— 3 m

- - po.
exemples : Vo' =a, Va*=a, \/di=a,... \/d®=a.
HI. Des différentes espéces de quantites. »

13. On entend par quantité ou grandeur tout ce qui est sus-
_ ceptible d’augmentation ou de diminution, cest-a-dire tout ce
, qui peut étre soumis au caleul. |
' Les algébristes concoivent qu'il arrive un point ot les quantités
sont tellement grandes qu'il n'est plus possible de les faire croitre,
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D’ALGEBRE. 7
et qu'il en est un autre ou elles ne peuvent plus diminuer, a raison
de leur petitesse; c'est ce qu’ils appellent Pinfini et 'infiniment
petit, et ce qu'ils introduisent dans le calcul au moyen des sym-
boles = et o.

Toutes les autres quantités sont renfermées entre ces deux
limites et se nomment quantilés finies.

1%. Les quantités sont numeériques ou algébriques. Numé-
riques, quand elles sont exprimées par des chiffres. Ex : 164, <.
Algébriques, quand elles sont exprimées par des lettres, ou des
lettres combinées avec des nmombres.

Ezemples : a—be, a* —3a*b—+-6ab*— 45°.

15. On appelle termes d'une quantité les différentes parties
de cette quantité séparées par les signes |- et —; l'expression
a'—3a®b - 6ab® — 4b" renferme quatre termes, savoir :

a‘, —3a®b, -+ 6ab®, — 4H°.

16. Lorsque le 1° ferme d'une quantité a le signe +-, on se
dispense de I'écrire. Ex: 4 o’ —3a*b=a’—3a%b, et récipro-
quement toute quantité dont le 1°* terme n'a pas de signe est
censé avoir le signe 4. Er : 2a* — jabec = + 2a’ — fabe.

17. On appelle 1° Monome, une quantité d'un seul terme.
Ez: 6ab’, — 3ab®. 2° Binome, une quantité composée de deux
termes. Ez : 3a—b*. 3° Trinome, une quantité de trois termes.
Ezx: —3u® 4 2ab — b*. &° Quadrinome, une quantité de quatre
termes, etc. On appelle Série ou Infinitinome, une expression

composée d'une infinité de termes; telle est

a+a*+a* 4 a' -+ a° 4 a® -+ ete.

On appelle aussi Polynome, toute expression composée de plu-
gieurs termes; cette dénomination convient donc aux binomes,
trinomes, quadrinomes, etc.; ainsi la quantité 3ab—ab® - 4be?
est un polynome.

18. Le degr¢ d’un terme est le nombre des facteurs littéraux
dont il egt le produit, et s’obtient en prenant la somme de tous les
exposants; ainsi le terme 5a°b% ou 5aaaaabbe est du 5241
ou huitieme degré, et renferme en effet huit facteurs littéraux.

19. Une quantité homogene est celle dont tous les termes sont
du méme degré; dans le cas contraire, on dit qu’elle est hétéro-
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8 PRINCIPES

géne. Le polynome a*— 3a*h*— 3abi— b° est homogene, puisque
tous ses termes sont du cinquiéme degré, a*— 3ab—-}b* est un
polynome hétérogene.

20. La valeur numérique d'une quantité est le résultat que
I'on obtient, lorsque 'on substitue des nombres aux lettres qu'elle
renferme. Ainsi dans la supposition de =3, b =2, le polynome
a’— 2ab--2b* prend la valeur numérique

3 —2X3Xa2+2X2*=27—124 8=23;
dans celle de a==1, b =1, il devient
P—a X1 Xg7+2X7=1—14-}98=85.

21. L’ordre des termes d’un polynome est indifférent : car il
est visible que cet ordre n’influe en rien sur les valeurs numériques
qu’il peut acquérir, lorsqu’on remplace ses letires par des nom-
bres: ainsi a*—2ab+20*= —2ab -} a*--26*=2b*4-a*—2ab.

22. Lorsqu'on se sert des signes algébriques pour indiquer
des opérations & effectuer sur les polynomes, afin d'éviter toute
fausse interprétation et pour faire entendre que ces signes por-
tent sur I'ensemble des termes dont ils sont composés, on ren-
ferme chaque polynome dans une parenthése. Ainsi pour indi-
quer les quatre opérations de I'arithmétique entre les deux poly-
nomes a®—2ab—0* et —a’*-3ab—25b° on écrit :

(a* —2ab—b*)+(—a*+ 3ab—2b?)

(a* —2ab— b*)—(—a*+ 3ab—2b3)
(a*—2ab—b*) (—a®+3ab—2b°)

(a*—2ab—b*) : (—a’+3ab—2b?) ‘

Cette précaution devient inutile quand on emploie le second
signe de la division, qu'il suffit alors de prolonger de maniére
qu'’il dépasse le dividende et le diviseur.

2 2

Ez. ._aa'-‘z.g?ffb:bgb?‘ indique la division des deux polynomes
précédents. 7

Si 4 l'une de ces quantités on substituait un monome, on de-
vrait supprimer en méme temps la parenthése correspondante.
Par eremple, veut-on indiquer que 5a doit étre multiplié par
—a*+3ab—2b, on écrit 5a(— a* -+ 3ab—20%).
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D’ALGEBRE. 9
IV. Sur les quantités négatives.

23. On distingue deux espéces de termes relativement aux
signes dont ils sont affectés. Ceux qui ont le signe -, comme
+3ab?, 43¢, se nomment termes adduitifs ou positifs. Geux
qui ont le signe —, comme —3ab?, — 3¢, se nomment termes
soustractifs ou négatifs.

2%. On concoit sans peine la signification des termes négatifs
lorsqu'ils sont liés & d’autres termes positifs; mais il en est autre-
ment lorsqu'ils sont isolés, comme — 5, — 10, —b.

On peut faire voir & ce sujet que fout nombre négatif isolé
est le résultat d'une soustraction dans laquelle le nombre @
retrancher est plus grand que celui dont on veut retrancher :
soustraction que l'on regarde comme inexécutable en arithméti-
que, mais qui devient possible en interprétant convenablement
le signe —.

Cette proposition revient évidlemment & démontrer celle-ci :
pour retrancher un nombre d'un autre plus petit, il faut re-
trancher le plus petit du plus grand, et affecter le reste du
signe —. 3

En effet, soit a retrancher 11 de 6, ou ce qui revient au méme
645 de 6, le reste sera 6—6—5 ou — 5, puisque 6 —6=o.

Soit encore A soustraire 22 de 12, ou ce qui est ]a méme chose
12} 10 de 12, la différence est visiblement 12— 12—10 ou
— 10; en observant que 12— i12=o0.

En général soit & retrancher a-}-b de la quantité plus petite a,
onaa—(a+tb=a—a—>b, ou & cause que a—a=o,
a—(a + b)=—2».

25. 1° Tout nombre négatif est plus petit que zéro.

20 Les nombres négatifs sont d’autant plus petits qu'ils
paraissent plus grands abstraction faite des signes.

En effet, si d'un nombre quelconque, 5 par exemple, on re-
tranche ce méme nombre 5 et ceux qui suivent 6, 7, 8, g, etc., les
restes iront évidemment en diminuant. Or, ces restes sont d’apres
le numéro précédent o, — 1, —=2, — 3, —4, etc.; donc, 1° les
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nombres négatifs — 1, —a, —3, etc., sont plus petits que zéro.
2° De deux nombres négatifs comme — 2, — 5, le plus petit—5
serait le plus grand, suppression faite des signes.

26. Il suit de 1a, que L’on peut changer les signes des membres
d'une inégalité pourvu que Pon change I'ouverture du signe.
Ainsi, les inégalités
raRy, iy 51550, 1o 3; i 12, —3<<—1,
peuvent se remplacer par
=< =7, —3>—}, —5<<o, —r10<3,8<12, 3>1.

27. Tous les nombres posttifs et négatifs sont compris entre
Pinfini positif et Pinfini négatif. Car tous les nombres positifs
sont compris entre < et o, et tous les nombres négatifs entre o
et — co.

28. Les signes - et — qui indiquent des opérations oppo-
sées, peuvent aussi servir @ marquer une opposition dans les
manidres d'étre des quantités qui en sont affectées. Celle asser-
tion sera vérifiée dans la suite par un grand nombre d’exemples.
Dans ce moment nous nous bornerons & un seul. Supposons
qu'un marchand vende af un objet qui lui coiite 4%: son bénéfice
sera évidemment a — b%; tant que b est plus petit que a, a —b
est positif et exprime un gain réel ; mais si 4,est plus grand que a,
a—b devient négatif et constitue une véritable perte. Ainsi la
quantité @ — b étant positive ou négative représente done un gain
ou une perte, états de choses visiblement opposés. Dans le cas de
@=b, a—b=o, ce qui indique qu'il 0’y a ni gain ni perte.

—

CHAPITRE II.

ADDITION ET SOUSTRACTION ALG[:ZBR!QL'BS.

29. Avant de nous occuper de la résolution des problémes, but
spécial de I'algébre, nous devons apprendre a effectuer les quatre
opérations de Parithmétique sur les quantités littérales; elles
seront en conséquence le sujet de ce premier livre, qui com-
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D’ALGEBRE. "
prendra en outre la formation des puissances et I’extraction des
racines des nombres et des expressions algébriques.

L’addition et la soustraction, dont mous fraiterons d’abord,
sont fondées sur une opération secondaire, connue sous le nom
de réduction des termes semblables, que nous allons exposer.

1. Réduction des termes semblables.

30. On appelle termes semblables, ceux qui sont composés
des mémes lettres affectées des mémes exposants, quels que
soient d’ailleurs leurs signes et leurs coefficients : tels sont 7a'0%c,
—a1a’b’, % a*b. Les termes 5ab®, 5ab*c qui ne renferment pas
les mémes lettres sont dissemblables, ainsi que 8a’b*, 8a*l® dont
les mémes lettres ne sont pas affectées des mémes exposants.

31. La réduction des termes semblables consiste & les expri-
mer par un seul, en effectuant les additions et les soustractions
indiquées par les signes dont ils sont affectés.

Pour faire cette réduction, on prend d'une part la somme des
termes semblables affectés du signe -+, et de lautre la somme
de ceuzr quv sont affectés du signe —, on retranche la plus
petite somme de la plus grande, et lon donne au reste le signe
de la plus grande. Soit, pour exemple, a réduire le polynome

5ab* — 6ab® -+ 10ab* — 8ab*— ab® -+ 4ab* —20ab?,

qui ne se compose que de termes semblables. La somme des termes
qui ont le signe 4 est 5ab*® -}~ r0ab® -+ 4ab* ou 19ab*. Celle de
ceux qui ont le signe — est 6ab® -4 8ab*—}-ab” -~ 20ab* ou
35ab?; retranchant la plus petite somme 19ab® de la plus grande
35ab%, on obtient 16ab®, reste auquel il faut donner le signe —
de la plus grande somme. Ce polynome, toute réduction faite,
est donc égal & — 16ab’.

Le plus souvent on effectue la réduction au fur et & mesure
que les termes se présentent et I'on fait de vive voix les calculs
suivants : 5ab® — 6ab’ = — ab®, — ab* 4 10ab* = gab®,
gab® — 8ab® = ab?, ab®—ab*=o, jab® — 20ab*=—16ad*.

Lorsqu’'un polynome renferme plusieurs espéces de termes sem-
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12 PRINCIPES
blables, on applique a chaque espéce la régle précédente. Ainsi
le polynome
6ab*—7ab’—18¢*—3+-15ab*—18ab* 10170 — 2ab*—1 1-}-c?
qui en renferme de quatre especes, conduit aux calculs suivants :
1° 6ab® — 18ab* = — 12ab*, —12ab* — 2ab* = — 14abd?;
2° —rab’-}15ab® = 8ab’;
3° — 18t 1pct=—¢*, —c?*Fct=o0;
P —3+410=9 7—11=—4;
et se réduit & —14ab* 4 8ab® — 4.

I. Addition algébrique.

32. Le but de cette opération est de trouver la somme de plu-
sieurs nombres exprimés algébriquement.

33. Pour faire I’addition des quantités littérales, il faut les
écrire les unes d la swite des autres avec leurs signes tels qu'ils
sont et faire la réduction des termes semblables. (n°® 31.)

i¢r Exemple. (a’ 4 3a*b) + (2a® + 4a*b - 6°) -} (5a° + 205)

= a’ 4 3a* + 24’ - 4a’t 4 1° -+ 5a* + abf,
ou en réduisant 8a’ - 7a*h -+ 36°. _

2° Exemple. (5a*0—8ab)4-(2a*0*—3b*+-gab)4-(—3ab+34%)

=5a'6" —8ab-~2a*0* —3b°+ gab=—3ab-+3b°,
ou apres les réductions, 7a*h* —2ab.

Pour abréger, on fait souvent la réduction des termes sembla-
bles en méme temps que l'addition, en se dispensant d’écrire
d’abord les termes des quantités données, les uns & la suite des
autres.

DimonstraTION. Cette régle est évidente, lorsque, comme dans
le premier exemple, tous les termes des quantités a ajouter sont
positifs.

Supposons donc que ces termes, comme dans le 2° exemple,
soient en partie positifs et en partie négatifs, alors nous dirons
ajouter la quantité 2a*6* —34* 4 gab a la quantité 5a*b* —8ab,
c’est évidemment I’augmenter de 2¢°4* 4 gab et la diminuer en
méme temps de 36°; donc la somme de ces deux expressions est
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D'ALGEBRE, 13
bien 5a*6* — 8ab + 24°6* 4 gab— 3b?, ou 5a*6* — 8ab 4 2a*b*
— 36® - gab, puisqu'il est permis d'intervertir lordre des
termes d'un polynome (n°® 21); ensuite faire la somme de cette
derniére quantité et du binome —3ab -{-35*, C'est lui ajouter le
terme 36° et en retrancher le terme 3ab. Donc la nouvelle somme
est 5a'b? — 8ab + 2a°b* — 3b6° - gab + 3b° — 3ab, ou (n° 21),
5a*b* — 8ab + 2a*b* — 36* + gab — 3ab +4-36°%, ou bien enfin
aprés la réduction, 7a*6* — 2ab. Ce qu'il fallait démontrer.

1. Soustraction algébrique.

3k. On se propose, dans la soustraction algébrique, de trou-
ver la différence de deux nombres exprimés par des lettres.

35. Pour faire cette opération, on éerit la quantité dont on
veul soustraire avec ses signes tels qu'ils sont et @ sa suite
celle que ’on veut retrancher en changeant les signes de tous
ses termes; puis on [ait la réduction des termes semblables.

1 Ep. a—(b—c)=a—0b+-c.
2 Ez. (3a> — 2ab) — (5a* — 6ab—c?)
= 3a* — 2ab — 5a* -} 6ab - ¢,
ou toute réduction faite — 2a* - 4ab - c*.

DémonsTrATION. Raisonnons d’abord sur le 1° exemple. La
quantité « peut visiblement s'écrire ainsi @ b — b + ¢ — ¢,
puisque b—b=o0, c—c==o. Supprimons, dans cette derniére
expression, la quantité b6 — ¢ que I'on veut retrancher, on a pour
reste a — b -+ ¢. Pour vérifier, ajoutons b—c¢ eta —b-4-¢, la
somme b—c—~a —b—-c se réduit & a, ce qui indique que la
soustraction a été bien faite. i

Répétons cette démonstration sur le 2¢ exemple. La quantité
34’ — nab = 3a® — 2ab 4 5a* — 5a* 4 6ab — 6ub - ¢* —c*;
a raison de ce que 5a° —5a* = o, 6ab —6ab=o0, ¢’ —c* = o.
En enlevant la quantité & soustraire 5e* — 6ab—c*, on aura
pour différence 3a® — 2ab — 5a* - 6Gab + ¢*, expression qui,
comme nous I'avons vu, se réduit a — 2a® - 4ab—-c*.

36. Tout polynome peut se metire sous la forme M—N, M
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étant la somme de ses termes positifs et N celle de ses termes
négatifs. En effet, soit le polynome J

5a® — 3a*h — 6ab* 4 yab— 63 + 8.
On peut d’abord déplacer ses termes de la maniére suivante
(n° 214) :

ba* 4 7ab -8 — 3a*h —6ab* — 63,
et ensuite, d’aprés la régle de la soustraction, I'écrire ainsi :

(5a* 4 mab +4-8) — (3a*b 4 6ab* 4 63),

c'est-a-dire, sous la forme M —N, en posant
M = 5a* 7ab -8, N =3a*b -+ 6ab’ |- 63.

CHAPITRE III.

MULTIPLICATION ALGEBRIQUE.

37. Le but de cette opération est d’effectuer le produit de
deux nombres exprimés par des termes algébriques.

Pour procéder avec ordre, nous distinguerons deux cas : la
multiplication d'un monome par un monome, et celle d'un poly-
nome par un polynome.

I. Multiplication des monomes.

38. Poar faire le produit de deux monomes, il est nécessaire
de suivre a la fois quatre régles, connues sous le nom de régles,
des lettres, des coefficients, des exposants et des signes.

39. RiaLe pes LETTRES. Elle consiste a écrire les lettres du
multiplicateur a la suite de celles du multiplicande sans in-
terposition de signe. Ce qui résulte évidemment de ce que I'on
indique la multiplication entre plusieurs lettres en les mettant les
unes a la suite des autres (n° 3).
Exemples : a X b=ab, abX cde=abcde, a'b X c*d*=a’be*d’.

£0. RizeLE DES COEFFICIENTS. Le coefficient du produit est égal
au coefficient du multiplicande multiplié par celui du multpli-
catewr. Ainsi ga )X 5b=235ab; eneflet 7a X 5b=7 X a5 b.
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Or, sans altérer un produit, on peut intervertir 'ordre des fac~

teurs; donc 7a X 5b =17 X5 X a X b=135ab. Cette régle a éga~

lement lieu dans le cas ol les coefficients sont fractionnaires. Ainsi
tabXie=3%Xab X :Xec=2X2abcou s abe.

&1. RitLE DES EXPOSANTS. L’exposant d’une lettre quelconque
du produit éqgale la somme des exposants de cette méme letire
dans le multiplicande et le multiplicateur. Ex. a'6>X a’b=a"b".
En effet a'b’ X a*b=aaaabbbaaab, ou bien, en changeant 'ordre
des facteurs a%6*® X a*b = aaaaaaabbbb = a’b'.

Généralement a™bPc® X a°bict = @™+ brric+, Car

a™bve® < a"bict = a™abrbicsct.
Mais a™a”= ™", puisque la lettre @ étant m fois facteur dans
le multiplicande et n fois facteur dans le multiplicateur doit se
trouver m--n fois facteur au produit. On voit de méme que
bPht = b1, ¢ict = e¥it,  Donc .aRbPe® 3 atbict = gotuhrtaprs,

42. RitLE DES SIGNES. On donne au produit le signe -~
quand le multiplicande et le multiplicateur ont le méme signe,
et le signe — dans le cas contraire. Ainsi

4+aeX+b=-+ab, +axX —b=—ab,
—aX+b=—ab, —a X —b=--ab.
Ce que l'on a coutume d’énoncer de la maniére suivante. Plus
multiplie par plus donne plus, plus par moins donne moins,
moins par plus donne moins, moins par moins donne plus.
1° 4 a X+ b= ab. Cette vérité résulte immédiatement de
la multiplication arithmétique; car dire, par exemple 5 X 3=15,
c’est dire que 4 5 X + 3 = 15.
2° 4+ a X —b=-—ab. En effet, supposons que l'on ait a
multiplier @ par b — b, le produit se composera évidemment de
deux parties, 'une provenant de la multiplication de a par & et
I'autre de @ par —b. Or, le multiplicateur b — & étant nul, le
produit doit aussi étre nul et conséquemment les deux parties
qui le constituent doivent se détruire, ce qui ne peut arriver a
moins qu'elles ne soient égales et de signe contraire. La premiére
parlie a X b = ab, donc la seconde a X — b =—ab.
3° —a X -+ b=-—ab. La démonstration est semblable i la
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16 PRINCIPES
précédente, seulement on supposera que l'on a a multiplier
a—a par b.
k° —a X —b=-ab. Si I'on avait 3 multiplier — a par
b—b le produit serait zéro, puisque b—b =o. Mais ce pro-
duit se compose de deux parties, savoir, de—a X b =—ab et
de—a X —b, et afin qu'elles puissent s'annuler, il faut essen-
tiellement que —a X — b= ab.
£3. Voici des exemples de la multiplication des monomes :
3a*b® X na’bt = 21a’b’,
5a*b* X — 4a*b*d* = — 20a°b%cd?,
—2a°bie X 3abe’ = — ¢ a®b°c,
— 2aPb1 X — £ gmb" = 3 qr e,

II. Multiplication des polynomes.

kk. Lorsque les deux quantités 2 multiplier sont composées
chacune de plusieurs termes, la regle énoncée se modifie de la
maniére suivanle : on éerit le multiplicateur au-dessous du
multiplicande et Uon souligne le tout. On multiplie successi-
vement tous les termes du premier polynome par chacun des
termes du second et on dcrit les produits partiels que Uon
obtient les uns sous les autres. Enfin on les ajoute en faisant
en méme temps la réduction des termes semblables, afin d'ob-
tenar le produit total.

1ec Ezemple de multiplication.

s O S e SN S multiplicande.
L e R R R multiplicateur.
126*b%?* 4 8ab’ct 4-12ac®. . . . .. .. A¢r produit partiel.
15ab' + 1ob’c* 4 16b%°. . . . . .. . . 2° produit partiel.
12a*b*c* 4 8abdct - 12ac® -} 15ab’

produit total.

St VAR B £ A

SCD LYON 1

e —— . —



D'ALGEBRE. 17

9¢ Exemple de multiplication.

sat—3a*bFabdl—abt. . . ..o multiplicande.
—Batht2ab?—b% . ..o e e e multiplicateur.
— 10a% 4 15a°b* — Ha’bi 4 10a*l® )

+ 4a’b* — 6ath’ + 2a*b’ — 4ab® \ produils partiels.

— 2aih? -+ 3a*bi —ab® 4 2
— 10a5b -+ 19a®h* — 8a'b’ — 2a’hi |

4 12a2b® — 5ab® - 2b7 )

DisonstraTion. D’abord, si tous les termes des deux facteurs
sont positifs, comme dans le 1 exemple, on pourra raisonner
ainsi : multiplier 3ab*--2b%’ -3¢ par 4ac*+4-5b*, c’est pren-
dre 3ab*--2b%*-+3¢’ autant de fois q wil y a d'unités dans 4ac?,
plus autant de fois qu'il y en a dans 507, donc
(3ab? - 2b’c® + 3¢°) (4ac® + 56%)
= (3ab® -+ 2b%* -} 3¢°) jac’ + (3ab* + 2b°c* + 3¢) 5b%;

actuellement, pour faire le produit de 3ab* - 2b*c* 3¢ par
4ac?, ou celui de 3ab®--2b%c* -3¢ par 5b%, il faut gvidemment
ajouter les trois produits que l'on obtient en multipliant 3ab®,
abdc?, 3¢* par 4ac* ou 5%, donc

produit total.

/' 3ab® X 4ac* 4 2b’c*
: a 3.2 ‘ [ Lren® - & ] X ;’i(fu‘?! _1_2”_.,‘ >< 43'82
(3ab*+2b'¢c* + 3¢%) (4ac* - 5b%) = ) 3ab* ¢ 5b* - 2b¢?

\ X 58 - 3¢* X 56°
ce qui démontre la régle de la multiplication pour des polynomes
composés de termes positifs.

Supposons maintenant que les deux polynomes se composent
en partie de termes additifs et en partie de termes soustractifs,
auquel cas (n® 36) ils sont de la forme M—N, P—Q; Met N dé-
signant les sommes des lermes posilifs et négatifs du premier, et
P et Q les sommes des termes analogues du second. Il est clair
d'abord que le produit (M—N) (P— () est égal & M-—N pris P
fois diminué de M—N pris Q fois; et qu'en conséquence (M—N)
(P—Q)=(M—N)P— (M — N)Q. Afin d'obtenir le produit

9
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18 PRINCIPES

(M—N)P, remarquons que si le multiplicande élait M, le produit
serait MP; mais comme ce multiplicande est M—N, le produit
est trop grand de N X P ou NP; donc (M—N) P=MP—NP. On dé-
montrerait par le méme raisonnement que (M— N) Q=MQ —NQ.
Substituant ces valeurs dans le produit cherché, il vient
(M—N) (P—Q)=MP — NP — (MQ — NQ), ou en faisant la
soustraction (M — N) (P — Q) = MP — NP — MQ -~ NQ. On
voit ainsi que I'on est ramené & opérer sur des polynomes M, N,
P, Q, dont tous les termes sont positifs, en affectant toutefois les
produits obtenus, des signes convenables; ce qui est en tout
conforme & la régle énoncée au commencement de ce numéro.

LI Le produit de plusieurs polynomes homogénes est aussi
homogéne et d'un degré égal a la somme des degres des
facteurs.

45. En vertu de la régle des exposants (n° 41), le degré du
produit de deux monomes est égal i la somme de leurs degrés
particuliers; et comme un terme quelconque du produit de deux
polynomes homogénes de degré m et n résulte de la multiplica-
tion d'un terme du premier par un terme du second, il s'ensuit
que le produit est encore homogéne et du degré m --n; on prou-
verait de la méme maniére, qu'en multipliant ce produit homo-
gene par un troisieme polynome homogéne du degré p, on doit
obtenir un polynome homogéne du degré m +n—+p. En conti-
nuant ainsi, on étendrait cette démonstration au produit d’un
nombre quelconque de facteurs homogenes.

IV. Sur le produit de la somme de deuz quantités par
leur différence.

k6. Le produit de la somme de deuzx quantités par leur diffé-
rence, égale la différence des carrés de ces quantités; et réci-
proquement, la différence des carrés de deux quantités égale
la somme de ces deur quantités multiplice par leur différence.
Désignons par A et B deux quantités quelconques, monomes ou
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D'ALGEBRE. 19
polynomes, entiéres ou fractionnaires, et multiplions leur somme
A-}-B par leur différence A —B.

A+B
A—B

A} AB
el

on a donc (A-B)(A —B) =A*—B%
Voici des exemples :
(to47)(r0o — ) =10*—7"= 100 —49="51.

et en effet :

(50 -1 6b) (5a — 6b) = (5a)* — (60)* = 2!
(—3a*}2b%) (—3a* —abc)=(—: a?)*—(2b%)*=ga‘—4bic.
(a4 b) (a— b) (a2 4 b*) = (a* — ") (a* 4-8?) |

Réciproquement A* — B* = (A - B) (A —B); car cette égalité
n'est autre chose que la précédente dont on a changé les membres.
Exemples :

V. Ce que c’est qu’ordonner.

K7. Ordonner une quantité par rapport aus puissances crois-
santes ou décroissantes d’'une letire, c'est disposer les termes de
maniére que les exposants de cette leitre aillent en augmentant
ou en diminuant de gauche & droite. La lettre par rapport a la-
quelle on ordonne se nomme letire principale. Ainsi le polynome
na*b—ab—4a‘b*4 b*—5a’ devient b*—ab--7a’b—>5a*—4a’h’,
o — 4a'b* —5a* + pa*b—ab - b*, suivant qu'il est ordonné
par rapport aux puissances croissantes ou décroissantes de la
lettre principale a.
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Cette maniére de disposer les termes d’une quantité a été tirée

de Tarithmétique oii tous les nombres peuvent étre considérés

-comme des polynomes numériques ordonnés selon les puissances
décroissantes de 10. C'est ainsi que

25983 = 2.10000 + 5.1000 4 9. 100 -+ 8.10-}3,

0u 25983 =2.10'4-5.10°4-9.10'48.10}3,
en observant que 10%= 10000, 10®= 1000, etc.

48. Si, parmi les termes du polynome & ordonner, plusieurs
sont affectés d'une méme puissance de la lettre principale, on
néerit cetle puissance qu’une seule fois, en lui donmnant
pour coefficient une parenthése qui renferme toutes les quan-
tités qui la multiplient, et Pon ordomne ensuite les poly-
nomes placés entre parenthises par rapport @ une seconde
lettre.

Soit, pour fixer les idées, & ordonner le polynome
6a*b—b*—5ac—3a® 4 15a%h® —a2abe + 6’4240 — 44’0,
par rapport aux puissances décroissantes de la lettre a; on re-
marquera que,

1° 6a°b +-2a°0* — 4a*b* = (65 26° — 4b*)a?,

2° —3a*b® 4 15020 = —3° =+ 156%)a?,

3° —5ac —aabe=(—>5¢— abe)a,
ce qui permettra de I'écrire ainsi :
(65-{—263-—459}a‘—{—(—~36‘—]—1Sbg}ae+(—ﬁc—abc::a+b"—b‘,
ou bien, en ordonnant les parenthéses par rapport aux puissances
décroissantes de b,

(26° —46°+-6b)a>+(—3b3+ 156°)a’+-(—2bc—>5¢)a->—b".

Ces transformations résultent évidemment de ce que, pour
former le produit d'un polynome par un monome, il faut multi-
plier successivement tous les termes du polynome par le monome
(n® k4).

Si, dans les parenthéses, il y avait plusieurs termes affectés
d’'une méme puissance de la lettre 4, il faudrait ordonner les
parentheses par rapport a une troisieme lettre ¢, et ainsi de suite.

Les polynomes ordonnés par rapport & deux ou plusieurs lettres
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se nomment quantités complexes. On peut encore, comme nous
allons le faire voir, abréger 1'écriture de ces sortes d’expressions.

49. Pour simplifier une quantité complexe, on fait précéder
chaque parenthése des facteurs numériques et littéraux com-
muns a tous les termes qui y sont renfermés, et on les sup-
prime en méme temps dans ces différents termes. En suupllﬁant
par ce procédé le polynome du n° précédent
(2b*—4b°+46b)a* + (—3b*4-150*)a*+-(—2be —5¢)a4-b*—b?,
on trouve
1° (20— 40" 4 6b)a® = (9!; X b*—ab )( 2b4 25X 3)a?

= 2b(b” —2b+ 3)a’
2 (—3b°+150"a’=(3"X —b4-36 >< 5)a’=3b"(—b-5)a’;
3 (—2bc—5c)Ja=¢(—2b6—15)a;
B —b=06" X b—b" X 1=0b"(b—1);
ce qui le raméne a la forme
ab(b’—2b 4 3)a® + 30 (—b+5)a’ +4-¢(— 26— 5)a4-b*(b—1).

50. Enfin, on est dans I'usage de faire en sorte que le premier
terme de chaque parenthise soit positif. On se sert a cet effet du
principe suivant : un produit de deux facteurs n’est pas altéré
lorsqu’on change en méme temps les signes des deur facteurs.
Car, d'apres' la régle des signes exposée dans la multiplication
(n® £2), on a

+aX +b=ab, +aX—b=—ab,
—aX +b=—ab, —a X —b=-ab;
d’ou il est facile de conclure
+aX+b=—aX—b, }aX—b=—aX-b.
Ce qu'il fallait démontrer.

En vertu de ce principe, 3b*(—b—5)a* =—3b*(b—5)a’,
¢(—2b—>5)a=—c(20+ 5)a; et le polynome que nous nous
sommes proposé d’ordonner devient par ces nouvelles transfor-
mations :
2b (6 —2b 4 3)a®—3b6*(b—5)a’ —¢(20+45)a+ b7 (b—1).

51. De dewx polynomes ordonnéds suivant les puissances dé-
croissantes d'une méme letire, celut dont le premier terme est
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affecté de la plus haute puissance de cette lettre est regardé
comme le plus grand. De deux nombres ordonnés, comme nous
I'avons dit (n” 47), le plus grand est visiblement celui qui renferme
la plus haute puissance de 1o. Par analogie on a étendu ce prin-
cipe aux polynomes algébriques, quoique souvent il se trouve en
défaut lorsqu'on substitue des nombres aux lettres. Ainsi, algé-
briquement parlant, ¢® — 3¢’ — 10a + 1 > a’ + 7a + 10;
cependant cette inégalité, comme il est facile de s'en convaincre,
est fausse lorsqu'on suppose a = 3.

VI. Avantage d’ordonner dans la multiplication.

52. Lorsque le multiplicande et le multiplicateur sont ordonnés
par rapport aux puissances décroissantes d’une leltre commune,
et qu'il n'existe pas d’'interruption dans les exposants du multipli-
cande, on peut reculer vers la droite les différents produits par-
tiels, de maniére que tous les termes du produit affectés d’'une
méme puissance de la lettre principale, se trouvent les uns sous les
autres. Par ce moyen : 1° on sera dispensé de rechercher les
termes semblables qui se trouveront essentiellement dans la
méme colonne verticale; 2° on aura Uavantage d’obtenir le
produit tout ordonné.

3¢ Exemple de multiplication.

$a*—3a'b—;ab’ 4 56°
—oaa’ -+ iab— 0’

—za*+6b6 |at 4+ 6" | a* — 10h? | @’ |
+5b| —ab — 30 | JLbia
_;'::_ b ‘ }_ b3 ! + % i A _% b5
—s@+ b at—50 @ —Z20 a0 a— 20
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(e—gele=Y—99=e4-V—eet b+ e —=yge+(c—q) (1—9le —
[*+9+e—ge+8 —gylg—=[149+(1—9)e+(e—q)}l¢—=(+ s —(1—qgs— (e —9) oy — o&
o) —=1—ge —=1—y9+ ¥ — o)
i ‘onb vionbiewes uo spnaed sympoad sof jueinele ugy
£ (6 —q)qetv (6—gg) et 0 (6—9L)g—w (14 9¢) — 4 (14-9)q5
-y 3
(E=Nevt= | l9° 1 (&4 glg=—
pale=q)(i— gie=d (1 Jglge—. | et

DlE—aqlgy—ev | gy —w(1+qlge
"9 — D1 — q) = 0gs
(e —q)e —mnge — ;n(1 +{-q)

‘woypoydyinw ap apdwary
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S'il existait des lacunes dans les exposants du multiplicande,
on pourrail encore employer les mémes dispositions pourvu qu’on
laissit en blanc les places que devraient occuper les termes man-
quants.

Enfin, on peut remarquer que tout ce qui précede s'applique
également au cas o les deux polynomes seraient ordonnés par
rapport aux puissances ascendantes d’une lettre commune.

53. Les termes extrémes du produit de deux polynomes or-
donnes, sont égaux l'un auw produit des premiers termes du
multiplicande et du multiplicateur, et Uautre au produit des
derniers termes de ces mémes quantités. En portant les yeux sur
les deux multiplications précédentes, on voit en effet que la pre-
micre et la derniére colonne, ne contenant chacune qu'un seul
terme, ne donnent lieu & aucune réduction. Ainsi (3¢ exemple)

—48=3a' X —20%, —3b°=5b X — 4 b*
et (k° exemple)
2b(b~1)at = (b+ 1)a* X 2ba’, 2b(b — 2)=—a(b—2) X —b.

Ce principe, sur lequel nous fonderons la régle de la division
des polynomes, n’a visiblement lieu que dans le cas oi1 les coeffi-
cients des mémes puissances de la lettre principale sont réunis
dans des parenthéses; au reste, il n’est qu’un cas particulier de
ce principe beaucoup plus général. Les termes extrémes du
produit de plusieurs polynomes ordonnés selon les puissances
ascendantes ow descendantes dune lettre commune, sont
égaux auzx produits des premiers et des derniers termes de
tous les facteurs. :

5k. Le produit de deux polynomes composés, l'un de m ter-
mes, et Uautre de n, a aw moins deux termes, et au plus mn.
1° Ce produit a au moins deux termes, puisque parmi les termes
d'un produit, il y en a toujours au moins deux qui ne subissent
aucune réduction (n° 53). Ex. (a” -+ ab-}-0%)(a — b) =a* — b°.
2° Ce produit ne peut avoir plus de mn termes. En effet, dans la
supposition quaucun de ses termes ne soit susceptible d'étre
réduit, chaque terme du multiplicateur ne peut en donner que m
au produit; les » du multiplicateur ne pourront donc produire
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plus de mn termes. Cette circonstance se présente dans le pre-
mier exemple de multiplication du n° kk.

e i—

CHAPITRE 1IV.
DIVISION ALGEBRIQUE.

55. Le but de la division algébrique est : connaissant un pro-
duit et 'un de ses facteurs, déterminer I'autre facteur. Ces trois
quantités sont appelées, comme en arithmétique : dividende,
diviseur, quotient.

1. Division des monomes.

56. La division des monomes exige, comme la multiplication,
la connaissance de quatre régles relatives aux lettres, aux coeffi-
cients, aux exposants et aux signes, que nous allons successive-
ment exposer.

57. RitoLE pEs LETTRES. Elle consiste d supprimer dans le di-
vidende les lettres du diviseur qui lus sont communes et a indi-
quer simplement la division pour les lettres du diviseur étran-

; : b
geres au dividende. Ex. ab:a==b, abc: bd= % L G0 AN ;—
g ab abe  ac

En effet D= e == z = e == —
n effet, ab: a = b, abe: bd 7 e
abt

a’h’ : a’c’ =

e — 5, puisqu’'on ne change pas la valeur

d’une fraction en divisant ses deux termes par le méme nombre.
58. REGLE DES COEFFICIENTS. Le cocefficient du quotient est égal
au coefficient du dividende divisé par le coefficient du diviseur.
: : o . be
Ez.6ab : 3a = 2b, % abe : } ad =13 i
Car, si I'on faisait la preuve, le coeflicient du dividende serait le
produit du coefficient du diviseur par celui du quotient (n® 40).
Or, si l'on divise un produit par I'un de ses facteurs, on doit
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avoir pour quotient l'autre. Donc le coefficient du quotient est
¢gal au coefficient du dividende, etc.

59. REGLE DES EXPosants. L'exposant d’une lettre quelconque
du quotient est égal a la différence des exposants de la méme
lettre dans le dividende et le diviseur.

Ez. 6a%bic : 2a°b =3a*b’e, a™bPe® : abict = a™—"hr—¢—,
En effet, le diviseur multiplié par le quotient devant reproduire
le dividende, I'exposant d’une lettre quelconque du dividende est
égal a la somme des exposants de la méme lettre dans le diviseur
etle quotient (n°® 41). Mais si d’un tout composé de deux parties, on
retranche I'une de ses parties, on obtient pour reste I'autre. Donc,
lexposant d’une lettre quelconque du quotient est égal, etc.

60. RizGLE DES sIGNEs. Le quotient prend le signe -, quand
le dividende et le diviseur ont le méme signe, et le signe —
quand ils sont de signes différents. Ainsi

+ab: +a=+40b, —ab: —a=-40b,
+ab:—a=—b, —ab:ta=—b
Ces quotients sont visiblement exacts, car ce sont les seules quan-
tités qui, multipliées par leurs diviseurs respectifs, reproduisent
les dividendes correspondants (n° 42).
61. Voici des exemples de la division des monomes :

', 10
5 2 2 3 15 a 4 a’
12a°0°¢ : 4a’b=3a’be, —24a"°b : — 6a’be’ = 4.:" ;
L 5 5 g al Pl 9 a1 bP
ja-'b:—-,—abc‘z—'-,z-—‘, — — AP — gl —=— — —,
3 e 11 n 22 ¢1

Il. De Pexposant o.

62. Toute expression qui a pour exposant o est égale @ lunité.
Ainsi, que A représente une expression quelconque, on a A°= .

i : h 5 AR

En effet, quel que soit m (n° 59), on a = = A"™™, ou, en ob-
Am 3 Am

servant que m—m==o, 1 =A Mais on a aussi =1 puis-

que les deux termes de cette fraction sont égaux; de ces deux
égalités on déduit évidemment A°=1. C. Q. F. D
Ez. 6°=1, (3)°=1, (@’—2a—5)°=1.
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63. Toute quantité indépendante d’ume lettre (C'est-a-dire
qui ne la renferme pas) peut étre considerée comme ayant pour
factewr la puissance o de cette letire. Ainsi, b=ba°, 36*==3ba°,
3¢—d’ = (3¢—d’)a°. Ce qui est évident, puisque a°== 1.

64. Puisque A°=1 quel que soit A, on doit avoir aussi 0°=1, ce
qui parait absurde, puisque toutes les puissances de o sont égales
i o. Pour éclaircir ce résultat, remarquons que o° provient de la
division de o™ par o™ ou simplement de o par o; or, § représente
un nombre quelconque, car quel que soit le quotient, multiplié
p"u le diviseur o, il produira toujours le dividende o. L’égalité
0%=u; on; =— 1 n'est donc pas absurde; elle est seulement trop
particuliére. L'expression ¢ est d'un grand usage dans l'algébre
ot elle est connue sous le nom de Symbole de l'indétermination.

1. Théorie des exposants négatifs.

65. Les exposants négatifs proviennent des divisions dans
lesquelles les exposants du dividende sont plus petits que les
exposants de méme lettre dans le diviseur. Ainsi le quotientde a™
divisé par @ ’=a""""7 oua~?; celuide a'b’ par a’b'=a’""5""" ou

. - Ak ;
a~4b~". En général, A= ol quel que soit k; car, en effec-
k
tuant la division, A"+m = Ak—¥—m gy A—", & cause de k—k =o.

66. Toute expression, affectée d’un exposant négatif ou po-
sitif, égale Punité divisée par cetle expression da.-ns laquelle on

a changé le signe de Uexposant. Ainsi, A" = T"-“ A= Ai"'

Ak
1° Quel que soit k, A™" = T’}'_*E’ posant k==o et observant que

TR LY v . 1
A° = 1, Iégalité précédente devient A™ = -5 Autrement :
A* W S A¥ ot
A= 15w peut s'écrire ainsi A™"== AR divisant les deux
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. T
termes de la fraction du second membre par A¥, ona A™™ = =

Ezxemples :

g 4 2 21—t ,——-—._I
e A B ey Y o e

20 L'égalité A—™ = A_‘m fait voir que A—™ est le quotient d'une

division dont le dividende est I'unité et dont le diviseur est A™.
Or, si I'on divise le dividende par e quotient, on doit retrouver le
I - 1 I
ivi "=— . Er.a'= — b= ——— .
diviseur, donc / = Ezx.a = (a+26) T
Il sera facile actuellement d'évaluer un nombre affecté d’un expo-

Vol e 3 s b 1
sant négatif. Soit pour exemple 5=, on remarque que 5 =
5 -]

. = = = . 4 1 i —
mais 5°=5 X 5 X 5 =125, donc 5~ = 5 Soit encore 10,
12

1

onaio’= mais 10°=10.10.10.10. 10=100000; donc

59
10°

1= 1 = 0, 00001.
100000
On peut encore conclure de ce principe que tout nombre déci-
mal peut étre ordonné suivant les puissances décroissantes de 1o ;
car, soit pris pour exemple le nombre 2579,318, on pourra le
mettre sous la forme

2.1000-]—5.;00—]-7.:0—[—9-}—3.%—fwx.—]———I-S. '

100 1000

et par suite sous celle-ci
- , I I |
2.10°45.10"4-7. 104 ¢ +3. —41. — 8. —
5 10 10 10
en observant que 1o®= 1000, 10" = 100, etc. Ou bien enfin
sous cette autre
2.10°4-5. 1045, 10'49.10°43. 107" 1. 10~*+ 8. 162,
67. On peut faire passer un facteur d’un terme d'une [rac-
ton dans Uautre, en changeant le signe de son exposant. Ainsi

ambn ambnc—p ambn b"
T T Td % agt = regigi
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}‘Jl'l Cﬂ-l.-t . ’1 -{:_p(‘ﬁ P
a“'bll
Pdd
a'mbn
ePd
ath’.

ePd1

Au moyen de cette

naire peut se mettre sous forme entiére et réciproquement.

a']bz
T ocid?

Ex

68. La régle de la multiplication relative aux exposants,
démontrée (n° £1) dans Je cas ot ils sont positifs, convient éga-
lement auzx exposants négatifs. Ainsi

g Xal==a"", a

En effet : 1° g™ Xa"=a"™ X é =
o a—m Xan: lm X at=
a

30 a—mX a—-n: _I_ X —_—

69. La régle des exposants de la division (n° 59) convient
également aux exposants négatifs. Ainsi

am . a—-l'l __G"!-f-ﬂ’ dr__”' . a‘!__a—'.ll—-l'l a—:ll .

- = § ; 3

En effet : 4° g™ : g~

I 1
Qo i | e ] A ==l
. a . G',_— a-n a Qm+" a 2
n
- s £ 1 I @ Tt
P a4 = =g =d =g,
a a a

ﬂ.mbn : I : I
v X o5 Mais &= ¢—?; donc
ﬂ-mb“ >< o ambnc—p‘
d"{ T dq »
bl‘i ! l :
pryT X a™; majs a™ = p=—t substituant,
bn I !}II
cPdd >< q—m T AR a—"evds’

—adhr—h =5 RE6
—gb o= ath p= e

D'ALGEBRE. 29

transformation, toute expression fraction-

1

—m >< ﬂ"" J— a—:r:-—!—n, a—™ >< a—n — a'—l:n—vn.

m
E" e a]li—ﬂ;
all 3
e —Mm g1 .
a™ ==k = !
I T

e a—m—ll

am a am-1—l1
a—" — q—"+"

m

=—aq": _1‘7 — amaﬂ — an‘.-—}-n;
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IV. Division des polynomes.

70. Pour effectuer la division de deux polynomes, on ordonne
le dividende et le diviseur par rapport aux puissances deé-
croissantes d’une lettre commune, en ayant le soin de renfermer
entre parenthéses les coefficients des termes affectés des mémes
putssances de cette lettre. On écrit le diviseur d la suite du di-
vidende en les séparant par un trait vertical; enfin on souli-
gne le diviseur pour écrire au-dessous les termes du quotient.

Cela fait, on divise le 1°" terme du dividende par le 1°* terme
du diviseur; le résultat est le 1°° terme du quotient.

On retranche dw dividende le produit du diwviseur par le
1°° terme du quotient, et aprés avoir ordonné le reste, on di-
vise son 1°° terme par le 1% terme du diviseur; le résultat est
le 2° terme du quotient.

On retranche du 1°F reste le produit du diviseur par le
2° terme du quotient, et on obtient un 2° reste dont le 1°
terme, divisé par le 1°F terme du diviseur, fournit le 3° terme
du quotient, etc.

On continue ainsi jusqu'd ce que l'on soit parvenu a un
reste nul, auquel cas la division est dite exacte, ou @ un reste
algébriquement plus petit que le diviseur (n° 51).

Voici plusieurs exemples dans lesquels le dividende et le divi-
seur ont été ordonnés préalablement.

Exemple de division exacte.

Dividende. Diviseur.
15a° —  at+413a* 220" — 120+ 5| 34" — 20 5.
ks 4 o3 ———
10 s N 2 .
% oa’ - 25a Quotient.

1" Reste. ga'— 124’ +-22a"—12a0+4-5| 5¢° 4 3a’
oF i ,
ga'— 6a’—-15a’

2g 1.

2° Reste. . — 6a’'+ 7a"—12a-45
— 6a'4 4a’—r10a
3% 9Resta. . . ee . 3@°— 2045
3a*— 2a-5
LR b A R R
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Ezemple de division avec reste.

Dividende, Diviseur.
3 —ta'b—2a’b’ 4 Lab? 3a’—Lab+ b’
3a' —Lad'b+a’h?

A Quotient.
1¢* Reste. — 2a’*h—2a'h’ - Lab? a’'—:iab—b?
—aa'bt1a’h’—2ab’
2° Reste. —3a'b’+Zab’
—3a’b’ +Lab’—b'
3¢ Et dernier reste. sab b
Exvemple de division complexe.

Dividende. Diviseur.
3(b+1)ai4-(B—36—1)a* —(5"4-4)a*+-a+ 1| (b--1)a’—ba—1
‘ i Z3bg | 347 _
3(b+1)a 3ba da Guotiint.
1°* Reste. (0" —1)a’—(b'+1)a’+a+1| 3a’4(b—1)a—1

(b*—1)a’—(b"—b)a’—(b—1)a
2¢ reste. —(b41)a’+ba+ 1

—(b+1)a’4ba-t1
g e e i S © 0

La preuve de la division se fait comme en arithmétique. On
multiplie le diviseur par le quotient, et, si 'on a bien opéré, en
ajoutant le produil avec le reste, on doit retrouver le dividende.

DimonstraTion. Le dividende étant égal au diviseur multiplié
par le quotient, si ’on concoit ce quotient ordonné suivant les
puissances décroissantes de la méme lettre que le dividende et le
diviseur, le premier terme du dividende, en vertu du (n° 53), sera
le produit du 1°* terme du diviseur par le 1°* terme du quotient;
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or, si I'on divise un produit par I'un de ses facteurs, on a pour
quotient I'autre : donc le résultat de la division du 1°* terme du
dividende par le 1 terme du diviseur est bien le 1°* terme du
quotient.

Si I’on retranche du dividende le diviseur multiplié par le /
terme du quotient, le reste exprime le produit du diviseur par
tous les autres termes du quotient,  I'exception du 1°; et si ce
reste est ordonné, son 1¢° terme (n° 53) est le produit du 1°¢
terme du diviseur par le 2¢ terme du quotient.

On prouverait, par le méme raisonnement, que le 1°° terme
du 2° reste, divisé par le 1 terme du diviseur, doit donner le 3°
terme du quotient, et ainsi de suite.

En général : le 1 terme du m*™ reste divisé par le 1°° terme
du diviseur, fournit le m+ 1tme ¢erme du quotient. Soit en effet
A, B, R le dividende, le diviseur et ce m® reste; soit aussi p
Tensemble des m termes connus du quotient et ¢ la réunion des
termes suivants, en sorte que le quotient complet et ordonné soit
p—-g, onauraA=B (p-{-¢) ou A=Bp + By. Retranchant Bp dans
chaque membre et remarquant que A—Bp n'est autre chose que
R, il vient R=Bg; le 1°* terme de R est donc le produit des pre-
miers termes de Betg (n°53), et par conséquent le 1°* terme de
R divisé par le 1 terme de B doit fournir le 1* terme de ¢,
cest-a-dire le m -+ 1*™ terme du quotient.

1l est facile de déduire de ce qui précéde, la nécessité d’or-
donner le dividende, le diviseur et les restes successifs, et de
réunir en une seule parenthése tous les termes affectés d’une
méme puissance de la lettre principale. En effet, si on ne
prenait pas cette précaution, le principe da (n° 53), sur lequel
nous avons établi nos raisonnements, ne subsisterait plus, et la
régle énoncée se trouverait généralement en défaut.

Enfin, pour compléter cette démonstration, nous ferons remar-
quer que les puissances de la lettre principale disparaissant suc-
cessivement dans les différents restes par Ieflet des soustractions,
on doit arriver essentiellement & un reste algébriquement plus
petit que le diviseur, aprés un nombre de divisions partielles
égal, tout au plus, & la différence des plus forts exposants de cette
lettre dans le dividende et le diviseur augmenté d’une unité.

er

s st
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V. Remarques sur la division des polynomes.

1. Lorsqwaprés avoir obtenu un reste plus petit que le
diviseur, on continue d faire la division, on trouve genérale-
ment aw quotient une serie de termes, affectés des puissances
négatives de la letire principale. Pour vérifier cette assertion, il
suffira de diviser a* - 1 par @’ —a’.

et 41| —a’

@' —a’la+a°+a~' +4-a— 20" }-elc.
a*+4 1

a®—a’

a’ -1

a—a

a-t1

a—1

72. Lorsqu'on a trouvé au quotient, un terme dans lequel
Vexposant de la lettre principale est égal d la différence des
plus faibles exposants de cette lettire dans le dividende et le
diviseur, on peut en conclure que la division ne se fait pas
exactement. Ainsi, dans I'exemple précédent, quand on a trouvé
au quotient le terme a—* dans lequel I'exposant — 2 égale le
plus faible exposant o du dividende diminué du plus faible ex-
posant 2 du diviseur, on est certain que la division est inexacte.

En effet, supposons un instant que la division d'un polynome
par un autre soit exacte; et soient m, n et & les exposants de la
lettre par rapport & laquelle on a ordonné, dans les derniers
termes du dividende, du diviseur et du quotient, on aura entre
ces trois nombres la relation n + z=m, puisque le dernier terme
du dividende provient sans réduction du dernier terme du divi-

3
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seur multiplié par le dernier terme du quotient (n° 53), et que .
I'exposant d’une lettre d'un produit égale la somme des exposants I

.' de la méme leltre dans les deux facteurs. De cette égalité, on re- |

tire z==m—mn; done, si aprés avoir obtenu au quotient un terme

affecté de la puissance m—n de la lettre principale, le reste n’est

pas nul, la division est essentiellement inexacte. C. Q. F. D.

! 73. En réfléchissant sur la démonstration du (n® 70), on con- i
il coit sans difficulté que la régle de la division peut s appliquer i
I également aux polynomes ordonnds swivant les puissances I

croissantes d'une lettre commune, et qu’alors dans ce cas, le
quotient est aussi ordonné de la méme manzére. Toutefois, il
.‘ est & remarquer que les restes successifs croissant au lieu de dé- }
il croitre, il sera impossible d’arrivér a un reste plus petit que le '
diviseur, si la division doit étre inexacte surtout. [

;_ Ce nouveau procédé de division est employé, lorsqu’on veut
i obtenir le quotient en série procédant selon les puissances posi- .
- tives et croissantes de la lettre principale. II prend alors le nom
| de série récurrente, i raison de ce que le coefficient de I'un quel-
( conque de ses termes, peut se déduire des coefficients des termes )
| précédents d’aprés une loi uniforme. Pour fixer les idées, eflec- :
IF tuons de cette maniére la division de 1 - a par 1 —a — @’ .'

1}a 1 —a—a*
: 1—a—a*{1 4 2a + 3a’ 4 5a’ - 8a' - etc.
| 20+ a*
20—20*—aa’
3a*+ 24’
3a*—3a’—3a’
5a’+3a y
5a’' —5af — 5a’
8a' 4 5a’ L

; On voit dans ce cas particulier que le coefficient de I'an quel-
conque des termes du quotient 1 -} 2a--3a* - 5a* - 8a' --ete.
égale la somme des coefficients des deux lermes précédents, ce qui
permet de le continuer comme il suit sans faire aucun calcul :

i 1+ 2a+43a®+ 5a° + 8a' 4~ 13a° + 214° -- 3447 - ele.
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Tk. Lorsque le dividende et le diviseur sont homogeénes, le
quotient est homogéne et d’un degré égal a la différence des
degrés du dividende et du diviseur. Tous les restes sont aussi
homogeénes et de méme degré que le dividende. Soient m et n
les degrés du dividende et du diviseur, le 1°* terme du quotient
résultant de la division d’un terme du degré m par un terme du
degré n est du degré m—n. Le produit du diviseur par le 4¢°
terme du quotient sera donc (n° 45) du degré n+m—n ou m,
et par conséquent le 1°° reste qui provient du dividende diminué
de ce produit sera aussi un polynome homogéne du degré m. On
démontrerait de la méme maniére que le second terme du quo-
tient est du degré m—mn, et le 2¢ reste un polynome du degré m,
et ainsi de suite.
Cetle loi peut servir a vérifier les exposants du quotient dans
le cas ol le dividende et le diviseur sont homogénes. Nous cite-
rons pour exemple la 2° division effectuée dans le (n° 70).

75. Un polynome me peut étre cxactement divisible par un
autre polynome indépendant de la lettre suivant laguelle il a
été ordonné, que lorsque tous les coefficients de cette lettre,
dans le premier, sont evactement divisibles par le second.
Pour fixer les idées, représentons les deux polynomes par
Aa’+4-Ba*+-Ca—+Det P; A, B, C, D et P étant des expressions
indépendantes de a; et cherchons le quotient de la maniére ac-

coutumée. On trouve pour résu]la!% a'+ % a4 % a-- %— ; il

faut donc, pour que les coefficients de ce quotient soient entiers,
que A, B, C, D soient exactement divisibles par P. C. Q. F. D.
Ainsi le polynome (6*— 1)a*+-(b—1)a—-(b—1)? n'est pas divi-
sible par &1, & raison de ce que b—r1, (5 —1)* ne sont pas di-
visibles par & - 1 ; mais il est divisible exactement par 6—1, et
lon trouve le quotient (64 1)a*+-a—-(b— 1), en observant que

b*—1 b—1 (be—g)¥ A
b—1 oA | TR R T e, s et

76. En général, le fait seul de la division peut apprendre si un
polynome est exactement divisible par un autre. Cependant, dans
cerlaines circonstances, on peut prévoir que la division est
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inexacte; c’est ce qui arrive, par exemple, lorsque le dividende
étant un monome, le diviseur est un polynome, ou bien lorsque
le diviseur renferme des lettres qui ne se trouvent pas dans le
dividende. Car, dans le 17 cas, le quotient ne peut étre un mo-
nome ni un polynome, puisque si cela était, multiplié par le divi-

~ seur, il reproduirait au moins un binome (n° 5%), et dans le second, |

il n’existe pas de polynomes qui, multipliés par le diviseur, don-
nent un produit indépendant de certaines lettres de ce diviseur.

V1. Sur la différence des puissances m de deux quantites.

77. La différence des puissances m de deux quantités est
exactement divisible par la différence de leur premiére puis- |
sance, et le quotient se compose des m produits homogénes |
du degré m— 1 que lon peut former avec ces deux quanties. :

Désignons par A et B deux quantités quelconques, et afin de |
nous préparer a la démonstration générale, divisons A*—DB?

A} —B®, Ai—B4, etc., par A—B.

A—B
A*-+AB}B*

A!_B! A_B A}_B}
A*—AB [A+B A*—A'B

AB—B* A'B—B?
AB—B" A*B— AB

0 ABZ_____B'.!

' AB* —B?

(4]

Ab— B IA—B

A‘—A'B_|A'+ A'B 4 AB*+ B

A’B— B¢

AB— A'B? ,
A"B*— B
A'B*— AB®

AB’— B4

AB® —BS

(9]
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Tous les quotients que nous venons d’obtenir sont exacts, et
conformément a4 I'énoncé, les termes de chacun d'eux sont d'un
degré inférieur d’une unité a celui du dividende et en nombre
égal a ce dernier degré.
Elevons-nous actuellement au cas le plus général et divisons
A" —B" par A—B.
A" —Bm A—B
A" —A™'B [A"="' 4 A"—"B 4 A™—*B* f-elc.

1¢* Reste. A™'B —B=
A™'B—A"~"B’
2¢ Reste. A™"B’ —B=
AP A=—p
3¢ Reste. A"—B*—B"™
etc....

En examinant les restes successifs A™='B—B™, A™—2B*—Bm=,
A™—'B® —B™ elc., on s'apercoit qu’ils ont tous le méme second
terme —B™, et que dans le 1°* terme de I'un quelconque d’entre
eux, l'exposant de B indique le nombre des divisions partielles
effectuées, et que celui de A est égal & m diminué de celui de B;
on peut donc conclure par analogie qu'aprés m divisions par-
tielles, le reste sera A*~™B™ —B" ou A°B™ —B" ou bien enfin o,
en observant que A°=1. Conséquemment le quotient de A™ —B™
par A—B est toujours exact, quel que soit m, et il se compose
de m termes qui sont visiblement du degré m— 1, de sorte que
les deux derniers termes sont AB™ —*--B=—",

Pour vérifier ce résultat, on peut multiplier le quotient que
I'on vient de trouver par A—B, et I'on retombe bien, comme
on le voit ci-dessous, sur le dividende A™ —B™.

A" A" B4+ A"BY. . L. AB® B
A—B
AP LR0p 1 AmRill | prplisa | gt

£=k AIH!‘—’B atta Am_zB’—j\'“—?’B!_ P SLIARet 2 B

Am—B".
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78. Pour faire une application de la formule précédente, cher- L
chons les conditions essentielles pour qu'un mombre soit di-
visible par g ow par 3. Considérons pour fixer les idées le nom-
bre particulier 5789. On pourra I'écrire ainsi (n° £7)
5X 1087 X10°+8X 1049

et par suite, en observant que toutes les puissances de l'unité

sont égales a l'unité, il pourra se mettre sous la nouvelle forme s
5(t0>*—1*) 4 7(10" — 1) + 8(r0 — 1) |
+5 +7 +8  +9 |

or, les expressions 10°— 1%, 10’ — 1", 10— 1 élant exactement
divisibles par 10— 1 ou g, la premiére ligne est elle-méme exac-
ment divisible par g ou par 3. La condition cherchée se réduit
donc & ce que la seconde ligne soit en méme temps divisible par
g ou par 3; cetle seconde ligne étant composée de la somme des !
chiffres du nombre donné, la régle pourra s’énoncer ainsi : 1° un '
nombre est divisible par 9 ow par 3 lorsque la somme de ses
chiffres est un multiple de g ow de 3; 2° le reste que l'on 0b-
tient en divisant un nombre par g ou par 3, est égal a Uexces
de la somme de ses chiffres, sur le plus grand multiple de g t
ow de 3 que cette somme renferme. ;

i E—

- CHAPITRE V.
FRACTIONS LITTERALES. |
L. Origine des fractions. k

79. Lorsqu'il est impossible d’effectuer exactement la division !
des quantités algébriques, on se contente généralement d’indi- |
quer cetle opération; alors le quotient non effectué prend le nom
de fraction littérale, et le dividende et le diviseur, ceux de nu- ”"L\
meérateur et de dénominateur. Ainsi, les divisions de a—26b par .
a'—b*, oudea®—3a’b — b* par a’— b conduisant a des quo-
tients indéfinis, on se borne a les présenter sous la forme

a—a2b a* —3a’b—10’
a'—b*’ a'—b
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Lorsque les deux termes d'une fraction littérale sont ordonnés
par rapport & une letire commune, on la considére comme plus
grande ou plus petite que I'unité, suivant que le numérateur est
algébriquement plus grand ou plus pelit que le dénominateur

. . a—3a’b—b a—2b ;
(n® 51); ainsi, oy L e g o et Dans le premier

cas, on peut en extraire les entiers en y appliquant les procédés
connus pour les fractions numériques. S'il s'agit, par exemple,
3 ¥ 2
de la fraction a—:,—jiﬂ,
a —b
on a pour quotient a — 3b et pour reste ab’— 45°, ce qui permet
de I'écrire ainsi
( b)

a——3b+ Bt et

Désormais nous désignemns sous le nom de fraction, toute
expression fractionnaire plus grande ou plus petite que I'unité;
et lorsque cette expression sera essentiellement plus petite que
I'unité, nous la nommerons fraction proprement dite.

on divise @*—3a’b—0b° par a’—b°,

;b

II. Réduction des fractions a leur plus simple expression.

80. On réduit généralement une fraction & sa plus simple ex-
pression, en divisant ses deux termes par leur plus grand com-
mun diviseur : mais la recherche de cette quantité, qui d’ailleurs
n'est pas essentielle pour I'intelligence des théories que nous nous
proposons de développer, est trop compliquée pour trouver place
ici. Nous nous bornerons donc a faire voir, par plusieurs exemples,
comment on peut suppléer a cette recherche, dans beaucoup de
cas, par la suppression des facteurs communs aux deux termes
de la fraction, facteurs que l'on apercoit aisément lorsque I'on
a un peu d’habitude.

: Jaran, ‘ ab
Soit d’abord a réduire la fraction —-,—c——, on peut la mettre
acf—uage
eX b

a : ;
sous la forme —————, et en supprimant au numérateur et au
acX(f—g)
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dénominateur le facteur ac, ce qui ne l'altere pas, on obtient :

=g
: . ab—be : : !
Soit encore la fraction L voit de suite qu'elle peut
s'écrire  ainsi b =) ou bien g~ 0] uisque
ala*—c?*)’ ala-+t¢)la—e)’ e

a*—c*=(a-}¢) (a—c). Supprimant le facteur a—¢ commun aux

deux termes, il vient pour la fraction réduite a(a—i—c_} .
Soit, pour dernier exemple, & réduire a ses moindres termes
a*h? 4 b*c* — b —a’c’
atb 4+ a*c — abc —ab*’
1° a*b* 4 bie* — b —a*c* = a*(b* —c*) + b*(e* —b*) =
@ (B—e?)—b? (b—c?) = (a—*) (b ") ={a~}-b) (a—b) (b-c) (b—);
2° a*b + a*c —abc—ab* =alab 4 ac—bec — b?)
=a[a(b+c)—b(b+-¢c)]=ala—b)(b+¢);
et que par suite la fraction donnée devient
(a4+b)(a—b)(b+¢)(b—¢)
ala—b)b+c)

ou bien en effacant dans les deux termes les facteurs communs a—b

o bifie i) 0—=0) “4“" J

la fraction Remarquons que

, expression qui est visiblement irréductible.

II. Caleul des fractions.

81. Le calcul des fractions algébriques élant absolument sem-
blable a celui des fractions numériques, nous nous contenterons
d’en rappeler ici les principales régles.

4° Pour ajouter plusieurs fractions données, il faut les réduire
au méme deénominateuwr (on multiplie a cet effet les deux termes
de chaque fraction par le produit des dénominateurs de toutes
les autres), et prendre enswite la somme de lewrs numérateurs,
en laffectant du dénominateur commun. Exemple :

R adf bef | bde _ adf+bef+-bde

b Gl i T R (s
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2° Pour retrancher une fraction d’'une autre, aprés les avoir
ramenées au méme denominateur, on soustrait le numérateur
de la premiére de celui de la seconde, et on affecte la diffé-
rence dw dénominateur commun. Exemple :
atb a—b __ (a+b)? (a—b)* (@t b)*—(a—0b)?
a—b a+tb @e—b a—b a*—b*
__lad-b+a—b)latb—a+b)  4ab
il at — b? =
3° On fait le produit de plusieurs fractions, en multipliant leurs
numérateurs et leurs deénominateurs séparément. Exemple :
a b ¢ abe
=5 X s X TR T GG @
abe abe

T @T=FaF b*)  at—b4’

&° Pour faire la division des fractions, on multiplie la frac-
tion dividende par la fraction diviseur remversée; ou bien
encore, si cela est possible, on divise numérateur par numeéra-
teur et dénominateur par dénominateur. Exemples :

a’—1 _af Hb (@ —1) (@’ +1) at—1
7 R, SR nn 5 ol P I VTR S T e g T
at—bt " a1 (@'—b') (a'4-b%)  a*—b
Al o (B st osd
a—1 et a—1’

IV. Changement qu'éprouve une fraction lorsqu’on retranche
une méme quantité de ses deuz termes.

: : g £ ;
82. Prenons I'expression générale 7 dui représente une frac-

tion proprement dite, I'unité ou un nombre fractionnaire, sui-
vant que a<< b, a=10b, a =b, et retranchons de ses deux termes

X ! ) a—k 1.
le nombre £, de maniére qu’elle devienne T O désignant
par z la diminution quelle a éprouvée par cette modification,
a—k

a = F :
nous aurons = oot o 7 d’ou1, en faisant la soustraction,
—_—
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__ab—ak ab—bk  bk—ak

, ou bien en mettant k en

T 0o—k) - bb—k)  b(b—F)
facteur dans le numérateur, z = i{:ﬂ
blb—Fk)
Tant que b—a et b—k sont de mémes signes, = est positif et

etk . ot A a a—%k
indique, comme nous I'avons supposé, l'exces de 3 S g —%s
—
mais si & —a, b—k sont de signes différents,  devenant négatif,
doit étre pris dans un sens opposé (n° 28), et indique alors que
a—k a
I'emporte sur .
e e b
Supposons en premier lieu a << b auquel cas b —a est positif;
suivant que £ sera << ou=>b, b—Fk sera posilif ou négatif, d’ou il
suit : gu'une fraction proprement dite croit ou décroit suivant
que lon retranche de ses deux termes un nombre plus grand
ow plus petit que son dénominateur. Ainsi,

5 5—15 — 10 10 5 5—3 o

Ve — 0u — ou — ; el — = ou —.
12 12 —15 U 3 12 12 —3 9

Supposons maintenant a == b, c'est-a-dire b — a négatif; z sera
positif ou négatif selon que % sera = ou << b, ce qui permet de
conclure : gu'un nombre fractionnaire croit ou décroit survant
que l'on soustrait de ses deux termes un nombre plus petit ou
plus grand que son deénominatewr. Exemple :

12  ra—3 9 120 ¥ —) —3 Rl
—_—<——— o =; el — > — = ou ou bien —.
5 5—3 2 b 5—1b — 10 10

; e VOIS, Bl . & blb—a)
Si le nombre k était égal & &, on aurail 7= b —p U
(b—b)

(b—a) : ; : ;
r= -; pour interpréter ce résultat, remarquons qu'une
Le]

fraction est d’autant plus grande que son dénominateur est plus
petit relativement a son numérateur. Lors donc que le numérateur
d’'une fraction étant fini, son dénominateur est infiniment petit
—a

ou o, elle doit acquérir une valeur infinie. Ainsil'égalité =

fournit = ou z=—¢0 suivant que a est<<ou=>b. Ce qui nous
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apprend que, lorsque k=2b, la différence entre la fraction
donnée et la [raction modifice est infiniment grande (n° 13).

1l nous reste a examiner le cas de a = b pour lequel I'expression

. _k{b—a) , . __ k(b—b)
== Bo—H) devient r= =
Punité ne change done pas de valeur, quel que soit le nombre
que Uon retranche de ses deux termes; ce qui dailleurs est
évident.

Enfin, si I'on a a = & et en méme temps k== b, 1'égalité

k(b—a) ; kEXo } o
r = ——— fournit z= —~—— ou bien z = —.
b(b—k) bxXo o
La différence x se présente alors sous une forme indéterminée
(n® 64); ce qui provient de ce que, dans cette circonstance, la
fraction modifice est elle-méme sous cette forme.

83. Le numéro précédent offre I'exemple d’une discussion
compléte. On appelle ainsi I'examen de toutes les circonstances
remarquables dont une formule est susceptible, lorsque I'on fait
varier les différentes lettres dont elle est composée. On pourra
s'exercer, en suivant la méme méthode, sur le changement que
subit une fraction, quand on augmente d’'une méme quantité son
numérateur et son dénominateur.

ou x=o. Une fraction égale @

CHAPITRE VI.
FORMATION DES PUISSANCES.
1. Géneralites.

8%. La puissance m d’une quantité, comme nous l'avons dit
(n° 9), est le produit de m facteurs égaux a cette quantité. On
indique cette opération en renfermant la quantité dans une pa-
renthése & laquelle on donne pour exposant le degré de la puis-
sance. Ainsi

(3a’6)’=3a’b X 3a’b X 3a’b X 3a’b X 3a’b,
(@’ —3be)* = (a’—3bc) (a"— 3bc) (a” —33be),
al\t a a a a
(5) =Fx5xix5%

o
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En général, (a4 b +¢-+ d+ etc.), indique la puissance m du
polynome a- b c¢—-d-ete.

85. La multiplication donne le moyen de développer succes-
siwement toutes les puissances d'une expression quelconque. En
effet, par définition, le carré d’'une quantité est le produit de cette
quantité par elle-méme; le cube, le produit du carré par cette
quantité; la 4° puissance, le produit du.cube par cette quan-
tité, etc. En général, en multipliant une puissance quelconque
d'une quantité par cette quantité, on formera la puissance suivante.

Si la puissance a développer était négative, on la rameénerait
au développement d’une puissance positive au moyen du principe
du (n° 66).

86. Notre but, dans ce chapitre, sera d’indiquer quelques
procédés pour simplifier le calcul des puissances des nombres et
des quantités littérales, et en méme temps de faire connaitre plu-
sieurs résultats dont nous ferons par la suite un fréquent usage.

II. Sur les puissances des nombres.

87. La régle des exposants, dans la multiplication, peut
servir d former une puissance déterminée d'un nombre, sans
passer par toutes les puissances inferieures. Pour fixer les
idées a cet égard, proposons-nous de former la 12° puissance
d’'un nombre quelconque.

On formera, 1° le carré en multipliant ce nombre par lui-
méme; 2° la &° puissance en mullipliant le carré par le carré;
3° la 8¢ puissance en multipliant la 4° puissance par elle-méme ;
&° enfin, la 12° puissance en faisant le produit de la 8¢ par la 4°.

En effet, si I'on représente ce nombre par A, on a

AXA=A, 'XA' =A% AiXA =A% A*XAI=A";
ainsi, pour développer 3'*, on fera les calculs suivants :

3X3=9, gX9==81, 81X 81=6561, 6561 X81=531441;
done 3" =53 1441.

On aurait pu former d’abord le cube, puis multiplier le cube
par lui-méme, ce qui aurait produit la 6° puissance, et enfin
former le carré de cette derniére pour obtenir la 12°, ce qui ré-
sulte de ce que A’ X A’=AS, ASX A =A".

%
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Ce qui précéde suffit pour faire comprendre comment on peut
abréger la formation d’une puissance donnée d’un nombre. Ce
procédé s’applique également a toute espéce de quantités.
88. La puissance m de 10 ou 10™ est égale d lunité suivie
de m zéros, et réciproquement l'unité suivie de m zéros est
égale @ 10™,

En effet,
10'=10 et réciproquement 10= 10"
10" ou 10 X 10=100 100=10"
10° ou 100 X 10=1000 1000 = 10°
10% 0u 1000 X 10 = 10000 10000 =10%
elc. elc.

d’ot1 'on peut conclure en général que 10™ = 1 suivi de m zéros,
et réciproquement que 1 suivi de m zéros égale 10™.

89. Pour élever une fraction a une puissance quelconque,
tl faut élever ses deux termes a cette puissance. Ainsi :
o iaP viw Balafa e siiplery w68y
(B T it W b e

4
ad=b¥? . (3gpb)® . . . (AN A
(a‘—b‘) = Généralement (\'ﬁ) = ga> en effet

R O T ol VLR PR
(ﬁ) =B X ET B (ﬁ) =pEXBT B

A\ 4 3 i
(é) 4 X%=-A— ete.;

B P B’
en continuant ainsi, on prouverait évidemment que cette régle
SR g il
convient a toutes les puissances; donc B =@
'

90. 1° Les puissances successives dun nombre plus grand
que lunité, croissent rapidement et convergent vers linfini;
2° celles d’une fraction proprement dite décroissent aw con-
traire et tendent vers zéro.

1° On démontre en arithmétique que le multiplicande est plus
petit que le produit, lorsque le multiplicateur est plus grand que
I'unité. Donc, désignant par A un nombre plus grand que V'unité,
on a A<<A XA ou A%, A*<<A*X}A ou A%, A*<<A*XA ou A4; etc,
Donc les quantités A, A*, A® etc., croissent el convergent vers
I'infini, en sorte que A" = oo.
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2° On démontre également en arithmétique que le multipli-
cande est plus grand que le produit lorsque le multiplicateur est
plus pelit que I'unité; ainsi A étant << 1, on a les inégalités sui-
vantes : A=A XA ou A%, A=A X A ou A?, A3=>A*XA ou A4, etc.
Les puissances de la fraction proprement dite A, décroissent
donc et tendent par conséquent vers zéro, de maniére que
A e 0.

III. Toutes les puissances d'une [raction trréductible
sont vrréductibles.

91. Ainsi les puissances %, ¢, ==, i+, etc., de la fraction
irréductible % sont réduites a leur plus simple expression. Cette
vérité, dont nous ferons bientot usage, s'établit au moyen des
principes suivanls.

92. Lorsqu'une fraction est €gale @ une autre [raction irre-
ductible, les deux termes de la premiére sont des multiples
- : A a a
égaur des deux termes de la seconde. Soit en effet o
étant une fraction réduite a ses moindres termes, appelons D le
plus grand commun diviseur entre A et B et remarquons qu'en

e el
divisant par D les deux termes de la fraction B’ elle sera rendue

irréductible et deviendra % en vertu de la supposition; on a donc
A 343 B
B i %l
lités par D, il vient A=aD, B=0D. C. Q. F. D.

93. Tout nombre premier qus divise un produit de deux fac-
teurs divise exactement I'un ou 'autre de ces facteurs. Soit ce
nombre premier p qui divise le produit AXXB, et soit Q le quotient

de maniére que A ;: B Q. Si p ne divise pas A, je dis qu'il di-

= b, et en multipliant les deux membres de ces éga-

vise B. En effet, divisons les deux membres de I'égalité précédente

Q

i d5h & Ay, ;
par B, on obtient — Or % étant une fraction irréductible,

p B
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Q et B sont des multiples exacts de A et de p (n® 92); donc B est
divisible par p.

9k. Tout nombre premier qui divise exuctement une puis-
sance quelconque d’un nombre, divise aussi exactement la
premiére puissance. Si le nombre premier p divise exactement
A", il divise aussi A; en effet, A"=AXA»~"; donc (n° 93), p di-
vise A, ou A"~'; admeltons qu'il divise A™—', Am—' = A X A™—?,
Done p divise aussi A%, On démontrera E]L méme que p divise
exactement A™—*, A"-4 etc. Il est clair qu’en continuant, on
arrivera essentiellement a prouver que p divise A.

95. Toutes les puissances d'une fraction irréductible sont
SFEEY : oy e g A™
wrréductibles. Si la fraction 5 est irréductible, — = jouit de la
méme propriété. Car, s'il en était autrement : Soit p un diviseur
premier commun & A™ et & B™, p diviserait aussi A et B (n°® 94);

- A" . . I3 . -
la fraction p De serait donc pas irréductible, ce qui est contre la
supposition.

IV. Sur les puissances des monomes.

96. Pour former une puissance déterminée d'un monome,
il faut élever son coefficient d celte puissance et multiplier
tous ses exposants par son degré. Exemples :

(3a*b’c)* = 3%a**0*c*=1243a'%b""¢",

3 -3 9,7
Soit en effet le monome Ca?bt dans lequel € indique un coefficient
numérique quelconque; on a
(CaPb9)’==CaPbT<CarbI=C"a’?b™, (CaPbyP=C"a’Pb < CaPbi=C*Pb,

(Carby)i=C a*b*ax Carbi=C('a'®bis, elc. ;
en continuant ainsi, on trouverait visiblement que cette loi con-
vient i toutes les puissances. Doncen général (Carht)===Cramrbma,

97. Toutes les puissances paires d'une quam;re positive ou
mr,ratwe sont positives. Ce qui peut s’éerire ainsi, (A )2 = A 2n
(en remarquant que 2m peut représenter tous les nombre:-, pairs,
pmsque en faisant successivement m=o, m=1i, m=—a2a,
m==3, etc., am devient o, 2, 4, 6, etc.); en effet (n° 96),
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(4A)*™ =[(+A)*]", or + AX A =A? et —AX—A=A* donc s

(+A)=A? et (+A)*™==(AY)"=A*. C. Q. F. D. ..
Ezemples : (—5)i= 625, (— 2ab%)5=64a%"".

98. Toutes les puissances impaires d'une quantité ont le
signe de cette quantité; ou algébriquement (+A)™+'=FA"+", f
(L’expression 2m—-1 devenant 1, 3, 5, 7, efc., lorsque I'on fait 1
m=o0, m=1, m=2, m=23, etc, peut servir a représenter 1
tous les nombres impairs). En effet (-A)*™+ = (+A)*™ X +A; f
mais: (0®'97)" (FA)?™ ="A**, donc (1-A) ™+ == A X -FA, 0ou |
Cld) e — S AuerS 00, 0D

Ex : (—5)=—125, (—3a*h)°=—243a""b". ]

99. La puissance m d’un produit égale le produit des puis- '
sances m de tous les facteurs. En effet, soient A, B, C, D, etc.,
plusieurs expressions quelconques, monomes ou polynomes, le ]
produit A X B X C X etc. pouvant étre considéré comme un mo- !
nome, on aura i

V. Formation du carré des polynomes.

100. Formons d'abord le carré de a4 b.
a-+b
a-+tb
a* - ab
ab-b*
On trouve (a + b)* = a® + 2ab -+ b*.
On pourrait former de la méme maniére le carré du binome n
a —b; mais on peut le déduire de la formule précédente en sub- l
il | stituant — b & & dans les deux membres, ce qui donne
' (a— b)*=a*+-2a(—b)4(—b)* ou (a—b)*=a’ "
On peut réunir les deux formules en une seule (a+b)*=a*+2ab-+44?, J
en convenant de prendre en méme temps les signes supérieurs l
ou inférieurs. On a coutume de I'énoncer ainsi : le carré d’un
binome se compose de trois parties, 1° le carré du 1°7 terme; |
2° le double produit du premier par le second; 3° le carré }
du second.

a2ab—b2.
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101. Pour former le carré du trinome a -4 b+ ¢, il suffit de
changer 4 en &--c dans la formule (a-4)* = a*4-2ab -+ 62, ce
qui produit
(a+b+¢)*=a*+2a(b+c)+(b+¢)*=a’+2ab+ 2ac+b2Fabe - ¢t
102. Changeons encore ¢ en ¢+ d dans la formule précédente,
afin d'obtenir le carré du quadrinome a - b—¢ -+ d, il vient
(@+b+c+-d)*=a*+2ab4-2a(c4d) b 2b(c+d)4(c+d)*
=a"+2ab+sac+t2ad + b+ 2b¢+2bd+-c"H-2cd-|-d".
Fn changeant de nouveau d en d-}-e¢, on obtiendrait de la
méme maniére le carré de a4 b--c+d+ e, et ainsi de suite.

103. Les termes des résultats précédents peuvent se ranger ainsi :
(a+4b)=a"+b0" 4 2ab.

[@4-b4c)*=a"+ b+ ¢' 4 2ab-}2ac + 2be.
(a—f-b—f—c—{-f{;’za’—,'-b'+c’—f-d’+2r:£}+znc-{—2ucf+ abct-2bd4-acd.
ete.

D’ol1 I'on peut conclure par analogie que le carré d’un polynome
quelconque se compose : 1° de la somme des carrés de chacun
de ses termes; 2° de la somme des produits que l'on obtient
en multipliant le” double de chaque terme par chacun des
autres.

Cette loi remarquable peut servir & élever un polynome quel-
conque au carré, sans faire la multiplication. Voici des exemples :
(5a-2b)"=(5a)"4-(2b)"+} 2(5a) (2b) = 256’4 46+ 204b.
(3a*—2b"c)’=(3a’) +(—2b"c)*+2(3a") (—2b’c)=qga’+4bic’—12a’b’c.
(@03 =(@") " (—ab)" 43"+ 2(a") (=28) +3(a") (+3)
—+2(—20)(4-3)=a'+ 40"+ 9—4a"b+6a’—125.

104. Nous terminerons cet article en observant que la formule
du (n° 100), combinée avec celle du (n® 46), sert a effectuer un
grand nombre de décompositions trés usitées. On en voit un
exemple bien remarquable dans I'expression {a’b"— (b’ a’—c")".
Il est d'abord visible qu’elle est la différence de deux carrés et
qu'en conséquence,

4’0" — (04 a’—c")'==(2ab4-b"-}- @’ —c”) (2ab—b"—a’ + ¢”).
k
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Or, 2ab+b"+a'—c'=(a+b)—c'=(a+b+¢) (a4 b—c),
Et 2ab—b"—a' ¢ =c’—(a—b)" = (¢c+a—b) (c—a~+b).
Donc enfin

40°6*— (b F-a"—c") "= (a+ b+¢) (a-b—0) (e-a—t) (c—a-}-b).
VI. Formation du cube des polynomes.

105. Pour former le cube du binome a -} b, il faut multiplier
le carré de ce binome @’ 2ab-- b7, par a—+-b.
a’~+2ab+ b
a+b
a'+2a’b+ab®
+ a’b+4-2ab* 4 b’
On trouve (a--b)°=a*-+3a’b-}+3ab* + b°.
Changeant b en — b, on a
(@a—b)*=a'+3a’(—b)+3a(—b)"} (—b)’,
ou (a—b)=a*—3a’b+3ab”—b’.
Ces deux formules peuvent se réunir en une seule,
(atb)=a’+3a’b+}3ab>+0°,
résultat que I'on peut énoncer de la maniére suivante :

Le cube d’un binome contient quatre parties, 1° le cube du
premaer terme; 2° le triple produit du carré dw premier par
le second; 3° le triple produit du premier terme par le carré
du second ; &° le cube du second terme. Voici des exemples :

(2’4 3b)} = (20°)* + 3 (2a”)*(38) +3(24”) (38)" -} (38)®
= 8a°+}36a'b - 54a’b” + 270°.
(56° — be)* = (54°)* + 3(5a°)*(— be) +3(5a%) (— be)* 4 (—be)?
= 125a° —75a%b¢c + 15a°b’c” — b,

106. Pour obtenir le cube du trinome a—-6-}-¢, il suffit de
changer b en b+-¢ dans la formule (a--b)*=a’--3a’6+ 3ab™4-b%,
d’onn résulte

(a4b o =a* +30"(b+¢) + 3a(b + o)+ (b o)
=a'+3a’b+3a’c+3ab’+6abe43ac’ 4 b'4-3b°c+3be’-¢*.
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En changeant dans ce dernier résultat ¢ en ¢c-- d, on formerait
le cube du quadrinome a—-b--¢- d, et ainsi de suite.

VIL. Sur les puissances de degré supérieur aw troisiéme.

107. Par des procédés absolument semblables & ceux que nous
venons d’employer, on formerait visiblement les puissances 4°,
5°, ete. des polynomes, puissances qui se compliqueraient de plus
en plus, et dont la loi générale est trop élevée pour étre ex-
posée ici.

Nous terminerons ce chapitre par les deux propositions sui-
vantes :

108. La puissance m d'un polynome homogéne du degré n
est aussi homogéne et du degré nm. En effet, la puissance m
d’un polynome est le produit de m facteurs égaux & ee polynome.
Done, d'aprés le (n° 43), ce produit est homogeéne et d’un degré
égal a m répété m fois ou nm. C. Q. F. D.

Si le polynome est du 1°* degré, le produit nm se réduit & m.
Le carré, le cube, etc. du binome a5 sont effectivement du 2e,
3°, efc. degré.

109. Les termes extrémes de la puissance m d'un polynome
ordonné, sont égaur aux puissances m de son premier et de
son dernier termes. Ce qui résulte immédiatement du principe du
(n° 53), dans lequel on suppose que tous les facteurs sont égaux.

CHAPITRE VII.

EXTRACTION DE LA RACINE CARREE DES NOMBRES.

110. Dans ce chapitre et le suivant, nous traiterons de lex-
traction des racires carrées et cubiques des riombres, opérations
utiles en algébre et indispensables pour Yintelligence de la géo-
métrie. Il existe, pour les racines de degré supérieur au troisieme,
des régles analogues i celles que nous allons exposer; mais elles
conduisent & des calculs tellement longs qu'elles sont pour ainsi
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dire impraticables. Nous nous dispenserons donc d’en parler ici,
avec d’'autant plus de raison, que par la suite nous ferons con-
naitre un procédé général pour extraire une racine quelconque
d’'un nombre donné.

I. Principes fondamentauz.

A111. La racine carrée d’'un nombre est un autre nombre qui,

élevé au carré, reproduit le premier. Ainsi

" - 2
vEG=8, = %; parce que 8 = 64, (%) 9,
en général, quel que soit le nombre P, on a en vertu de la défi-
nition (L/P)* = P.

112. 1°° PriNcipe. Le carré d'un nombre composé de dizaines
et dunités contient les trois parties suivantes : 1° le carré
des dizaines; 2° le double des dizaines multiplié par les unités;
30 le carré des unités. Ces trois parties expriment respective-
ment des centaines, des dizaines et des unités. En effet, dési-
gnons par a et b les dizaines et les unités d'un nombre P, en
sorte que P=a.10+4 0, carrant les deux membres de cette
égalité, nous aurons (n° 100) P’=a’.100-+2ab.10+404" ou
P’=a’ centaines -} 2ab dizaines - b” unités. C. Q. F. D.

Ez. 134’ = (1304 4)*=16900 -} 1040 4 16 =17956,
valeur que l'on trouve effectivement en élevant 134 au carré.

113. 2¢ Princiee. La racine carrée d’un nombre entier, par-
tagé en tranches de deux chiffres de droite a gauche (la 1%
tranche & gauche peut n’avoir qu'un seul chiffre), contient autant
de chiffres que ce nombre a de tranches. Ainsi 31 a un
chiffre, t/m en a deux, " 12.71.09 en a trois, etc. Remarquons
en effet, que les carrés de 1, 1o, 100, élant 1, 100, 1.00.00, €lc.
1° les nombres d’une tranche qui tombent entre 1 el 1.00, ont
pour racine des nombres compris entre 1 et to, c'est-d-dire d’un
seul chiffre; 2° les nopbres de deux tranches qui tombent entre
1.00 et 1.00.00 ont pour racines des nombres compris entre 10
et roo ou de deux chiffres, etc.
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Généralement, soit P un nombre composé de n tranches, 1P
ne peut avoir plus ni moins de n chiffres. 1° Si 1P renfermait
plus de n chifires, cette racine vaudrait au moins I'unité suivie de
n zéros ou 10" (n° 88). On aurait donc 1P = ou > 10" el en
élevant au carré, P=ou = 10*", ce qui est contre la supposition,
puisque 10** étant I'unité suivie de n tranches de deux zéros est
un nombre composé de n—-1 tranches. 2° Supposons que VP
contienne moins de n chiffres, auquel cas cette racine est plus
petite que le moindre nombre de n chiffres ou 10", on aura
L"P< 10", et en carrant P < 10 =1 ce qui est également
contre la supposition, puisque 10® ®=% étant I'unité suivie de
n—1 tranches de deux zéros, est le plus petit nombre composé
de n tranches. Il suit de la que &P doit nécessairement renfer-
mer 7 chiffres. C. (. F. D.

II. Eztraction de la racine carrée des nombres entiers.

11%. La racine carrée d’'un mombre d’une tranche, ne conte-
nant qu'un seul chiffre (n° 113), s'extrait sans difficulté lorsque
I'on connait les carrés 1, 4, g, 16, 25, 36, 49, 64, 81, des
neuf chiflres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, et que l'on sait revenir
des premiers nombres aux derniers. Soit en effet & extraire la
racine de 68. Ce nombre tombant entre les carrés 64 et 81, sa
racine est comprise entre 1”64 et 1”81 ou 8 et g. Donc 1 68=8
a moins d’une unité prés. Le reste de I'opération est 68 — 64 ou 4.

115. Proposons-nous actuellement d’extraire la racine carrée
d’un nombre de deux tranches, de 68.39g par exemple. Cette ra-
cine renfermant deux chiffres (n® 113), se compose de dizaines et
d'unités, et le nombre 68.39 qui en est le carré contient (n° 112),
1° le carré de ses dizaines; 2° le double de ses dizaines multiplié
par ses unités; 3° le carré de ses unités. Or, le carré des dizaines
exprimant des centaines ne peut se trouver que dans les centaines
68 du nombre 68.39, et par conséquent si I'on extrait la racine
de cette tranche, comme on I'a fait dans le numéro précédent,
le résultat 8 sera le chiffre des dizaines de la racine cherchée: le

|
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chiffre 8 obtenu ainsi, est essentiellement exact. En effet, 68.39
tombant entre 64.00 et 81.00, \/ég."'j_g- tombe entre V' 64.00
et V81.00 ou 8o et go, done le chifire des dizaines de V68.39
ne peut étre que 8.

Si de la premieére tranche 68 on retranche 64, carré des dizaines
obtenues, et si a c6té du reste 4 on écrit la seconde tranche 39,
le nombre 439 contient les deux derniéres parties du carré de la
racine; la premiére de ces parties étant le double des dizaines
multiplié par les unités, exprime des dizaines et ne peut se trou-
ver dans le chiffre g qui vaut des unités. Elle est donc égale a 43
moins les dizaines provenant du carré des unités, dizaines dont
le nombre est toujours plus petit que g, puisque le carré de 9 est
81. Donc, si I'on divise 43 par le double des dizaines 8, c'est-a-
dire par 16, le quotient 2 sera le chiffre des unités de la racine,
qui sera par conséquent 82.

Pour obtenir le reste de l'extraction, il faut retrancher de
68.39 le carré de 82, ou, pour abréger, retrancher de 439 les
deux derniéres parties du carré de la racine, que I'on forme
évidemment en multipliant 162, double produit des dizaines aug-
menté des unités, par 2, chiffre des unités, ce qui donne 324;
ce reste est donc 439 — 324 ou 115.

On peut dans la pratique disposer les calculs comme ci-dessous :

68.39 | 82 4
43-9
16 2

U i

116. Soit encore & extraire la racine carrée du nombre de trois
tranches 68.39. 29. Celle racine ayant trois chiffres (n® 113), con-
tient des dizaines et des unités, et son carré 68.39. 29 se compose
de trois parties (n° 112), dont la premiére, le carré des dizaines
exprimant des centaines ne peut se trouver que dans les deux
premiéres tranches 68.39; extrayant donc la racine de 68.39,
ce que I'on sait faire, le résultat 82 (n° 115) représente les di-
zaines cherchées; actuellement joignant a 115 reste de cette ex-
traction, la troisiéme tranche 29, le nombre 11529 est la somme
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des deux derniéres parties du carré de la racine; or, le double
des dizaines multiplié par les unités ne peut se trouver que dans
les dizaines 1152 de ce nombre, et par conséquent si I'on divise
1152 par 2 fois 82 ou 164, le quotient 7 exprime les unités. La
racine carrée de 68.39. 29 est donc 827. Pour obtenir le reste, il
faut soustraire de 11529 les deux derniéres parties du carré de
la racine, qui résultent évidemment de la multiplication de 1647
par 7; en effectuant, on trouve pour produit 11529 et pour reste
o; l'extraction est donc exacte. Voici le tableau des calculs :

68.39.29 827

117. En général, lorsqu'on sait estraire la racine carrée
d’un nombre de n tranches, il est facile de trouver celle d’un
nombre de n+- 1 tranches. Prouvons en premier lieu qu'en ex-
trayant la racine des n premiéres tranches & gauche, on aura les
dizaines de la racine cherchée. En effet, soit P un nombre composé
de m—-1 tranches et a® le plus grand carré contenu dans les n
premiéres tranches, en sorte que P soit compris enire a* centaines
et (a+=1)" centaines, ou ce qui revient au méme, que l'on ait
P=>a’. 100 et P<<(A+1)". 100; extrayant les racines des deux
membres de chacune de ces inégalités, il vient V/ P> a. 10 et
V/P<(a+1).10 le nombre \/ P ayant au moins a dizaines, et
ne pouvant en avoir a1, en a donc exactement q.

II est visible maintenant que le reste de I'extraction des n pre-
miéres tranches, joint & la n + 1%, représente les deux derniéres
parties du carré de la racine, et qu'en séparant un chiffre sur
la droite de ce nombre, la partie & gauche exprime le double
produit des dizaines par les unités. Donc, si I'on divise cette
partie a gauche par le double des dizaines trouvées, on doit avoir
pour quotient les unités.

Enfin, pour trouver le reste de I'opération, on multiplie le
double des dizaines joint aux unités, par les unités, et I'on re-
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tranche le produit du reste des » premiéres tranches suivi de la
n + pbme

Des numéros précédents résulte la régle suivante :

118. Pour extraire la racine carrée d’'un nombre & moins d'une
unité pres, on partage ce nombre en tranches de deux chiffres
de droite a gauche, et lon extrait la racine du plus grand
carré contenu dans la premiére tranche a gauche. Cest le
premier chiffre de la racine cherchée.

On soustrait ce plus grand carré de la premiére tranche,
et a coté du reste on abaisse la seconde tranche, sur la droite

~ de laquelle on sépare un chiffre par un point : on divise la
partie a gauche de ce chiffre par le double du premier chiffre
obtenu; le quotient est le second chiffre de la racine.

On écrit ce second chiffre a la suite du diviseur, on multi-
plie le nombre ainsi formé par ce second chiffre, et on re-
tranche le produit, du reste de la premiére tranche suivi de
la seconde. A cioté du reste on abaisse la troisiéme tranche
dont on sépare le dernier chiffre a droite, et Uon divise ce qui
est a gauche par le double des dewx premuers chiffres de la
racine, afin d'en obtenir le troisiéme.

En général, lorsque lon a obtenw un certain nombre de
chiffres a la racine, on obtient le swivant en joignant aw
reste des tranches sur lesquelles on a déja opéré, la tranche
sutvante, et en divisant ce nombre, abstraction faite de son
dernier chiffre a droite, par le double de la partie connue de
la racine; dans le cas ow le dividende est plus petit que le
diviseur, on met zéro a la racine, on abaisse la tranche swi-
vante, et ’on opére de mowveau comme on vient de le dire.

On continue ainsi jusqu’a ce que l'on ail abaissé succes-
sivement toutes les tranches du mombre proposé. Lorsque le
dernier reste est nul, on dit que ce nombre est un carré
parfait.

Enfin, pour faire la preuve de cette opération, on prend la
somme du carré de la racine et du reste, et s'il W’y a pas eu
d'erreur, on doit retrouver le nombre donme.
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III. Remarques sur la régle précédente.

119. Dans une opération partielle quelconque, on ne peut
mettre plus de g d la racine carrée d'un nombre. Car si I'on
pouvait seulement y mettre 10, ces dix unités en formeraient une
de I'ordre immédiatement supérieur, ce qui supposerait que les
unités de cet ordre ont été mal calculées.

120. On reconnait évidemment, qu'un chiffre mis a la racine
carrée d’un nombre est trop fort, lorsque le carré des chiffres
trouvés a la racine est plus grand que l'ensemble des tranches
sur lesquelles on a déjd opere.

121. On reconnait qu'un chiffre mis a la racine est trop
faible, a Uinspection du reste, qui doit toujours étre plus petit
que le double des chiffres obtenus a la racine plus un. Dési-
gnons par P la réunion des tranches abaissées, par a la racine
trouvée et par R le reste de I'extraction; si R est =ou > 2a+-1,
je dis que la racine a est au moins trop faible d'une unité. En
effet, la relation P=a*®-R qui exisle toujours entre les trois
quantités P, @, R peut se changer, a cause de I'hypothése, en
celle-ci P = ou > a*® 4 2a + 1; extrayant la racine carrée des
deux membres, en observant que ¢*—-2a+1=(a-}-1)*, il vient
l/l_’——-ou>a—{—1. C0.F.D.

IV. Extraction de la racine carrée par approzimation.

122, 1l nexiste pas de régles générales pour reconnaitre d
priori si un nombre est un carré parfait. Cependant, dans certains
cas, on peut prévoir qu'un nombre n'est pas un carré. Afin d'en
donner un exemple, remarquons que tous les nombres étant ter-
minés par un certain nombre de zéros ou par I'un des chiffres r,
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, leurs carrés ne peuvent étre terminés que
par un nombre pair de zéros, ou par I'un des chiffres 1, 4, 9, 6,
5, 6, 9, 4, 1; d'ott 'on est en droit de conclure que, tout nombre
terminé par un nombre impair de zéros, ow par 2, 3, 7 8,
ne peut étre un carré parfaut.
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123. La racine carrée d'un nombre entier qui n’est pas un
carré parfait, ne peut étre un nombre fractionnaire. En effet,
supposons, si cela est possible, que le nombre entier P ait pour

- : e e S R R -
racine le nombre fractionnaire u'reductlblez, I'égalité 1P = B

2

5, ce qui est

~]

produit en élevant les deux membres au carré P =

>

a!
' 5 'est aussi

(n° 95), et qu’un nombre entier ne saurait étre égal & une expres-
sion fractionnaire.

i g, ks b
absurde, puisque A étant une fraction irréductible

124. De la résulte une nouvelle division des nombres en com-
mensurables ou rationnels et en incommensurables ou irra-
ttonnels.

On dit qu'un nombre est commensurable ou rationnel, lors-
qu'il a une commune mesure ou raison avec I'unité (on entend
par commune mesure entre deux nombres, un troisieme nombre
qui les divise exactement tous deux) : tels sont tous les nombres

i . : ANl S R
entiers et fractionnaires; ainsi 15, E’ — sont des nombres
11

commensurables ayant respectivement pour commune mesure avec
Punité 1, =, —.
11

Les nombres incommensurables ou irrationnels sont ceux qui,
nayant pas de commune mesure avec I'unité, ne peuvent s’ex-
primer exactement en chiffres, telles sont V2, V"3, V 15, etc.,
et en général toutes les racines des nombres qui ne sont pas des
carrés parfaits. On peut néanmoins oblenir ces sortes de nombres
avec toute 'approximation désirable, comme on le verra dans les
numéros suivants.

: = - ik
125. Pour approcher de la racine carrée d’un nombre i 2

prés, on multiplie ce nombre par le carré du dénominateur n,
on extrait la racine du produit & moins d'une unité preés, et

i At i f I
on la divise par n. Ainsi pour approcher de V" 2 & moins de ey

SCD LYON 1

1



11

D'ALGEBRE. 59
prés, on multiplie 2 par le carré de 13 ou 169, on extrait la ra-
cine du produit 338 & moins d'une unité prés, et 'en divise le

: ; : 18 ; ,
résultat 18 par 13, ce qui donne —3 pour la racine cherchée.

Pour démontrer cetle régle, soit P le nombre donné, @ la ra-
cine carrée de n*P & moins d’'une unité, e la fraction incommen-
surable qu'il faudrait ajouter a @ pour compléter cette racine, en
sorte que V" n*P=a--e, divisant les deux membres de cette égalité
par n en remarquant que ¥ n*’P=mn}/ P, puisque (n} P)*:=n*P;

il vient V' P = % - ?—i en prenant E pour VP, lerrcur est
e e ; : -
donc 5+ quantité plus petite que :;, puisque e<<1. €. Q. F. D.

126. Pour approcher de la racine carrée d'un nombre entier
par le moyen des décimales, on écrit a la suite autant de
tranches de deux zéros que l'on veut obtenir de chiffres déci-
mauz d la racine, on extrait @ une unité prés la racine de ce
nowveaw nombre, et on sépare sur la droite du résultat le
nombre de décimales convenu. Ainsi, pour déterminer les
trois premiéres décimales de la racine carrée de 27, on ajoute i
ce nombre trois tranches de deux zéros, on cherche la racine de
27.00.00.00 & une unité pres, et sur la droite du résultat 5196
on sépare trois figures décimales, ce qui fournit 5,196 pour la
racine demandée.

Pour nous rendre raison de ce procédé, remarquons que trou-
ver m décimales & la racine carrée d'un nombre entier P, c'est
1 .
1 suivi de n z6ros’ - 10"’
or, pour cela il faut multiplier P par le carré de 10° ou 10*", ex-
traire la racine du produit Pro*" & une unité prés, et la diviser
par 10" (n° 125); ou en d'autres termes, il faut écrire n tranches
de deux zéros a la suite du nombre P, extraire, & une unité prés,
la racine du nombre ainsi formé et séparer n chiffres décimaux
sur la droite du résultat. C. Q. F. D.

approcher de celte racine a moins de
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V. Extraction de la racine carrée des fractions.

127. La racine carrée d’une fraction est €gale d la racine
carrée du numerateur divisée par celle du denominatewr; ou

algébriquement |/% - :i;:, ce qui résulte évidlemment de ce

b i
. Vel TV

128. Pour extraire la racine carrée d'une fraction, il faut dis-
tinguer trois cas : 1° les deux termes de cette fraction sont des
carrés parfaits; 2° le dénominateur seul est un carre parfait;
3° le dénominateur w'est pas un carré parfait.

Dans le premier cas, on extrait la racine carrée de chacun
des deux termes de la fraction donnée. Exemple :
o G R

121 Vg 3ar

Dans le second, on divise la racine carrée du numeérateur
i ' I : ]
dont on approche @ moins dc;, par celle du dénominateur

qui est exacte. L’erreur commise est alors moindre que U'unité
divisée par n fois la racine carrée du dénominateur de la

. F o . . : 21
fraction proposée. Ainsi, pour obtenir la racine carrée de ——,
e

b

. %3 B . s
on cherche la racine de 21 & — prés par exemple, et on divise le
100

4 58 A58

. " Fi s

résultat 4,58 par 7, ce qui donne 22— ou 1=
7 700

7, pour la racine

1 1
———— ou :
100 X 7 700
Pour démontrer cette regle, soit proposé d'extraire la racine

cherchée; 'erreur commise est moindre que

g : a g { §
carrée de la fraction a dont le dénominateur 4* est un carré

A ; 5 ST 4 "
parfait. Soit 7 la racine carrée de a a - prés, et e ce qu'il fau-
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drait ajouter & 7 pour compléter cette racine, de maniére que
Livrg d i e -

e << : nous aurons = — - 6 ._|_
n’ b R R o

r 4 a ‘o
en prenant 7 pour l/;, Perreur est donc — 7 quantité plus

. I
» puisque e <.

Enfin, dans le troisiéme cas, on rend le dénominateur un
carré parfait, en multipliant les deux termes par le dénomi-
nateur ow par tout autre nombre remplissant le méme but, et
Pon opére ensuite comme nous venons de le dire. Ainsi,

l//,__ l//’*ﬁ v’ab

3 21 g AaNC
Ez. ‘/: gy [/2: 2L =22 3 moins de ——.
7 49 7 700 700

129. Pour extraire la racine carrée d'une fraction décimale,
on éerit d la suite le nombre de zéros convenable pour qu’elle
renferme deur fois autant de décimales que I’on veut en ob-
tenir @ la racine, on supprime la virgule, et Pon cherche @
moins d'une unité prés la racine carrée du mombre entier
résultant; enfin, on sépare sur la droite du résultat le nom-
bre de chiffres décimaux dont on est convenu. Ez. Pour déter-

miner V' 5,417 avec quatre figures décimales ou & o,0001 pres,
on ajoute @ ce nombre cing zéros, on supprime la virgule, on ex-
trait la racine de 541700000 & une unité prés, et sur la droite du
résultat 23274 on sépare quatre décimales, ce qui donne 2,3274.

Représentons par F la fraction décimale donnée, et par n le
nombre de chiffres décimaux que I'on veut obtenir a la racine.
Si par I'addition d’un certain nombre de zéros nous faisons en
sorte que F contienne 2 chiffres décimaux, el si nous nommons
P le nombre entier résultant de la suppression de la virgule, nous

P o P :
aurons F= Tor d'ouV F= ',_f(F; ce qui prouve qu'en extrayant
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la racine de P & une unité prés, et en séparant m décimales sur T

: -, 1 -
sa droite, on aura P Ea— pres.
10

130. Pour obtenir la racine carrée d'une fraction ordinaire
en fraction décimale, il suffit de la réduire en [raction décimale,
et de pousser Iapprozimation jusqud ce que U'on ait trouve le
double du nombre des chiffres décimauz que lon veut avoir d
la racine. On opere ensuite comme on U'a dit dans le numéro

ks : s : S e :
précédent. Soit pour exemple a déterminer 7 8 —— pres:

S e o .
La {fraction > évaluée en décimales est o0,4285, expression dont

la racine carrée est 0,65.

V1. Extraction de la racine carrée des nombres complexes.

-—

131, Pour extraire la racine carrée d'un nombre complexe a
moins d’'une unité donnée, il faut réduire ce nombre en unites
carrées de Pordre dont on veut approcher, en extraire la ra-
cine carrée @ une unité prés, puis exprimer de nouveau, en I!
nombre complexe, la racine trouvée. Soit, pour fixer les idées, |
A extraire la racine carrée de 4 toises carrées 19 pieds carrés 81 f
pouces carrés, & moins d’une ligne prés. On réduira ce nombre
en lignes carrées, en observant que les égalités 1 toise=©6 pieds,

1 pied == 12 pouces, 1 pouce= 12 lignes, élevées au carré pro=

duisent 1 toise carrée==36 pieds carrés, 1 pied carré=144 ’
pouces carrés, 1 pouce carré =144 lignes carrées; et on ob- '
tiendra ainsi 3391632 lignes carrées, nombre dont la racine, a .
une ligne prés, est 1841 lignes ou 2 toises g pouces 5 lignes.
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CHAPITRE VIII.
EXTRACTION DE LA RACINE CUBIQUE DES NOMBRES.

132. La racine cubique d'un nombre est un autre nombre
qui, élevé a la troisiéme puissance ow cube, reproduit le

. premier. Ainsi

3

3
V ag =3, |/_6__% — % a raison de ce que

12

7 - _4_3_64
3—-27,(5) = —,

L Prineipes fondamentauz.

133. 1" Priwciee. Le cube d’un nombre composé de dizaines
et d’unités contient : 1° le cube des dizaines; 2° le triple carré
des dizaines multiplié par les unités; 3° le triple des dizaines
multiplié par le carré des unités; &° le cube des umités. Ces
quatre parties expriment respectivement des mille, des cen-
taines, des dizaines et des unités. Représentons par a et b les
dizaines et les unités d'un nombre P et élevons au cube les deux
membres de I'égalité P=a.10 b, nous aurons (n° 105)

P*=a’.1000}3a%.100+ 3ab*. 10 4 b
ouP*=a’ mille 4 3a*b centaines -+ 3ab* dizaines + b* unités.
C.Q.F.D. Exemple :

57 = (504-7)"= 125000 + 52500 4 7350 } 343 = 185193.

134. 2° Princier. La racine cubique d'un nombre entier se
compose d'autant de chiffres, que ce nombre renferme de tran-
ches de trois chiffres en allant de droite @ gauche (la premiére
tranche a gauche peut n’avoir qu'un ou deux chiffres). Ainsi
3 3 3

V7535 a un seul chifite, V' 98.523 en a deux, V/ 7.645.308 en
a trois, ete.; en effet les cubes de 1, 10, 100, ete., étant 1, 1. o000,
1.000.000, etc., observons que 1° les nombres d'une tranche
tombant entre 1 et 1.000 ont pour racine des nombres compris
entre 1 et 1o, c'est-d-dire d'un seul chiffre; 2° les nombres de
deux tranches tombant entre 1 . 000 et 1000. 0600 ont pour racines
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des nombres compris entre 1o et 1oo ou de deux chiffres, etc. ;
on pourrait d'ailleurs généraliser cette démonstration comme
nous I'avons fait pour la racine carrée dans le (n° 113).

II. Extraction de la racine cubique des nombres entiers.

135. Les cubes des neuf chiffres 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
étant 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, réciproquement,
ces derniers nombres ont pour racine cubique les neuf premiers.
Cette table suffit pour extraire la racine cubique d'un nombre
composé d'une seule tranche a une unité prés. Soit pour exemple,
a extraire la racine cubique de 617. Ce nombre tombe entre 512
et 7:)(; qui sont des cubes parfalts et sa racine est comprise

entre I/_Jm et fnzg ou 8 et g, donc V 617 =28, 4 une upité
pres. Le reste est 617—>512 ou 105. .

136. Passons a ’extraction de la racine cubique d’un nombre
de deux tranches, et prenons, a cet effet, le nombre particulier
617. 301 ; la racine cherchée ayant deux chiffres (n® 134), son
{ | cube 617.301 est composé de quatre parties (n° 133), dont la

| premiére, le cube des dizaines, exprimant des mille, ne peut |

visiblement se trouver que dans la premiére tranche & gauche [
617; extrayant donc la racine cubique du plus grand cube 512
contenu dans cette tranche, le résultat 8 est le chiffre des dizaines
de la racine cherchée. Ce premier chiffre est essentiellement

exact, car 617.301 étant compris entre 512.000 et 729.000,
3 3 3

Vr617.301tmnheenWeyrﬁla.oooetPryzg.ooolN}Soetgo,
ce qui fait voir que le premier chiffre de la racine ne peut étre
que 8.

A Texcés 105 de la premiére tranche sur le plus grand cube
qui y est contenu, joignons la deuxiéme tranche 3o1; le nombre
105.301 ainsi formé, est la somme des trois derniéres parties du
cube de la racine; or, la premiére de ces trois parties étant trois
fois le carré des dizaines multiplié par les unités, exprime des
i centaines, et ne peut se trouver que dans les centaines 1053 du
nombre précédent. Donc, si I'on divise 1053 par trois fois le carré |
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des dizaines 8, cest-a-dire par 192, le quotient 5 est le chiffre
des unités de la racine, dont la valeur, & une unité pres, est par
conséquent 85.

Le reste s’obtient en cubant 85 et en retranchant le résultat
614.125 du nombre proposé 617.301, ce qui donne 3176.

137. En général, lorsque P’on a un procédeé pour extraire la
racine cubique d'un nombre composé de n tranches, on peut
Uétendre facilement a un nombre qui en contient n--1. On
peut d’abord démontrer, qu'en extrayant la racine cubique des n
premiéres tranches a gauche d'un nombre P composé de n—- 1
tranches, on obtiendra les dizaines de sa racine, En effet, soit g*
le plus grand cube contenu dans ces n premiéres tranches, le

nombre P sera visiblement compris entre a* . 1000 et (@41)*. 1000,
3 3 3
et par conséquent \/P tombera entre ) 4" 100 et} (a1)*. 1000,

3
c’est-d-dire entre a.10 et (a + 1).10: donc \/P est composée de
a dizaines. -

Le reste des n premiéres tranches suivi de la n + 1% repré-
sente les trois derniéres parties du cube de la racine cherchée,
et si Pon sépare deux chiffres sur la droite, la partie a gauche
pourra étre regardée comme le triple carré des dizaines multiplié
par les unités. Donc si I'on divise cette partie a gauche par le
triple carré des dizaines obtenues, le résultat sera les unités.

Enfin, élevant toute la racine au cube et retranchant le nombre
obtenu du nombre proposé, on aura le reste de I'extraction,

Exemple.
67.419.143 407
64 bl G
B4 48
64.000

34.191... | 4800
67.419.143
o I

138. De Ia résulte le procédé suivant, pour extraire la racine

I
(3]
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cubique d'un nombre entier; on le partage en tranches de trots
chiffres de droite a gauche, et on extrait la racine cubique
duplus grand cube contenu dans la premiére tranche a gauche.
C’est le premier chiffre de la racine cherchée.

Au reste de la premiére tranche, on joint le premier chiffre
de la seconde tranche, et 'on divise le nombre ainsi formé
par le triple carré du premier chiffre obtenu. Le quotient est
le second chiffre de la racine.

On soustrait des deux premiéres tranches d gauche, le cube
des deux premiers chiffres de la racine, on joint au reste le
premier chiffre de la troisiéme tranche, et Uon divise par le
triple carré des deux premiers chiffres de la racine, afin d'en
obtenir le troisiéme.

On continue ainsi jusqu’a ce que U'on ait abaissé toutes les
tranches du nombre propose.

III. Remarques sur la régle précédente.

139. On ne peut mettre plus de g d la racine cubique d’un
nombre. (Voyez, pour la démonstration, le n® 119.)

140. On reconnait que l'on a trop mis d la racine cubique
d'un nombre, lorsque le cube des chiffres obtenus est plus grand
que le nombre formé par les tranches sur lesquelles on a déja
opére.

141. On reconnait que lon a pas assez mis d la racine
cubique d’un nombre, a Uinspection du reste qui doit toujours
étre moindre que le triple carré des chiffres trouvés d la ra-
cine, plus trois fois ces mémes chiffres plus un. Soit P la réunion
des tranches abaissées, @ la racine obtenue pour P, et R le reste
de I'extraction. Si R=ou>3a*-}-3a¢-}-1, je dis que a est au moins
trop faible d'une unité. En effet, I'égalité P =4~} R qui est la
traduction de la preuve, se convertit en vertu de I'hypothése en
I’=0u>a3-{—3a’—{—13a;1—1, ou bien (n° 103) P=ou =>(a+41)?,

d’o T'on tire aisément V' P=ou=>a-1. C. Q. F. D.
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IV. Extraction de la racine cubique par approximation.

142. La racine d’un degré quelconque d’un nombre qui n'est
pas une puissance parfaite de ce degré, est incommensurable.
Car il résulte de la supposition méme, que cette racine ne peut
étre un nombre entier; en second lieu elle ne peut étre une frac-
tion, puisque toutes les puissances d'une fraction irréductible,
sont aussi des fractions irréductibles (n° 95), et qu'un nombre en-
tier ne saurait étre égal a un nombre fractionnaire; la racine d’un
tel nombre est donc incommensurable : telles sont les expressions

3 & L]
Vo N T,

143. Pour approcher de la racine cubique d’'un nombre & moins
d'une fraction prés, on le multiplie par le cube du dénomina-
teur de cette fraction, on extrait la racine cubique du produit
a moins d’une unité prés, et on divise le résultat par le deno-

3
minateur de la fraction donnée. Ainsi, pour obtenir V 1742 pres,
on multiplie 17 par 5' ou 125, on cherche la racine du produit
2125 & une unité prés, on divise le résultat 12 par 5, ce qui
donne == pour la racine cherchée.

; . %
Soit P le nombre dont on veut trouver la racine cubique a —
n
prés, a la racine cubique du produit #*P i une unité pres, e la
fraction inconnue qu'il faudrait ajouter a a pour compléter cette
3
racine, de sorte que V" n’F =a --e. Divisant les deux membes
s %) . R
par n, en observant que V' n'P =n\/P, puisque (n \/'P)* =n’P,
3

3

g / a e. / :

il vient \/ P = = -+ 5, ©n prenant a pour V/'P; lerreur est
]

e b : 8 ol ;
donc 5 quantité plus petite que — 4 raison de ce que e étant
1 n

moindre que I'unité, est d fortiori moindre que m.

14%. Pour approcher de la racine cubique d'un nombre entier,
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par le moyen des décimales, on écrit d la suite autant de tran-
ches de trois zéros que Uon veut obtenir de chiffres décimauz
d la racine, on extrait a une unité prés la racine cubique
du nombre ainsi formé, et Uon sépare sur la droite le nombre
de décimales demandé. Ainsi, pour trouver les deux premiéres

décimales de ;i'g, on extrait la racine cubique de g.000.000 &
moins d'une unité et I'on sépare deux chiffres décimaux sur la
droite du résultat 208, ce qui fournit 2,08 pour la racine cher-
chée.

En effet, trouver n décimales & la racine cubique d’'un nombre

2 . doedk .
entier P, c'est en approcher & —; . Or, pour cela il faut mul-
10

tiplier P par le cube de 10" ou 10", extraire la racine cubique
du plus grand cube contenu dans ce produit, et diviser le résul-
tat par 10" (n° 143). Ou, en d’autres termes, il faut extraire,
a une unité pres, la racine cubique de P suivi de n tranches
de trois zéros, et séparer m chiflres décimaux sur sa droite.
C.0.F.D.

145. La racine quelconque d’un nombre entier ne peut éire
exprimée par une fraction décimale périodique; car une telle
fraction est équivalente a une fraction ordinaire.

V. Eztraction de la racine cubique des [ractions.

146. La racine m*™ d'une fraction est égale a la racine m*™*
du numerateur divisée par la racine m*™ du dénominateur.
Ainsi

= m/ m m Vi m
‘/%_ = linﬁ; en effet (n° 89), (\m_a) = {':1 .u) = g
\/b Vb (\”b]“‘

147, Pour extraire la racine cubique d’une [raction, on dis-
tingue trois cas : 1° les deux termes sont des cubes parfaits;
20 le déenomainatewr seul est un cube parfait; 3° le dénomina-
teur n’est pas un cube parfait.
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Dans le premier cas, on extrait la racine cubique des deux
termes de la fraction donnée. Exemple :

3 3
27 Vi an o
125 4 .___-_5'
V 125

Dans le 2° cas, on cherche la racine cubique du numérateur
par approximation, et on la divise par celle du dénominateur
qui est exacte. Ainsi, pour déterminer la racine cubique de la frac-

: 9 : A = -
tion — dont le dénominateur 125 est le cube de 5, on cherche
120

la racine de g & o,01 prés, par exemple, et on divise le résultat

2,08 208

5 () ; & 5 Sl
2,08 par 5, ce qui donne ou — ; lapproximation est évi-
J00

J

demnient de —.
500
Enfin, dans le 3° cas, on rend le déenominateur de la fraction
proposée un cube parfait, en multipliant ses deux termes par
le carré du demominateur, ou tout autre nombre plus petit
remplissant le méme but, et ’on opére ensuite comme dans le
second cas. Exemple :

it 3
bossilf /09 S 9 308 01208, jo koo
l/':’r_ 27—- 2% e -—3003300 e

148. Pour extraire la racine cubique d'une fraction décimale,
on place d sa droite un nombre de zéros tel, qu'elle renferme
trois fois autant de chiffres décimaux que U'on veut en obtenir
d la racine, on extrait a une unité prés la racine cubique du
nombre entier résultant de la suppression de la virgule, et
Uon sépare sur sa drouvte le nombre de décimales dont on est
convenu. Ainsi, pour calculer les deux premiéres décimales de

3

V 10,45 on extrait, & moins d’une unité, la racine cubique de
10.450.000 et I'on sépare deux chiffres décimaux sur la droite
du résultat 218, ce qui donne 2,18 pour la racine demandée.
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V—Io s | /1045 | / 10.450.000

100 000.000

En effet,

3

V 10.450.000

Ve .
V 10.450.000

3

100
lr 1.000.000

La démonstration générale est analogue & celle que nous avons
O
donnée pour la racine carrée, dans le n® 129.

149. Pour obtenir en décimales la racine cubique d’une frac-
tion ordinaire, ¢/ faut la réduire en fraction décimale et pousser
Uapproxzimation jusqw’a ce que l'on ait trouvé trois fois au-
tant de chiffres décimauz que I’on veut en avoir d la racine.
On opére ensuite comme dans le numeéro précédent. Exemple :

3 a4

‘3/3 ‘/ 428571 = |/ Ll s - =0,75

. 000,000 100

a 0,01 p[‘és.

150. La racine d’un degré quelconque d'une [raction ordi-
naire irréductible, ne peut étre eracte, @ moins que ses deux
termes ne soient des puissances parfaites du méme degré. En

m
effet, supposons que I'on ait l/f: =3 %, ﬁ et %‘désignant des
fractions irréductibles; élevant les deux membres de cette égalité

m m

— , el comme —
frnit b

est une fraction irréductible (n° 95), il faut essentiellement que
A=g®, B=b".C. Q. F. D.

: : 1 A
a la puissance m, on obtient celle-ci T

151. La racine d'un degré quelconque d’ume fraction dé-
cimale ne peut étre exacte, si le nombre des chiffres décimaux
n'est pas un multiple de ce degré (on suppose que le premier
chiffre a droite n’est pas un zéro). Cela résulte évidemment de
ce que si un nombre a n chiffres décimaux, son carré en a 2n,
son cube 3n, et en général sa m*™° puissance m". C. Q. F. D
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VI. Extraction de la racine cubique des nombres complexes.

152. Pour extraire la racine cubique d’un nombre complexe
moins d’une unité d'un 0|'4|'e, donné, on l'évalue en unités cubes
de lordre dont on veut approcher, et lorsquon en a trouvé
la racine a moins d'une unite prés, on la réduit en nombre
complexe. Soit proposé d’extraire la racine cubique de 4 toises
cubes 21 pieds cubes 36 pouces cubes a une ligne prés. On éva-
luera ce nombre en lignes cubes, en remarquant que les égalités
1 toise = 6 pieds, 1 pied = 12 pouces, 1 pouce = 12 lignes éle-
vées au cube produisent 1 toise cube = 216 pieds cubes, 1 pied
cube = 1728 pouces cubes, 1 pouce cube = 1728 lignes cubes;
et I'on trouvera 2.642.658.048 lignes cubes, nombre dont la
racine cubique, & une ligne prés, est 1383 lignes ou 1 toise 3 pieds
7 pouces 3 lignes.

CHAPITRE IX.

EXTRACTION DES RACINES DES EXPRESSIONS :\LGI::BRIQL'ES.

153. On appelle racine m*" d’une quantité, une autre quan-
tité qui, élevée a la puissance m, reproduit la premiere. Cette

m m
opération s'indique au moyen du signe '~ ; ainsi V/P signifie
racine m*™ de P'. 1l est important de remarquer que, quel que soit

m m m
m et P, on a en vertu de la définition )/ P*=P et (\/l‘) =P.
Nous commencons d’abord par faire voir comment on peut ex-
traire les racines des monomes en renversant les régles de la for-
mation de leurs puissances; nous passerons ensuite a I'extraction
des racines carrées et cubiques des polynomes.

I. Extraction des racines des monomes.

154. Pour obtenir la racine m*™ d'un monome, il faut extraire
la racine m de son coefficient et diviser tous ses exposants
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par m. En effet, pour élever un monome & la puissance m, il
faut former la puissance m de son coefficient, et multiplier ses
exposants par m (n° 96). Donc, pour revenir de la puissance m
d’'un monome a sa racine, il faut faire les opérations inverses, ce
qui conduit a la régle énoncée. Exemples :

3 4 m
~ 2
2ah, ‘/,i, ab3ed= > atbe?, l/(‘"‘ur"“bq"’ Carbe.
(J._'. 4

155. De la résulte, qu'un monome ne peut pas étre une
puissance parfaite du degré m, d moins que son cocfficient
ne soit une puissance exacte de ce degré, el que tous ses ex-
posants ne sotent divisibles par m. Ainsi le monome 64°5" n'est
pas un carré parfait, parce que le coefficient 6 n'est le earré
exact d'aucun nombre, et le monome 8a*4” n’est pas un cube
parfait, & raison de ce que les exposants 5 et 7 ne sont pas di-
visibles par 3.

\'/4aibf_

Dans le cas oli les conditions précédentes ne sont pas rem-
plies, on se contente d indiquer Ies opuallonb a effectuer; ainsi

V 6a°b" = atb*\/ 6, V_Sa, b = 24’ b . m] bien encore on laisse

ces expressions sous la forme V 6a°b", V 8a°b’ en les simpli-
fiant au moyen d’un procédé que nous ne donnerons que dans le
chapitre suivant.

156. Toute racine de degré pair d'une quantité dout étre
fm

affectée du double s.ir;ne +; ainsi ¥V A*" =-A quelle que soit la
quantité A; car (n° 97), (A)P™ =A™, et (—A)" =A".
Ez. yig=d3, et en Cﬂ‘ct +3IX+3=9, —3 X—3=9;
V a*==a, car —} axX-+ta=a’, —a >< —a=a

On voit de méme que l-' 16a%h ' =+12ab, et lfa'“b Y=+1a’h".

157. Toute racine de degre impair d'une qu-rmtcm, a le
signe de cette quantité. Ainsi
2m-H1 ‘E!m-H
'_:"" __ -||1+'1 = __} \ V \"m—il _‘\.
En effet (n° 98],

{_J__ A:I"“‘H =} '\Em—!—l et l:_ ,-'l:|2"'+’ e ___J\ﬂm-}—l_
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3 3 3
Ez.V 8=2,V —8=—2, V a’b*=ab?,
3 ] 1
V—a = —ab, V —a*= —a, V —a"b’ =— a’b.

158. Toute racine de degré pair d’une quantité négative
n'existe pas. En effet, si une telle racine existait, elle serait po-
silive ou négative; or, c'est ce qui ne peut étre, puisque toute
puissance pair d’une quantité positive ou négative est toujours
affectée du signe plus (n° 97).

On donne a ces expressions le nom d’émaginaires; et par oppo-
sition, on donne celui de quantités réelles, aux expressions or-

& [
—a’, V —a®, Y —a’b%, sont des

i

dinaires. Ainsi V' —4, V
quantités imaginaires.

159. La racine m*™ d'un produit, égale le produir des ra-
cines m des facteurs, ou algébriquement
VAXBXCooro=V/AX VB X VC..... En effet (n° 99)
(VAXVBX VC...)»= (VA= (VB)* X (V/C)™.... ou (n° 153),

(VAXVBXVC...)»=AXBXC....: C. Q. F. D.

160. Toute quantité imaginaire du second degré est de la
forme+qV —1, q étant une quantité réelle commensurable
ow incommensurable. En effet, la forme la plus générale qu'on
puisse donner & une imaginaire du 2° degré est ¥ —A, A étant
une quantité positive quelconque. Or—A = A X —1 et d’aprés
le n° précédent ¥V —A=\AV —1toulV —A=+4qV —1

/
en posant Y/ A=+gq.
Exemples : V — 4=\ 4V — 1 =+2V —1,

TRt s e MUY Ve g g

Il sera démontré, dans le second livre, que toute quantité
imaginaire provenant de I’extraction d’une racine de degré pair

d'une quantité négative, est de la forme p+q V —1, p et ¢ dé-
signant des quantités réelles.
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IL. Extraction de la racine carrée des polynomes.

161. Avant d’énoncer la régle, nous démontrerons le principe
suivant, sur lequel elle repose. Si 'on retranche d’un polynome
le carré des n premiers termes de sa racine carrde, le pre-
mier terme du reste exprime le double produit du premier
terme de cette racine, par le n - 1**. (On suppose que ce poly-
nome, sa racine et le reste sont ordonnés par rapport aux puis-
sances décroissantes d'une lettire commune.) Désignons par P ce
polynome, par S les n premiers termes de sa racine carrée, et par
T la seconde partie de cette racine, nous aurons V/P=8-T, ou
en carrant (n° 100), P=8? -} »ST-T*. Retranchons S* des deux
membres de cette égalité et mettons T en facteur dans le second,
nous obtiendrons P—8*=: (284 T)T; I'excés du polynome P
sur le carré S* des n premiers termes de sa racine est donc le pro-
duit de 28 + T par T, produit dont le premier terme est évidem-
ment le double du premier terme de S multiplié par le premier
terme de T (n° 53), c'est-a-dire le double du premier terme de
la racine multiplié par le n--1*. C. Q. F. D.

162. Actuellement, pour extraire la racine carrée d’un poly-
nome, on lordonne par rapport a une lettre, en commencant
par les plus hauts exposants, puis on extrait la racine carrée
de son premier terme, pour avoir le premier terme de la ra-
cine (n° 109).

On supprime le premier terme du polynome, on divise le
premier terme du reste par le double du premier terme de la

- racine, et l'on obtient pour quotient son second terme (n® 161).

On retranche du polynome donné, le carré des deux pre-
miers termes de la racine, ou pour simplifier, on retranche
du premier reste le produit du double du premier terme de la
racine joint aw second, par ce méme second terme, et on di-
vise le premier terme du reste trowvé, par le double du pre-
mier terme de la racine, afin d'en obtenir le troisiéme (n° 161),

On soustrait du second reste, le double des deux premiers
termes de la racine joint au troisiéme, multiplié par ce troi-
sieme terme, et l'on a un troisiéme reste, dont le premier
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terme divisé par le double du premier terme de la racine en
fournit le quatriéme (n° 161), etc.

St en continuant ainsi, on parvient d un reste nul, on dit
que le polynome donné est un carre parfait.

Soit pour exemple, & extraire la racine carrée du polynome
fab>—11a*b4—6a*b*+gatb*-4-465, on I'ordonne par rapport aux
puissances décroissantes de la leltre a, et on dispose les calculs
comme ci-dessous.

9a'b*—6a’*b’—11a*bi4-4ab’+405 | 3a*b—ab*—2b’

ga'h?
1°r Reste. —6a*b*—r11a*bi+4ab’+4-40°
6a*h — ab?
—ab?
-—6&3()1—}—{3%1
2¢ Reste. —12a*bi4-4ab’-4b5
6a’h —aab*—ab?
—ab?
—r12a*bi4ab’}-44°
o I AT e A AR S

163. Les termes extrémes du carré d’'un polynome ordonné
étant égaux aux carrés de son premier et dernier termes (n° 109),
il s'ensuit que tout polynome ordonné dont les termes extrémes
me sont pas positifs et carrés parfaits, ne peut étre lui-méme
le carré d’un autre polynome. Ainsi a*—a2ab—>b*, 3a*—2ab-b
ne sont pas des carrés parfaits. Il en résulte encore que la racine
carrée d'un polynome est imaginaire lorsque ses termes exr-
Irémes sont négatifs. Ainsi la racine de — a* — b* est imagi-
naire.

164. Un binome ne peut étre un carré parfait : car la ra-
cine carrée d’'un binome ne peut étre ni un monome ni un binome,
puisque le carré d'un monome est un monome, et que celui d'un
binome est un trinome. Ainsi, comme I'on pourrait étre tenté de le
croire, les racines de a® - b, et a*—b* ne sont pas a--b et a—b.

165. On peut conclure qu'un polynome n'est pas un carré
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parfait, lorsqu’on a trouvé a la racine un terme, dans lequel
Uexposant de la lettre principale est moindre que la moitié de
Vexposant de cette méme letire dans le dernier terme de ce
polynome. Cela résulte évidemment de ce que le dernier terme
d’un polynome, s'il est un carré parfait, doit étre le carré du
dernier terme de la racine.

166. Lorsque le polynome donné w'est pas un carré parfait,
on est conduit, en suivant le procédé d'extraction, @ une série
de termes affectés des puissances négatives de la letre prin-
cipale. Pour vérifier cette assertion, on peut extraire la racine de
a® -1 par exemple, et I'on trouvera

V@ Fr=a+4ia——La 4 Lo — a4 a et
Si I'on voulait obtenir la racine ordonnée suivant les puissances
positives et croissantes de la lettre principale, il faudrait ordon-
ner le polynome donné, en commencant par les plus faibles ex-
posants. On trouve par ce moyen que

— a® a' a’ 5a® 7a'®
Vitatmr4 =y D au®e g 7% | g6
1 g 2 8 i 16 128 256

HI. Eztraction de la racine cubique des polynomes.

167. Si Uon retranche d'un polynome le cube des n pre-
miers termes de sa racine, le premier terme duw reste est le
produit du triple carré du premier terme de celte racine par
le n+4-1*". (On suppose ces trois quantités ordonnées par rapport
aux puissances décroissantes d'une lettre commune.) Soit P le
polynome en question, 8 les n premiers termes de sa racine
cubique et T ce qu’il faut ajouter & S pour compléter cette ra-

3,

cine, en sorte que \VP=S-T. Dou, en cubant (n® 105),
=8"4 38*T+-3S8T*+T?; retranchons S* dans les deux membres
de cette égalité et mettons T en facteur dans le second, il vient
P—S8'=(384-38T+T*)T. Or, le premier terme du produit
de 38*-3ST-T* par T est visiblement (n® 53) trois fois le pre-
mier terme de S* par le premier terme de T, ou, ce qui revient
au méme, le triple carré du premier terme de la racine cubique
de P multiplié par le n— 1%,
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168. De la résulte le procédé suivant pour extraire 14 racine
cubique d'un polynome. On lordonne par rapport aur puis-
sances déeroissantes d'une lettre, et on extrait la racine cu-
bique de son premier terme; le résultat est le premier terme
de la racine cherchée (n° 109).

On supprime le premier terme du polynome et on divise le
second par le triple carré du premier terme de la racine;
le quotient en est losecond terme (n° 167).

On forme le cube des deux premiers termes, on le retran-
che du polynome donné, et on divise le premier terme du
reste par le triple carré du premier terme de la racine, afin
d’en obtenir le troisiéme (n° 167), etc.

On continue @ opérer de la méme facon, et, si Uon arrive
d un reste nul, le polynome donné est un cube parfait.

En appliquant cette regle au polynome

a’—ga’b—+o21aib* 4 90’ —42a*b4—36ab>— 848,
on trouve que sa racine cubique est *—3ab — 2b*.

————2 3 -—

CHAPITRE X.
THEORIE DES RADICAUX ET DES EXPOSANTS FRACTIONNAIRES.

169. Pour terminer la théorie des opérations algébriques, il
nous reste a exposer les réegles a suivre pour les effectuer sur les
radicaux; on appelle ainsi toute expression recouverte du signe
V', et suivant qu'une quantité renferme ou ne renferme pas
des termes de celte sorte, on dit qu'elle est irrationnelle ou ra-
tionnelle.

L. Identité des radicaus et des exposants [ractionnaires.

170. Les radicaux et les exposants fractionnaires sont deux
notations différentes servant a indiguer la méme opération.
En effet, d’aprés la régle du (n° 154),

3 L L P g
Va=a’sVa—b=(a—b)", V a?i=amhm,
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Réciproquement

q m

PR Rt BInEnd J9 Sl
=V a—b, amb™ ==V a*b".

a =1}c—t§: (a—b)

e
)=

@ 0 .
171. Quel que soit A, " A=1 et )y A= ou o, suivant
que A est = ou <<1. Car,

o \“j,/‘l\_:}\; ou A°, puisque c‘i} —o; donc (n® 62), \“}'A_—: i
0, ok :
20/ A=A"ou A, puisque;=o0 . Or (n° 90), A* égale e ou

0
o, suivant que A est = ou <<1; donc aussi Y/ A= ou o selon
que I'ona A = ou < 1.

172. Evaluer un monome dont les exposants sont [raction-

P
naires. Soit d’abord le monome @9, dont I'exposant est fraction-
P 9 L4
naire et positif; nous aurons a *=V" a. Pour évaluer a?, il faut
donc élever @ a la puissance p et extraire .du résultat la racine
du degré gq. Exemple :
2

3 3
8°=V 8=V 64=4.

L .
Soit en second lieu l'expression e~ 9 dans laquelle 1’expo-

sant — Z est & la fois fractionnaire et négalif, nous aurons
q

q
5 e X P R
a "=} a?; mais (n° 66) e P=—, donc a = —
a? a?
= 1 L
ou bien (n® 127), @ Y=7—. Pour évaluer a 9, il faudra

aP

:
donc diviser I'unité par la quantité V@@ calculée comme nous
venouns de le dire. Exemple :

AT 1 !

Soit encore I'expression a ¢ b " u,
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en réduisant les exposants au méme dénominateur, on a

p m o mq

a q (} n — a qn b nq y

P m ng
donc a b” " — grp—ma
p m s o
ou alh ®— Vz-:q-
B - (Lpn
a cause que (n° 66) gmb—mi— o
6
s SRy =
Br atd.=a'd “:4fgq;z=:l//u

b_‘i‘
IL. Propriétés des radicaux.
173. On peut faire passer sous un radical du degré m un

facteur placé en dehors du signe, pouvu que Uon éléve ce
facteur a la puissance m; ainsi,

@V b =V ampi.
i - e A L B
En effet, &’V 0=a*b™=qa ™ b ™=y g™}, C. (. F. D.

3

3
Ez. 3V a=V 3.2 =V 18, a*V b=V abh,
a—=0b (a—0b)(a - b)2 e
.'ra £ { gl € 475 4 R BT \ Iy / LT 1L A
(@ 0) a+b ato Va b,
17k. Pour faire sortir un facteur de dessous un radical du
degré m, il faut en ertraire la racine m™e: ginsi,

m m

V a"bi=a> V b9,
m pm g a .
En effet, V A" hl=g " b™ = qarh™ = gr |/ J9,

3 3
Ex.V ja= 2V a, V @b = ¢* Vb2,

Val —g*= ‘/a'f(;—al): a? ‘/j

a
175. On me change pas la valeur d'un radical en multi-
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pliant ou en divisant par un méme nombre son indice et les
exposants des facteurs qui sont sous le radical.
o R TR e i iy Nl giei RS
,10 l,/_upbq___v a]lubqu; en E“‘Bt, i/ a-pilr)ll —am b [ R amn b wn
mn

— lf ﬂ-lmlf)‘ln

. 3 15 6
Ez. V ab' =V ab”", Va—b=V (a—b)’
mu m nn pn  qn p 9q ‘m

90 | amp® =V avbhd; car V' QPhI == g W = a® b=V avbs.
12 & &

Ez.V @0° =V ab", V @' —2ab+ b=V [a—b)'=V a—b.
1. Simplification des radicauz.

176. Réduire un radical a sa plus simple expression, c'est
trouver un radical équivalent dont I'indice et les exposants des
facleurs soient premiers entre eux.

177. Pour réduire un radical a sa plus simple expression, ¢/
faut diviser son indice et ses exposants par lewr plus grand
commun diviseur. Cette régle résulte évidemment de ce que 'on
naltére pas la valeur d'un radical en divisant son indice et ses
exposants par le méme nombre (175), et que d'ailleurs les quo-
tients que I'on obtient en divisant plusieurs nombres par leur plus
grand commun diviseur, sont toujours premiers entre eux.

12
Soit A effectuer cette réduction sur le radical ¥ a"6%"" le plus

grand commun diviseur entre 12, 9, 6, 21 est visiblement 3 et
132 &

par conséquent 1/ a®b%" =V a’b’¢’. On trouverait de la méme

15 3
maniére que Va bt =V a’b.

178. On peut faire subir aux radicaux une simplification d’'une
autre espéce ; elle consiste i ramener le radical donné & un aulre
dans lequel tous les exposants soient plus petits que I'indice.

Pour indiquer d’une maniére générale comment on peut eflec-

m
tuer cette transformation, considérons I'expression V CaPbt dans
laquelle C désigne un coeflicient numérique. Décomposons d'a-
bord le nombre C en deux facteurs K* et H, de sorte que le pre-
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mier K™ soit une puissance exacte du degré m. Divisons aussi
les exposants p et ¢ par m, représentons les quotients obtenus par
s et t el les restes qui sont essentiellement plus petits que m par
let i, en sorte que p = ms -/, q = mt + ¢; substituons dans le
radical donné, K™H, ms -1, mt -1 aux trois lettres G, p, g, il
viendra

m m m

V Carbt =V KeHa™Fpmit gy — 1/ K™a™sp™Half,

m m
ou bien enfin (n° 174) V' Ca?bi=Ka'bV Hah, ce qui raméne
ainsi le radical proposé i la forme demandée. Exemples :
& 4 &

T F S g /‘_'__‘,"__
V a*b*e =V ¢ia’bie’ = ¢V @hier,

3 8 3 3
V 240 0=V "8 30— ) Bt b 5 0B SahE
IV. Réduction des radicaur au méme indice.

179. Le but de cette opération est de trouver des radicaux de
méme indice équivalents a des radicaux donnés.

180. Pour réduire plusieurs radicaux au méme indice, on
multiplie Uindice et les exposants de chaque radical par le pro-
duit des indices de tous les autres. 1l est visible en effet, qu'en
suivant ce procédé, chaque radical ne subit aucune altération
(n° 175), et que les nouveaux indices sont égaux; vu que chacun
d’eux est le produit de tous les indices primilifs, et que plusieurs
nombres abstraits donnent le méme produit en quelque ordre
qu'on les multiplie.

3 5
Soit & réduire au méme indice, V g, V a'b, V' 2a%b°; il vient
en suivant la regle
2.3.5 3.2.3 5.2.3

V a’’, l/_a"“b!'“, V 923,2.2.3)3.33
a0 30 a0

ou V' a®, V a®b%, V 64a"5",

181. Lorsque les indices des radicaux donnés ne sont pas pre-
miers entre eux, on peut modifier la regle précédente comme il
suit : on recherche le plus petit nombre capable d'étre divise
exactement par chaque indice, puis on multiplie lindice et les
exposants de chaque radical par le quotient que l'on obtient
en dwvisant, par cet indice, le plus petit nombre dont il vient
d’étre question.

6
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4 G
Soit pour exemple, les radicaux V 2a,V a'b?,V 3a’b. Le plus
petit nombre divisible par 2, 4, 6 est 12, et les quotients de 12
divisés successivement par 2, 4, 6 sont 6, 3, 2; en suivant la

régle, on aura donc
2.6 4.3 6.2

12 ANECY l!.__"_ 12._
ou V 64a5 V a’b® V gaib*.
En suivant la régle générale, 'indice commun aurait été 2> 4 X 6
ou 48.

V. Radicauz semblables.

182. On appelle radicauz semblables ceux qui ont méme indice
et méme quantité sous le signe radical, quels que soient d'ailleurs
3

a2 2 ——
leurs coefficients ; tels sont 3a} 5ab*, — 3 b*eV Sab’.

183. Pour reconnaitre si deux radicaux sont semblables, ¢/ fau?

simplifier au moyen des régles des (n° 177 et 78); on trouve
& ]

ainsi que les radicaux V" 324b* et V' 8a4* qui paraissent dissem-

blables au premier abord, se réduisent a 3 V 2b et aV 2b et par

conséquent sont semblables.

18%. Faire la réduction des radicauxz semblables, c'est réunir
plusieurs radicaux semblables combinés par addition et soustrac-
tion, en une seule expression ne renfermant qu'un seul radical.

Pour faire cette réduction, on place dans une parenthése tous
les coefficients des radicaux semblables, et on laffecte du ra-

dical commun. Ainsi, le polynome irrationnel
a 3

3 3 3
3a*V 2a'b — 2abV 2a*b —5V 2a*b—2a*V 2a*b +3V 2a%b
se réduit &

3 3
(3a* — 2ab — 5 —2a® - 3)V 227 ou (a*—2ab— o)V 2a%b.

VI. Addition et soustraction des radicaux.

185. Pour faire 'addition et la soustraction des radicaux, on les
éerit les uns a la suite des autres, avec leurs signes respectifs
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ou des signes contraires, selon qu'on veut les ajouter ou les re-
trancher; on fait ensuite la réduction des radicaus semblables.

Ezemple d'addition.

(3a zﬁ-q:;a*btsfm+(-—gbV';5+zabcff;?)

+ {I/_;tfr_——-ﬁ;/_f:z_b?—i;-c)::SGV_;J—L{{IEME/_E— 20V 2b
--}—2&56;_;6_’—1—‘/_;,—(3—(;;_9_,5?—15/_6: (3a—2b41)V 2k
+(.-..f;aw+aabc~6)|}§ﬁ—h=(3a—gs+1)1/53
—2(2a*b —abe 4-3) la/_;b—‘w l:'/—c.

Ezemple de la soustraction.
{Salsf—a;—s—za’bl/_b) i (zcl}_&F—Sa’bl/_é).—zi*.aij_a?—za’bl/‘b

’

—acV ab® 4 5a*bV b= (3a—2¢)V ab’ 43226V G,
VII. Multiplication des radicauz.

186. 1° Pour faire le produit de plusieurs radicaux de méme
indice, on multiplie entre elles toutes les quantités placées
sous les radicaux, et on affecte le produit du radical com-
mun. Ainsi, quelles que soient les quantités A, B, C, D, gte.,

VAXVBXVEXVD...etc... =V AXBXCXD...
ce qui résulte évidemment de ce que la racine m*e d'un produit
égale le produit de la racine m de chacun des facteurs (n° 159).

Ezemples :
3

3 3 3
V 3a*6 XV 7a%bc* =V a1d%b'c’ = aV a1ab’c*.
Vat+b XV a—bXV &+ =V [aFb)[a—b) (@ &)
=V (a* —b%)(a>0%) =V @ — &%,
2° Si les radicaux qu'il s'agit de multiplier ont des indices
différents, on les réduit aw méme indice et I'on opére comme on
vient de le dire. Exemples :

3 6 6 D
VaXy b=ya Xy b=V b,
10 10 i0 10

5
V 2d®b* <V 3ab=— V}iu'-"b"‘ <V 2;’}3:.&5&:":}/ 972a" ' t*=a I/_97 aab?,

- o . e e —n S e
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VIII. Division des radicaux.

187. 1° Pour diviser I'un par I'autre deux radicaux de méme
indice, on divise les quantités placées sous les radicaux et
Pon recouvre le quotient du radical commun. Ainsi, quelles |

= B
m

) . A
que soient les quantités A et B, VAuVB= I/E; car la ra-
cine m* d’une fraction égale la racine m du numérateur divisée
par la racine m du dénominateur (n° 146). Exemples :

12

ZBTH \-"/3 == 3 == \f_‘i =
3 3
iy 6ab? 3
V 6ab®:V 2a*h = e e al- |
2a*h a
V_ai_{'?:'/_aﬂ'b:'/g;——z"{;—_—:l/—u—-b. .

90 Sji les radicaux a diviser ont des indices différents, on les
réduit aw méme indice, et U'on opére comme cela vient d'éire
dit. Exemples :

L

a3 8 8 3
Va:Viri=Va : Vb= '{;‘T’

ROS) oo 10 el 10 W 10 ‘,—b'

e By R Vo i

IX. Formation des puissances des radicaux.

188. Pour élever un radical & la puissance m, on peut : 1° éle- !
ver la quantité sous le radical @ la puissance m sans toucher r
a lindice; 2° diviser, lorsque cela est possible, U'indice par m
sans toucher a la quantité sous le radical.

ie (\/A) = \::’/a“, quel que soit A. En effet,

(V/A) =V AX VAXVA.... ou bien (n° 186),
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(J\) =l7_.1><,-\><.i><.4 ....... , ou bien enfin, (I}-’\) ==II/“_An-

Ez. (fa))=y a*=ay a,

(za!;_M); 1(ia?1}_m: I (3&"?&2&-&’@:325;56‘!;“;&7’;
20 (;;H'A)nz p:}_.-\; car (;’EJ\)": J"‘A", ou bien (n° 175)
(7a) =va.
Ex. (V a Tr‘;) Vo + b, (Jal/ mb) =125a*V 3ab.
X. Extraction des racines des radicauz.

189. Pour revenir de la ptlisﬂnce d'un radical a sa racine, il
suffit de renverser les régles énoncées dans le n° précédent. \ms;,
pour obtenir la racine n*™ d’un radical, on peut, 1° multiplier
lindice du radical par n sans toucher @ la quantité sous le
radical; 2° extraire la racine n®™ de la quantité sous le ra-
dical, si toutefois cela est possible, sans toucher @ U'indice.

Ezemples du 1° procéde.

X ] : T L) 15
V ovsa=v 5ab, I/V'Ba*b:;/'j"—asb_

Ezemples du 2° procédé.

3 3 ¢
‘/ V 4a*b> =V 2ab, V —8a’b? -—l/_ a2ab.

190. 11 résulte du pt'f'mier procédé que

m

‘/7? vy l/,/lf A= E;F_I::l;/ngx, elc.

d’out I'on conclut, en renversant I'égalité,

l}T: |/ \ l’/ A= ‘/_ i/ l/l/ A, etc.
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Ainsi Uon peut obtenir la racine &° d'un nombre par deus -
extractions successives de racine carrée, la racine 6° par une '
extraction de racine carrée el une de racine cubique, la ra-

cine 8 par trois extractions de racine carrée, ¢t en general,

on pourra, par des extractions combinées de racines carrées

et cubiques, obtenir toutes les racines dont les degrés w'étant

composés que des facteurs 2 et 3 sont de la forme 2°.3', s et -
t étant des nombres entiers.

XI. Sur les radicauxr imaginaires.

191. Les régles précédentes se trouvent quelquefois en défaut
lorsqu’on les applique & des radicaux imaginaires. Dans le cas
particulier ot ils sont du 2° degré, il est facile d'éviter toute
difficulté en décomposant chaque radical en deux facteurs, dont
T'un soit réel et 'autre imaginaire )" —1 (n° 160).

Soit d’abord & multiplier )/ —a par |/ —b; on remarquera que

Y —a=y ey —1, ) —b=y by —1
et que par conséquent
Y —a Xy —b=(/"—1)/ a.) b,ouy —aXy —b=—V"ab; ;
en observant que
(V—1)=—1, ety a.) b=V ab.
La régle du n° 186 aurait donné
vV —aXy — b=V ab.
Soit & diviser )/"a par )/ —¥b, ou, ce qui revient au méme,
Y apary by —r,on a

O B rverm o SN B w13 |

V—b Y —1yb —1)yb’
or, .
V) A gt NCEWTEINL £ e a f
D i e R o AT r

Donc, substituant, on a
Vo i s W g M il o)
= Yy —1 bou;/'-—b— 5

La régle du n° 187 donne Vl_/jb = ‘/_%
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192. Pour former les puissances d’un imaginaire du second
degré, on peut faire usage du principe suivant :

Les puissances successives dey/”—1, d partir de la puissance
o, forment une peériode de quatre termes, savoir : 1, | —1,
—1, —}/ —1. En effet, tous les nombres entiers sont de I'une des
formes suivantes : 4q, 491, 49+ 2, 49+ 3, (¢ désignant un
nombre entier quelconque), puisque tout nombre divisé par 4 ne
peut donner que I'un des restes o, 1, 2, 3; en admettant ceci et
remarquant que ()" —i1)*=—1, et que (Y —1)i=(—1)=y,
on pourra conclure que,
=M= =) i=yt=1;
% (1) — 1)“[—0—1 V — 1 X Y —1=)—1;
P =)=/ — ) X 1=y — I XY —1=——1;
by — )=/ 1)t r— Xy —1=—)/ —1.

Cela posé, soit & former la 14° puissance de j/"— a, on remar-
quera que

i"'——- F o —] l/_ l/_.__ 1
et que par conséquent () —a)*=(/"a)*()/ —1)*

or, ( \ls__i/ als f _1}1&:_1‘
puisque 14 étant égal a 4.3—1— 2 est de la forme 4¢-2; donc
b s VA, LE »
[]/_"—CEJ: =—)y a.

La régle du n° 188 aurait donné
(/ —a)t=V ==y a*.
193. Nous terminerons cet article en présentant quelques
transformations qui reviennent souvent dans les applications.
(@4 by —1) f’a—b;{-—-- 1)=a®— (b —1)*=a®-} b
(@+by —1)+(a—by —1)*=a*+ 20b)/ —1—b*
-+ a* -—-f).a.bl.. —1—b*=2(a* — ).
(@4by —1)*—(a—by —1)=(a by —1+a—by —1)
@+by —1—a+tby —i1)=oaX2by —i1=4aby —1i.

B i) 2 o o5m Borerid s 1=kt
R —1 T (R =) F =) 1—(—1)
e s df . __J:V_'——l
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XII. Caleul des exposants [ractionnaires.

19%. Les régles relatives aux exposants entiers posilifs ouw
négatifs conviennent également aux erposants fractionnaires.
Ainsi, |
m L) m |

a" Xat=a

m P m P -
S AR e SR
%

mys ms “m m
(an — ﬁ“, a_‘:: a?'; ;

n et g sont des nombres positifs, m et p des nombres négatifs

P

s m .
ou positifs, en sorte que e sont de signes quelconques.

En effet,
m P B o4 (o ng o P ng
S BTV KV P =) aM KV Y g
miq _r'_. pn m_L p

. Q,T'I e B — ) 1

ng

m p n

L A3 . T IOMET o " 5 B a™
a':aT=Va":Var=V g™:V o= = '.
av |

0y i pn m p

= V_amq—up o al.‘q nq — an q.
ms

o (=G vt y

2 e
|

_"_] n e us e l
40 |/ ot =— L/_a_m e '/_Etm —q", |

195. Enfin il est évident que les mémes régles conviennent
auz exposants incommensurables, puisqu’on peut leur subs-
tituer des exposants commensurables qui en different d'une quan- 3
tité plus petite que toule quantité donnée; I'esprit d’analogie
conduit méme & admettre ces regles dans le cas on les exposants
seraient imaginaires.

FIN DU PREMIER LIVRE.
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SUPPLEMENT AU CHAPITRE VI.

Démonstration élémentaire de la formule du Bmome
de Newton.

Si par des multiplications successives on forme les puissances
du binome a6, on trouve, comme on peut le voir chapitre VI,
(a+b)=a-+0b
(a-+b)'=a’+ 2ab +b°
(a+b)*=a'4-3a’b43ab’ +0°
(a- b)i—ai- 4a’b+ 626+ fab’ + b
Blisblcvnitdi o)
Divisant les deux membres de la premiére égalité par 1, ceux
de la seconde par 1.2, ceux de la troisieme par 1.2.3 et ainsi de
suite, ces formules se changent en celles-ci :

(@a+b) i ol
il
e+b)’ a a ViV P

o s X _[h_l__r_i..!
(a+b)° a’ b’ b
a3 N —I_ o o
(@0t 5 af u" b s b’ bt
1.9.9.4 L2350 5.5 1,231 532 o ": L2
L o

D’out on peut conclure par analogie, quel que soit le nombre
entier m,

G+b m am {Lm-—l b
1.2:3.m  1.2.3.m i 1ol naas)
m—32 2 m—n=-1 n—i
& | s N Ay - = ﬁ_u_
1.2...(m—2) 1.2 " Y.2.(m— n—{-l (m—1)
am—n bll bm—-—‘!
+ — . —t-
1.2...(m—n) 1.2..m e m—2)
a ot bm
+-— 4 —. B)
I 1.2...(m—1) 1.2.5.00

Les points tiennent lieu de termes intermédiaires et I'expres-
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am—-u b“ —-—

sion est nommée ferme géneral du rang
1.2...(m—n) 1.2..0

n--1, parce que en posant n=o0, n =1, n==2, n=373, elc., on
obtient successivement les différents termes dont ce développe-
ment ‘est composé.

Afin de dissiper les doutes qui pourraient rester sur la légi~
timité de la loi générale a laquelle nous venons de parvenir par
tnduction, nous allons faire voir que, s¢ cette lot @ liew pour le
(6™

3 elle se verifie également pour ce-
2.0...01

developpement de -

: a— b)™*+
luz de (—~——
.1.:?,‘..\?1&—{—1_. B
Multiplions & cet effet les deux membres de I'égalité (B) par
_L_b.m—i-l
1.2....M
. les calculs, nous nous bornons a considérer dans le second le
terme qui est affecté de 0" aprés la multiplication, on trouve
qu'il provient de

m—n n m—a--1 n—1 i
a b -t a b : i
n " ran(m—n-41) 1.2, (n—1)

: b aly ; 3
a—b; le premier membre devient — et si, pour éviter

1.2...(m—n) 1.2..,
et qu'il est égal a
H‘"‘_““"l h“ an:-'—n-t—t bn
(m—n—1] ' Ln
. ) 1.2..(m—n+1) 1.2..0

1.2.(m—n—11) r.2..%
arﬂ——n—i—l t'_')"

ou bien enfin a (m-1) .
) 1.2...(m—n-1) 1.2...0

(a~ b)=+ .
¥

1.2,...M

(a4 b=+

Si ftel est le terme général du développement de

: est
1.2...(m-+ 1) f

est visible que le terme général de celui de
‘ R P Ve 0. P D
2. (m—n-41) r.a...n i -
La loi dont il est question se vérifiant pour m =2 doit aussi se |
vérifier pour m==2~-1 ou 3, et par suite pour m=3-1 ou 4, etc.; {
done elle est générale. _
Multiplions actuellement les deux membres de I'égalité (B) par
1.2.3... m et omeltons les facteurs communs aux deux termes
de chaque fraction du second membre, il vient
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(@4 b)"=a™ 4 ma™* b} E-][—r:l—_:—lj ™20 i

m(m—r1),.(m—n-o) Ay m(m—ri)(m—a)..(m--n-1)
1.2...(n—1) 2 O e N

m(m—1 : 5 52 2

[/ ey 3! -+ ._.i{_._)_l a*b™t-mab™ 4 b™... (C).

Cest la célébre formule du binome de Newton; si I'on y fait
m=1, m==2, m==3, eltc., on retombe sur les formules (A).

L'inspection de cette formule apprend de suite que dans un
terme quelconque lexposant de a marque le nombre des termes
quv suivent, et celui de b le nombre des termes qui précédent;
et comme d’ailleurs tous les termes de cette formule sont du degré
m, il s'ensuit qu'elle est composée de m -+ 1 termes.

Tous les coefficients numeriques 1, m, ﬂ?—_j-l—l, ete., du dé-
veloppement de (a—b)™ sont des nombres entiers; car (a--b)™
est le produit de m facteurs égaux a a0 ; et lorsque les coefli-
cients des facteurs sont des nombres entiers, ceux du produit
doivent I'étre pareillement.

La somme de tous les coefficients numeriques de la formule
de Newton est égale @ 2™ En effet, en posant a=5b=1 dans
cette formule, on obtient

2™ —=1-4m 4 et l)—}-cl 1m;~n +rr:+1

Les termes cgafcmem élotgnes des termes extrémes ont des
exposants réciproques et des coefficients égaux. Car dans la
formule (B) les termes précédés et suivis de n termes étant

g b g i e
1.:;....[??1—?;} 1.2...1 . 1.2...0 [.2...(m—n)
jouissent évidemment de la propriété énoncée. Done, cette pro-
priété convient aussi 4 la formule (C) qui, comme nous l'avons

vu, se déduit de la formule (B) par une simple multiplication.

En comparant dans le développement de (a4 0)™ le terme du

m(m—1)(m—2)...(m —n--1
rang -1 — g - @™ "b" avec le terme
gn+ 25,0 S g Srar
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0 m{m—1)(m—2)....(m —n-2)
précédent ( ) - s 3 @™ +b"=, on trouve
I o2 o00ceccacs N1

m—a-+156 ., .
___._.+—_ - d’on
n a

que le premier égale le second multiplié par
il suit que pour déduire un terme quelconque du précédent, il
faut multiplier ce dernier par Uexposant de a dans ce terme,
diminuer cet exposant d'une unité, augmenter celur de b
d'une unité et diviser par Uexposant de b ainsi augmente.
Cette régle fournit un moyen trés simple de déduire tous les
termes de la puissance m de a-- b, du 1°" a™.

En développant (a-}-b)7 par ce procédé, on trouve de suite
(a4-b)'=a’4-7a%+-21 a’h’-35aib* +-35a*b' - 21a’b’- 7(1&“—%—{')? 3
on obtient’en suivant le méme procédé
(@ b6)* =a® - 8a7b 4 284"+ 56a°h* -+ 70aibi—+-56a'b’+-28a’L°

| 8ab? 4 b8,

Considérons actuellement les puissances des polynomes, et d'a-
bord puisque le terme général de

(a—b)™ gr=-o b"
Sl est
1.2...M .20 (0 =0 1. 2000
[
: -5 e™ . Tl
celui de Jmmlinciin s'en déduira en changeant b en b—c et
TR T
am——n (b—i_fl-ﬂ L
sera '_: or, le terme général du rang r-41 de
1.2...(m—n) 1.2..0° "’ 2 gy
(6-4-¢)" br—r e’ b
est — donc le terme général de
1.2...71 o2 o2y
{a + !1}_|_ C-m am—n bﬂ—r er ”
———— est —— ou bien
I.2...M 1.2...(m—n] 1.2...(h—T) 1.2...7
ar bq eor

—_— ——— en posant m—n=p, N—r=
oo s il SE0 R g S P F 7

et en observant quem — n—n—7r=p - ¢ et par conséquent
m=p - q-r.
En changeant ¢ en ¢-}-d, on trouverait de méme que le lerme
a+b+t-c+fadm ar b ¢ da?
[ —— est

général de ———— .
o.M 1.2..0 1.2...0 [.2..0 1.2..8

p-+q+4r-s étant égal & m, ete.; de la il est facile de déduire
une régle fort simple pour la formation des puissances des poly-

?

nomes.

SCD LYON 1

—y—




=

—_—y—

LIVRE SECOND.

RESOLUTION
DES PROBLEMES ET DES EQUATIONS.

CHAPITRE I*.
NOTIONS PRELIMINAIRES.

I. Résolution des problémes.

196. Un probléme est une question dans laquelle on se pro-
pose de déterminer une ou plusieurs quantilés inconnues, a
l'aide des relations qui les lient a d’autres quantités connues.

Ces relations, qui constiluent 1’¢émoneé, sont plus ou moins
difficiles & apercevoir, et se nomment conditions du probléme.

197. Les conditions d’un probléme peuvent étre explicites ou
implicites; elles sont explicites lorsqu'elles se trouvent comprises
dans son énoncé, et smplicites, lorsque, sans y étre mentionnées,
elles en sont des conséquences plus ou moins immédiates.

198. La résolution d’un probleme d’algébre se compose tou-
jours de deux parties:

La premiére consiste a saisir les diverses conditions de 'énoncé,
et a exprimer chacune d’elles par une égalité qui prend alors le
nom d'équation. Cela s’appelle meitre le probléme en équation.

La seconde a pour objet la résolution des équations, cest-a-
dire la détermination des inconnues qu'elles renferment.

199. 1l n'existe pas de regle précise pour meltre un probléme
en équation. Ce qu’il y a de mieux & cet égard est, sans contre-
dit, le précepte suivant, dont nous ferons par la suite de nom-
breuses applications. On représente les quantités inconnues par
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des lettres (ce sont ordinairement les derniéres X, Yy, z, etc.).
Puis, supposant le probléme résolu, on se comporte absolument
de la méme maniére que si on voulait en faire la vérification.
Chaque condition fournit ainsi, pour une méme quantité,
deux expressions égales et de forme différente, et par conse-
quent donne liew a une équation.

Quant a la résolution des équations, elle est purement de cal-
cul, et ce deuxieme livre lui sera entiérement consacre.

200. Eclaircissons ces notions générales par un exemple:
Deuz fréves ont ensemble 50 ans et Uainé avait 12 ans d la
naissance de son frérve. Quel est U'dge de chacun d’eux?

Mettons d’abord le probléme en équation; représentons par
x I'dge de I'ainé, par y celui de son frére, et remarquons qu'il y a
ici deux conditions.

En vertu de la premiére qui est explicite, la somme des iges z
et o des deux fréres est 50 ans; ce qui se traduit ainsi en algébre,
x4y = bo.

La seconde condition est ¢mplicite, et se déduit de I'énoncé,
en observant que la différence de 12 ans qui existait entre les
dges des deux fréres a la naissance du plus jeune, subsiste encore
aprés un temps quelconque; donc z—y=r12.

Résolvons actuellement les deux équations

z+y=b0, z—y=12.
En les ajoutant membre & membre, on obtient
z+y-t+ae—y=>50-4 12,
ou en réduisant 22==062; prenant la moitié de chaque membre,
il vient z=31.
Retranchant la seconde équation de Ja premiére, on lrouve
g +y—z+y=>50—12, dol sy=38 et y=19.

Les deux fréres ont donc, lun 31 ans et Uautre 19.

Pour vérifier cetle solution, remplacons x et y par 31 et
19, dans les équations z—y=="50, & —y==12; elles deviennent
314 19="be, 31 —19=12,

ce qui est exact.

201. On distingue trois espéces de problémes : les problemes

déterminés, indéterminés et impossibles.
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1° Un probléeme est déterminé quand il a une solution ou un
nombre fini de solutions. Tel est celui qui vient d’étre résolu.
2° Un probleme est indéterminé quand il est susceptible d'une
infinité de solutions. En voici un exemple : Un pére a 30 ans a
la naissance de son fils : @ quel dge le fils aura-t-il 30 ans de
moins que son pére? Cetle condition se trouve visiblement rem-
plie quel que soit I'ige du fils. Ce probléme est donc indéterminé.
3° Un probléme est impossible quand il n’a aucune solution.
Ex. Un pére a 30 ans a la naissance de son fils : a quel dge le
fils aura-t-il 36 ans de moins que son pére ? 1l est manifeste
que cette condition ne peut jamais avoir lieu, et que par conséquent
cette question est impossible.

Il. Notions geénerales sur les équations.

202. Une équation est I'expression de I'égalité de deux quan-
tités. Ex. br— 4 =8 —uz.

203. L’ensemble des termes qui précédent le signe d'égalité
forme le premier membre de ’équation, et I’ enacmhlc de ceux qui
le suivent en forme le second membre. Ainsi 52— 4 et 8—z sont
le premier et le second membre de I'équation 5z —4—=8 —z.

20%. Une équation peut renfermer dewx ou wn plus grand
nombre d'inconnues. Ex. 1’ c|!ml|un Wt contient deux
inconnues x et y; Iu[umun x’-y" 3" =zyz en contient trois
x, y et z.

205. Les équations sont numériques ou littérales ; numeri-
ques, lorsque les quantités connues sont des nombres; littérales,
lorsqu’elles sont des lettres, ou des lettres combinées avec des
nombres. Ez. 5z2—4=8—uz est une équation numérique;

+ b=c¢ —dx une équation littérale.

206. RRésoudre une équation @ une seule inconnue, c'est trou-
ver un nombre qui, mis i la place de I'inconnue dans I'équation,
rende ses deux membres numériquement égaux. Ainsi I'équation
Sz —4=8—u est résolue par 2=2, car en substiluant, on
obtient 5 X 2 — 4 =8-—2 ou 6=6.
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En général, résoudre plusieurs équations d plusieurs incon-
nues, cest déterminer des nombres qui, substitués aux incon-
nues dans ces équations, vérifient séparément chacune d’elles.
La question du n° 200 a conduit a la résolution de deux équations
a deux inconnues. :

207. Il y a trois espéces d’équations, savoir : 'équation pro-
prement dite, I'équation identique ou l'identité, et Véquation
impossible.

1° L'équation proprement dite est celle qui n’a lieu que pour
une seule valeur ou un certain nombre de valeurs de I'inconnue.
Telle est I'équation 52— 4=8—z qui n’est satisfaite que par
z==2, et 'équation z"—5x=—=6 qui ne l'est que par r=2
et z=23.

20 L'équation identique ou l'identité est celle qui subsiste
pour toutes les valeurs assignées a Iinconnue. L’équation
ax -4 1==ax -} 1 est identique, car elle est vraie, lorsqu’on sup-
pose =0, z=1, T =2, =3, elc., el en général quel que soit
le nombre mis a la place de .

Toutes les identités ne sont pas, comme celle qui précede,
évidentes au premier coup d’eeil; mais elles se manifestent tou-
jours, lorsqu’on effectue les opérations indiquées et que Ion fait
la réduction. Veut-on reconnaitre, par exemple, si I'équation

(g—1)"F20—2=(z+}1){z—1)
est identique? On forme le quarré de z— 1 (100) et le produit
(@< 1)(®—-1)(46), et I'on trouve
' —apt1tor—ao=2'—1 ou ¥ —1=2—1
Cette équation est donc identique.

3° L'équation impossible est celle qui ne peut étre satisfaite
par aucune valeur de I'inconnue. L'équation = —+5=ux-}7 est
impossible, car ses deux membres ne peuvent devenir égaux
quelle que soit la valeur attribuée a .

1l est facile de s’apercevoir que ces irois espéces d'équations
correspondent aux problemes déterminés, indélerminés et im-
possibles.

208. On appelle degré d'une équation & une seule inconnue
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le plus haut exposant de I'inconnue dans celte équation. Ainsi,
Sz—4==8—u est une équation du premier degré, r'—bx=—=6
une équation du deuxiéme degre, et z*—7x=10 une équation du

troisiéme degré.

Généralement, le degré d’une équation a plusieurs inconnues
est la plus forte somme des exposants des inconnues dans un terme
quelconque de cette équation. Ex. les équations 3z-—o2y =5,
zy —z—y=>5, a'yi—y’ =7, sont respectivement du premier,
du second et du septitme degré.

209. La résolution des équations se complique singuliérement
a mesure que leur degré augmente; nous nous proposons seule-
ment d’en développer la partie élémentaire.

III. Transformation des équations.

210. On a pour but, dans la ¢ransformation des équations, de
les ramener & une forme plus simple, et par la d'en faciliter la
résolution. Il ne sera question dans ce paragraphe que des trans-
formations communes a toute espece d’équations.

211. Pour faire passer un terme d'un membre d’une équation
dans l'autre, il faut supprimer ce terme dans le membre ot il se
trouve et U'éerire dans Uautre avec un signe contraire. En effet,
supprimer dans un membre un terme posilif ou négatif, ¢’est
diminuer ou augmenter ce membre de la valeur absolue de ce
terme; donc, pour maintenir I'égalité, il faut aussi diminuer ou
augmenter l'autre membre de la valeur absolue de ‘ce méme
terme, c'est-a-dire I'y écrire avec un signe contraire.

Premier evemple. L'équation yo—q=3r—5 se change en
72—3r=9—>5, en faisant passer le terme 3z du second membre
dans le premier, et le terme —¢ du premier dans le second.

Deuziéme exemple. L'équation az--b—c—dz se transforme
en ax—dy==c—1b, lorsqu’on transpose & dans le second membre,
et — dx dans le premier.

212. Il estpermas de transposer les membres d’une équation;
ce qui résulte évidemment de sa définition (202). On emploie ordi-

-

i
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nairement cette transposition quand tous les termes affectés de
I'inconnue se trouvent dans le second membre. Ainsi, I'équation

d=z— 'fj fournit tout de suite z— % =3.

213. On peut, sans altérer une équation, changer les signes
de tous ses termes; car celarevient a transposer les deux membres,
puis a faire passer tous les termes du premier membre dans le
second, et tous ceux du second dans le premier. Ainsi, I'équation
—ax + c=d—cx devient d'abord d—cz=-—az-}-¢, et ensuite
ar —c¢——d - cx.

21%. Pour faire disparaitre les dénominateurs d’'une équation
quelconque, on réduit tous ses termes au méme dénominateur,
et lon supprime enswite le dénominateur commun. En effet,
I'équation n’est pas altérée par la réduction de tous ses termes
au méme dénominateur, et ensuite elle n'est pas troublée par la
suppression du dénominateur commun, puisque par la on rend ses
deux membres le méme nombre de fois plus grand.

Prenons pour premier exemple I'équation

T 3z "I‘ 2
9 5 RO v
T 3z e A 3 3
les termes —, — —, —7—, o réduits au méme dénominateur,
2 J 1
bz 18x =210 207
deviennent — _ —, —5—, et par suite I'équation
3o '’ 30’ 3o 30
donnée devient
£ 1ha 18x 210 207

30—30+50—30'
ou, en supprimant le dénominateur commun,
15— 18z -} 210 =120z.
Soit, pour deuxieme exemple I'équation

3bx c'x alx

¢
e TEE e -,
4a aab® nx 6b 3b°
Le plus petit multiple des dénominateurs 4a’, 2ab’, 60, 35°
est visiblement 12a’?, et les quotients que l'on obtient en divi-
sant 12a’6® successivement par ces dénominateurs sont 30°,
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6ab, 2a’h’, 4a’; multiplions donc les deux termes de chaque
fraction par le quotient correspondant et le terme entier par
124’6, il vient

gbiz 6abc’x | 2a’b’c  fa'z 12a’b®
120’0~ 1240 + 120’0 120’0, 12a70°’
et, en omettant le dénominateur commun,
gbiz —6abc’xr -+ 20’bc = 4a‘x — 12a’}3.
Soit pour dernier exemple I'équation
o 1

2L° — = 5

41 z—1

elle se change d’abord en
22°(x~-1)(x—1) 2} (x—1) xr4-1

(x—41)(@—1) [@41)le—1)  ([@41)(@—1)’

puis en
22%(x 1) (2 —1) — 2*(x—1) =2 F}-1;
d’ot, en effectuant les calculs indiqués,
227 —oh — bt 2d=z -1,

équation du 7° degré.

215. Si I'équation donnée ne renferme qu'un seul dénomina-
teur, 4l est plus simple de multiplier ses deuxr membres par ce
dénominatewr. Ainsi, pour chasser le dénominateur de I'équation

x Sy .
- —1=2x-35, on multiplie tous ses termes par 7, ce qui

/4
donne x —7 =14z 4 35.

CHAPITRE 1II.

EQUATIONS ET PROBLEMES DU PREMIER DEGRE A UNE SEULE
INCONNUE.

216. Avant d’exposer la méthode générale pour résoudre les
équations du pr‘emier degré a une seule inconnue, nous allons
faire conmaitre quelques ‘procédés trés simples qm reviennent
souvent dans les applications. 2
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I. Régles pour deégager I'inconnue dans une équation

du premier degré.

217. L'inconnue peut, dans une équation du premier degré,
étre engagde, avec les quantités connues, de quatre manicres
différentes : 1° pal' addition ; 2° par soustraction; 3° par mul-
tiplication; A° par division. Les procédés que I'on emploie pour
la dégager, reposent sur cet axiome : on peut, sans troubler une
équation, effectuer les mémes opérations sur les deux membres.
Cela posé,

1° Soit I'équation -3 =12, dans laquelle I'inconnue x est
engagée avec le nombre 3 par voie d'addition; retranchons 3 de
chacun des membres, nous aurons -3 —3=12—3 ou r=g,
en remarquant que 3 —3 =o et que 12—3=g9. Donc lorsque
Pinconnue est engagée par addition, on la dégage par sous-
traction.

- 2° Soit I'équation #— 3 =12, dans laquelle I'inconnue z est
engagée avec le nombre 3 par voie de soustraction; ajoutons 3
a chaque membre, il vient x—3 4-3=12-}-3 ou, en réduisant,
x=15. Donc lorsque Uinconnue est engagée par soustrac-
tion, on la dégage par addition.

3¢ Soit I'équation 32 == 12, dans laquelle l'inconnue = est en-
gagée avec le nombre 3 par voie de multiplication; divisant les
deux membres par 3, on obtient = ‘> ou x =1/, en observant
que ¢ =1. Donc lorsque inconnue est engagée par multipli-
cation, on la dégage par division.

N i i i
&° Soit I'équation 5 =12, dans laquelle I'inconnue x est en-

gagée avec le nombre 3 par voie de division; multipliant les deux

membres par 3, on trouve 3 x=36 ou 2=36. Donc lorsque l'in-
connue est engagée par division, on la dégage par multipli-
cation.
in répétant les mémes raisonnements sur les quatre équations
z
.1'—!—(‘).:.9,, xr—b=a, br=—a, 3 =4a,
on en tire

x:a-—b, .r=a-—f—f}, b rfme

=&
8
Il
o
==
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On peut conclure de tout ce qui précede que lorsque l'incon-

nue est engagée par voie d’une operation quelconque, on la
dégage par Popération contraire.

218. Si Uinconnue est engagée par plusieurs opérations a

la fois, on la dégage successivement par les opérations oppo-
sées. Soit, pour exemple, I'équation

2x .
:i + T —Jd =11
ot I'inconnue z est liée aux nombres 4, 5, 2, 3, par addition,
soustraction, multiplication et division; on en déduit

2x A
1° en retranchant 4 des deux membres, By T2

2 ) or
2°en y ajoutant 5, = O
: o x :
3° en les divisant par 2, 3 =0
4° en les multipliant par 3, r=18.

Pour vérifier, remplacons x par 18 dans l'équation donnée;
elle devient

VA% e
4 -+ 3 TTO=FIL OU LI=I1.

IL. Résolution des équations du premier degré d une seule
inconnue.

219. Pour résoudre une équation du premier degré a une seule
inconnue, on lui fait subir successivement les quatre transfor-
mations suivantes :

1*¢ transformation. On fait disparaitre tous les dénomina-
teurs de U'équation (214);

2¢ ftransformation. On transpose dans le premier membre
tous les termes affectés de Uinconnue, et dans le second tous
les termes connus (211);

3¢ transformation. On effectue la réduction des termes sem-
blables dans les dewx membres (31), et, si léquation est lit-
térale, on met l'inconnue en facteur dans le premier (48);

SCD LYON 1




102 PRINCIPES

k° transformation. On dégage Uinconnue de son coefficient
par la division (217).

Pour vérifier si la valeur trouvée pour I'inconnue satisfait a
Péquation donnée, il faut voir si ses deux membres deviennent
tdentiquement égaux, lorsqu'on substitue cette valeur a la
lettre qui représente I'inconnue.

Soit proposé de résoudre I'équation numérique

2xr ' e x|

il — T o e e ; s
faisant subir & cette équation les quatre (ransformations énoncées
ci-dessus, on trouve

17 trans. 6z — fxr—+6=30—3=z;

2¢ trans. 6x—fxr—-3x=30—6;

8° trans. Sr=a4;

& trans. x==ou x=4+:.

24

Substituant, pour faire la vérification, 5* & 2 dans I'équation
donnée, il vient
4 3 3
3 1 I
2 ou—==—

E E T

J.2 J 2

24 2.94 i
G i

Soit encore proposé de résoudre I'équation littérale
be | efe,
r—a= -E + Eﬂ. s
on en tire
1 trans. dex —ade==bce -} cfx;
2¢ trans. dex — cfr=ade--bce;

3¢ trans. (de—cf)r=(ad—+ bele; (a)
4 __ (ad+be)e
4° trams. z= _de—cf !

220. Les équations (a) sont évidemment des conséquences im-
médiates de I'équation donnée; pour exprimer cette circonstance,
on dit qu'elles rentrent dans celle-ci.

En général, deux équations rentrent U'une dans lautre,
lorsque, par quelques transformations, elles peuvent se déduire
I'une de l'autre.
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1. Résolution de plusieurs problémes dont les données sont
numeériques.

221. ProsLiME. On demandait @ Pythagore combien de dis-
ciples fréquentaient son école. Il fit cette réponse ambigué :
Une moitié étudient Uarithmétique, un tiers la géometrie, un
septieme la physique et @l y a de plus une femme. Combien
Pythagore avait-il de disciples ?

Cette question revient visiblement & celle-ci : {rouver un nom-
bre dont la moitié, le tiers, le septiéme, augmentés de l'unité,
donnent pour somme ce méme nombre.

Représentons par = le nombre cherché; la moitié, le tiers,
le septieme de ce nombre, sont exprimés respectivement par

f';; et, en vertu de I'énoncé, on a
/ -

T £ T

7 - 3 -+ :]— 4 1==;
si I'on fait subir a cette équation les quatre transformations du
n°® 219, on obtient
1 trams. 213414268 +42=4ox;  3° tr. — a=—42;
2¢ ftrans. 2124142} br—for=—42; k° trans. x=4o.

r T
;9 -_3;1

Pythagore avait donc 42 disciples. Pour vérifier, remplacons
x par 42 dans I'équation initiale; nous aurons :

; s
4_:__}_ 45 -+ 47.2- -+ 1=42 ou 42==4o.

Afin d’abréger, nous nous dispenserons désormais de faire la
vérification.

222, ProsuiMe. Une persomne change des pidces de = fr.
contre des piéces de 5 [r. et se trouve avoir, aprés cet échange,
102 pidces-de moins : quelle somme posséde-t-elle ?

. 3 < T
Soit = cette somme exprimée en francs; elle renferme —
e s 2

piéces de 2 fr. et —="piéces de 5 fr.; or, la différence entre ces
J
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deux nombres de piéces est 102; donc

x & +
—_—— =102,
9 5 :
équation qui fournit
1™ trans. bx — 22 = 1020; 3¢ trans. 3z =1020;
2¢ trans. Elle est effectuée; 4° trans.  =34o0;

Cette personne a done 340 [r.

223. ProsriME @ Quel dge avons-nous l'un et Pautre ? de-
mande un fils a son pére. Le pére répond : Votre dge est ac-
tuellement le tiers du mien, et il y a six ans qu'il en était le
quart; déterminer U'dge de chacun.

Soit « I'dge actuel du fils; celui du peére est 3z; il y a six ans,
le fils avait  — 6 ans et le pére 3= — 6; mais a celte époque I'dge
du fils était le quart de celui du pére; donc

. 3x—6
r— 0= ————-4 {
d’ot
1™ trans. ja—o24=3x—6;  2°et 3° trans. x =18.
Le fils a done 18 ans et le pére 3.18 ou 54 ans.

22%. PropLiME. Une persomne charitable rencontre des
pauvres, et vewt donner a chacun 4 [r.; mais elle trouve,
aprés avoir compté son argent, qu'il lui faudrait 5 fr. de
plus; elle donme alors 3 fr.a chaque pauvre et il lui reste
2 fr. , on demande combien il y avait de pawvres et combien
cette personne possédait.

On peut prendre pour inconnue le nombre des pauvres oun
celur des francs.

1° Soit > le nombre des pauvres; si chacun recevait 4 fr., les
x pauvres recevraient 4z fr.; mais il manque 5 fr. pour que celte
distribution soit possible : donc le mombre des francs est ex-
primé par 4= —5. Actuellement, chaque pauvre recevant 3 fr.,
les > pauvres recoivent 3= fr., et, a raison de ce qu’il reste 2 fr.,
le nombre des francs est aussi exprimé par 3z --2; égalant les
expressions 4z —5, 3z -2 qui désignent une méme quantité, il
vient

fjr —b=3x-} 2,
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équation d’out I’on tire
17¢ trans. Elle est effect. 2° tr. jr—3xr=>5-}2; 3° tr. 2=7.
Il y avait donc 7 pauvres, et cette personne possédait 23 [r.,
puisque jz—5=4.7 — 5 =123.
2° Soit y le nombre des francs; si cette personne avait 5 fr. de
plus ou (y 4-5) fr., elle pourrait donner 4 fr. a chaque pauvre :

? Re) ]
donc le nombre des pauvres esli; si elle avait 2 fr. de
}

moins ou (y —=2} fr., il ne lui resterait rien apres avoir donné
3 fr. & chacun d'eux : donc le méme nombre est aussi représenté

y—2 o i A
par J—.-; de 1a résulte I'équation

3
Y45 00iy—a,
Boi . iile D e
on en déduit
1™ trans. 3y 415 =4y —8; 3¢ trans. —y=—23;
2° trans. 3y —4y=—15—8; 4° trans. y=23.

On trouve donc, comme précédemment, que cetfe persomne
possédait 23 fr. et qu’il y avait 7 pauvres,.car
e ko s e
4 4 s
225. ProprEMe. Un avare range ses écus par piles de 11
ecus et il lur en reste 15 il forme alors des piles de 13 éecus
et il lui en reste g, mais il a deux piles de moins: combien

a-t-il d'écus ?

£

it S : 1 .
Soit 2 le nombre des écus de l'avare; exprime le nom-

bre des piles de 11 écus, et 3 2 celui des piles de 13 écus; or,
|
le premier nombre doit surpasser le second de 2 : donc
-] A —
= — 21,
11 KL

équation qui fournit

1 trans. 13z—13 =112 —q9-+286;  3° trans. 2x=1200;

2¢ frans. 13z—r112=13—99 -+ 286;  4° frans. x=10o0.
Lavare a done 100 éeus.
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226. ProsLimE. Un particulier a 354 fr. dont il retire 20 fr. —_
d’interét, en faisant valoir une partie au 5 pour cent et
Pautre aw 7 : quelles sont ces deux parties ?

Soit > la premiére partie; I'autre est 354 —=; les sommes @

354 il

: x :
et 354 — = renferment 3 et centaines de francs, et

conséquemment, placées au 5 et au 7 pour cent, elles rapportent b

7(354—=)

: Sz . .
annuellement I'une — et l'autre ; en ajoutant les
100

100
intéréts de ces deux sommes, on doit visiblement retrouver I'in-
térét total : donc
E_ o 7(35‘1"_'33:' =120}
100 100

équation d’ol I’on tire
1™ trans. 5z 2478 —7x=1o000;  3° trans. — sz=—498;
2° trans. 5x—yjr==2000—2478; 4° trams. z=123q.

Ainsi, la premiére partie est 239 [r. et Pawtre 354—239 ou
115 fr. T

227. Propuime : On donne d un ouvrier 1 [r. 75 c. par jour
lorsqu'il travaille; mais, chaque jour qu’il se repose, on lui
retient o fr. 8o c. pour sa nourriture. Au bout de 27 jours,
il regoit 31 fr. 5 pour solde de son compte. On demande le
nombre de jours de travail et le nombre de jours de repos.

Si I'on désigne par = le nombre de jours de travail, le nombre
de jours de repos sera 27—a; l'ouvrier aura gagné 1,75.% {r. sur
lesquels on doit lui retenir pour sa nourriture o,80. (27 — ) fr.;
égalant donc la différence de ces deux expressions & la somme
31 fr. g5 qu'il recoit, il vient

1,75.2 —0,80. (27 — z) =31,95;

et, en multipliant par 1oo pour faire disparaitre les fractions dé-
cimales,

17528— 80(27—x)=3195 ou 1752— 2160} 8oz=3195.
Résolvant cette équation :
At {rans. Elle est effectuée; 3o tr. 2552 =5355;
2° trans. 17504 8ox=2160-+3195; & trans. x=21.
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L'ouvrier a donc travaillé pendant 21 jours et s’est reposé
pendant 27 —21 ou 6 jours.

228. ProBLEME. La somme des deux chiffres d’'un nombre est
12; ef, en y ajoutant 18, on obtient pour somme un nombre
composé des mémes chiffres, mais dans un ordre renverse.
Quel est ce nombre ?

Soit & le chiffre des unités; celui des dizaines est 12 — z, et
ce nombre vaut ro(r2—z)42; si 'on y ajoute 18, la somme
10(12—a)-2-}18 doit étre composée de = dizaines et de 12 — =
unités, et par conséquent doit égaler 1024 12—a; donc

120 — 102+ a-18==102} 12 —2;

d’on
17 trans. Elle est effectuée. 3¢ trans. —18z=—126;
2° tr. — 100-}2—100F2=12—120—18; ko tr. z=7.

Le chiffre des unités étant 7, celui des dizaines est 12—7 ou
5; le nombre demandé est done 57.

229. Propri:ME. Un général veut disposer un régiment com-
posé de 1164 hommes en bataillon carré a centre vide, de
maniére qu'il y ait trois rangs sur chaque coteé : combien
doit-il mettre d’hommes a chaque rang ?

Soit & ce nombre; si le bataillon carré était a centre plein, il
se composerait de 2* hommes; mais puisqu’il n’y a que 3 rangs
sur chaque coté, il faut en retrancher (—6)%, expression qui re-
présente un bataillon carré a centre plein, sur le cité duquel il y
aurait z —6 hommes ; I'équation du probléme sera donc

' — (r—6)*=1164;
et, en développant le carré de 2 —6(100),

r'—x' +120—36=1164 ou 122—36=1164;
équation du premier degré, d’'ou I'on tire z=100; ce général
doit done mettre voo hommes a chaque rang.

230. ProsLiME. Achille va dix fois plus vite quw’une toriue
qui a une lieue d’avance sur lui: a quelle distance la ren-
contrera-t-il ?

Soit  le nombre de lieues qu’Achille doit parcourir pour at-
teindre la tortue; cette derniére aura fait alors x—1 lieues et
I'on aura I'équation

r=10(r—1) OU T=10T—10;
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d’'oti T'on déduit = "*de lieue ou z ==1'}. Achille atteindra
done la tortue aprés avoir fait v';.

Ce probleme, dont I'énoncé est au moins ridicule, était fa-
meux dans le temps ot les philosophes grecs se plaisaient a re-
vétir des apparences de la vérité les assertions les plus absurdes.
Voici le sophisme qu'employait Zénon a son égard: « Lors-
qu'Achille aura parcouru la premicre lieue, la tortue aura fait un
dixieme de la lieue suivante: lorsqu’Achille aura parcouru ce
dixieme, la tortue aura fait le centieme suivant; et ainsi de suite:
donc Achille n'atteindra jamais la tortue. »

Ce raisonnement conduit évidemment & une conclusion fausse ;
mais ol peche-t-il ? C’est ce que Zénon demandait.

Remarquons qu'Achille, avant de rencontrer la tortue, par-
courra un espace exprimé par la série indéfinie de termes
15—+ 5 + 7955 -+ ete.; cet espace au premier coup d'ceil
parait infini et c'est ce qui rend le raisonnement qui précede assez
spécieux ; mais il en est autrement, car cette série égale visible-
ment 1,1rr111 ete., fraction décimale périodique dont la valeur
est 1 1. Nous retombons donc ainsi sur la solution d’abord ob-
tenue.

1V. Résolution de plusieurs problémes dont les données sont
algebriques.

231. ProsLi:Me. Partager un nombre en parties proportion-
nelles a deux ou d trots nombres donnés.

1° Soit & partager le nombre @ en parties proportionnelles aux
deux nombres m el n; désignant la premiére partie par x, I'autre
sera a—ua, et I'on aura la proportion

T:a—3Mm:N,
d’ol1, en égalant le produit des extrémes & celui des moyens,
ne=m(a —x) ou nrx=ma— me;

équation qui fournit

1% trans. Elle est effectuée. 3¢ trans. (m—-n)x==ma;
ma
2° trans. mr-t-nr=ma; 4° trans. x= i
m—n
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: ma na
La 2% partie a —x=a— = :
m-+n = m+n

Pour faire une application de ces formules (6), posons a=14,
m=4, n=3, et substituons; elles donnent

14 3upf vt

q : : :
—— =8, 2 nartie —= = =
+3 A 37"

1 partie = -

?
v

ESNEN

- wih & & i =
2° Soit a partager le nombre a en trois parties proportionnelles
aux nombres m, n, p. Représentons la 1™ partie par z, la 2° et
la 3° se détermineront au moyen des proportions
z . 2° partie ;. m..n, x . 3° partie :: m.: p;
d’ott I'on déduit
; i LmeE sahn. %
2¢ partie= — 3% partie = —;
! m '’ 4 m’

- . nr . pr . X
or, la somme des trois parties z, = % doit reproduire le

nombre a; donc

nr L
z— - RE =aq;
m mn
équation d'ou I'on tire successivement
1™ trans. me-t-nr—--pr=ma; 3¢ tr. (m-+tn--ple=ma;
: " . : ma
2¢ trans. Elle est effectuée: PRl g ot gl A R B
m—t+n—p
ST N ma na
La 2¢ partie — = —, ——7— = ————.
m m-m-n—+4p m—=n—p
| ma na

La 3° partie *— = = = _
m  m'm+ntp mt+ntp

Supposant a=30, m=1, n=2, p=3 et substituant, on
trouve
1% partie=5, 2° partie = 10, 3* partie=15.
232. ProsLiMmE. Inserer entre les deux nombres a et b un

troisiéme nombre tel que ses differences aux deux premiers
soient entre elles comme a : b.

Soit x le nombre cherché et @ le plus grand des deux nombres
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donnés; a — =z exprime la différence entre les nombres a et 2, et
x—>b la différence entre = et 4. Donc

a—zxix—b:a:b, dou av—ab=ab—bx;
résolvons cette équation :

e of 3¢ trans. _(a—l‘b)d?——‘—"zab; T g S azj—bb.
Posons a=r et b=4, cette formule donne z = 2.7-4 2
. - 7-+4

r=5-4+.

233. ProsLiME. De quelle quantité faut-il augmenter les
quatre nombres a, b, ¢, d, pour que les quatre sommes soient
en proportion géometrique ?

Soit z cetle quantité, nous aurons

atz:b+z:ec+a:dta,
d’ou, en égalant le pruduit des extrémes a celui des moyens,
) (d4-2)=(b+2)(c+2);
effectuant les pmdu;ts indiqués et supprimant le terme »* dans
les deux membres, il vient
ar+dz+ ad = bz -cz bc

équation qui donne

17 ¢r. Elle est effectuée; 3¢ tr. (a+d—b—c)z=bc—ad;
. R AT
2¢ tr. az+de—bx —cx=>bc—ad; 4° tr. :r—a———-———*—-—_}_d_b_c.

Supposant a==12, b=g9, ¢=2, d==1 ‘et subslituant, on
trouve z=3.
La proportion
1243:9+3 243 :14+3o0u1b5:12:5:4

est effectivenient exacte, puisque 15 X 4=12 X5

23%. PropLiME. Partager un nombre donné a en deux par-
ties telles que la différence de leurs carvés sovt un mombre
donné b.

La premiére partie étant z, l'autre sera visiblement a —w=, et
en vertu de I'énoncé, on aura

2" —(a—=)'=b ou bien " —a’+ 200 — 2" =1b;
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équation d’oli I'on tire, en observant que »’— a* = o,
a'—+b a’—b,
20 O
le probleme n’est soluble que dans le cas de b<<a’; car, si I'on
avait b>a’, la deuxiéme partie serait négative et la premiére

a1+a2
2a

eta—r=

plus grande que

ou a, ce qui est absurde.

235. PrOBLEME. a kilogrammes d'eau salée contiennent b ki-
logrammes de sel : combien faut-il y ajouter d’eaw douce, pour
que, sur ¢ kilogrammes du mélange, il y ait d kilogrammes
de sel?

Soit  ce poids d'eau douce; le nouveau mélange se composant
de (a+-=) kil. sur lesquels il y a b kil. de sel, contient évidem-

ment de sel par kilogramme; ¢ kil. de ce mélange ren-

b
a-tx
be

ferment donc —— de sel, d’o1 résulte 'équation
a4
be

d=a+$;

1™ trans. ad+-dz=0be;  2° et §° trams. 2=

be—ad
e A

Si ad>be, la valeur de  est négative et par suite le pro-
bléme insoluble; posant a=10, =3, ¢=q9, d=1,5, on trouve
2 =4 kil,

236. Prosiime. Un jardinier avait planté des arbres d tous
les sommets d'un polygone régulier dont le contour est de
a métres ; mécontent de cette disposition, il les arrache et les
replante d égale distance les uns des autres, sur une ligne
droite dont les extrémités sont distantes de b métres : on de-
mande combien il y avait d'arbres, sachant que Uintervalle
qui sépare deux arbres consécutifs est le méme dans les deux
dispositions.

Soit @ ce nombre darbres; puisque le contour du polygone ré-
gulier est de a mét., la longueur de chaque cité et par conséquent

. AL a :
la distance de deux arbres consécutifs égale — ; maintenant lors-
T

que les arbres sont plantés sur une ligne droite de 4 mét. de lon-
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gueur, il n’y a plus que @—r intervalles et chacun d’eux égale

- mais la distance qui sépare deux arbres conséculifs est,

&1
d’aprés 'énoncé, la méme dans les deux dispositions : done
a b
% Ed
équation qui fournit :
1 trans ax—a=0bx; 3¢ trans. (a—blx=a;
e frans. ar— br=a; &° trans. x= a-(—l-b'

Posant @ = 100 €t b=g8, on trouve x==>50 arbres.

\

937. Proprime. Un chasseur promet d wn autre de lui
donner a fr. toutes les fois qu'il manquera une piéce de gibier,
et cet autre s'engage @ son tour d lui payer b fr. quand il
Patteindra; aprés ¢ coups, ils ne se dowent rien: combien y
a-t-il eu de coups justes et de coups manqués ?

Soit z le nombre des coups jusles, celui des coups manqués
sera ¢—a; le premier chasseur payera au second a(c—w) fr. et
en recevra bz fr.; mais, d’aprés I'énoncé, ces deux sommes sont
égales : donc

bx=a(c—=) ou bx=ac—ax;
tirant la valeur de l'inconnue et de ¢ — «, on obtient

ac 2 be
—_— = .
1 a-+t+b

r==

a+4b

Posant @ = 5, b=3, c=20, on trouve que le nombre des coups

justes est 123et que 77 est celui des coups manqués ; un nombre

de coups de fusil ne pouvant étre fractionnaire, cette circonsfance
rend le probléme insoluble.

938. ProsriME. Un fantassin se rendant d sa garnison, cal-
cule que, s'il fait a lieues par jour, il arrivera b jours aprés
Uépoque qui lui est fixée; et que, s'il fait ¢ lieues par jour,
il arrivera d jours trop tot: combien doit-il [aire de lieues
pour arriver @ sa destination.

Soit « ce nombre de lieues; si le fantassin fait a lieues par
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Jour, il lui faut - jours pour faire sa route; mais, de ce qu’alors

. “ 5 - b A i .
il est en retard de b jours, il suit que o b est I'expression

algébrique du nombre de jours qu'on lui a accordé; on trouverait
par un raisonnement semblable, que ce nombre de jours peut

aussi etre représenté par — - d; de 1 résulte
¢

T r
?——b:";—}—ff,

. 5 iR ; aclb4-d) :
equation qui, étant résolue, donne a— ,-( _: ~; on en dé-
T @ ab - ed
duit aisément — — p — o 3
a c—a

239. Prosuime. Tros [ontaines remplissent : la premiére,
un bassin de a litres en | heures: la deuxiéme, un bassin de b
litres en 1y heures; la troisibme, un bassin de ¢ litres en n
heures. En combien d’'heures ces trois fontaines, coulant en-
semble, rempliront-elles un bassin de d litres?

Puisque les trois fontaines remplissent des bassins de g, b, ¢
litres en I, m, n heures, elles fournissent respectivement en une
a
T!
d’heures cherché; dans ce lemps, les trois fontaines verseront

ax bz .cx

i L8 £ o il
heure —, — litres. Cela posé, désignons par z le nombre
m’ n

dans le quatrieme bassin Pl kg litres, et, comme alors
il doit étre rempli, nous aurons
azx ba cx
% v e L
équation d'ou I'on tire
Imnd

P= —
mna - Inb < [me
Si les quatre bassins sont d’égale capacité, auquel cas
a4=b=c==d, cetle formule devient

Imna g Imn
S o T P =" eI .
mna -+ Ina + lma mn - In - Im

8
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Si I'on suppose = m =mn, cette méme formule se change en {
celle-ci

i I'd s Sl
2 Fa LEPRTe e be

Si I'on fait en méme temps les deux suppositions précédentes,

on a
2 Pa s L
g o ey b Lol T

Enfin, il n'y avait que deux fontaines, il suffirait de suppo-

ser, dans la formule générale de ce probléme, c=o; ce qui

donnerait
# Imnd Imd

" mna—-Inb UT= et

240. PropLiME. Un réservoir contenant a litres, peut se
remplir en b heures, en owvrant le robinet d’une fontaine,
et se vider totalement en c heures, en levant une soupape.
Ce réservoir renferme d litres @ Uinstant o Uon ouvre le
robinet et la soupape. Dans combien d’heures contiendra-
t-il e litres? (On suppose que les écoulements sont uni- !
formes.)

Représentons par z ce nombre d’heures; dans ce temps, la
a
b
par la soupape; on a donc I'équation

d -+ apoiul -F’—.r:c,
b ¢

B . , . . o - a
fontaine verse x litres dans le réservoir, et il s’en écoule ?:c

d’ol1 T'on tire
__ be(e—d)
— ale=b) "
Le probléme n'est soluble que dans le cas de z positif, c'est-a~
dire lorsque e=d et ¢= b, ou bien lorsque ¢ <<d et ¢<<b.
Si d=o et e=a, la formule devient
_ o bea o he i
e sy s S B iree
cette expression donne le nombre d’heures aprés lesquelles le ré-
servoir se trouve rempli, dans la supposition ot il est vide, et

ou le robinet et la soupape sont ouverls en méme temps.

v
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V. Ezercices.

2. Résoudre les équations suivantes :

Az 72 Jz 7 : D
DS e g e e i Mp. o= 352 .
1 5 o A 3 8 Rép. = 35 5
9 £ —]—i— g=—2 :0—]—3:— Re, .T—'nﬁl—/l—?
A TS B a0 el e T ok 365

p G 3(g—
3° .5&—!—3:_52_1. Rep. x:_"i(a/ 2}.

xr & 4

¢ f ! af—ed
A e TSR Rép, p=_LT" "
a--br d—-tex’ s ce—bf

242. ProBuive. Une armdée ayant été défaite, le quart est
resté sur le champ de bataille, les deu cinquidmes ont été
faits prisonniers et 14000 hommes, qui étaient le reste de
Uarmée, ont pris la [uite. De combien d’hommes I’armée était-
elle composée avant la bataille? Rép. 2=4o0000 hommes.

243. PropLEME. Trois oncles rassembles pour Uétablissement
d’'une pauvre nidce, forment une bourse commune de 1440 fr.
Le premier donne ce qu’il peut ; le deuziéme donne trois fois
autant que le premier; le troisiéme autant que les deux au-
ires: on demande ce que chacun a fourni. Rép. le premier
donné 180 fr., le deuzicme 40 fr., et le troisiéme 720 fr.

2kk. ProBLiME. Une personne engage un domestique pour
un an et luy promet pour salaire 144 [r. et un habit de livrée;
au bout de 7 mois, le domestique sort, recoit pour ses gages
54 fr. et garde son habit; ¢était précisément ce qui lui re-
venait: d combien Uhabit est-il estimé 9 Rép. z=72 fr,

2k5. ProvuiMe. Une personne, ayant doublé aw jeuw lar-
gent qu'elle possédait, donne 100 fr. auzx pauvres; le lende-
main, ayant triplé ce qui lui restait, elle lewr donne 200 fr.;
le surlendemain, ayant quadruplé ce.quwi lui restait, elle leur
donne 300 fr.; il lui reste alors la somme qw’elle avait avant
de jouer. Quelle est cette somme? Rép. 2= 100 fr.

2k6. ProsrivME. Un homme est sorti de chex lui avee un cer-
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tain nombre de lowis pour faire des emplettes. A la premicre,
il dépense la moitié de ses louis et la ioiti¢ d'un; ale deur-
idme, il dépense la moitié de ce qui lui reste et la moitie d'un
lowis; d la troisiéme, pareillement; il rentre chez lui, ayant
tout dépensé. Quelle est la dépense totale? Rép. x=7 louds.

947. Prosrime. Un conseil composé de a personnes ayant @
choisir entre trois candidats, le premier obtient b vour de
plus que le second, et le second ¢ voiz de plus que le trois-
itme. Combien chacun a-t-il ew de voiz ? Rép. le premier a

Sr G ol o e a—b-<te it
réunt "iT—_ votx; le second, 45—1‘- le troisiéme,
a—b—ac

3 3

248. ProsLimE. Deux fréres héritent en méme temps Uun de
a fr. et lautre de b fr. Le premier augmente chaque jour son
bien de ¢ [r., tandis que le second diminue le sien de d [r.:
dans combien de jours le premier sera-t-il m fois plus riche
mb—a
md+c¢’

9M). ProsriMe. Un jardinier, ayant planté des arbres en
carré plein, aa arbres de reste; il veut alors metire un arbre
de plus a chaque rang, de sorte que la forme carrée ait tou-
jours liew; mais pour cela il lui en manque b. Com{'rien avail-
a+b—1

que le second ? Rép. x =

il dabord mis d'arbres a chaque rang? Rép. x=

o

CHAPITRE IIL

EQUATIONS ET PROBLEMES DU PREMIER DF.r;n‘ri: A PLUSIEURS
INCONNUES. L)

250. La résolution deséquations du premier degré & plusieurs
inconnues, rentrera dans le chapitre précédent, si, en combinant
ces équations d’une maniére convenable, on parvient a les rem-
placer par d'autres également du premier degré, mais a une
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seule inconnue; telle est la question la plus simple de la partie
de lalgebre que I'on appelle élimination.

I. Equations du premier degré a deux inconnues.

251. Toute équation a deux inconnues est susceptible d’une
wmfinité de solutions; car, en attribuant i I'une des inconnues
une valeur quelconque, I'équation fait connaitre I'autre incon-
nue. Ainsi, que, dans I’équation y =5z—3, on fasse successi-
vement

z=o0, @=1, B==3; z=3, etc.
on obtient
y=—13, y=2, Y=z, =13, ele.
elle est conséquemment vérifiée par
T=o0 et y=—3, x=1 et y=29, r=2 el y =y, elc.

De la il suit que tout probléme qui conduit a une seule
équation @ deux inconnues est indétermingé.

252. Pour résoudre deux équations du premier degré a deux
inconnues, on peut suivre trois procédés d’élimination qui re-
viennent au méme dans le fond, mais qui sont plus ou moins
avantageux dans la pratique; ils sont connus sous le nom d'éli-
minalion par comparaison, par substitution, par addition
el soustraction.

On simplifiera généralement les calculs, si I'on chasse les dé-
nominateurs des équations a résoudre, avant d'y appliquer les
méthodes d’élimination.

253. ELIMINATION PAR COMPARAISON. On prend dans chacune
des équations données la valeur d’une méme imconnue, en
regardant lautre comme connue; puis, on égale ces deux
valeurs; de la résulte une équation du premier degré a une
seule inconnwe, qu’il est facile de résoudre. Cela fait, on de-
termine linconnue éliminde, en substituant, dans Cune des
expressions qui la représentent, la valeur trowvée pour lautre
meconnue.

Appliquons d’abord cette régle aux deux équations

22 4 gy ==>51, 2 —6=3y;

SCDLYON 1 |




118 PRINCIPES

:
. ' g 21—01

on tire de la premiére = 217 9Y et de la seconde

2

3y+6 . e
e '—”7-_‘_—; égalant ces deux valeurs de w, il vient
S1—qy _ 3y+6
2 0 LA 1o
équation du premier degré & une seule inconnue y, d'o T'on
déduit aisément y =5. Substituant 5 & » dans I'expression
Hr—c 651 —q.b ; {
= _l_ﬂl, on trouve &= ,,'} ou r==3. On parvient i

a la méme valeur de z, en faisant la substitulion dans I'expression
3y+4-6

7
Les équations données sont donc satisfaites par ¢=3 et y=>5;

en mettant 3 et 5 a la place de = et de y, elles deviennent effec-
tivement . |

2.349.5=>51 ou 51=>51, 7.3 —6=3.5 ou 19==13.
Prenons en second lieu les équations littérales 5
av=by, ot y=c; |

: b Stk
elles fournissent x —=— v, z=¢—y; dou
a

b
a =0V
équation du premier degré ne renfermant plus que y. On en

T ac { b :
déduit y= ——, et, & cause de z= —y, on a aussl
a—+0b a

i b ge ~ be
_—, — r= —.

a a-0b a+b

254, ELIMINATION PAR SUBSTITUTION. On prend dans lune des
équations données la valewr d’une inconnue, en opérant {

comme si tout le reste était connuw, et I’on substitue cette valeur

dans Pautre équation; on obtient ainsi une équation dw pre-

mier degré @ une sewle inconnue, et, lorsque cetie derniére

est déterminée, Uautre se trouve par une simple substitution,
Proposons-nous de résoudre les équations

e . it [

-g—w—l—%y=19| ix_%y-:g;

5 5
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chassant d’abord les dénominateurs, elles deviennent

8z gy =228, 24@—25y =60;
7 4 228 — gy it
acluellement, on tire de la premiére 2 — —~§-ﬂ, et si 'on

substitue cette valeur dans la seconde, on trouve
24(228 —gy)

8
équation & une seule inconnue, d'oit I'on conclut y=12; por-

; 228 —
tant cette valeur de y dans l'expression z = 18_%

— 23y =60 ou 684 — 27y — 25y == 6o,

, on ob-

tient z=15.

Donnons nous encore les équations littérales

ax 4 by=ce, dr=ce,
dont la seconde ne contient que z. Celte derniére fournit
e ‘ . . .

T= 7, et en substituant dans la premiére, il en résulte
cd—ae

bd

Ce second procédé s'emploie surtout lorsque, comme dans le
deuxiéme exemple, I'une des équations n'a qu'une inconnue, ou

bien encore lorsque I'inconnue & éliminer a pour coefficient I'unité
dans I'une des équations proposées.

Edi + by =ce, d'oll y =

255. ELIMINATION PAR ADDITION ET SOUSTRACTION. On multiplig
chacune des équations donndes par le coefficient qu’a dans
Pautre équation l'inconnue que Pon veut éliminer; on retran-
che ou Uon ajoute ensuite les équations obtenues, suivant que
les cocfficients de cette inconnue y sont de méme signe ou de
signes différents; on parvient de cette maniére @ une équation
a une seule inconnue, que I'on peut résoudre par une simple
division. Quant a l'autre inconnue, elle peut se déterminer par
un procéde semblable ou par substitution.

Avant de faire des applications, il est important de prévenir
que ce procédé ne réussit que dans le cas ol les équations proposées
ne renferment chacune qu'un seul terme affecté de V'inconnue
qu'on veul éliminer. Il faut donc préparer ces équations en con-
séquence, ce qui, d'ailleurs, n’offre aucune difficults.
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Résolvons maintenant les deux équations r

7y —3z=0y—10w 427, Y—ow=10—2y;
en transposant les termes affectés de @ et de y dans les premiers
membres et les termes connus dans les derniers, elles deviennent ,
Sy 4 yo=127, 3y —2z=10; (a)
multipliant, afin d’éliminer y, la premiére équation par 3, coeffi-
cient de y dans la seconde, et cette derniére par 5, coefficient
de y dans la premiére; il vient
15y +212=281, 13y—10z=1>50;

et, en les retranchant membre & membre, parce que les coefli-
cients de » sont de méme signe, on trouve
212+ 102==81—"50 ou 3rz=31, d'ol z=1.

Eliminons @ par un procédé analogue, et & cet effet, multi-
plions les équations (a) par 2 et 7, coefficients de celte inconnue
dans la seconde et la premiére de ces équalions; nous aurons

toy+14o=54,  a1y—1fe=70;
et, en les ajoutant, a raison de ce que les coefficients de & sont L
de signes différents,
1oy + 21y=>54-70 ou 3ry=124, dolt y=14.

Cette troisieme méthode d'élimination est, sans contredit, celle
qui conduit ordinairement aux caleuls les moins compliqués. Elle
peut encore étre simplifiée dans un grand nombre de cas, comme
on le verra dansle numéro suivant.

256. Lorsque les coeflicients de I'inconnue & éliminer ne sont
pas premiers entre eux, on divise ces dewx coefficients par leur
plus grand commun divisewr; puis, on multiplie la premiére
équation par le second quotient et la seconde par le premier;
| on opére ensuite comme on U'a dit précédemment.

Soient, pour fixer les idées a cet égard, les équations

212 — 45y =10, o8z -+ 54y =13; (b)
si 'on cherche le plus grand commun diviseur entre les coefli-
cients 45 et 54 de l'inconnue y qu'il s'agit d'éliminer, on trouve |
g pour résultat; divisant donc 45 et 54 par g, puis, multipliant la
premiére équation par le second quotient 6 et la seconde par le
premier 5, il vient
126z — 270Yy == 6o, 140z - 270y = 65,

SCD LYON 1



; D'ALGEBRE. 121
- et, en ajoutant ces nouvelles équations,
120
266 °
Pour éliminer @, remarquons que 21 et 28, coeflicients de
cette inconnue dans les équations (b), divisés par leur plus grand
commun diviseur 7, donnent pour quotients 3 et 4; il faut donc

1262 4 1402=060 465 ou 266z =125, d'oli 2=

P multiplier la premiére par 4 et la seconde par 3, ce qui donne
' 84z — 180y = 4o, 84z 4162y =39;
et, en retranchant,
. 162y + 180y =39—4o ou 34a2y=—1, d'ou 4 ::—-3%
! 1 42

257. Deux inconnues ne pewvent satisfaire a plus de deux
équations; car les valeurs des inconnues x et y, tirées de deux
équations données, ne peuvent généralement en vérifier d’autres
qui n’ont pas participé a leur détermination. Ainsi, soit donné les

. trois équations & deux inconnues,
z-}-y=1o, z—y =06, dx=1ay;
on tire des deux premitres =38, yy = 2; subslituons ces valeurs
dans la troisitme, on trouve 3.8 ==2.2 ou 24=4, équation visi-
blement absurde. Le systéme des trois équations proposées est
donc empossible.

Un pareil systéme d'équations devient cependant possible, lors-
que I'une des équations est une conséquence des deux autres;
c'est ce qui arrive dans le suivant

z+y=10, z—y=0, bz 4y =/4o,
qui est complétement vérifié par =8, y =2. Si I'on multiplie
les deux premiéres équations par 3 et par 2, et si 'on ajoute les
équations résultantes 323y =30, 22— 2y =12, on en déduit
la troisieme 5z +y = 4.

II. Equations du premier degré a trois et un plus grand
" nombre d’inconnues.

258. Il faut trois équations pour déterminer trois inconnues;
car, si I'on en avait seulement deux, on pourrait prendre arbitraire-
ment Iune des inconnues, et déterminer les deux autres au moyen
des équations données; il y aurait donc une infinité de solutions.
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259. Pour résoudre trois équations du premier degré a trois
inconnues, on élimine la méme inconnue entre lune d'elles et
chacune des deuxr auwtres; de la résultent deur équations du
premier degré a deux inconnuwes; on détermine ces dernieres,
et lon substitue leurs valeurs dans l'une des équations don-
nées, afin d’en déduire la troisiéme inconnue.
Soient & résoudre les trois équations
oz by—3zr=ro0,
4ix—2y —-{- 5z =37, (c)
7& -+ 3y — 63 =—6.
Eliminons d’abord z entre la premiére et la deuxiéme équation ;
pour cela, il faut les multiplier respectivement par 5 et par 3, ce
qui donne

102 4 25y —15z2= "o, 122 — 6yt 1dz=111,
et, en ajoutant ces derniéres,
20z - 19y =161} (d)

éliminant z par le méme procédé entre la premiére et la troisieme
des équations données, on trouve
3o —r7y =—26. (e)

Or, des équations (d) et (e) qui ne contiennent que z et y, on
tire =3 et y=>5, et, en substituant ces valeurs dans la pre-
miére des équations (c), il vient

6425—3z=10, doll 3=

Nous ferons ici une remarque importante : si I'on élimine z

entre la deuxiéme et la troisitme des équations (c), on obtient

5923y =192, (f)

équation qui, au premier coup d'eeil, parait former un systéme
impossible (257) avec les équations (d) et (e); en réfléchissant, on
concoit aisément que, d’aprés la formation des équations (d), (e)
et (f), 'une d'elles doit étre une conséquence des deux autres.
En ajoutant les deux premiéres, aprés les avoir multipliées par
2 et par 5, on retombe effectivement sur la troisieme.

260. En général, pour résoudre m équations du premier degré
4 m inconnues, on élimine successivement la méme inconnue
entre lune des équations données et les m—1 autres; de la
résultent m——1 équations du premier degré d m—1 inconnues,
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éliminant une nowvelle inconnue entre l'une de ces dernidres
équations, et les m— 2 autres, on obtient m -—2 équations a
m-—a2 inconnues; et ainsi de suite, jusqud ce que l'on par-
vienne d une équation qui ne renferme plus qu'une inconnue.
Tirant alors la valeur de cette derniére, on la substitue dans
l'une des deux équations qui w'ont que deux inconnues, et I’on
obtient la valewr d'une deuziéme inconnue. Substituant de
nouveaw les valeurs des deur inconnues détermindes, dans
l'une des trois équations qui renferment trois inconnues, on
trouve la valewr dume troisiéme inconnue et ainsi de suite,
Jusqwa ce que l'on ait déterminé les m inconnues.

Soient, pour exemple, les quatre équations
3zt-2y—z—u=o,

22—y +z+ Ju=15,

x5y — 72+ u=20,

& —3y—5z—u=6;
éliminant d’abord w entre la premiére et les trois autres, on
trouve, en faisant usage du troisiéme procédé,

11745y —2z =15,

4o+ 7y —8z=a0, (h)

20+ 5y 4 45=—6;
éliminant actuellement 5 entre la premiére de ces nouvelles équa-
tions et les deux autres, il vient (256)

4oz + 13y = 4o, ,

24x 4 15y = 24; (i)
éliminant enfin  entre ces deux derniéres, on obtient

2882—=1288, don r=1;

substituant z==1 dans I'une des équations (i), on trouve y = o;
substituant ¢==1, y =o dans l'une des équations (h), on trouve
& =—2; substituant enfin z=1, y=o0, s=-—2, dans l'une
des équations (g), on trouve u = 5. :

I

(8)

261. Lorsque quelques-unes des équations données ne renfer-
ment pas a la fois toutes les inconnues, ou bien lorsqu’il existe
entre les coefficients de ces derniéres des rapports simples, I'éli-
mination peut se faire quelquefois plus rapidement; les procédés
particuliers que I’on emploie alors varient d’aprés la nature des
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équations, et ne peuvent s’acquérir que par 'habitude. Voici un
exemple qui réunit ces denx cas.

Soient & résoudre les quatre équations
z+y+z=a,
z-+ry+u=b,
z+zt+u=c,
y+ztu=d;

on obtient, en ajoutant les trois premiéres,
3eto2(y+s+u =a+tb+c;
ou bien, en remplacant y -+ z—-u par d,

32+tod=a-+b+te,  dob z= Rk {"t"“”-

Au moyen de trois opérations tout-a-fait semblables, on trouve

at+b+d—oc atc+d—2b b+c+d—o2a
e b e e

I11. Résolution de plusieurs problémes dont les données sont
RUMETTQUES.

262. ProsLiME. Un particulier quin'a que des piéces de 5 fr.
et de o [r. veut payer 53 fr. en 16 pitces. Combien doit-il
donner de pidces de 5 fr. et de pidces de 2 [r.?

Soit # le nombre des pieces de 5 fr. et y celui des piéces de
o fr.; Iénoncé fournit immédiatement

x4y =16, ba - oy =03;
de la premiére équation, on tire y =16 —=a; et, en substituant
cette valeur de » dans la seconde, on trouve
5+ 2(16—)==53 ou Sz 32—a23=53,
doti Yon déduit aisément #==7; portant ce résultat dans I'ex-
pression y ==16 —@, on a y=9.

Ce particulier doit donc donner 7 pidces de 5 fr. et  pieces

de 2 fr.

263. PropLive. Deux fréves dissipent, lun les — de son bien,
7

ot Lautre les  du sien. La différence de leurs dépenses est 237 [r.
o
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et la somme de ce qui leur reste est 2220 fr. Quels étaient
leurs biens ?

- . . . 2 .
Représentons par @ ety les biens cherchés; — x, % J expri-
7
4

b )

- x5 - J
ment les depenses des deux ireres ar consequenl — x, — 1
1ent les dépe les deux f , et éq . : y
J

expriment ce qui leur reste; nous aurons dong

3 2 ¢ 4
= e Y =200, TR B MR PO
7 Om 2 b T
el, en chassant les dénominateurs,
152 — 14y = 8295, 20% - 21y= 77700.

Ajoutant d’abord ces équations, aprés avoir multiplié (256) la

premiére par 3 et la seconde par 2, il vient
852 =180285, d'oit r=2a12r1.

Retranchons maintenant la premiére de la seconde (256), aprés
les avoir multipliées respectivement par 4 et par 3, nous aurons
119y == 199920, d’ot = 168o0.

Le bien du premier était donc 2121 fr., et celui du second
1680 fr.

264. ProBLEME. Plusieurs personnes jouent ensemble et con-
viennent que lenjew sera 1 fr.; le jew étant terminé, deux
Joueurs se retirent, 'un avec un gain de 39 fr., et lautre avec
une perte de 1 fr.; le premier se rappelle d’avoir gagné 1o
parties, et le second 2. Combien y avait-t-il de joueurs et com-
bien ont-ils joué de parties ?

Soit « le nombre des joueurs et » celui des parties joudes; il
est clair que chaque joueur débourse autant de francs que l'on
Joue de parties, c'est-d-dire » fr., el que celui qui gagne une
partie en retire autant de francs qu'il y a de joueurs ou z fr.
Cela posé, le gain du joueur qui gagne 10 parties est représenté
par rox—y, el y—2z désigne la perte de celui qui n'en a gagné
que deux. On a par conséquent

102 —y = 39, r—ox=1;
équations d'ott I'oni déduit (253)
y7=102—39,  y=o2z+41,
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et par suite L
100 —39=12z 1, doit z=5.
Substituant z=>5 dans y=2z--1, on trouve y=1I.
Il y avait donc 5 joueurs, et ils ont fait 11 parties. Les va- 4
leurs =5 et y=11 vérifient les équations du probleme sans '
i satisfaire @ son énoncé; en effet, puisque le premier joueur a E

gagné 10 parties et le second 2, le nombre des parties jouées ne
peut étre plus petit que 12, et ne peut conséquemment égaler r1.
Ce probléme est donc insoluble.

Si I'on résout le méme probléme, en remplacant les données
39, 1, 10, 2, par celles-ci 43, 5, 7, 3, il devient soluble, et
I'on trouve = 12, y=41. ]

965. Prosuime. Un marchand vend : 1° 16 bouteilles de vin
de Champagne, 7 de vin de Bourgogne et 10 de vin d’Arbois
pour 8o fr.; 2° 8 bouteilles de vin de Champagne, 9 de vin de
Bourgogne et 5 de vin d'Arbois pour 51 fr.; 3° 6 bouteilles de
vin de Champagne, 3 de vin de Bourgogne et 2 de vin d’Arbois
pouv 2g fr. Combien coite une bouteille de chaque espéce de
vin ? .

Soient z, y et 5 les prix respectifs d'une bouteille de vin de '
Champagne, de vin de Bourgogne et de vin d’Arbois ; nous for-
merons immédiatement les trois équations suivantes |

162 - 77 4 105 = 8o,
8z +qgr-+5z="b1,
6x+3y-+22=29.

Pour éliminer z, il suffit de retrancher successivement les deux '
derniéres de la premiére, aprés les avoir multipliées par 2 et |
par 5, ce qui donne

—11y=——23, — 14z —8y = —65;
I'une de celles-ci fournit y==2, et, en substituant dans I'autre,
on trouve z=23,50. Portant ces valeurs de z et de dans l'une |
des équations initiales, on en déduit z=1. .

Ainsi, la bouteille de vin de Champagne cotite3 [r. 503 celle
de vin de Bourgogne, 2 [r.; et celle de vin d'Arbois, 1 fr. |

966. ProsLive. Le gouverneur d’une place assiégee se trouve i
d la téte de trois détachements : Uun de grenadiers, Pautre de |

|

&

e g e ettt
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voltigeurs et le troisidme de fusiliers. Il veut faire une sortie
avec un seul detachement, et, pour encourager sa troupe, il
promet une récompense de 2703 fr., qui sera distribuée sur le
pred suivant : chaque homme du détachement qui domnera,
recevra 3 [r., et ce qui restera de cette somme sera ¢galement
partagé entre les hommes des deux autres détachements; or, il
arrive que, suivant que les grenadiers, les voltigeurs ou les
fusiliers sortent de la place, les soldats des deux autres déta-
chements recoivent 1 fr., 1 fr. 5o ou o [r. 75. De combien
d’hommes chaque détachement était-il composé ?

Si I'on représente par = le nombre des grenadiers, par » celui
des voltigeurs, et enfin par z celui des fusiliers, les trois condi-
tions du probléme, écrites algébriquement, fournissent immédiate-
ment les équations

3z4y+ z=12703,
3r—+1,50.241,50.5=2703,
3240,75.2~40,75.y =2703.

L "
Multiplions la seconde par % et la troisieme par —3L, afin de

chasser les fractions décimales et de simplifier; ce systéme d’é-
quations devient

3z+r—s=12703,

2y +a+z=1802, ()

4z 42—y =3604;
éliminant successivement z entre la premiére et les deux autres,
il vient

2Z —)y=gqoI, 11243y =7208;
éliminant » entre ces nouvelles équations, on trouve
172=gQ11, d’ot1 x =583,

et, substituant cette valeur dans I'une d’elles, » = 265. Portant
enfin #=>583, y =265 dans I'une des équations (j), on en con-
clut z=68g.

Il y avait done 583 grenadiers, 265 voltigeurs, et 689 fusi-
liers.




128 PRINCIPES

IV. Résolution de plusieurs problémes dont les données sont
algébriques.

967. ProsLime. Un oncle légue son bien @ l'un de ses amis,
a condition quw'il donnera a fr. d chacun de ses neveur, et b fr.
4 chacune de ses nidces; le légataire, pour remplir la volonté
du testateur, paie ¢ fr.; si oncle avait exigé qu'il donndt b fr.
a chacun de ses neveux et a fr. d chacune de ses micces, le
légataire aurait payé d fr. Combien cet oncle avait-il de neveur
et de niéces?
Désignons par x le nombre des neveux et pary celui des niéces;
les deux conditions du probléme fournissent tout de suite
ax + by =c¢, bx+ay=4d; (k)
ajoutant ces équations, 1° aprés avoir multiplié la premiére
par a et la seconde par — b; 2° aprés avoir multiplié la premiére
par — b-et la seconde par a; on trouve
(a* — b* x=ac—bd, (a*—b%)y =ad—be;
équations d'out I’on tire :
~_ ac—bd ad—be
. @b N L
Ces formules peuvent se melire sous une forme trés élégante;
pour y parvenir, ajoutons et retranchons les équations (k) membre
a membre, il vient
(a+ bz +(a+byr=c+d, [a—blz—(a —bly=c—4d;
et, en divisant la premiére par a--b et la seconde par a— b,
Al B L
ek gl e
or, connaissant la somme et la différence de deux quantites (5),
la plus grande s'obtient en ajoutant la demi-somme a la demi-
différence, et la plus petite en soustrayant la demi-différence
de la demi-somme : donc
1 ¢c+d 1 c—d 1 ctd 1 c—d

— e S , ¥= =
2 a+0b 2 ga—0b " * 2 a0 2 a—b

z-try, z—y, a,y étant essentiellement des mombres entiers,
c+d ec—d

il faut, pour que le probleme soit soluble, que T a=—p

T —— 1

soient des nombres entiers, tous deux pairs ou impairs.

.
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Posant ¢ =200, b =250, ¢=26bo, d=2750 dans ces der-
niéres formules ou dans celles d’abord obtenues, on trouve r=q,

== J.

268. ProsLiME. Une personne, ayant des jetons dans les
deuxz mains, en fait passer a de la main droite dans la main
gauche, et alors il s'en trouve m fois plus dans la dernidre
que dans la premidre; si cette personne eilt fait passer b je-
tons de la main gauche dans la droite, il s'en serait trouve
dans la main droite m fois plus que dans lautre. La-dessus,
on demande combien 1l y avait de jetons dans les deuz mains.

Soit  le nombre des jetons de Ja main droite et y celui des je-
tons de la main gauche. Aprés le premier passage, il y a 2—aq
jetons dans la premiére main et -« dans la seconde, et I'on a,
en vertu de 1'énoncé, :

m@—a)==y~4a ou mx—y=aqa(m-41); (1)
si le second passage avait lieu, la main droite contiendrait 44
jetons, et I'autre > — b, et I'on aurait aussi, d’aprés I'énoncé,
m(y —bl=az—+b ou myr—z=b(m-4-1); (m)
ajoutons deux fois les équations (1) et (m), 4° aprés avoir mul-
tiplié la premiére par m; 2° aprés avoir multiplié la seconde par
m; il vient

(m*—1)x=(ma—+-b)(m+ 1), (m*—1)y=(mb —+a)(m—1),
d’oir, en observant que m*— 1= (m 1)(m—1) et en divisant
les deux membres de chaque équation par m--1,

ma+b  mb+ta
Sl T g ey m—i’
et, en effectuant les divisions,
oy 810 bl a-+b
g 88 e AL e % m—r

Le probleme ne sera soluble que dans le cas oi a—b sera exac-
tement divisible par m — 1.
Si I'on suppose a=17, b==11, m= 10, on trouve r==xq et
=,
269. ProsLimE. p livres d'or, p livres d’argent, p livres d’ar-
gent recouvert d'or, pesées dans U'eau, perdent des parties de
9
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lewrs poids respectivement égales @ a, b, ¢ livres : de quelles
quantités d'or et d'argent sont composées ces p livres dar-
gent doré?

Soient z et » ces poids d'or et d'argent; on a d'abord

L e

Maintenant, puisque p livres d’or et p livres d’argent pesées

dans l'eau, y diminuent de a et b livres, il est cLur qu'une livre

. b
d’or et une livre d'argent y diminueront de -; et s livres, et

que par conséquent les = livres d'or et les o livres d’argent per-
dront, dans les mémes circonstances, des parties de leurs poids
] ]

égales a % et % livres; de la résulte I'équation

—J——bpl =c¢ ou az - by=ecp.

La résolution des deux équations précédentes conduit aux for-
mules .
b—rc c—a %
EMigE=g ?' T
(’est & peu prés de cette maniére qu'Archimede résolut le cé-
I3bre probléme de la couronne de Hiéron, roi de Syracuse.
L'histoire rapporte que ce dernier, ayant donné 18 livres d'or
A un ouvrier pour fabriquer une couronne, soupconna, lors-
qu'elle lui fut apportée, qu'elle n'était que d’argent recouvert
d’une épaisse feuille d’or; Archiméde, pour s'en convaincre sans
endommager, pesa dans l'eau cette couronne, 18 livres d’or et
18 livres d’argent, et trouva que leurs poids y diminuaient res-

. . . . I oL P,
pectivement de 1 liv. %, 1 liv. et ¢ liv. ~. Pour déduire de ces

résultats les quantités d'or et d’argent dont la, couronne était
composée, il sufﬁt de faire dans les formules précédentes a =1,
b=1 :;—,c =1 -:,;, et p=18; elles donnent x= 6, y = 12.
Cette couronne était donc composée d’un tiers d’or et de deur
teers d’argent.

270. ProsLime, Un ouvrier gagne a [r. par jour quand il
travaille avec sa femme, et b fr. quand il travaille avec son
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fils; quand il se repose, sa femme et son fils, en travaillant
ensemble, gagnent c fr. par jour: quel est le gain Journalier
du pére, de la femme et du fils?

Soient =, y, z, ces trois gains; nous aurons évidemment
zt+y=a, z+2=0b, y+z=c.
L’élimination des inconnues peut se faire ici trés rapidement :
il suflit pour cela d’ajouter successivement deux des trois équa-
tions, et d’en retrancher celle qui reste; on obtient par ce procédé

a+b—c ate—b  b4c—a
2 i 2 e o .

271. ProsLinE. Trois joueurs de force inégale, conviennent
que le gagmant recevra des deux autres, savoir : a fr. si ce
gagnant est le premier joueur, b fr. si ¢’est le second,
¢ [r. si c'est le troisibme. Aprés d parties, ils sont dans le
méme cas que s'ils entraient au jew. Quel est le nombre des
parties gagnées par chaque joueur? :

Soient z, 7, z les nombres de parties gagnées par le premier,
deuxiéme et troisieme joueur; avec un peu d’atlention, on éta-
blit, au moyen des conditions du probléme, les quatre équations

z+y+z=d,
20x — by —ex5=o, p
aby —axr —cz=o, (n)
az—ar—br=o;
la derniere n'est qu’une conséquence des deux précédentes,
comme on peut s'en assurer en les ajoutant; il n’y a donc réel-
lement que trois équations.

Retranchons successivement la troisiéme et la quatriéme de la

deuxiéme, il vient
dax—3by=o, 3ax—3cz=o0,

o

ou bien
ax—by=o, ax—czi=o;

@

3 i o i ! a .
équations d’ou I'on tire y = 5 z el z= ) et, en substituant

dans la premiére des équations (n), on trouve

x—}—gm-]—%x:d, oy »— e

ab -+ ac+ be’
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on en déduit aisément
acd abd

-
-

y=ab—}—ac-{—bc’ T abF acFbe

V. Exercices.

272. Résoudre successivement par les trois procédes d’éli-
manation les deux équations 122z —35y =4, 66z} 21y=>5.
35 34
TG = T
273. Résoudre les trois équations
ar—by=¢, ar—bz=c¢, az—br=c.

ﬂ‘—

Rép 3 =

Bt o a0 e o
SR = S ORIl NN e

27%. PropLiME. On a payé 9547 [r. pour la rangon de 22
militaires, tant officiers que sous-officiers, d raison de 750 [r.
par chaque officier et de 341 fr. par chaque sous-officier. Com-
bien y avait-il d'officiers et de sous-officiers ? Rép. Il » avait
5 officiers et 17 sous-officiers.

275. ProsLiME. Deux joueurs étant d’inégale force, le plus
fort joue 5 fr. contre 3 [r.; aprés 13 parties, le plus faible
doit au plus fort 31 fr. Combien chacun a-t-il gagné de par-
ties ? Rép. Le plus fort a gagné 12 parties et le plus faible 1.

276. ProsLimE. Pierre et Paul ont chacun un certain nombre
d’écus. St Pierre donne un de ses écus @ Paul, ils en ont au-
tant U'un que Uautre; mais si Paul donne un des siens d
Pierre, ce dernier en a deux fois plus que lui.: combien Pierre
et Paul ont-ils d’écus ? Rép. Pierre a 7 écus et Paul 5.

277. ProBriME. Un marchand n'a que deuwx espéces de vin, I
lun @ 13 sous le litre et Uautre a 7 sous : comment dovt-il les §
mélanger pour faire 24 litres de vin d g sous le litre ? Rép. Ce |
melange doit étre composé de 8 litres du vin a 13 sous, et
de 16 litres de celui d 7 sous.

278. Prosuime. Une personne ayant placé 522 [r. et 451 fr.
d deur taux différents, retire annuellement de la premiére
somme 18 fr. bo de plus que de la seconde. Si elle eiit placé
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la seconde au méme taux que la premiére, et la premidre au
méme taux que la seconde, cette dernidre lui rapporterait
10 fr. 69 de plus que autre. Quels sont ces deuz tauz?
Rép. Le premier tauz est 7 fr. et le second 4 [r.

279. ProsLiMe. On a trois lingots dans chacun desquels il
entre de Uor, de Pargent et du cuivre. Lalliage du premier
est tel que, sur 16 onces, il y en a 7 d'or, 8 d'argent et 1 de
curvre. Dans le second, sur 16 onces tly en ab dor, 7 d'ar-
gent et 4 de cuivre. Dans le troisiéme, sur 16 onces, il y en a
2 d'or, g d'argent et 5 de cuivre. On demande ce qu’il faut
prendre de chacun de ces trois lingots pour en former un

13 ; k : i hat 10
quatrieme qui, sur 16 onces, contienne 4 onces T d'or, 7 T
16 1

d'argent et 3 i{) de cuivre ? Rép. Pour former 16 onces du
1

quatrieme lingot, il faut prendre 4 onces du premier, g du
second et 3 du troisiéme.

280. Propiive. Une troupe de comédiens donne dans une
ville trois représentations, dont les recettes s'élévent respec-
twement d 294 fr., 226 fr. o5, 247 fr.95. A la premidre re-
présentation, il y avait 1oo personnes aux premiéres places,
05 aux secondes et 64 au parterre. A la deuxiéme, 61 per-
sonmes aux premieres, jo aux secondes et 43 au parterre; en-
fin, a la roisiéme, 30 personnes auz premiéres, 111 aux se-
condes et 81 au parterre. Quels sont les priz de chaque espéce
de place ? Rép. Ces priz sont 1 fr. 8o, 1 fr. 20, o fr. 75.

281. Prosrive.  Trois personmes jouent ensemble; dans la
premicre partie, le premier joueur perd avec chacun des deux
autres aulant que chacun avait d’argent; dans la seconde
partie, c’est aw second joueur que chacun des deuwr autres
gagne autant qu'ils ont déja d'argent; dans la troisiéme par-
tie, le premier et le second joueur gagnent chacun au troi-
siéme autant d’argent qu'ils en ont. Ils cessent alors de Jouer
et se retirent chacun avec 48 fr. : combien chacun avait-il
en entrant au jew? Rép. Le premier avait 8 fr., le second
42 fr. et le troisiéme 24 fr. '

282. ProBLiME. Un mombre est tel que la somme des quaire
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chiffres dont il est composé est 17; si lon supprime successive-
ment le premier, le deuzidme et le troisiéme chiffre a droite,
et si Pon vetranche les trois nombres ainsi formés du pre-
mier, les restes sont 6358, 6360, 6300. Quel est ce nombre ?
Rép. Ce nombre est 7064.

CHAPITRE 1IV.
DISCUSSION DES PROBLEMES.

I. Considérations générales.

983. Nous avons eu occasion de remarquer, dans les deux
chapitres précédents, que les valeurs des inconnues, tirées des
équations d'un probleme, ne convenaient pas toujours a son
énoncé. Pour peu que I'on réfléchisse, on explique aisément cette
circonstance; en effet, il est manifeste que les valeurs des in-
connues, déduites d'un systétme quelconque d’équations, ne
peuvent généralement vérifier que les conditions qui y sont ex-
primées; si donc certaines conditions ont 66 omises ou ne sont
pas susceplibles d’étre rendues algébriquement, ces valeurs ne
pourront y satisfaire, et le probleme sera insoluble.

Que la nature de la question, par exemple, impose a I'une des
inconnues, la condition d'dtre positive ou entidre ou bien celle
d'étre plus grande ou plus petite que tel ou tel nombre donné
(235), (237) et (264); aucune de ces conditions ne saurait étre tra-

duite en algébre, et par suite, les équations du probléme ne sont -

qu'une expression incompléte de son énoncé; la valeur de cette
inconnue, si toutefois les données n'ont pas été préparées, pourra
donc étre négative ou f[ractionnaire, ou bien sortir des li-
mites assignées, et cette seule circonstance suffira pour rendre la
question insoluble.

Les considérations précédentes nous permettent de poser en
principe que les valeurs des inconnues, tirdes des équations
d’un probléme, ne vérifient généralement que les conditions
qui y sont exprimees.

Les questions qui conduisent & des solutions négatives, méritent
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surtout d'étre examinées avec soin; nous en ferons par consé-
quent Fobjet d’'un article particulier, dont tout le reste du cha-
pitre offrira de nombreuses applications.

IL. Sur les solutions négatives.

284. Nous allons d’abord énoncer le principe relatif aux solu-
tions négatives; puis, nous le vérifierons par quelques exemples;
enfin, nous en donnerons une démonstration générale.

Lorsque Pune ou quelques-unes des inconnues d'un pro-
bleme du premier degré ont des valeurs négatives, on peut en
conclure que son énonce est vicieux; il se présente alors deux
cas, suivant que ces inconnues sont ou ne sont pas suscep-
tibles d'étre interpreétées dans des sens differents :

Dans le premwr, il est possible de rectifier Uénoncé, en
donnant a ces inconnues des acceptions contraires a celles
qu'elles avarent d'abord; et lewrs valeurs primitives, abstrac-
tion faite des signes, répondent auw nouvel énonce;

Dans le second, il est impossible de rectifier I'énoncé, et la
question est tout-a-fait insoluble.

285. ProLiME. Un pére a 51 ans et son fils 27 : dans com-
bien d’années U'dge du pire sera-t-il double de celui du fils ?

Soit & ce nombre d’années; aprés ce laps de temps, I'dge du
pere sera 51z et celui du fils 27-—}—:5 et I'unique condltmn du
probléme donncra

+x=2(27+42) ou 51-}tz=>54-}ox;
équation d’oli I'on tire z=—3. Un certain nombre d’années ne
peut étre négatif; cette valeur négative de l'inconnue indique
donc un vice dans I'énoncé; pour le rectifier, il suflit de prendre
I'inconnue dans une acception opposée et de I'établir ainsi : un
pére a Svans et son fils 27 : combien y a-t-il d’années que
Pdge du pere était double de celui du fils?

Supposons que cette condition ait été remplie il y a  années; a
cetle époque le pere avait 51—z ans et le fils 27—, et par
conséquent

Sy—zx=a(27—1x) ou 51 —a="54—2z;
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équation d’out I'on déduit =3, Il y a donc 3 ans que U'dge du
pere était double de celui du fils; effectivement, a cette époque
le pére avait 48 ans et le fils 24.

On peut remarquer, conformément a la premiére partie de
notre principe, que la nowvelle valeur de linconnue =3 ne
differe de lancienne x=—3 que par le signe.

986. Propuime. Deux joueurs possédent lun a fr. et lautre
b fr.: quelle somme le premier doit-il gagner aw second, pour
que leurs biens respectifs soient entr’eur dans le rapport de
mdan?

Soit z cette somme; le bien du premier sera exprimé par a—-a,
celui du second par b—a, et nous aurons, en vertu de 1’énoncé,
atz:b—axiimin,

et, en égalant le produit des extrémes a celui des moyens,

n(a 4 z)=m(b —z) ou na+nr=mb—mz;
mb —mna
m -+n
cas, suivant que mb est = ou = ou << na.

1° Si mb=>na, la valeur de = est positive et le probléme est
résolu dans le sens de son énoncé.

2° Si mb=mna, x=o0; ce qui doit étre, puisque, de I'hypo-
thése, on déduit la proportion @ : b :: m : n.

3° Si mb<na, mb—na est négatif et par suite la valeur de
a est aussi négative. Cette circonstance dénote un vice dans Ué-
noncé; pour le rectifier, il faut prendre I'inconnue en sens con-
traire, ¢'est-i-dire, lui faire désigner une perte au lieu d'un gain;
on doit donc alors poser la question de cette maniére : deux
joueurs possédent l'un a fr. et Uautre b [r.: quelle somme lo
premier doit-il perdre en jouant avec le second, pour que leurs
biens respectifs soient entr’eur dans le rapport de m d n?

En représentant cette perte par , on aura visiblement

a—z : b4z ::m:n, ot na—nr=mb-+mz;
na— mb
m-+n
tive, puisque mb < ma par supposition; elle est égale, aw signe

prés, a la valeur de X obtenue en premier liew.

287. Prosrime. A la suite dune inondation, il est tombé

équation d’ott I'on conclut @ = . 11 se présente ici trois

équation d’ou I'on tire z = ; cette valeur de x est posi-
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dans un méme jour la moiti¢ des maisons d’une ville; il en
est tombé le tiers-le lendemain, et le quart le surlendemain;
il w'en reste plus que 51 sur pied. De combien de maisons
cette ville était-elle composée avant I'inondation ?

Soit # le nombre des maisons de cette ville avant I'inondation ;

la moitié, le tiers, le quart de ce nombre sont exprimés par
R AR
2’ 3) 4)
&x b T - »_n ~
et 'on a —+:§—}—7+:Jl=.i“,d01.[.r=——blz.
Ao il

La valeur de l'inconnue étant négative, le probléme est mal
proposé; et comme d’ailleurs un certain nombre de maisons ne
peut étre pris dans une acception opposée, il s'ensuit qu'il est
impossible de rectifier I'énoncé; conséquemment, la question est
insoluble.

288. DivonstratiON. 1l n'y a lieu a démontrer que la premiére
partie du principe précédent.

Désignons par z, y, elc., u, v, elc., les inconnues d’une ques-
tion quelconque du premier degré; supposons que I'on ait obtenu
pour les unes des valeurs négatives = —a, y =—1b, elc., et
pour les autres des valeurs positives w=m, v =n, etc., et que
par suite cette question soit insoluble. Je dis qu'en rectifiant
Pénoncé de maniére que les inconnues =z, y, etc., dont Jes va-
leurs sont négatives prennent des acceptions opposées, le pro-
bleme deviendra soluble, et que les valeurs z=a, y = b, etc.,
u=m, v==mn, elc., satisferont au nouvel énoncé.

En effet, les équations que I'on obtiendra, si I'on résout ce nou-
veau probléme, peuvent se déduire de celles du premier, en y
changeant les signes des inconnues dont on change le sens, ¢’est-
a-dire en y remplacant z, r, etc., par —z, —y, ete.; or, posons
un instant —z= ', —y=7"', etc., et substituant dans le se-
cond systeme d’équations, nous retomberons visiblement sur le
premier systéme, dans lequel cependant les letires z, r, etc., au-
ront été remplacées par 2, »', etc. On retirera donc, par hypo-
these, de ces derniéres équations

g'=—a, y'=—0, elc., u=m, v=mn, elc.;
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1 ou bien, en substituant — z, —, etc., a 2', »"', ete. 4
, —z=—a, —y=—20b, etc., u=m,-v=mn, elc.
d'ont
r=a, y=="=, ete., u=m, v=mn, elc.
ce qu’il fallait démontrer.

i 289, Tout probleme a une seule inconnue peut étre envisagé
I sous autant de points de vue que U'équation a laquelle il con-
duit renferme de lettres; car on peut considérer successivement
toutes ces lettres, hors une seule, comme connues, et déterminer
celle qui reste au moyen de I'équation. Ainsi, la question du
(n° 286), qui a conduit & 'équation na - nz = mb—max, peut
étre variée de cing manieres, suivant que I'on prend pour incon-
: nue x, a, b, m ou n.
| En général, quand un probléme conduit & plusieurs équations,
d on peut regarder comme inconnues un nombre de lettres égal a
| celui des équations et toutes les autres comme connues.
; 290. La remarque faite dans le numéro précédent, nous per-
met d'appliquer aux quantités connues tout ce qui a été dit re- 8
lativement aux quantités inconnues; de la cet autre principe :
Lorsqu'un probléme a ¢été résolu, et que lon change son
énoncé de. maniére que quelques-unes des données prennent
des acceptions contraires @ celles qu’elles avaient d’abord, il
suffit de changer dans les résultats les signes de ces donndes.
_ Appliquons cette régle au probleme suivant.
H 290. ProsLime. Un pécheur, afin d'encourager son fils, lus
promet a décimes par chaque coup de filet heureus, et b deéci-
mes par chaque coup infructueus; aprés ¢ coups, le pére dout
d décimes @ son fils. Combien y a-t-il ew de coups heureux et
de coups infructueur ? _
Soil  le nombre des coups de filet heureux et y celui des coups !
infructueux; on a d’abord 4 y==c. Les x coups heureux et les
y coups malheureux rapportent respectivement au fils du pé-
cheur az et by décimes, et par conséquent az - by =d.
On trouve, par la résolution des équations précédentes,
d—be o ac—d

= ——nr _—
R T G
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Le probléeme ne sera soluble que lorsque ces valeurs seront
entiéres et positives; cette derniére condition exige, dans le cas
oll @ est = b, que d soit = be et < ac.

Transformons actuellement I'énoncé de cette sorte : Un pé-
cheur, afin d’encourager son fils, s'engage a lur donner a de-
cimes par coup de filet heureux, mais ausst a lui retenir b de-
cimes par coup infructueux. Aprés ¢ coups, le fils doit d son
peére d décimes : combien y a-t-il euw de coups heureux et de
coups malheureuzx ?

Sans qu’il soit besoin de faire de nouveaux calculs, il suffit de
changer, dans les formules auxquelles nous venons de parvenir,
les signes des quantités b et d qui ont pris des acceptions opposées;
remplacons donc b et d par — b et — d, il vient

_ A(—d)—=(—=b)e | 1ge==(~=d)
i by v amg gl "= a—[—0)’
ou
__be—d _act-d,

e Y N el ST 5
c’est aussi a4 quoi l'on parvient, comme il sera facile de s'en
assurer, en résolvant directement la question.

Si d est > be, la valeur de x est négative; celle de y reste po-
sitive, mais elle n’en est pas moins inadmissible : en effet, de I'iné-
galité hypothétique d = be, on déduit aisément ac—~d = ac - be

ac—-d

a-t+b

ou =¢, clest-a-dire y = ¢, ce qui est impossible.

III. Problémes des courriers.

R A B R

291. Deux courriers partent au méme instant des points A
et B, distants de d lieues ; le premier fait a lieues dans une
heure, et le second en fait b: a quelles distances des points A
et B se rencontreront-ils, et aprés combien d’heures?

Nous distinguerons deux cas : celui ol Jes courriers se dirigent
dans le méme sens, et celui o1 ils se dirigent en sens contraire.
Examinons d’abord le premier.

1" Cas. Supposons, pour fixer les idées, que les deux cour-
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riers se dirigent de gauche & droite, et soit R le point ol ils se .
rencontrent.

Représentons par z et » les distances AR et BR exprimées
en lieues; la figure fournit immédiatement AR —BR = AB ou
e—y=d.

Le premier courrier, faisant @ lieues dans une heure, mettra i
autant d’heures pour parcourir = lieues que @ contient de fois a,

S AR R : ;
c'est-a-dire — heures. Le second courrier, pour parcourir y
a

lieues, mettra de son cbté 2 heures. Or, les deux courriers,

b
partant en méme temps des points A et B, ont voyagé le méme \
. T :
nombre d’heures lorsqu'ils se rencontrent : donc — = 51 t
a@

Résolvons les deux*équations du probléme,

& Y e
et S d_', —_= (g
T—y et R L) |
; a f
on tire de la seconde x = 5 et, en substituant dans la pre- "
miere, il vient
a o bd
_5_3___7:4, do"‘r_a—J;'

: : . a
Portant cette valeur de y dans l'expression x= 3 on

trouve
sl bd R ad
— 35T g

Le nombre d’heures écoulées avant la rencontre étant exprimé

% a a4 ou
ar —, ser — :
e ala—0b) a—0b 1

Substituons, afin de vérifier, les valeurs des inconnues a et
a dans les équations (a); elles deviennent
ad bd ' - adules 15 eibd iy
a—b a—b ' ala—=b) 'bla—b)’

égalités qui se réduisent a celles-ci
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a—b d d
a_bct-—d ou d=d, o g,
Pour faire une application des formules précédentes, posons
d =100, a=y, b=12; il en résulte

e Tedon B P
= e = 140, S =, =4o;
100

ou 20 heures,

le temps écoulé avant la rencontre est =
7——.

Discussion. Trois cas se présentent naturellement dans la dis-

cussion des formules z — —2¢_ et y= . - 1° a=b;
a—b a—b

2 g=b: 3 a<b; ou, en d’autres termes, le premier eourrier
va plus vite que le second ou aussi vite ou moins vite,

1° @>b. Le dénominateur a—b étant positif, en vertu de
T'hypothése, les valeurs de z et de y seront aussi positives, et /e
probléme sera résolu dans le sens de son ¢noncé. On congoit
en effet que la vilesse du premier courrier étant plus grande que
celle du second, la distance qui les sépare décroit & mesure que le
temps s'écoule, et quenfin elle doit finir par s’annuler.,

Si d=o, les formules deviennent =0, y=o0. Les courriers
se rencontrent donc au point de départ qui leur est commun, ce
qui d'ailleurs est évident.

2° a==10. Les formules fournissent z — %d, y= iBil;; pour
4]

interpréter ces résultats, remarquons que les fractions

bd
a—1b
points de départ, acquiérent des valeurs de plus en plus grandes,
a mesure que la différence @ —b des vitesses des deux courriers
diminue et converge vers zéro. Enfin, lorsque @ —b=o, ou,
ce qui revient au méme, lorsque a =4, ces valeurs surpassent
toute quantilé assignable et deviennent infinies (82). Les expres-
sions &= oo, y = o indiquent que les courriers se rencontrent

db et

qui expriment les distances du point de rencontre aux

. aprés avoir parcouru des espaces infinis, ou mieux, qu'ils ne

peuvent jamais se rencontrer. Le probléme est donc impossible.
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11 est visible en effet, que les deux courriers al
sens et également vite, conservent toujours en
stance initiale et ne peuvent se joindre. Il sont
le méme cas que la grande et la petite roue d'une vo
vement.

Dans Thypothése actuelle, la seco

i
devient — = Y ou i)
a a

ere z—y=d, puisqu’il y a égalité entre les
ité entre les derniers.

lant dans le méme
tre eux leur di-
absolument dans
iture en mou-

nde équation du probleme

— o0, équation évidemment contradic-

toire avec la premi
premiers membres et inégal

Supposons maintenant que I'on aita la fois a=0b e
formules

td=o; les

o ad L i bd
=g b hden e —

ole

Y et

donnent = =
0

isé par zéro est un nombre arbi-
oduit de ce nombre par le diviseur
(6%). Les courriers se rencon-

or, le quotient de zéro div
traire, car, en faisant le pr
zéro, on retrouve le dividende zéro
trant aprés avoir parcouru des espaces quelconques, se trouvent
toujours ensemble et par conséquent le probléme est indéterminé;
il est d'ailleurs manifeste que cela doit &tre ainsi, puisqu'ils par-
tent au méme instant du méme point et quils se dirigent dans le
méme sens avec des vitesses égales.

En verta des deux suppositions précédentes, les deux équa-

tions du probleme x—y=d et % — % rentrent l'une dans

Pautre, car elles se changent en
e 3
I o e i U i At
J s = i

3 @< b. Le dénominateur a—b étant négatif, les valeurs de
2 et de y sont aussi négatives ot cette circonstance indique un
vice dans Uénoncé; les courriers ne sauraient effectivement se
rencontrer, puisque le premier marchant plus vite que le se-
cond, leur distance respective croit 4 chaque instant au lieu de

diminuer.

Pour rectifier Pénoncé, il suffit de supposer que les courriers
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se dirigent de droite & gauche, de sorte que le courrier dont la
vitesse est la plus grande court apres celui dont la vitesse est la
plus petite, et que la rencontre ait lieu en un certain point R',

Afin d'obtenir les formules relatives i cette hypothese, il faut,

z ad bd .
dangles expressions 2= E__bet PG changer les signes

des quantités a, b, z, 4, qui prennent des acceptions 0pposées ;
on trouve par ce moyen

.—ad . —bd
T —arth gl Syt

ou, en changeant les signes des deux membres de chaque équation,
et écrivant les termes positifs des dénominateurs les premiers,

ad bd

5w b—a’ Yo b—g’

2¢ Cas. Imaginons actuellement que les courriers se dirigent
én sens contraire; savoir, le premier de A en B et Je second de
B en A; il sera inutile, d’aprés les principes établis, de remetre
le probléme en équation ; il suffira de rem placer dans les formules
du premier cas les quantités & ety qui changent de sens par — b
et —y, ce qui donnera

Ao ad S feaslnd s | ¢ o= bd
e A ST ET
Le temps écoulé avant la rencontre est
d d

— om —
a—(~b)’ a-t-b

Les valeurs des inconnues étant positives, quel que soit le
rapport des vitesses @ et 4, les courriers se rencontreront essen-
tiellement et le probléme sera toujours determine.

Si a=1, ces formules prennent Ia forme

ad d ad d
= — =— — Y= — = — ; i
24 2 24 2 I

Ce qui indique que le point de rencontre est le milieu de la
droite AB.

Posant d=60, a=17, b=5, dans les formules relatives au
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deuxiéme cas, on trouve que =135 lieues, et y =25, et qu'il
gécoule 5 heures avant la rencontre.

Enoncés de quelques questions relatives aw probléme des
COUTTIETS.

992. PropLine. Un lévrier poursuit un lidvre qui a swr luy
une avance de d pas; le lévrier fast m sauts, tandis que le
lidvre fait n pas, et p sauts égalent q pas. Combien le pre-
mier fera-t-il de sauts avant datteindre le second, et combien
ce dernier fera-t-il de pas avant d’étre atteint ?

Rép. Le lévrier et le lievre feront

mpd )
PC__ sauts, I'autre pas.

mg —np mq —mnp
993. PropLiME. Les aiguilles d'une monire marquent mide :
a quelles heures coincideront-elles?
Rép. Elles coincideront
2 3
5 heures —, 3 heures — ...12 heures.
II 11

I’'un

" 1
4 1 heure —,
11

90%. Proprive. A quelles heures les aiguilles d'une montre

sont-elles directement opposées?
7

; il
Rép. Elles sont directement opposeées & T heures, 1 heure -,

"

§ou,
o heures —, 3 heures 9 ... 12 heures —.
IX 11 Il

IV. Autre probléme.

995. Un bdton est en partie plongé dans Ueaw et en partie
hors de Ueau. St on le retire de a pieds, la partie dans I'eaw
est a la partie hors de Ueaw comme m : D. Si on Pavait seu-
lement retivé de b pieds, la premiére partie aurait été a la
seconde dans le rapport dep a q. On demande la longueur du
bdton?

Soit z la partie du biton plongée dans I'eau ety celle hors de
l'eau; suivant que l'on retire le baton de a ou de b pieds, les
parties dans Peau et hors de l'eau deviennent z—a €t y-a, ou
z—2b et y - b, et les deux conditions du probléme fournissent

r—a:ytaim:in, z—=b:y4bup:aq; (c)
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proportions d’olt I'on tire
X —na=my-t-ma, qr—qb=py-ph;
0u, en préparant ces équations,
nr—my = (m—nla, qz—py=(p-q)b.

Afin d'éliminer y, retranchons ces équations, aprés avoir mul-
tiplié la premiére par p et la seconde par m; nous aurons, en
dégageant = de son coefficient,

(m+n)pa—(p+ q)mb

np —mq
Si I'on détermine y par un procédé semblable, on trouve
(m+n)qa—(p+q)nb

np —mq

Actuellement, pour avoir I'expression de la longueur du baton,
ajoutons ses deux parties = et Yy ; et, afin de simplifier, réunis-
sons les termes affectés de m +n et de p—q; il vient

o4y M0 (P+qla—(p+ gm-n)b

np —myg

i

01‘

ou bien
_ (m4-n) (p4g)(a—3)
x4t y= :
np—mq

Discussion. Le numérateur de cette formule est toujours positif
en vertu de I'hypothése a > 4; mais le dénominateur peut étre
positif, nul ou négatif.

1° Si mp >myq, la valeur de z est positive et le probléme
détermine.

2° Sinp==mg ounp—mg=o, on a @+ y =00 et le probléme
est impossible. Afin de faire apercevoir la contradiction qui existe
entre les conditions de 1'énoncé, remarquons que de np = mg on
tirep:q :m:n, et qu'en comparant celte proportion aux pro-
portions (¢), on en déduit celle-ci, z — ¢ : ytaz—b:y4-bp,
qui est fausse, puisque le premier terme & —a est plus petit que
le troisiéme x— ) et que le second y 4 a est plus grand que le
dernier y - b,

Si I'on a & la fois np == mq et a= b, la valeur de = 4 y prend

(0] . . . " gt
la forme —)et la question devient indéterminée. Les deux con-
C

10
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ditions qu'elle fournit sont en effet identiques, car en substi- L
tuant @ & b et le rapport p : g d son égal m : m, la seconde des |
proportions (c) reproduit la premiere.

30 Si np<<mg, la valeur de z -y devient négative et par suite
le probléme insoluble. Pour mettre en évidence le défaut de I'é-
noncé, observons que I'inégalité np<<mg peut se melire sous la

forme p : g<<m : n et que de la résulte, i cause des proportions 5
(c), z—b:y+ b<a—a:y+a,ce qui est impossible en tant
que a est = b.

V. Probléme sur les alliages.

296. Un fondeur posséde a kilogrammes d'étain @ m fr. le
kilog., et b kilog. de cuivre d n [r.; il forme avec le tout
deuz alliages dont Uun vaut p [r. le kilog. et lautre q fr.:
on demande les poids des deuz alliages et les quantités d’étaim
et de cuivre dont chacun d'eux est compose.

Représentons par z le poids du premier alliage et par y celui
du second ; 1a somme des poids et y des deux alliages doit étre T
égale & celle des poids a et b des métaux dont ils sont composés;
1 donc z+y=a-b.
| Les z kil. de Talliage & p fr. le kil. valent px fr. et les » kil.
' i ¢ fr. valent gy fr.; en ajoutant ces deux quantités, on doit
trouver le méme résultat quen prenant la somme des a kil.
d'étain & m fr. et des b kilog. de cuivre & n fr. De la résulte

pr—tqy = ma-+-nb.

Afin de simplifier cette derniére équation, appelons ! le prix
d'un kilog. de Talliage formé avec les a kilog. d’étain et les b

kilog. de cuivre; nous aurons évidemment l:?%:—g)l{’. d'ou

ma-~nb=1(a-}b); ce qui ramene cetie équation a celle-ci
pz—+gr=I(a+"b).

Si I'on résout les équations ,

ztr=a+b; prtg=le+?b) (d)

on trouve

l—gq gl :
s (@0), ey (a+6). (e

T
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Soient maintenant s kil. et ¢ kil. les poids de I'étain et du cuivre

qui entrent dans le premier alliage dont le poids z vient d'dtre

déterming ; soient aussi u kil. et v kil. les choses analogues pour
le deuxiéme alliage dont le poids est y ; nous aurons

stt=u, (utv=y,
ms—-nt=pz; (mu o= qy;
équations d'otr I'on tire
N == p—n:c, (u-._—_ q_ny,
m—n m—n 0
t;-m-_pr:' )v#__‘_‘mh_qj;
m—n \ m—n

0u, en substituant  « et y leurs valeurs,

__ (p—n)(I—yq) _ (g=n)(p—0) ‘
<& \m—n)(p—q) (a+-8), = (m—n)(p—q) o6y
s (m—p) (1—q) (a4-0); R (m—_ q_)fp_—__f) (a-b).

(m—n)(p—q) (m—n)(p—q)

Discussion. Commencons parles formules (e), dans lesquelles
il est permis de faire P> ¢, puisque cela revient a supposer que
I'alliage énoncé le premier est le plus cher.

Le probléme ne sera soluble que dans le cas ot les valeurs de
et de y seront positives; il faut pour cela que I'on ait /—g > o
et p— 1> o, c'est-a-dire, que / soit compris entre petq.

Sil=p; r=a-4b et y=o:
Sil=yg; T=o0 el y=a-}b;
résultats qu'il était facile de prévoir.
Supposons maintenant p=g¢; on adans cette hypothése

l—p ., p—!
T atb), y— a+b), ou x=c0, y=— o0,
p_P["‘J.T » (a+b) ¥

Le probléeme est donc impossible. La derniére des équations (d)
devient en effet pr+py=lla+b) ou x  y— % (a1), équa-

tion ncompatible avec la premiére - y=a-}-b, & moins que
l'on ait I =p, auquel cas elles rentrent l'une dans I'autre. Dans
cette derniére supposition, les valeurs des inconnues se présen-

0 . . 3 WE
tent sous Ia forme — et la question est indeéterminée.
0
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Considérons actuellement les quatre formules (f), dans lesquelles
nous supposerons x et y’ positifs ou autrement { compris entre p
et ¢. Nous pourrons aussi y regarder m comme plus grand que n,
puisque I'étain est plus cher que le cuivre.

Les valeurs de s, ¢, u, v, ne seront positives que dans le cas de
p—n=>0, Mm—p=>0, ¢—N=>0, m—¢=o0, ce qui exige que les
nombres p et ¢ soient compris entre m et n. On peut donc dire que

le probléme sera possible et déterminé toutes les fois que p et q
: ma—nb
seront compris enire m et D el comprendront 1 ou '_ﬁ—:b—'

Examinons quelques cas particuliers.

: m—1mn m—m
Si p=m, s= z, 1= z ou s=x, t=0o.
m—mn m—n
Si g=n, u= sy /SRS Mm—R , ou u=o0, v=
7 ? m—n?"’ m—mn Y ; .

Dans la premiére supposition, le premier alliage ne contient pas
de cuivre, et dans la seconde, le deuxieme alliage ne contient pas
d’étain.

Si m=n; s, t, u, v deviennent infinis et la question est im-
possible.

Enfin, si m=n=p=g¢; les valeurs des inconnues sont de la

o % . ’ . =
forme e et il y a indétermnation.

: CHAPITRE V.

DISCUSSION GENERALE DES EQUATIONS DU PREMIER DEGRE.

997. Nous allons envisager les équations du premier degré
a-fait général et discuter les formules

endamment de toute question

sous un point de vue toul
auxquelles nous parviendrons, indép

particuliére. Ce chapitre sera donc, proprement parler, une
généralisation des trois précédents.
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L. Discussion des équations @ une seule inconnue.

298. Toute équation du premier degré @ une seule inconnue
est de la forme ax=Dh, a et b désignant des nombres entiers
positifs ouw mégatifs. Car, aprés avoir chassé les dénominateurs
d'une telle équation, puis transposé dans le premier membre
tous les termes affectés de I'inconnue, et dans le second tous les
termes connus, si I'on désigne par @ la somme des coefficients
de z, et par & celle des termes du second membre, elle prend la
forme az = b.

299. Prosiime. Résoudre I'équation générale ax =p; il
suffit pour cela de diviser les deux membres par a, ce qui donne

b

L= —

a

b : L
300. FORMATION DE LA FORMULE 7 =— e Le dénominateur

.

n'est autre chose que le coefficient de Uinconnue dans léqua-
tion, et le numérateur se déduit du dénominateur en y rem-
plagant ce coefficient par le terme tout connu. Cette remarque,
faite isolément, est insignifiante; mais elle mérite d'étre retenue
a cause de ce qui doit suivre.

301. Toute équation du premier degré d une seule inconnue
n'a généralement qu'une seule solution. Supposons que I'équa-
tion ax=10 ait deux solutions et soit vérifice par x=z"'et z=x"";
onaura ax'=b, azx"' =4, et en retranchant, a(z'—=z"")=—=o; or, un
produit de deux facteurs ne peut étre nul, & moins que I'un d’eux
ne soil nul, et comme ici on ne peut avoir généralement a=o,
il faut que 2' — z"'=o0, d'ott z' —=2"". Done toute équation, etc.

b e X
302. DISCUSSION DE LA FORMULE 2 — ;:—. Il faut distinguer trois

cas: 1° a n'est pas nul; 2° a==o0; 3° g=o0 et b—o,
1" Cas. Si @ n'est pas nul, la valeur de Iinconnue est finie;
positive ou négative, selon que a et & sont de méme signe ou de 3

. fppe . 0 v
signes différents. Si b=o, 2= 2 » 00 2==o0. Dans ce premier
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cas, I’équation ax=1> est proprement dite, puisqu'elle ne peut
stre vérifiée que par une seule valeur de .

: b .
9¢ (8. Si a=o0, 0N a x=—, 00 T=X; la valeur de l'in-
(4]

connue est donc infinie. L'équation oz = b, qui résulte de cette
supposition, est visiblement impossible; car, quel que soit le
nombre substitué & x, le premier membre, dont la valeur est
zéro, ne peut étre égal au second qui est un nombre déterminé.

11 est & remarquer que de I'équation oz==b on retire o= —;

s s $ .
3 mesure que  croit, le second membre — décroit, et il est
ey

toujours possible d'attribuer i z une valeur tellement grande que
cette fraction devienne plus petite qu’une quantité donnée; mais
I'équation ox = b n'est complétement satisfaite que lorsque la va-
leur de = surpasse toute quantité imaginable, auquel cas on 2

b geobd :
0= —~ 0l 0==0. L'équation oz=>b n'est donc pas résoluble en

nombres finis.
3 b 0
3¢ Cas. Si ¢ =o et b= o, la formule z= = donne = —;

la valeur de linconnue est indéterminée; I'équation ax= b, de-
venant en méme femps ox==o, est identique, car elle est véri-
fice, w’importe le nombre substitué &

On peut conclure de cette discussion que suivant que la valeur
de x est finie, infinie ou indéterminée, Uéquation ax=> est
proprement dite, impossible ou identique.

303. Réciproquement, suivant que I équation ax==b est pro-
prement dite, impossible ou identique, la valeur de x est finie,
infinie ow indéterminde. Car, dans ces trois suppositions, cetle
équation prend les formes suivantes,

ar=1", ox =4, ox== 0%

et I'on en retire

|

ol

8
|
ole

b
= -, x
a
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304. L'expression —2— n'est pas toujours le symbole de Vi~

détermination; elle peut, d la suite d'une hypothése, prendre
une valeur finie ou indiquer une impossibilite.
Considérons d’abord I'équation

g flry
av+b*=bo4-a*, doi =20

a—b °
Supposons, dans la valeur de I'inconnue, a=b; elle deviendra
a*—aq? o
o o r= —;
a—a o

dans cette hypothése, la valeur de z est cependant finie; en effet,
avant de faire a = j, remarquons que l'expression précédente
peut s'écrire ainsi (£6)

_ la—b)at?)
A a—0b
aprés en avoir divisé les deux termes par a—bé. Faisant alors

ou r=g-}b,

. 0
a=2b, elle devient 2 — a-a ou r=24; donc — = 2q.
0

Considérons encore I'équation

3 3
a’'—b
3 3 "ot i .
@’z 0’24-b* = 2abx - a®, donr P R | e
posons dans ce résultat @ = b, nous obtiendrons

@ —a y o
= —— 0 r—= —
a’+ta*—oq? 0

je dis cependant que la valeur de z est wnfinie. En effet, en
vertu des numéros (k6 et 77) et avant de faire a==b, notre ré-
sultat peut se mettre sous la forme

gl (a—b)(a* + ab 4 b?) ? x___a’—l—ab—}-b*'

(a—0)* . g a—b ’
et, si alors on fait @ = 4, il donne
g* a*-q? Ja®
o o

. 5 0
dans ce cas particulier, on a done -~ — oo,
O
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II. Discussion des équations d deux inconnues.

305. Toute équation du premier degré d deux inconnues est
de la forme ax + by=c;a, b, ¢ étant des mombres entiers po-
sitifs ou négatifs. En effet, apres en avoir chassé les dénomina-
teurs, on peut transposer dans le premier membre les termes af-
fectés des inconnues, et dans le second membre les termes connus;
désignant alors par a la somme des coefficients de z, par b la
somme de ceux de y, et enfin par ¢ la somme des termes connus,
cette équation prendra la forme annoncée.

306. ProsLime. Résoudre les deux équations générales
ax—} by =c, dz-+by=c. (a)

Nous emploierons de préférence le procédé d'élimination par
addition et soustraction. Chassons d’abord y, et a cet effet, mul-
tiplions la premiére équation par b, coefficient de y dans la se-
conde, et la seconde par b, coefficient de y dans la premiére;
nous aurons

ab'z 4 bb' y=cl', ba'z 1-bb'y=be';
et, en retranchant ces nouvelles équations,
I '

(@b'—ba')x=cb'—be', (b)) dou z= %—}{%. (c)

Soustrayant maintenant la premiére des équations (a) de la
seconde, aprés les avoir multipliées par a’ et par a; il vient

' ’
(@b—baYy—ac—ca, (d) Qo y=op—rr. (o)

La valeur de y aurail pu se déduire de celle de = d'une ma-
niére fort simple. Remarquons pour cela que les équations (a)
ne changent pas, lorsque, sans toucher aux accents, on rem-
place a par b, x pary et réciproquement. La formule (c), qui
en est une conséquence, jouit de la méme propriété ; elle devient,
moyennant les mutations indiquées,

ca' — ac' : ac' —ca'
Y= bd—ab"’ ou-hieB Ly = o —ba"
en multipliant le numérateur et le dénominateur par—1, et en
écrivant les termes positifs les premiers.
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Les formules (c) et (e) vérifient les équations (a), car, comme on
pourra s'en convaincre, on frouve, aprés la substitution, e=¢
et ¢'=c'.
Appliquons cette théorie a la résolution des équations

3z—oy—=—35, 7r—-y=o0;
afin de les identifier aux équations (a), posons =3, b=—o,
¢c=—5, =75, b'=1, ¢'=o0; et substituons dans les for-
mules (c) et (e); nous trouverons
m_(——fi})(l-—-f;——?.}}(o_ TER AN Ronts ey 3
3X1—(—2) X7 3X1+2X7 17
INW o~ (==5) Nl B Mgt 435 1

T EXa— (X7 T 3XiFaxy 17 21
C’est ce que I'on obtient, en résolvant ces équations directement.

307. FormatioN DEs rorMuLes (¢) ET (e). En les examinant
avec attention, on découvre la loi suivante, qui servira a se les
rappeler.

Pour former le dénominateur commun auz valeurs des
dewr inconnues, on permute de toutes les maniéres possibles
les coefficients a et b de x et dey dans la premidre équation,
¢e qui donne ab et ba; on affecte les secondes lettres d’un
accent, et on sépare les deux permutations par le signe — :
de la résulte le denominateur ab'— ba'.

Pour former le numérateur de chaque inconnue, on rem-
place, dans ce dénominateur, le coefficient de cette inconnue
par le terme tout connu de la premiére équation, en ayant le
soin de me pas deéplacer les accents. Ainsi, ab'—Dba' devient
cb’'—be' pour la valewr de x et ac' — ca’ pour celle de y.

308. Deux cquations du premier degré a deux inconnues
n'ont genéralement quune seule solution. En effet, par 1'éli-
mination successive de y et de z, les deux équations (a) du n°
306 se raménent aux équations (b et (d), qui ne renferment
chacune qu'une inconnue; de sorte que les valeurs de x et de y
qui satisfont aux deux premiéres, vérifient aussi les deux der-
niéres et réciproquement; or, les derniéres ne peuvent étre réso-
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lues que par une seule valeur de x et de y (301); donc aussi
deux ¢quations, elc. »

309. Discussion pEs rormuLEs (c¢) Er (e). Nous distinguerons
trois cas; 1° ab'— ba' n'est pas nul; 2° ab'—ba'=o0; 3° ab'—
ba' =o, et cb'—be'=o.

1¢r Cas. Si ab'—ba' n'est pas nul, les valeurs de @ et » sont
finies et déterminées. Elles peuvent d'ailleurs étre positives ou
négatives, entiéres ou fractionnaires; nous dirons, pour expri-
mer celte circonstance, que les équations (a) sont déterminées,
c'est-a-dire susceptibles d’étre résolues par un seul couple de
valeurs finies de X et de y.

2¢ Cas. Si ab'—ba'= o, les formules (c) et (e) donnent

cb'— be' ac'—ca'

= e———, ¥ =

0 S 0
et les inconnues se présentent sous formes infinies; je dis dans ce
cas que les équations (a) sont incompatibles, ou autrement gu’elles
ne pewvent étre vérifices par aucun couple de valeurs finies
de x et de y. En effet, de I'équation de condition ab'—ba'=o,

2o abl , ok’ M it ;
on tire a e et en substituant dans I'équation a'z+b'y=¢',
on trouve

&b’ 3 . 4 bcr
T.r-i—b;)f:c, ou bien, a;c_+-b_y=-_F,

aprés avoir multiplié par & et divisé par &'; or, celte derniére

équation est visiblement contradictoire avec celle-ci
ar-by=c¢,

puisque les premiers membres sont identiques et les seconds dif-

férents, en vertu de ’inégalité hypothétique ¢b’'— be'> ou<<o,

L]

Ry soN: ; ; : ¢
d’ot1 'on déduit eb’ =ou<cbe', et par suite ¢ = ou << s

3¢ Cas. Si ab'— ba'=o et ¢b'— be' = o, 1a formule (c) fournit
(0] ’ . \ . . , :

T=—; les équations (a) deviennent alors indétermanées, ou, ce

qui est la méme chose, elles peuvent étre satisfaites par une

infinité de couples de valeurs finies de x et de'y. Getle assertion

sera démontrée, si I'on fait voir que la seconde est une consé-
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quence de la premiére, car il n’y aura plus qu'une seule équation
pour déterminer deux inconnues (257). Tirant & cet effet les va-
leurs de a' et de ¢' dans les égalités de condition ab'—ba'=o,

, b b' ;
¢b'—be' =0, on trouve a' = aT, — c—b~, et, en substituant
dans a'z4b'y==¢, il vient

ab’ : e’ ;
Tz:—|—b_-r==—b— ou bien, az - by ==¢,

aprés avoir multiplié par b et divisé par &4'.
Les équations conditionnelles ab'—ba'=o, ¢b'—be'=o0, four-

; sl B by abe: 3 '
nissent &' = -, b' = ~=iy et, en égalant ces deux valeurs de &',
be'  ba . : '
sim as, d'olt @be'—beca'=o et blac'—ca')=o0;

la relation ac'—eca'=o est donc une conséquence essentielle des
deux précédentes, excepté toutefois dans le cas particulier de
b=o. De la il suit que st l'une des inconnues x et y est de la

0 % . A
forme oy Pautre sera genéralement de la méme forme.

Examinons actuellement le cas de b=o, dans lequel
o ad'—ca’ o8
r.#?, ¥y= TOU:}’—CQ,

les relations ab'—ba'= o, ¢b'— be'=o, se changent en ab'=o,
¢b'=o; et, pour y satisfaire, de maniére que le numérateur de y
ne devienne pas nul, il faut poser 4'=o. Les équations (a) pren-
nent alors la forme

ax+to.y=c, adx4o0.y=¢,

'

¥ & ¢ s : ; ;
d'oli z= oo x = —, el sont généralement incompatibles. Si

r

. Ling ¢ ’ j 3
toutefois on avait o= g ouac—ca'=o, la valeur de = serait
déterminée et celle de y indéterminée; mais dans ce cas les deux
. ’ (6]
inconnues se présenteront sous la forme —.

O

On peut conclure de la derniére partie de cetle discussion,

fil
i
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- Ll i ’ £ s
comme on I'a déja indiqué dans le n° 302, que lexpression —
(0]

peut, dans certain cas, prendre une valeur finie ow indiquer
une tmpossibilité.
Les réciprogues des trois cas précédents sont faciles & établir.
1° Si les équations (a) sont déterminées, les valeurs des in-
connues X ety sont fintes. Car, sil en arrivait autrement, ces

. , A
valeurs ne pourraient se présenter que sous la forme — ou sous
(0]

o i) ’ . . . .
celle-ci —; or, les équations (a) seraient incompatibles dans
o

le premier cas et indéterminées dans le second, ce qui est contre
la supposition.

2° Si les équations (a) sont incompatibles, les valeurs des
inconnues X et y sont infinies. En effet; si elles étaient finies ou

(0] ; X . . . . .
de la forme —, il en résulterait que les équations seraient déter-
0

minées ou indéterminées, ce qui est en contradiction avec ’hy-
pothese.
3° Si les équations (a) sont indéterminées, les valeurs de X

n 0 4
et de y sont de la forme —; car, en vertu de la supposition,
o

elles ne peuvent étre ni finies ni infinies.

Les différents points de la discussion précédente peuvent se ré-
sumer ainsi : suivant que les valeurs de X et de y sont finies, in-
finies ou indéterminées, les équations ax+by=c, a'z+b'y=¢',
sont détermindes, incompatibles ou indéterminées et récipro-
quement.

310. Lorsque les termes tout connus ¢ et ¢' des équations (a)
sont nuls sans que lon ait ab'—ba'=o, les valewrs deX et dey
sont aussinulles et réciproquement. En effet, si dans les formules

eb'—be' ac'—ca'
= s —ba’ Y= 2o —ba"’
on fait ¢ = o, ¢'=o0, on lrouve
0 0
7 e e = el h gy y= kg
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Réciproquement si x=o et y==o0, on a ¢=o0, ¢'=o et

ab'—ba' n'est pas nul; car, en substituant ®=o, y= o, dans
les équations (a), elles deviennent

a.o+b.o=¢,d.0+4b.0=c, doi c=o0, ¢'=0;
on ne peut avoir d'ailleurs ab'-—ba'=o, car il sensuivrait
1 .0 .y 0
Sl L A

311, Si c=o, ¢' =o, et si en méme temps ab’' — ba' = o, les
2 0 . P .
valeurs des inconnues sont de la formez. Ce cas d’indétermi-

nation meérite d'étre distingué, a raison de ce que l'on peut y
déterminer le rapport des inconnues. En effet, des équations

B 0. b'

Y == ! "y = nitirge————, —=-——;:
ax-+by=o, azt+b'y=o, 0 ey oy &
ces deux valeurs de — sont identiques, en vertu de la relation

¥

i
ab' —ba'=o, d’oit I'on déduit—bT = i
a a
312. Prosiime. Former deux équations du premier degré
quv arent pour solution commume r=x', y=1y'. Soient
ar+ by =ec, a's+b'y=c, (£)
les équations cherchées; a, b, ¢, a', b', ¢', sont six nombres qu’il
s'agit de déterminer. Ces équations étant résolues par z=a',
y=1y', donneront
ar' 4 by'=-c, a2 +bly'=¢, (g)
et il n’y aura que deux équations pour la détermination des six
inconnues; la question est donc indéterminée, et il existe une
mnfinité de couples d'équations susceptibles d'une solution
donnée.
Egalons les valeurs de ¢ et de ¢’ dans les équations (f) et (8);
nous obtiendrons
az+ by=ax'-}by', a'z+b'y=a'x'4b'y', (h)
équations qui sont vérifiées par z=uz', y=y", quelles que soient
les valeurs assignées aux quatre coefficients a, b, a', b'. Cependant
il est essentiel que ces valeurs ne remplissent pas la condition

& S 0 (4]
ab'—ba'=o, sans quoi ’on aurait z= —, y= —,
0] 0
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Soit & former deux équations ayant pour solution commune

=3, y = —o. Remplacons z' et y' par 3 et — 2 dans les équa-
tions (h), et nous aurons
ar+by=3a—2b, a'z+by=3a'—2b"
prenons actuellement a, b, @', b', & volonté; posons, par exem-
ple, a=5, b=12, a'=3, b'==—7, et substituons; nous trou-
verons pour les équations demandées
bz—tay=rr, 3z —ny=123.

313. ProLiME. Former deux équations indéterminées. Pre-
nons arbitrairement une équation, et multiplions ses deux mem-
* bres par un nombre quelconque; I'équation résultante sera évi-
demment une conséquence de la premiére, et par suite leur sys-
teme sera indéterminé. Ainsi, les équations

az -+ by =c, max -+ mby =me
sont indéterminées. En y appliquant les formules (c) et (e) du
n° 306, on trouve effectivement
__emb—bme o __amc—cma _ ©
~ amb—bma ~ o’ Y= amb—bma ~ o

31&. ProsLime. Former deux équations incompatibles. Pre-
nons une équation quelconque, et, aprés avoir multiplié ses deux
membres par un nombre arbitraire, altérons le dernier en y
joignant tel nombre positif ou négatif que I'on voudra; I'équation
ainsi obtenue sera visiblement contradictoire avec la premiére,
et par conséquent, il y aura incompatibilité dans leur systeme.
Les équations

az+br=c, mazx -+ mby=mc 4 d,
formées par ce procédé, sont incompatibles. Si 'on y applique
les formules (c) et (e) du n° 306, on trouve
oA emb — b(me - d) zﬁﬁ y_a(mc-}—d)—cma ad

amb—bma 0 amb— bma (i

1. Discussion des équations & trois inconnues.

315. Toute équation du premier degré @ irois inconnues
est de la forme ax -+ by—--cz=d; ce qui résulte de ce que I'on
peut transposer les termes en @, y et z dans le premier membre et
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les autres termes dans le second; puis, représenter par a, b, ¢,
la somme des coefficients de z, ¥, 5, et par d celle des termes
tout connus.

316. ProsLime. Résoudre les trois équations générales
ar—+-by+cz=d, a'z4-b'y+c'z=d, a'z4+b"y+c"z=d". (i)
Le procédé d’élimination qui conduit aux calculs les moins
compliqués, consiste & prendre les valeurs de et de » dans les
deux premiéres équations, en regardant = comme connu, et & les
substituer dans la troisieme ; de 13 résulte une équation a une
seule inconnue z. Cela posé, on tire des deux premieres équations
ax—+by=d—ez, adzt-b'y=d —c's;
pour en déduire les valeurs de z et de Y, il suffit de changer,
dans les formules (c) et (¢) du n° 306, ¢ en d—cz et ¢’ en d'—c'z,
ce qui donne
__ (d—ex)b'—bjd' —c'z) __ald'—e'z)—(d—ez)a’
% ab'—ba’ B & ab'—ba' ¢
ou bien, en séparant les termes affectés de z des termes connus,
(be'—eb") z—(bd'—db") __ (ca'—ac")z—(da'—ad')
ab'—ba' b eelive ab'—ba'
Substituant ces valeurs dans la troisiéme équation, multipliant
par ab’— ba' et tirant la valeur de z, il vient
A a"(bd'—db") 4 0" (da’' —ad) +d"(ab’— ba')
— 0" (b’ — b)) F-b"(ca — ac')+c"(ab"— ba')’
ou, en effectuant les multiplications indiquées et disposant les
termes d’'une maniére convenable,
ab'd"—ad't"+ da'b"—ba'd" - bd'a"—db' g "
ab'c”——ac'é”—}—ca'b”——ba’c”—}- be'a’ —eb'q"" )
On pourrait déterminer y et par un procédé analogue; mais
il est beaucoup plus expéditif de remarquer que les équations (i)
ne changent pas, lorsque, sans toucher auz accents, on rem-
place ¢ par b, z par y et réciproquement ; la formule (i), qui
en est une conséquence, jouit par conséquent de la méme pro-
priété; elle devient, aprés ces mutations
ys ac'd'—ad'c" - da'c''— ca'd"+ed'a''—de'a"
ac'b"—ab'c" - ba'c"—ca’ b+ cha'—bo'a”’

T

4
-
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ou bien, en multipliant le numérateur et le dénominateur par
— 1 et changeant les termes de place deux a deux,
__ad'c"—ac'd"+ca'd"— da'c'"+dc'a""—ed'a" K
S ab e —ac b+ eca’ b"—ba'e - be'a’ —cb'a"” (k)

Remplacant enfin dans la formule (j) ¢ par @, z par z et réci-
proquement, on trouve, aprés avoir multiplié les deux termes de
la fraction du second membre par — 1,

__db'e"—dc'b" - ed' b — bd'c" - be'd" —cb'd"’ |
= b —ach +ca'b"—ba'c"+ bc'a"—cb'a"" v

Appliquons ces formules a la résolution des trois équations
z—oy+35=3, 2x—3y—gz="1, 3x—5r—4s==6; 1l faudra
faire a=1, b=—2, ¢=3, d=3, a'=2, V'=-—3, ¢’=—y9,
d'=1, a'"'=3, b"'=—5, ¢'"=—4, d"'="6, et substituer dans (j),
(k) et (I); on trouve, tout calcul achevé, z=20, y=10, Z=T1.

317. FormaTioN pES ForMULES (j), (k) e (1). Pour former le
dénominateur commun, on permute de toutes les maniéres
possibles les coefficients a, b, ¢, des trois inconnues dans la
premidre équation; ce qui se fait en prenant les deus produits
ab et ba et en y introduisant la lettre c successivement a la 3°,
20 et 1% place, d'ol résultent les 6 permutations abe, ach, cab,
bac, bea, cba; on affecte ensuite la deuxiéme lettre de chaque
terme d'un accent et la (roisiéme de deux; puis, on sépare ces
termes alternativement par les signes — et -+, ce qui donne
pour le dénominateur

ab'c'—ac'b"'ca'b’—ba'c"'+be'a"-—eb'a’.

Pour former le numérateur relatif a chaque iconnue, on
remplace, dans ce dénominateur, le coefficient de celte incon-
nue dans la premidre équation. par le terme tout connu, en
ayant le soin de ne pas déplacer les accents. Ainsi pour l'in-
connue X, on change a en d; pour Pinconnuey, b en d; pour
l'inconnue z, ¢ en d.

318. Trois équations du premier degré a trois inconnues ne
sont généralement susceptibles que d’une seule solution. En
effet, par I'élimination successive 1°de y et de z, 2° de z et de z,
30 de z et de y, ces trois équations se raménent a trois autres du
premier degré qui ne renferment plus qu’une inconnue, savoir : la
premiére, z; la deuxiéme, y; la troisieme, z. Or, ces dernieres
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ne peuvent étre résolues que par un seul systéme de valeurs de
@, 7, % (301). Donc les premiéres jouissent aussi de la méme
propriété.

319. Discussion pes rormuLes (j), (k) er (I). Afin d’abréger,
remarquons que la formule (I) peut s'écrire ainsi
__dl'e"—c'b") 4 d'(cb"—bc'") 4 d'' (be'—eb')

& == ﬂ-[{):c'”-— C:b.rr)_*_ar(cbu_'_gén) _I_ [’I-”I:{JC;—CJJ’)

ou de la sorte
oy dr+d'v--d'~n
anta'mta'n’
en posant
L=0b'c"—¢'b", Mm=cb'—be"", N=bc'—cb'. (m)
Ajoutons deux fois ces trois derniéres équations, 1° aprés les avoir
multipliées par b, &', b"'; 2° aprés les avoir multipliées par ¢, ¢,
¢'’ ;nous obtiendrons, toute réduction faite dans les deuxiémes
membres,
bLt-b'M+b"'N=0, cL -+ e'M+4¢'N=o, (n)
équations dont nous nous servirons incessamment.

Cela posé, désignons par a, B, ¢, les numérateurs des incon-
nues, @, y, z, et par o leur dénominaleur commun, et distin-
guons trois cas, comme dans les discussions précédentes : 1° p n'est
pas nul; 2° p==o0; 3° p=o0 et A=0o.

1 Cas. Si p n'est pas nul, les valeurs

A B G
r= .F > y= B— 3 4= T)- ’
sont finies et determinées, et les équations (i), n’étant satisfaites
que par un seul systeme de valeurs finies de @, », z, sont déter-
minees.

2¢ Cas. Si p==o, les valeurs des trois inconnues deviennent

A B R G
r= — y=—, = —,

2

o0 0 0
Taffirme que les trois équations (i) sont incompatibles; et
pour cela, il suffit de faire voir que la troisiéme est contradictoire
avec I'une des équations que I'on peut déduire des deux autres. Or,
ajoutons ces derniéres aprés les avoir multipliées par v et par M;
il vient ’
(aL+a's) 2~ (b4 b'm)y + (e + ¢'M)z = di 4 d'x;
1
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mais de la relation de condition aL—-+a'm--a"'N=o0 et des équa-
tions (n), on tire
aL+amu=—a''n, bL}b'm=—0b"N, cLt+c'M=—¢"N;

substituant les seconds membres aux premiers dans I'équation
précédente et divisant par —N, elle devient

ad'z4b'yte'zs=— d—['_i_Td—}—l, (0)
équation évidemment incompatible avec celle-ci

a'z4 0"yt c'z=d",
puisque les premiers membres sont identiques et les seconds diffé-
rents, en vertu de I'inégalité hypothétique
di—+d'm

di+d'u-+d'N> ou <o, doit d'> ou<<—- 3

3° Cas. Sip=o0 el A==0, ON A T== %; les équations (i) sont

indéterminées. Cette assertion sera fondée, si I'on démontre que
la troisiéme est une conséquence des deux autres. La condition
A=o ou dL-+d'm-+}d'N=o fournit
o din+d'm
d'=— ——;
N

et si 'on substitue dans I'équation (o) qui résulte des deux pre-
miéres, en vertu de I’hypothése p =o, on trouve effectivement
la troisitme équation @z 46"y +c''z=d".

Considérons actuellement les trois relations

aL+a'm+-a''N=o0, br-tb'm+b''N=0, cLtc'Mtc''N=0; (p)
on déduit de la premiere et de la troisiéme, en regardant N
comme connue,
__cd'—a'd" 4 g e IR (@
ca'—ac' ' i
substituant ces valeurs de L et de m dans I'égalité de condition
dL+ d'v+ d'N=o, et chassant le dénominateur, il vient

[d(c'a"—a'c")+ d'(ac'"—ca') 4 d"(ca'—ac'| [N =0,

ou BN=o0, en observant que la quantité comprise dans la paren-
thése carrée n'est autre chose que le numérateur de y.

On obtiendrait pareillement cx=—o en remplacant, dans I'équa-

L=
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tion p==o0, L et M par leurs valeurs, tirées des deux premiéres
relations (p). :

Les équations BN =0, cN==o0 qui résultent de la coexistence des
deux hypotheses relatives au troisieme cas, fournissent B=o,
¢==0, excepté dans les circonstances particulieres olt N==o0. Done

V g " S 0
si lune des inconnues se présente sous la forme —, les deuz
0

autres seront géneralement de la méme forme.

Les réciproques des trois cas précédents peuvent s’établir i
l'aide des raisonnements que nous avons employés pour les équa-
tions & deux inconnues.

Concluons de toute cette analyse que, selon que les valeurs
des inconnues X, y, z sont finies, infinies ou indéterminées, le
systéme des trois équations qui les a fournies est déterming,
umpaossible ow indéterminé et réciproquement.

320. Il nous reste & examiner le cas singulier de N=o, dans
B
'E’
nous remonterons aux équations données.

En vertu des relations (q), on a d’abord =0, M=o et il
s'ensuit

b'e"—c'b'=o0, cb"—be'"'=o, be' —cb'=0; (r)
multiplions les deux derniérei équations (i) par ¢ et remplacons
cb’ par be', cb" par be”', elles prennent la forme

o c . - .
lequel ¢ — g 5 #= - pour interpréter ces résultats,

ax+{ (by+czx)=d, s ar-+ u=d,
ca's+c' (by+cz)==cd', (s) ou | ca'z + c'u=cd, (t)
Ca”x—'—c”liby-l—cz):cd”, tcafo_l'_crfu:cht’

en posant by + cz=uw. Ces trois derniéres équations sont visible-
ment incompatibles (257). La notatian—;l indique donc ici une
impossibilite.

Les équations (t) sont cependant possibles, lorsque I'une d’elles,

par exemple la premiere, est une conséquence des deux autres;
de celles-ci on retire

drc:r_crdu c{afdu_dlar!)
&= —————, U 00 b CF= ——————"} u
aFc”_ clah‘ L} y+ ai'cil'__ ci'a{f ? ( )
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substituant dans la premiére, chassant le dénominateur et trans-
posant tous les termes dans le méme membre, il vient
a(d'¢'—c'd")Fc(a'd'—d'a")—dla'¢"—c'a")=o0 ou B=0;
cette derniére équation, multipliée par b, donne bp=o, et eny
remplacant b¢' par ¢b' et be'' par cb", elle devient cc==o, d'o

. (0]
c¢=o, en admettant que ¢ ne soit pas nul. On a donc z== —,
0]

0 O . . . i

y= 5 F= quoique la valeur de z soit déterminée et que
0

I'indétermination ne porte que sury et z, comme on le voit par

les équations (u); c’est donc un nouvel exemple du cas ot le

symbole g-pre-nd une valeur finie. L’hypothése de ¢=o sera

examinée daps un instant.
Supposons, pour compléter cette discussion, que, indépen-
damment des trois relations (r), on ait celles-ci
¢'a'—dac'=o, ac''—eca''=o, ca'—ac'=o (v)
dont les premiers membres ne sont autre chose que les coeflicients
de d, d', d", dans le numérateur B, de sorle que B = o.
¢bl) =ppuipen’! ]
o ety et, en faisant
la substitution dans les nouvelles (v), et chassant les dénominateurs,
on trouve
c(t'a"—a't")=o, clat'’"—ba")=o0, c(ba'—ab')=0,
d’out I'on déduit, en rejetant le cas de ¢=o,

On tire des conditions (r) ¢'=

b!an_albn: 0’ ﬂb”—ba”—_-: 0’ {jar__abr: 0’ Iiz)
. ; s 0 0 o0
et par suite c=o; de maniére que 2= G YT g R

or, dans cette circonstance, les équations (i) sont tncompatibles;
car si dans le systtme (s) on remplace ca’ par ac’, ca" par ac”,
et si I'on divise les deux derniéres équations par ¢ et ¢”, il se
change en celui-ci, dont I'impossibilité est manifeste,

cd’ i
az-t-by-+cz=d, ax-+by+cx= —, ax—i—by—kcz:—c-,,—

CJ’

v N . o
Revenons enfin & I'hypothése ¢=o dans laquelle z= —,
4]
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o G p i g
i gL b les relations (r) et (v) se réduisent &

éfcf*_cl'blf=0’ —b’g”: 0,
’ ]
cra J'_afc :E 0’ ac!i:(), _GGJZ 0‘

bo=n
et pour y satisfaire, sans que les conditions (z) aient lieu, il faut
poser ¢'=o, ¢"=o, ce qui correspond au systéme d’équations
impossibles (257)
ax+tby=d, a'z4+by=d, a'z+b'y=d"

321. Lorsque les termes tout connus d, d', d", sont nuls et
que p w'égale pas zéro, les valeurs des inconnues sont aussi
nulles et réciproguement. En effet, dans la triple supposition
d=o, d'=o, d"=o, les formules (j), (k) et (I) donnent

0 o 0
&L= —D, y=H, 2.':'[—, ou z==o0, Y=o, Fz=o0.
Réciproquement si x=o, Y=o, 5==0, je dis que d =o,

d'=o, d"=o et que p n'est pas nul. Car ces valeurs substitudes
dans les équations (i) fournissent

a.o4-b.0o4-c.o=d, a'.o4t.04¢.0=d, a".o+t".0-¢".0=d",
d'olt d=o, d'=o0, d"=o0; b ne peut dailleurs étre Z€ro, sans

4 —]

i A 0
quoi I'on aurait ==, y=

= -]

, ce qui est contre

(=3 =]

2

B

I'hypothése.
322. Si d=o, d'=0, d""=0, D=0, les valeurs des inconnues
sont indéterminées. Ce cas d'indétermination est remarquable, en
ce que Lon peut y trowver les rapports de lune des inconnues
aur deuz autres; en effet, les équations
az+by+cz=o, a's4-b'y+c's=o0, a'z+b"y+¢"'z—o,
divisées par z, se transforment en

aztblto=o,aZiyl fomo a4y oy,

s z . - %
considérant - L comme 1nconnues, on tire des deux premiéres
z  be'—eb' y ca'—ac
20 av—=in’ R L

et ces valeurs vérifient Ja troisieme, car aprés la substitution et
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’évanouissement des dénominateurs, on trouve p==o, ce qui est
vrai par hypotheése.

323. Nous recommandons aux éléves de s’exercer sur les ques-
tions suivantes :

1° Former trois équations du premier degré qui arent pour
solution r=2', y=1y', s=1x".

9 Former trois équations indéterminées ou incompatibles,
en partant d'une ow de deux équations données.

30 Résoudre quatre équations générales du premier degré
d quatre inconnues.

394. L’indétermination et Uincompatibilité des équations
résolues directement, se manifestent par U'identité o=o el
par Uéguation impossible »==o. Considérons d’abord le systeme
d’équations

ax—3y=>5, 10z — 15y =23,

olo

qui, traité par les formules générales du n° 306, fournit z =

: on en retire

E h 5 5 4y A 14 99
o Syj-a’ x=1ay—}—2a o 3y+5 _ 159+ 25,
2 2

e
10 0

Y=

cle

1
d’ol 1° 15y +25=15y+425; 2° 15y—15y=25—25; 3° o=0.
Soient encore les équations
sz —3y=175, 102 — 10y =27;

d’ott I'on déduit, a l'aide des formules générales, z=—, y==

olo

O |~

En les résolvant directement, on trouve
3y+5 15y F2g o 3y+45 _ 15y+27
r== Ty = et - = :

10 10
d'oit 1° 15y+25=15y-427; 2° 15y—1dy=27—25; 2° o=2.
Pour reconnaitre I'identité de ces caractéres, il suffit de chas-
ser les dénominateurs dans les expressions

0 A
z=—¢l = —,
o 0

ce qui donne
o.£r—0 OU 0=—0, 0.Z==A OU O0=A.
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IV. Conclusion.

325. Lorsque les conditions d’un probléme ont été traduites
en algebre, il peut arriver que le nombre des équations soit égal
a celui des inconnues, ou qu'il soit plus petit, ou enfin qu'il soit
plus grand.

1° §ily a autant d’équations que d’inconnues, le probléme est
genéralement déterminé; cependant il deviendrait indéterminé,

. 4 i st 4] . £
si les valeurs des inconnues étaient de la forme —, et, impossible,
(0]

£ ol the o A
si elles étaient de celle-cx;.

2° S'il y a m équations entre m-n inconnues, le probléme
est indéterminé, car on peut prendre arbitrairement n inconnues
et déterminer les m autres au moyen des m équations données;
observons toutefois que le probléme deviendrait impossible, si
ces équations élaient incompatibles.

3° S'il y a m-f-n équations entre m inconnues, la question est
en geéneral impossible; car les valeurs des m inconnues déduites
des m premiéres équations, ne peuvent vérifier les n autres qui
n'ont pas participé 4 leur détermination ; si cependant, n équations
étaient des conséquences des m autres ou si plus de n équations
se trouvaient dans ce cas, la question serait déferminée ou
inddéterminée.

326. Nous terminerons la théorie des équations du premier
degré par la résolution du probléeme suivant, remarquable en ce
que son énoncé offre en apparence plus de conditions que d'in-
connues.

Un pére de famille ordonne, par son testament, que son
bien soit partagé comme il suit :

PR g . |
L’ainé de ses enfants préléve a fr. sur son bien, plus le e

de ce qui reste; le second, 2a [r. plus le -:]— de ce qui reste; le
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troisiéme, 3a [r. plus le qu nowveaw reste; et ainsi de suite

Jusqu'au dernier, en augmentant toujours de a fr.

Les dispositions du testament ayant été suivies, il se trouve
que le bien a été partagé également entre tous les heritiers :
quel est le bien du pere, la part de chaque enfant et le nombre
des enfants ?

Soit # le bien du pére et y la part de chacun des enfants;
I'énoncé donne le moyen d’évaluer en = la somme qui revient &
chaque héritier, et, en égalant chacune de ces parts & y, on par-
vient a autant d’équations qu'il y a d'enfants; or, le nombre des
enfants étant inconnu, celui des équations du probléme I'est pa-
reillement ; pour que cette question soit possible et déterminée,
il faut donc que toutes ces équations se réduisent a deux, a l'aide
desquelles on puisse trouver z et y, et c'est précisément ce qui
arrive.

Cherchons, pour le faire voir, la part du pi®me enfant; elle se

compose de pa fr. et de la % partie de ce qui reste, lorsque I'on

a retranché de « les quantités pa et (p — 1)y, dont la derniére est
la somme des p — 1 parts précédentes. On a donc

pat x-—pa;{p-—;k =y ou plan—a—y)=ny—y—a,

aprés avoir multiplié par n et transposé dans le second membre
les termes qui ne renferment pas p. Actuellement, si Ion fait
P B2 D=3 on aura I'équation relative au 1, 2°,
3e.... enfant. Or, il est manifeste qu'a toutes les équations obtenues
ainsi, on peut substituer les deux suivantes
an—a—y=o, ny—y —x=o,
puisqu’alors les deux membres de chacune deviennent zéro; on
en retire
y=a[n—1), T=yn—1) ou z=a(n—1)*;

le nombre des enfants étant multiplié par }r— , égale n—1, en

vertu de I'équation 2=y (n—1). Supposant ¢ = too, n=10, el
substituant dans ces formules, on trouve

. €T
271009 #= 8100, \f == 500§ =000, = =50,
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CHAPITRE VI.

EQUATIONS ET PROBLEMES DU SECOND DEGRE A UNE SEULE
INCONNUE.

e

i 327. On distingue deux especes d'équations du second degré, i
les équations encomplétes ou a deux termes, et les équations
complétes ou d trois termes.

Les équations incomplétes sont celles qui ne renferment que
des termes affectés du carré de I'inconnue et des termes tout

| > S5yt ;
" connus. Exemple = =1—2a i
B -‘.
b Les équations complétes renferment en outre des termes affec-
! tés de la premiére puissance de 'inconnue. Exemple : .
4z / TP 1 I8

B i ot e b

328. On appelle racine d’une équation du second degré, et en
, général d'une équation quelconque, toute expression qui, substi-

: tuée & I'inconnue, vérifie cette équation.

R

L. Résolution et discussion des équations incomplétes. k1

329. Toute équation incomplite du second degré est de la
forme z* = ¢; car, aprés en avoir chassé les dénominateurs, si
I'on réunit dans le premier membre les termes affectés du carré
de T'inconnue et dans le second les termes connus, on a, toute ré-
duction faite, une équation de la forme az* =24, a et b désignant i
des nombres quelconques; divisant les deux membres par a, elle {'-'

‘f

: b S0 b
devient z*= 2 U 2*==gq, en posant, pour simplifier, = s
i Si l'on traite de cette maniére I'équation b
.Il 5(1‘2 II }u

e S, 't

| 4
&x
on obtient successivement

Sat=4—42*, bSx'4at=4, gai==4, =

|
¥
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330. Pour résoudre une équation incompléte du second degré,
on la met sous la formeX’ = q, puis, on extrait la racine car-
rée des deur membres, en affectant celle du second du double
signe plus ow moins. De la résulte

'r:i—i/_ qs

et, en dédoublant cette expression, z=)" ¢ et r=—)"¢.

Cette régle est évidente, puisqu’on ne trouble pas une équation
en effectuant la méme opération sur les deux membres, et que
toute racine de degré pair d’une quantité doit étre précédée du
double signe plus ou moins (156).

Substituons tour & tour, afin de vérifier, )/ q et —) g a =
dans I'équation &” = ¢; il vient
Vq)=gq ou g=g¢, (= q)'=¢q ou g=¢.

Si T'on applique cette régle a I'équation * :f—;, on trouve

s ‘/é —+2 ouz=2 ot z=— =
= g 3 3

331. Lorsqu'on extrait la racine carrée des deux membres de
I'équation =* =g, on devrait, & la rigueur, affecter aussi la ra-
cine du premier membre du double signe plus ou moins; ce qui
donnerait

fr—=t \/q;
formule qui, par les diverses combinaisons des signes ~+ et —,
comporte les quatre suivantes
z=yq, z=—V"yq, —z=yq, —x=—)q;
mais cela est inutile, car, en changeant les signes des deux der-
niéres équations, on retombe sur les deux premieres.

332. Toute équation incompléte du second degre a deux ra-
cines et me peut en avoir davantage. En effet, I'équation z*= ¢
ou ' —g=o peut se mettre sous la forme
z’—(/"¢q)" = o, ou bien sous celle-ci, (z—}/ ¢) @y q)=o,
en se rappelant que la différence des carrés de deux quantités est
égale & leur somme multipliée par leur différence; or, le premier
membre, étant le produit de deux facteurs, ne peut étre annulé
qu'en égalant I'un ou T'autre & zéro; cette équation équivaut donc
aux deux suivantes du premier degré
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z—y g=o0, a4y g=0, dodt z=y"q, 2= —)q.

Nous retrouvons ainsi les valeurs déja obtenues; mais ce pro-
cédé nous apprend en outre que ce sont les seules qui puissent
vérifier I’équation =" = q.

333. DiscussioN DE LA FORMULE z==-+}/¢. Il faut distinguer
trois cas : celui ol ¢ est positif; celui ol ¢ = o; celui enfin ou il
est négatif. -

1°" Cas. Si q est positif, les deux racines sont réelles et de
signes différents ; commensurables ou incommensurables, selon
que ¢ est ou n’est pas un carré parfait.

1°r Exemple. L'équation #* = 36, dont le second membre 36
est a la fois positif et un carré exact, a deux racines réelles com-
mensurables. Ces racines sont 6 et — 6.

2° Ex. L'équation " =5, dont le second membre 5 est positif
sans étre un carré parfait, doit avoir pour racines deux nombres
réels et incommensurables ; on en tire effectivement

x=-1)"5 oux=2,236.... et/p="—1an36UL1.
& 0,001 prés; on concoit que ces valeurs ne satisfont a I'équation
2" =5 qu'approximativement.

2¢ Cas. Si g==o, la formule devient z =+ o ; conséquemment,
les racines sont égales entre elles et d zéro. L'équation se réduit
alors i *= o ou . x=o,forme qui met en évidence les deux racines.

3¢ Cas. Si g estmégatif, les deux racines sont imaginaires (158),
et I'équation 2* = ¢ est impossible, car quel que soit le nombre mis
a la place de z, il ne peut y avoir égalité entre les deux membres,
le premier étant essentiellement positif, et le second étant négatif
par hypothése.

Ez. Les deux racines de I'équation z' = — 81, dont le second
membre — 81 est négatif, sont imaginaires. On en déduit en effet

z =1V —8i, ou, en vertu du n° 160, z=~+gV —.
II. Résolution des équations complétes du second degre.

334. Toute équation compléte du second degre est de la forme
z* - px=q; car, chassant les dénominateurs, transposant dans
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le premier membre les termes affectés du carré et de la premiére

puissance de I'inconnue et les autres termes dans le second, on

trouve, réduction achevée, une équation de ce genre az’ -} bx=c,

a, b et ¢ étant des quantités connues; divisant les deux membres

par a, il vient
3:’—!—% 72%, ou z’ 4 pr=17q,

- foaa. i And
en représentant, pour plus de brieveté, s par p et 2 par q.
a

Avant de résoudre une équation du second degré, on doit tou-
jours la ramener & cette forme; c'est ce que 'on appelle preparer
l'équation.

En effectuant cette suite de transformations sur I'équation par-
ticuliére

z |z iy
3

on en déduit successivement
4o+ 4o —24=32"—3,4a"— 32"+ fr=24—3,2’+jr="21.
335. Pour résoudre une équation compléte du second degré,
il faut, aprés lavoir préparée, €galer la premilre puissance
de Uinconnue a la moitié du coefficient du second terme pris
en signe contraire, plus ou moins la racine carrée du carré
de cette moiti¢ joint aw membre tout connu.
Considérons I'équation générale =’ 4 px = ¢, et remarquons
que le premier membre se compose des deux premiers termes du

; . p el ing
carré du binome x4~ e lequel est égal &
s p
o et B

a

ajoutons en (:cnn:";équencepT 4 chaque membre, afin de rendre
4

le premier un carré parfait, et en méme temps de maintenir
I’équation, nous aurons

2 )‘! 2 2
patl=logg o (24 2) =F 4,
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équation incompléte du second degré, en tant que l'on regarde

3 i
i x4 P comme I'inconnue; on en retire (337) .
2 H
—_— o B |
' I—F%:il/p?—f“'?,.d’oil Iz-—E-Fl/?}--i—q; 1
| . 4 BUESE 3 .
cette formule équivaut aux deux suivantes i
¢ , p p? P |/,/‘3
| TR SV I e »
| ‘ + 2 4 ._
: et sa traduction en langage ordinaire fournit la régle énoncée,
. v § . . )
; Si Ton substitue la formule trouvée a 2 dans I'équation 4
z*+-pr=gq, il vient i
i 7 2 T T i
| Loy axill o B Bl
i ( 9 — 4 ey ~+p 5 — 4 +q )= q i
: et, en développant les calculs indiqués, 3
| Ly
- P 2l B3 sl o U AI oo :
1 équation qui se réduit & Iidentité g =g. i
¢ Appliquons d’abord cette régle & I'équation du n° 331
. 24 fr=2a5;
! nous en tirerons, en remarquant que p==4 et ¢ = a1, 1
.. 3 Sacg) ¥ A, i o e :
' _1___._:__ —_-2 —2I Ou .I}—-—-Qi 4+:a1, 4
: or, 4421=25 etV 25=15; donc &= —2+5 ou bien, en iso-
! lant ces valeurs, #=-—2 +5=3 et T=—2—5=—n Les
1 nombres 3 et — 7, comme il est facile ‘de s'en assurer, satisfont i
b chacun séparément a I'équation 2*-\- 4= a1; ce sont par con- 74
n séquent les racines de cette équation. §
Prenons, pour deuxiéme exemple, I'équation .
i < 5 1 —ox? ¥
! ox’— fx -} Yo —; &
[ chassant d’abord les dénominateurs, nous aurons J
J Jox*—60x 4 25=3—62?, %
et, transposant— 6x* dans le premier membre et 25 dans Je "
second, i
[ 362 —Bor=—22: I
T
' i

4
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divisant tous les termes par 2 et dégageant z* de son coefficient,
il vient enfin

3o 11 e 11

G LT R O

Appliquons maintenant a cette équation la méthode exposée

et i
au commencement de ce n°, en observant quici p=-— 3 et

a-

=
_— -'g nous trouverons

J+‘/ +‘/ 5+;/i

Le nombre 3 n’étant pas un carré parfait, leg valeurs dc x sont
incommensurables ; en se bornant aux millié...., on obtient :
541 n3a... = ]
—:—’éﬂ—— ou @==1,122... et #=0,545...;

mais ces deux valeurs n'identifient les deux membres de I'équa- ]

tion proposée que par ¢ approximation.
Soit, pour dernier exemple, P’équation littérale '

(@ — b) 2 —2adz = —ad’, .
que V'on peut mettre de suite sous la forme voulue, en divisant \
par a—b; il en résulte

pyte—

aad ad’
e

a—b  a—b’
d’oi1 I'on tire, en suivant la regle, |
ad o d ¥ ad’ ‘
ik —-b:l:‘/{a—-b)"_"a——b' '
Or, remarquons que
a'd a o—ala—b) dVab
‘/(a b)* a——b__d‘/ G=tr T a—b"

ce qui ramene la formule précédente a celle-ci

2

o

ad+dV ab 3 d.(at+y ab)
e ;. toubiendp=—"——3 I
a—2b a—b

ces valeurs peuvent encore étre simplifiées, car, si I'on observe que

a+V ab=y a.y/ ety a.y b=y e/ atyb),
a—b=(/aty b (VaFV0), |
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elles deviennent
dyv aly a+yb) di/ a
= - - =———— etenfinr = — L ——— _
VetV o) (V aFy b) e A T

336. 1l est facile de remonter de la formule

s=—Lt 4 %:%—q

a I'équation d’olt on I'a tirée. I suffit pour cela de suivre une

marche inverse, c'est-a-dire de faire passer le terme — - dans
2

le premier membre et d’élever ensuite au carré; ce qui fournit

(z+ %)! :( l/?:;)!, et z* +pr=yq,

2
en faisant les calculs et omettant le lEI'n]Bp7- commun aux deux
4

membres.

337. On peut résoudre I'équation z” -} p2 = ¢ au moyen d'une
transformation trés usitée en algébre, et qu'il est important de con-
naitre; elle consiste a faire z =y - z, » étant une nouvelle incon-
nue et z une indéterminée dont on pourra disposer pour rendre
incompléte I'équation en y; opérant la substitution, on trouve

rt+a) +plrtz)=q;
et, effectuant les calculs, puis, transposant dans le second mem-
bre les termes indépendants de y,
I (25 tply =—5"—pstq. (a)
On peut actuellement profiter de I'indétermination de z pour
poser

2z +p=o0, dou z=—%;

portant cette valeur de z dans I'équation (a), il vient

y’z—(ﬁ E—)!*—P(“g)+¢= %!—-I-?,

d’'our r=+/ -'Z—g—}-q;

]
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enfin, & cause de =1y - z, on conclut comme précédemment
2

338. Toute équation du second degré a deur racines et ne
peut en avoir davantage. Car, si I'équation @’ = px - ¢ pouvait
avoir trois racines différentes a, b et ¢, on aurait

@ +pa=q, b'4pb=q, C+pc=¢;
el, en retranchant successivement la deuxiéme et la troisiéme
équation de la premiére,
a’—b*}pla—b)=o, &'—¢'Fpla—c)=o0;
équations qui, en vertu du n° &6, peuvent s’écrire ainsi
(@—b) ta+b+p) =0, (a—0) a+tec+p)=0,
ou bien, parce que les binomes a— b et a—c¢ ne peuvent étre
nuls,
at+b+p=o, a+c+tp==o,

d’otr, en retranchant, b — ¢ = o, ce qui est contraire & la suppo-
sition. Donc toute équation, ete.

I1L. Relations entre les racines et les coefficients.

339. 1° La somme des deuz racines d'une équation du se-
cond degré est égale au coefficient du second terme, pris en
signe contraire; 2° le produit des mémes racines est égal au
membre connw, pris aussi en signe contraire. En effet, si 'on
désigne les deux racines de I’équation z*~pz=q par a et b, on
aura

ﬂ‘,=—g+‘/ %—i—-(, .—_'—-g— %+q,

ajoutant ces équations membre & membre, il vient

a+tbo=—L4 3}:+qwg—lf %E+q=—2ﬂ;

et, en les multipliant,

(-2 0V T ) (-2 -V Fory).

ou, parce que le premier facteur du second membre est la somme
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des deux quantités dont le second facteur exprime la différence,

S~ ) (V) =5 (5 +0)=o

340. ProBLiME. Former une ¢quation du second degré dont
les racines soient a et b. Si I'on suppose le coeflicient de 2* égal
a I'unité, — (a+4-b) et — ab sont évidemment le coefficient du

second terme et le membre tout connu (339); I'équation deman-

dée est en conséquence
P’—lat-b)r=—ab;
on trouve en effet, en résolvant cette équation, z=a et v = §,
On peut encore vérifier ce résultat, en ¥ mettant alternativement
aet b au lieu de 2, ce qui donne
a’'—(at+b)a=—ab, b*—(a—+b)b=—ab,
€quations qui se réduisent 'une et I'autre A — ab ——ab.

ALEIG) od 3 " 9
Ainsi, 'équation dont les racines sont 3ot — 5 est

2 2 13 10
2—(_ 5 e oM ~—h _ion . p? S e
(5 ) g ofh g 3
341. Provuime. Une dquation du second degré étant donnée,
former une autre équation dont les racines soient égales d celles
de la premiére, prises en signes contraires. Soit '+ pr=yq
Péquation donnée, et a, b les deux racines, en sorle que

a+b=—p et ab==—g. Les racines de I'équation cherchée étant
—a et—D, le coefficient de = sera exprimé par — (~—a—b)=
a-+b=—pet le membre connu par —(—a)(—b)=—ab=q.

L’équation demandée est donc z*— px=q; de lail suit que, pour
changer les signes des racines d'une ¢quation du second de-
gré, il suffit de changer le signe du coefficient du second terme.

IV. Résolution de quelques problémes.

342. PropLiME. Trouver un mombre dont le carré augmente
de 10 soit égal a 7 fois le méme nombre.
Soit # le nombre inconnu; on a immédiatement
z*1o=yz """ ou r—rr=-—jo;

12

S A e

e o e s

Pare.

S T

5

Lot S e

=r g —

]
5
Y
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on tire de cette équation

x:Zi‘/ﬁ_.lo._Zi g=7f3,
2 4 ) 4 9
et, en dédoublant les racines,
: —3
e 1 i Pl i PANE
2 -]

Les nombres 5 et o satisfont I'un et Tautre a la condition de-

mandee, car
52} 10=35=7.5, 2 10=14=7.2.

343. Propuime. Une personne achite un theval qu’elle vend,
quelque temps apreés, pour 21 lowis; @ cette vente, elle perd
autant pour 100 que le cheval lui avait coile. On demande
combien elle lavait acheté.

Désignons par « la somme cherchée évaluée en louis; puisque
T

sur 100 louis cefte personne perd z, sur 1 louis elle perd =,
00

et par conséquent sur louis elle éprouve une perte égale a
L - : T
—_.xou —; or, cetle perte est aussi exprimee par r— 21,
100 100
done

2
i X 1 1 -

< —x—a1 oU #'—100x—=2100 OU bien r* —100Z==—2100;
100

équation du second degré d’olt T'on tire
z=>50+V 2500 —2100=50 +V 4oo="50 120,
ou bien z=>5o-}20=70 et 2=>50—20=30.
Ainsi ce probléme est susceptible de deux solutions que nous

allons vérifier sur I'énoncé méme : 1° si cette personne a acheté
le cheval yo louis, et si, en le vendant, elle a perdu 7o pour

70 x
100, la perte est -ﬁ)— 7o==49; effectivement, 70-—21 =49;

90 si elle I’a acheté 3o louis, la perte est pareillement
3o

100

. 30=g, ce qui est encore exact, puisque 30 —21=9.
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. 3kk. Prosiime. L'extrémité supérieure dune dehelle est i/
! éloignée de 7 pieds du faite du mur sur lequel elle s’appuie, i
i et la distance de lautre extrémité au pied du méme mur est q
) de 6 pieds. On demande la hauteur de ce mur, sachant que |
| la longueur de Uéchelle en est les deur tiers. )
~ - Ap e . i
' Soit z la hauteur cherchée; z—7 est le coté d’un triangle ¢
i ; : o i
] rectangle dont I'hypoténuse est la longueur gk de T'échelle,
et dont I'autre coté de I'angle droit est la distance 6 de son extré- {
mité inférieure au pied du mur; or, la somme des carrés des !
cotés de I'angle droit d’un triangle rectangle est égale au carré ]
de I'hypoténuse, donc it
A
l 14 3 20 5 7 F /"B’ &
; E=7+6=(5) o o =8t !
. Préparant cette équation, il vient successivement 3
-' 97" — 1262+ 765 = f2*, 52— 1262 =— 765, ;
- , 126 765 i
L T — —— = .
2 J 4
! on tire de cette derniere 4
: 63 63°—5.765 _ 63+V 144 63+i12 7
= T= T T + ) g = e r“_ 3 ]
Pt J J ) &
: : i I '
i et, en scparant les racines, =15 et @= 10 — . Ces deux va-
, leurs satisfont également a la question.
‘ 345. ProBLEME. Déterminer la base du systéme de numera-

tion dans lequel le nombre 129 se trouve exprimé par 243. !
Soit @ cette base; les unités du premier, deuxiéme, (roi- -
siéme.... ordre de ce systéme, valent 1, &, x"....; le nombre de
ce systéme exprimé par 243 correspond conséquemment au nom- 1
bre 22"4-42+-3 du systeme décimal; de I3 résulte I'équation .‘
22* 4 42+3 =129 ou bien 2?4-22—63;
on en déduit
i "1i|r'/_{_—1_—:—1—_(-i?:——1i8, ou r=yg et r=—q.
Ce probléme a donc deux solutions, en admettant toutefois que
I + la base demandée peut étre négative. i

e ——
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346. PropLiME. Partager le nombre a en deuz parties, telles
que la plus petite soit @ la plus grande comme celte dernidre
est aw nombre a.

Soit z la plus grande partie, a— sera la plus petite, et I'on
aura

a—x Tl X a
proportion d'ot I'on conclut
2*—a*—ar et z*faz=da’.
Résolvant cette équation, on trouve
i g, g AT RS VS
S 4 2 2

ces deux valeurs de z sont réelles, incommensurables et de signes '
différents; la racine négative, quoique satisfaisant a T'équation, |
est évidemment inadmissible. La réponse a la question proposée
est donc

—— /S pr ol __,r"r
r= —Ji‘)}—s a=o0,618...a, f:a—:.u:=‘))—lg Jo—0;382...a:

On peut remarquer que cette valeur de « est 'expression du !
coté du décagone régulier, inscrit dans un cercle dont le rayon
serait a.

347. PropuiMe. Plusieurs droites, situédes dans le méme
plan et telles qu'il w'en eviste pas de paralleles ni plus de
deuz concourant au méme point, se renconirent en a points. |
Déterminer le nombre de ces droites.

Représentons ce nombre par z; chaque droite, rencontrant |
les 2 — 1 autres, fournit £ — 1 points d'intersection ; l'expres- .
sion @( —1) ou &’—w représente donc le double du nombre des .'.
points de concours, & raison de ce que 'un quelconque d’entre '!
eux, se trouvant & la fois sur deux droites, a été compté deux *
fois; en conséquence, I'équation du probléme est

z? — 2= 24,

i d'olt a:=-;i|/i-|—m et wzl—ii_—;—ﬂ.

, Le radical étant plus grand que I'unité, la seconde valeur de =
| est négative et doit étre rejetée. Quant a la premiére, elle ne

4
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sera visiblement admissible que dans le cas ol 14 8a sera un

—

. - i

i carré parfait. *j.
Si I'on fait a= 21, la formule donne =17, si I'on suppose é

a=4, 1+8a ou 33 n'est pas un carré exact et la question est #

insoluble. (8

348. PropLEME. On devait partager 360 fr. entre un cer- .%

§ tain nombre de personnes; quatre d’entre elles se trouvent h!
absentes, et cette circonstance augmente la quote-part des f

autres de 3 fr. Combien devait-il d’abord y avoir de parta- ﬁ

geants? -

Soit 2 ce nombre de personnes; si elles assistaient toutes au i
., 360 " A LB '
partage, chacune recevrait — > Mais puisqu’il en manque 4, .s'

| le nombre des partageants n'est plus que = — 4, et par suite, la i

quote-part s'éléve a —;_(}_01 ; or, d’aprés 1'énoncé, la différence
de ces deux expressions doit étre 3; donc on a ﬁj
; 360 360 i
3= — - i
{ r—4 ® ;
et, divisant par 3, puis chassant les dénominateurs,
| 2(& —4) = 1202 — 120 (—4), ou bien 2*—fx = 480 ;
' on déduit aisément de celte équation b
w=a+V f+480=2+V}8f=27F22,
ou r==24 et r=—20. : il
! Ces deux valeurs vérifient séparément I'équation du probléme,
mais la derniére est inadmissible, yu qu'un nombre de personnes 3
{ ne peut étre négatif. Il n’y a done qu'une solution. g
,r Il est cependant & remarquer que la valeur négative de x, abs-
traction faite de son signe, correspond i une autre question, nu-
'| mériquement liée a la premiére, que 1’on peut énoncer ainsi : _
i On devait partager 360 fr. entre un certain nombre de per-
sonnes; quatre nowveauxr partageants surviennent, et cetle '

1 circonstance diminue la part commune de 3 fr. Quel était .
dans le principe le nombre des partageants? ‘ 1

En désignant ce nombre par z, on trouve pour I'équation du ;

probléeme i

360 360 .i

d="— — ‘ol #*~4x == 48o0. i

z I-_!_i,dou:-:'-}—}.:\: 480 i

f ]
» ‘

| 'E
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Or, celte équation ne différe de celle d'abord obtenue, que par
le signe du coefficient de x, et, d’aprés le (n®338), elle doit
avoir pour racines celles de la premicre, prises en signes con-
traires, c'est-d-dire, — 24 et 20; le nombre 20 répond donc a
ce dernier énoncé.

349. ProsLEME. Partager le nombre a en deux parties, telles
que la somme des quotients, que Lon obtient en divisant la
premiére par la seconde et la seconde par la premicre, soil
un nombre donné b.

Désignons la premiére partie par x, Iautre sera a—=, et I'on
aura immédiatement

o

Q.—.‘L‘+ €T
développant les caleuls, et mettant cette équation sous la forme
exigée, il vient

€T

T _ b, ou bien '~ (a—2)'= bz (a—2);

9

s i 2 2 _—._—a-
(b=F-2]0* — (bt 2)gd= Gl £~ a8 ===y

de la on tire

a a’ a’ a “b—a
- ‘/j___ S ot T e 1 S
e 8 7 4 b—}—zu ‘4 Q(Ii b+9)'

Lorsque b est << 2, auquel cas la quantité soumise au radical
est négative, les racines sont imaginaires et le probleme impos-
sible. La plus petite valeur que I'on puisse attribuer a b est donc 2;

g ik e
dans cette hypothése, la formule précédente donne z = —, cCesl-
2
a-dire que le nombre est divisé par moitié, ce qui d’aillears est
évident.

Lorsque best =2, le radical est une expression réelle plus

pelite que l'unité ; conséquemment les deux racines sont posi-

] ) a a
tives, la premiere >~; et la seconde << S et en outre leur

somme est égale i a; elles représentent donc les deux parties
cherchées du nombre a, ce que l'on pouvait prévoir : car, si la
question était de nouveau traduite en algébre en prenant pour
inconnue la deuxiéme partie, on retomberait évidemment sur I'é-
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quation d'abord obtenue. Ainsi, ce probleme n'est susceptible
que d'une seule solution.

350. ProsLime. Deux voyageurs partent aw méme instant
des points A et B, distants de 20 licues, Uun de A pour aller en
B, lautre de B pour aller en A; leurs vitesses sont uniformes
et dans un rapport tel, que le premier arrive en B quatre
hewres aprés qu’ils se sont rencontreés, et que le second arrive
en A neuf heures aprés cette rencontre. On demande a quelles
distances des points A et B ils se sont rencontrés, et aprés
combien d'heures.

Si z est la distance du point de rencontre & A, 20—z sera la

distance du méme point & B; le premier voyageur, parcourant
£
20—z lieues dans 4 heures, met —+—
20—
4

lieue et ———pour en faire #. On trouve de la méme maniére
2 T
9(20

—) )
==——— heures pour parcourir
£

heures pour faire une

que le second voyageur emploie *

20— lieues. Or, au moment de leur rencontre, ils ont marché
pendant le méme temps; donc
R £
glioriz) = ¥ o g(20—z)* = f=°.

x 20—
On peut résoudre de suite cette équation, en extrayant la racine
carrée des deux membres, ce qui donne
6() »
=, 0l z—=12 et r==60;
3+2 :
la seconde racine x = 6o ne peut satisfaire a I'énoncé, puisque la
distance de A a4 B n'est que de 20 licues; la premiére racine
=12 répond donc seule a la question; ainsi, les distances du
point de rencontre aux points de départ sont 12 et 20 — 12, ou

4.1

3 F 2
8 lieues, et la rencontre a lieu apres ———— ou 6 heures.
Or—iI2

3(20 —x) =+ 22, et par suite v==

Reprenons ce probléme d'une maniére générale; supposons
que la distance des points de départ soit d, et que les voyageurs
arrivent en B et A, @ et b heures apres leur rencontre; enfin,
prenons. pour inconnue le temps z, apres lequel ils se sont ren-
contrés.

Puisque les voyageurs parcourent la distance d, I'un en a -z

T R

- TP Sp g A

i
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et V'autre en b-}-z heures, ils font respectivement dans une heure

d i, : .
—— ot —— lieues; dans un temps z, ils ont conséquem-
R e Pl X

dz z :
ment parcouru les espaces ——— et ——, et, comme ils se trou-
i SO T T v
vent alors au méme point de la ligne AB, on a

dz dz ! z z
a_—+:+___b—]—:=d’ ou bien ——a+:+—-——b+:=

I,

équation qui se réduit a z*=ab, d'ou z==V"ab. Si 'on suppose
a=14 et b=g, cetle formule donne z:fﬁ:ﬁ, résultat
obtenu plus haut.

351. PropLiME. Déterminer la profondeur dun puils, sa-
chant : 1° qu'il s’écoule a secondes entre linstant ou lony
laisse tomber une pierre et celui ot on lentend frapper le
fond du puits; 2° que Uespace parcouru par un corps pesant
dans un temps donné, sobtient en multipliant 15 pieds par
le carré du nombre de secondes dont il est composé; 3° que
le son se transmet uniformément et parcourt environ 1000
preds par seconde.

Si lon représente par z la profondeur cherchée, » égale
15 pieds multipliés par le carré du nombre de secondes que la
pierre emploie pour parcourir celte distance; donc le carré de

x 2 {4k A gt
ce temps est —; d’un autre coté, le méme temps est exprime
10

par a— ———, puisque le son, produit par le choc, se transmet a
00

T'ouverture du puits en secondes. Ainsi, 'équation du pro-

000
ik x
bleme sera (a— ) ==
1000 19
posons, pour éviter les calculs,
€T ¥ s T 100
=y, d'oi x=1000r et — =12. -7
1000 1H 3

ce qui revient évidlemment & prendre pour inconnue le temps
que le son emploie pour parcourir la profondeur z; il vient, en
100

5~ par b,

désignant
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(a—y)*=2by, ou bien y’'—a(a+ bjy=—a’;
d’ou I'on déduit
y=u-4b+V (a-Fb)—a*;
les deux valeurs de » sont positives, mais la premiére étant plus
grande que a, doit étre rejetée; portant la seconde dans
x =1000y et effectuant le carré de a4 b, on obtient
2= 1000(a-+b—V b*42ab).
On peut déduire de cette formule une valeur de z suffisam-
ment approchée et d'un usage fort commode; si 'on développe
a cet effet le radical, en observant que le temps a ne se compose

~ ordinairement que de quelques secondes, et que, par suite, la

st 3a . ; ! :
fraction 8 ou — est assez petite pour que l'on puisse en né-
100

gliger les puissances supérieures a la troisitme (90); on trouve

cirocadEn b i 2 3
V b+ 2ab=10b l/ 1—}—2%:(3(;—}—%———;%&4*-—;—%;)

I a
T i Bmosal T(‘*?) ’
et, en substituant dans la valeur de =,
1000

i a : o \
z= ——a*|1——|, ou bien x=15a*(1—o0,03.4a),
2b b ;

. 0 ’
en remplacant la lettre & par la fraction —I-g-— qu'elle représente.

Si I'on suppose a=3", on obtient, a un pied prés,
z=15.3%*(1.—0,03.3) =123.

V. Ezercices.

352. Résoudre les équations suivantes :

1° z* —122=—35; Rép. x=5, ==7,

2° 15426z} 72°=0; Rép, x=—3, mu—_-—-'—;-.
4 ) 2

30 Hp? —I=""I x /i i f = —

BB —|—,} 4x; Rép. z il =&,
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o .'I.'-—-I_‘_l-_ f i s PRy <
& e Reép. .r—l,.)48..fc 0,215.
5 g*—6r=—58; Rép. z=3+7V —1.

a-+b a—>b

6° a*(a® —2z+ 1)—b (2" 22} 1)=0; Rép. 2= s 'z :m

353. Proprime. Décomposer le nombre 1o en deux parties,
telles, que la somme de leurs cubes soit 370. Rép. Ces deux
parties sont 7 et 3.

35k. PropLivE. Trowver 1° le nombre qui, augmenté de sa
racine carrée, donne pour somme 42; 2° le nombre qui,
diminue¢ de sa racine carrée, donme pour reste 42. Rép.
19°7==36: 2> 0 ="49.

355. Prosrime. Déterminer les racines de Uéquation
'+ pr—+q=o0, dans laquelle p et q sont des quantités
inconnues , sachant que le wrinome z' - px-}q prend la
valeur numeérique 14, quand on suppose x = 5, et la valeur
34 quand on fait x=17. Rép. x =1+ |/ 2.

356. ProsLimMe, Exprimer que les équations <" —-px = ¢,
'+ p'v=¢q' ont une racine commune. Rép. L’équation de
condition cherchée est (g—q')"+ plg—q') (p—p')=¢lp+p').

357. ProsrivE. Trouver un rectangle dont la différence des
cités soit a et dont la surface soit b. Rép. Ces cotds sont

at+V a*F4b i —a+V a*+4b
2

2

358. ProLi:ME. La surface d'un rectangle est de 3g1 métres
carrés; si lon augmentait chaque cite d’un métre, la surface
serait 432 métres carrés. Quels sont les cites de ce rectangle?
Rép. Les cites sont 23 et 17 métres.

359. Prosuime. Déterminer les cotés du triangle rectangle,
qui @ pour conlour 12 métres, et pour surface6 métres carres.
Rép. Les cites sont 5, 4 et 3 métres.

360. ProsLimE. On dispose une armée composée de 20161
hommes, en trois bataillons carrés a centres pleins; le coté
du premier carré renferme 19 hommes de plus que celui du
second , et celur du second 21 hommes de plus que le c6té
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du troisiéme : on demande combien iy a d’hommes sur le
coté de chaque bataillon. Rép. Il y a 1oo hommes sur le coté du
premier, 81 sur le cite du second, et Go sur celui du troisiéme.

361. ProsLiME. On a partagé 120 [r. entre un certain nom-
bre de personnes, et 36o fr. entre les mémes personnes et 4
autres. Chacune de celles qui ont participé aux deuz partages
a recu 56 fr. On demande le nombre de ces derniéres.

Rép. z=6.

362. ProsLiME. On a un certain mombre de plans dont le
rapport auw nombre des points d'intersection qu'ils fournissent
est 1 : 22. On demande le nombre de ces plans, sachant qu'il
n'en existe pas de paralléles ni plus de trois concourant au
méme point. Rép. = 13.

363. Proprime. Deux paysannes, ayant porteé entr’elles
deux 77 cufs au marché, en reviennent avec des sommes
égales. St chacune d’elles eut vendu ses cufs sur le méme pied
que autre a vendw les siens, la premiére aurait recu 5 [r. 6o
et la seconde 3 fr. 15. Combien chacune avait-elle d'cufs?
Rép. 44 et 33.

364%. Proprime. Un tonneaw plein de liqueur a trois orifices
A, B, C; ¢l peut se vider par les trois orifices ensemble en 6
heures; par Uorifice B seul, il se viderait dans les trois quarts
du temps qu’il mettrait d se vider par A seul; et par C, dans
un temps qui est plus grand de 5 heures que le temps par B.
On demande en combien de temps le tonneau se videra par
chacune de ces owvertures séparément. Rép. Les trois temps
neonnus sont 20, 15 et 20 heures.

365. ProBLEME. On remet d@ un banquier deux billets sur la
méme personne; le premier de 550 [r. payable dans 7 mois,
le second de 720 fr. payable dans 4 mois; et il donne pour le
tout une somme de 1200 [r.; on demande quel est le taur
annuel de lintérét d'apres lequel ces billets ont €té escomptés.
Rép. Ce taux est de 13 [r.27.

366. ProsLimME. Une personne possédant 1ooo [r. partage cette
somme en deux parties qu’elle [ait valoir @ des intéréts diffe-
rents, et dont elle retire en tout 63 [r. 57; si elle faisait va-
loir la premiére partic au méme taur que la seconde, elle en
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retirerait 22 [r. 50 d’intérét, et, si elle faisait valoir la se- :
conde aw méme taux que la premiére, cette partie rapporie- A
rait annuellement 33 fr. g3. On demande les deux taux d'in- .
térét. Rép. 5 et 7. |

ol |
CHAPITRE VII.

DISCUSSION DES EQUATIONS ET DES PROBLEMES DU SECOND DEGRE.

— : R

5 I. Autre maniére de présenter la théorie des équations
i du second degre.

———

367. Reprenons I'équation générale

z*+pr=q ou 2*+pr—g=o,
et remarquons que 'on a identiquement

2 2
r’—l—w~w=r“+w+% ik (%— +9)
ou bien

2 L e
o pr—q=(o+ L) —(l/% +a) s

et, parce que le dernier membre est la différence de deux carrés,
2 i

N e e S T

conséquemment I'équation 2* +4-pr—¢=o peut se meltre sous
la forme \

(x+%~l/§—+—;)(r+%+ L;"}"G):O’

et I'on ne peut y satisfaire que de deux manieres :

s sl s
1°en posanta:-i— E — Vp—, —+g=o0, dott z=— P + l« 1’_ +q; :

—

T

e e

de la découlent ]a ré gle pnm résoudre les B([U‘IIIOH:: du second
degré et le théoréme du n°® 335.
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368. Si I'on désigne les deux racines de I'équation 2" 4-pxr—q=o
par @ et b, on aura

—— 24V B4 a==2 MV E,

et, en retranchant tour a tour ces derniéres de I'égalité z = =,

r—a=x-{ % = V% +4q, >—b=a-- —% e l/—2 +q;

4
substituant les premiers membres aux seconds dans I'équation
identique (a), il vient

z' 4 pr —q = (x—a) (x—D).

Ainsi, le premier membre d'une équation du second degre,
dont le coefficient du carré de l'inconnue est lunité et dont le
second membre est zéro, est identiquement égal au produit
de deug facteurs binomes du premier degré, ayant pour terme
commun linconnue, et pour seconds termes les racines prises
en signes conlraires.

369. Si 'on développe le second membre de I'équation précé-
dente, on trouve

'+ pr—g=a"—(a+ b) x4 ab,
identité qui ne peut avoir lieu, & moins que l'on ait

p=—(a-8), —q=ab;
ce sont les relations du n° 336.

370. ProbLime. Décomposer le trinome du second degreé
Lz’ Mz -+ N en deux facteurs du premier degré.

Résolvons a cet effet I'équation

Lz* + Mmx—4N=o0 ou 2'} :ﬁl x-+ % = 0;

aprés avoir divisé tous les termes par L, nous en tirerons

—M-+V M —4NL (b)
5 oL :
soient @ et b ces deux valeurs de @, nous aurons (335)
M N
3}'2—]—' [_ .1‘+ : :(;17——!'.1){.13 —'b),
et, en multipliant par t,
Lz’ 4 Mz N=L (x—a) (z—b). (c)
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371. S'il existe entre les trois coefficients L, M, ~ la relation
M” = 4n1, la formule (b) se réduit & '
M

M
ol e ok doi b=t s
o ', i 2L

I'identité (c) prend alors la forme ;

2

Lt —L-I\lr—{—h—[.(r—i— - ) :

ef, en extrayant laracine carrée des deux membres, il vient

V e ueN= iV_I,(r+ %)=_‘f:('bVL - < )

2/ L

Donc le trinome 12" -+Mx--N est un carré parfait, quand le
carré du coefficient du terme moyen est é€gal @ qualre fois le
produit des coefficients exirémes.

II. Discussion des racines.

372. Nous distinguerons trois cas dans la discussion des for-
mules

L

celui ou la quantité % —¢, soumise au radical, est positive;

celui ou elle est nulle; celui enfin on elle est negative.

2

1¢r Cas. Lorsque p_f} + ¢ est positif, les deux racines sont

réelles , commensurables ou incommensurables, suivant que
celte expression est ou n'est pas un carré exact.

Ce premier cas offre trois variétés : 1° ¢ positif; 2° g = o;
3° ¢ négatif, mais plus petit, indépendamment des signes,

p:

que T.

1% Variété. Si g est positif, on P

B ite |/

E’i—{‘? —+¢, et par suite Ll oul { L +q;

chaque racine prend en conséquence le signe du laclu,-al qui lui
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correspond. Donc foule équation du second degré, dont le
membre connu est positif, a deux racines réelles et de signes
differents.

2¢ Variéte. Si g= o, les racines deviennent

- ¥en
x:-——g—]—g-:(}, .:l:_._——-g-——;__——p_

Ainsi, les racines d’ume équation du second degré, privée
de terme tout connu, sont égales, l'une @ zéro, et Uaulre au
coefficient du second terme pris en signe contraire.

Au surplus, on peut tirer ces résultats de I'équation 2”4 pr=o;
car, mettant z en facteur, elle prend la forme z(x 4p)=o, et I'on
peut y satisfaire, soit en posantx = o, soit en posant x-p=o,
d’ott z=—p.

3° Variété. Si ¢ est négatif et numériquement plus petit que

ey B |// o
—4—>—1-—l—q et par suite -~ > ?—f—q,
les deux racines prennent donc le signe de leur premier terme
— g; de la, il suit que lorsque le membre tout connu est né-

gatif et plus petit, abstraction [aite des signes, que le carré de
la moiti¢ du coefficient du second terme, les deux racines sont
réelles et de méme signe, positives si ce coefficient est négatif,
négatives s'il est positif.

On peut parvenir aux résultals précédents par une voie qu'il
ne sera pas inutile de faire connaitre. Si 'on représente les deux
racines par ¢ et b, on a, comme on le sait,

ab=—yq, a-+b=—p;

or, 1° si g est positif, les racines sont de signes contraires, at-
tendu que leur produit —¢ est négatif; la seconde relation fait
voir en outre que la racine, numériquement la plus grande, a
le méme signe que —p. 2° Si ¢ =o, les relations deviennent
ab=o0 et a + b==—p, ce qui permet de conclure que I'une
des racines est nulle et que autre est —p. 3° Si ¢ est négatif,
les deux racines ont le signe de —p, puisque leur produit—g¢
est positif et que leur somme est —p.
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t Faisons passer le terme — {l dans le premier membre de la
| formule

| e s |
| et élevons au carré (333), il vient

{1 el T
d'oi il suit que dans le cas ot les racines d'une équation du

second degré sont réelles, tous les termes, réunis dans le pre-
mier membre, équivalent a la différence de deux carrés.

e

2¢ Cas. Lorsque E; ~+g=o0, ou, ce qui est la méme chose,
4

2

lorsque g=— P es valeurs de I'inconnue se réduisent &
que ¢q i

Y e T Rt At ) L Y
x_.—-;—}—-'/_o— ;, xr= ; VO'—‘ 2:
conséquemment, si le nombre connu est négatif et numérique- |'
ment égal aw carré de la moitié du coefficient du second terme,
les deux racines sont égales entr'elles et a cette méme moitué

prise en signe coniraire.
L'équation 2’ + px=¢q devient dans cette supposition L
;C'l_i__p.r-:.-— p-T ou r"‘_l__p_r-—{— PZ =0, OU enfin (_r__l_ 2;) =0"
4 |

donc, quand il y a égalité entre les racines, tous les termes de

Péquation ,. transposés dans le premier membre, forment un

carré parfait. ‘
La derniére des équations précédentes, mise sous la forme

e i i

fait concevoir comment peut s'établir I’égalité entre les deux ‘
racines.

3¢ Cas. Lorsque E— + ¢ est négatif, ce qui exige que ¢ soit
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négatif et d’une valeur absolue plus grande que PT’ le radical
4

et par suite les racines sont imaginaires (158).
P

o

Représentons par k& le terme — - et par h la racine carrée

2

de Texpression —?,— -+ ¢ prise positivement, en sorte que
4

—h'= i’,— ~+¢; la formule qui donne les racines devient
§

r=k+V —K ou z=k+hV/ 1.

Afin de reconnaitre la forme d'une équation du second degré
dont les racines sont imaginaires, faisons passer le terme % dans
le premier membre et élevons au carré (333); nous aurons

(z—k&)’=—Ah" ou (2—k)+h’=o0;

équation dont I'impossibilité est manifeste, puisqu'elle signifie
que la somme de deux quantités positives, dont la seconde ne
peut étre annulée, est égale a zéro. Donc, lorsque le membre
tout connu est négatif et plus grand, abstraction faite des
signes, que le carré de la moitic du coefficient du second
terme, 1° les racines sont imaginaires; 2° elles sont conju-
guées et de la forme © = k+hy —1; 3° I'équation est impos-
sible, et tous ses termes transposés dans le premier membre,
équivalent a la somme de deux carrés.

373. La discussion précédente fait connaitre la nature des
racines d'une équation du second degré, a Iinspection de ses
coeflicients. Voici des exemples de tous les cas.

1er Ezemple. 2*— 6z = 7. Le second membre 7 étant positif,
celte équation a deux racines réelles et de signes contraires; la
plus grande des racines est posilive, car leur somme est
—(—6) ou 6.

2¢ Ezemple. L’équation 2* — 6z=o0 ou bien z(x—6)=o0 a
deux racines réelles, 'une égale a zéro et l'autre a 6.

3° Exemple. x’ —6xz =—7. Les racines sont réelles, car
6\’ L N ;
7 est <<|-) ou g; 2° elles sont de méme signe, attendu que
3

leur produit 7 est positif; 3° elles sont positives, puisque leur
somme est' 6.
13
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Chacune des trois équations précédentes signifie que la diffé-
rence de deux carrés est égale a zéro. On tire, par exemple, de
la derniére =34/ 72; et si 'on remonte a I'équation, en sui-
vant la regle du n° 333, on trouve successivement
z—3=1y 2, (z3)=("2), (+-3)'—(/2)'=o0.
k¢ Exemple. "+ 6x=-—q. Le membre tout connu — g étant

négatif et numériquement égal a (— —) ou g, les deux racines
2

sont égales entr'elles et & — — ou 3; I'équation donnée peut se
2

mettre sous la forme o’} 6x+4-g==o, et par suite sous celle-ci
(+3)'=o0.
5¢ Exemple. x*—2x=—15. 1° Les racines sont imaginaires,

r

car le second membre — 5 est négatif et a une valeur absolue
plus grande que (——- 2) ou 1; 2° elles sont de la forme kR —i,
puisque T'on tire de I'équation z=1*V"—% ou z=1+2V —1;
3° L'équation est impossible, ce qui résulte de la formule
z=1+2V —1, dou I'on déduit successivement (333)
g —1=+2V —1, (z—1)'=—4, ([@—1)+4=0.
37k. La discussion de I'équation az’-bz = ¢ conduit a quel-

ques nouvelles circonstances que nous allons examiner; divisée
par a, elle devient

g gl < g g e
o a—r—a,,dou g = M—_}- F_l_a
I STV <y 7
on x= oL 22-1—4(1{:. (d)

Ainsi, les racines seront réelles, égales ou imaginaires, selon
que b*--4ac sera >, =ou << o.
Supposons d'abord que a = o, il vient

bl s —-bo—}—bz 0 —b=b_

u r

I'une des racines se présente sous le symbole de I'indétermination
et 'autre sous celui de I'impossibilité. Cependant I'équation, de-
venant dans cette hypothése o.x’--bz=c, s'abaisse au premier
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. . C v . (4] e
degré et fournit seulement z= 7 I'expression — a donc ici
4]
une valeur finie.
Faisons a lafoisa=o0,b=o0; 0na
Oio (o] o
= o r=- et o=,

5 9 0 0
Ce qui semble indiquer que les racines sont indéterminées. Il
est manifeste qu'il n'en est pas ainsi, car I'équation o .20 .x=¢

A

est visiblement impossible. Le symbole g indique donc dans

ce cas une absurdité.
Posons enfin a = o0, b==o0, ¢=o0; on obtient, comme précé-

0 0 . » .
demment, z= —et »= —; mais alors, ’équation o0.z*+o0.1=0
0 o

étant identique, ces résultats sont exacts,
On peut donner & la formule (d) une forme telle qu'elle ré-
ponde exactement aux trois suppositions précédentes; il suffit
pour cela de multiplier les deux termes de la fraction du second
membre par — bV 5" 4 4ac, en observant que (£6)
(— bV T fac) (— b TV T 4ac) = (—b")—(V 5" 4aa)
= — 4ac;
elle devient alors
—4ac : Y
2, 2a(— b5V b'+4ac) O bigh s b+V b*+4ac’
Si I'on pose actuellement 1° @ = 0; 2° a =0, b=0; 3° a=o,
b=o0, ¢=o0; on obtient
2¢ 2

¢ ¢ 0 — - 0 —
1 1‘=b—-30u1‘_—'-{73t$—?,2 -—oj_-o, x

L1 “oto’
375. Si lune des racines d'une équation du second degré
est commensurable, incommensurable ow imaginaire, l'autre
racine est aussi de la méme forme, car ces diverses circon-
stances ne dépendent que du radical commun aux deux racines.
Il est & remarquer que dans le cas ou les racines sont commen-
surables, I'une d'elles peut étre entiére et I'autre fractionnaire.
On en voit un exemple dans le n® 344.

£

2¢ 0
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376. Lorsque p et q sont des nombres entiers, U'équation
X'-Fpx==( ne peut avoir pour racine une fraction rationnelle.

; . : (i Jusle s o
Imaginons en effet que la fraction rationnelle et irréductible 5

soit racine d'une telle équation, on aurait
a’ a S a’
I +p ¢ whmag et, en multipliant par b, o ~+pa=qb,

identité qui ne saurait exister, puisquen vertu du n° 9%, la

2

Dbl s : . .
fraction 5 est irréductible, et qu'un nombre fractionnaire ne

peut étre égal a un nombre entier.

III. Discussion des problémes du second degré.

377. Les problémes du second degré sont généralement sus-
ceptibles de deux solutions, puisque les équations auxquelles ils
conduisent ont la propriété d'étre satisfailes par deux valeurs
différentes de I'inconnue; il existe cependant quelques problémes,
ot les deux solutions s'identifient; c’est ce qui arrive, entre
autres, quand on parvient a une équation dont les racines sont
égales, ou bien encore quand il y a dans I'énoncé deux quantités
inconnues parfaitement symétriques par rapport aux données.
Tel est le probleme du n° 346.

Ce qui précede suppose que I'équation du probleme est la
traduction compléte de son énoncé; s'il en étail autrement, il
pourrait se faire, comme on I’a vu dans quelques-unes des ques-
tions du chapitre VI, que I'une des racines ou méme toutes les
deux fussent inadmissibles. Tout ce qui a été dit a cet égard pour
les problemes du premier degré (284), convient également a ceux
du second.

378. On peut établir, relativement aux solutions négatives, un
principe absolument conforme & celui du n° 285.

Toute valeur négative de Uincomnue, tirée de U'équation
d'un probléme du second degré, répond, abstraction faite de
son stgne, & un autre problime, dont I'énoncé peut se déduire
du premier, en attribuant a U'inconnue un sens oppose.
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En effet, si I'on suppose que le premier probléme ait conduit i
I'équation z*—-pxr==g, on pourra en déduire celle du second,
en y changeant z en — =, ce qui donnera

(—=)" +p(—2)=q ou  #—pz=g;
or, ces deux équations ne different que par le signe du coefficient
de la premiére puissance de I'inconnue ; donc, en vertu du n° 341,
les racines de I'une sont égales a celles de l'autre prises en signes
contraires. C. ). F. D.

Au surplus, il est & remarquer que ce principe n'est applicable
que dans le cas ot I'inconnue peut se prendre dans une acception
contraire ; si cette interprétation élait impossible, la valeur néga-
tive de I'inconnue, prise positivement, correspondrait encore en
général & une question analogue & la proposée. Nous citerons
pour exemple le probleme du n® 345.

Nous allons appliquer cette théorie au probléme des lumiéres,
remarquable en ce qu'il réunit les ‘points les plus importants de
la discussion.

379. Prosritme. Trouver sur la droite AB un point également
éclairé par les deux lumitres A et B, sachant : 1° que la lon-
gueur de la droite qui les unit est de d métres; 2° qu'elles
répandent, a un métre de distance, des clartés représentées
par les mombres a et b; 3° que, d’aprés une loi de physique,
lintensité d’une lumiére d une distance quelconque est expri-
mée par une [raction, dont le dénominateur est le carré de
cette distance, et dont le numerateur est U'intensité de ceite
lumidre a un éloignement d’un métre.

0

E A AR D

Supposons le probléme résolu, et soit C le point demandé : si
I'on représente la distance AC par z, la distance AB—AC ou BC
est exprimée par d —z; en vertu de I'énoncé, I'intensité de la lu-

& ! a 2 1
miére A au point C sera ot celle de la lumicre B au méme

point sera W“LL)’ done, puisque le point C recoit de I'une et
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de l'autre la méme clarlé, on aura
a b
o =y
et, en effectuant les calculs indiqués,
ad’ —sadr-t-az*=bs* ou (a—b)z*
équation d’olt I'on a tiré dans le n® 335
_— d.Va it dVa _
Va+Vb'’ Va—Vb
On peut parvenir aux mémes résultats fort simplement, en
extrayant la racine carrée des deux membres de I'équation (e);
de 13 résultent
Va. (d—=z)=+ Vb et Vad— \.f'fa,:cz +Vb.a;
changeant les membres de place et faisant passer le terme — \/a.&
dans le premier, il vient

ou ald—az) =bz’; (e)

sade=—ad’; (f)

Vaty ble=y a.d, dot 2= 7%'

Pour faire une application de cette formule, posons d== 48,

= 49, b==25, et substituons, en observant que " 49 =17, et
V 25 =15, nous trouverons

r= 7—4? ou xr=28 et =168,
715

Les deux points C et D, tels que AC= 28 mélres et AD = 168

meétres, satisfont en conséquence & la condition demandée (*).

(*) Les points G et D, ou les deux lumiéres éclairent également , jouissent de la
propriété de diviser la droite AB en parties harmoniques, c'est-i-dire que les
parties sont liées par la proportion

AB : BC :: AD : BD.

En effet, on a évidemment

1] a b a dot T\F, a AD a
o T TR e s e ol e e
BE 1.AC, i BBE A ¥ Sw b
et, parce que les seconds membres sont égaux,

—r) —_—7

AC AD AC AD

= PTIm d'on e C. Q. ! ol

BG  BD i A
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Discusston. Examinons d’abord la premiére racine
Va
= ——d;
T Vatve
elle est visiblement positive et plus petite que d, puisque le pre-
mier terme /"a de la fraction qui multiplie ¢ est plus petit que

; 4 8=
le second y/"a 4/ b; cette racine est d'ailleurs = ou < sui-

vant que a est > ou << b. Lorsque @ = &, elle devient
» Voa P Va JEs d

Vveatya' aya’ 2’

Ainsi, il existe loujours entre les deux flambeaux A et B, un
point qu’ils éclairent également; ce point se trouve au milieu de
la droite AB quand ils sont de méme intensité, et en général il
est compris entre le milieu de cette droite et le flambeau le moins
intense.

Considérons présentement la seconde racine

r= —-.—‘/—_E—- .d,
Va—y b
dans la triple hypothése de ¢ > b, a << b, a=b.

&

Si le point O est le milieu de la droite CD, la dernitre des équations obtenues
peut s'écrire ainsi
AO—CO AO+CO =
CO—BO — BOFCO’ ou de la sorte, CO'=A0<B0,
aprés avoir chassé les dénominateurs et fait la réduetion; or, si I'on désigne par i
un point de la circonférence décrite sur CD comme diamétre, on aura, en vertu de
la proposition xxxiv, livre 111, de la géométrie de M. Legendre,
Ai_AC LA AC
T = ==, el par suite — = —;
% 3G B BC

: et Gy }
ou bien, en remplacant le rapport de AC™ : BC® par son égal a : b,

—

—a
Asis loa b a

g o= =

Bi B AP
done tous les points de cette circonférence sont également Géclaivés par les lumidres
A et B. Si on la fait tourner autour de son diamétre CD, tous les points de la sphére
engendrée jouiront également de la méme propriété. Quand les flambeaux ont méme
intensité, la sphére dégénére en un plan perpendiculaire sur le milieu de la droite AB.

\
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1° Sia = b, le dénominateur /" a— /" b étant positif et plus
petit que le numérateur )/ "a, la valeur de x sera posilive, mais
plus grande que d. Il y a donc un second point D, sur le prolon-
gement de AB et du coté du flambeau le plus faible, qui jouit de
la propriété demandde.

2° Si a< b, le dénominatcur | a— )/ b étant négatif et d’'une
valeur absolue plus petite que le numérateur |/"a, la valeur de =
est aussi négative et numériquement plus grande que d. Cetle
valeur de =, prise positivement, correspond a un autre probleme,
dont 'énoncé se déduira de celui dont il s'agit, en donnant & x
une acception opposée, c'est-a-dire, en comptant la distance
que représente cette lettre dans le sens AE (378) ; or, on concoit
aisément que ces deux problemes sont identiques, attendu que
Pon n'a pas précisé dans I'énoncé la position que doit avoir le
point demandé par rapport aux deux lumiéres A et B. Concluons
donc que, dans cette hypothése comme dans la précédente, il
existe un second point E, sur le prolongement de AB et du cdté de
la plus faible lumiére, qui remplit la condition voulue.

3° Si @ = b, la valeur de x prend la forme

a a.d
Va—y a 0
Le calcul, en donnant un point situé a l'infini, nous apprend
que la seconde solution nexiste plus; I'équation (f) s'abaisse effec-
tivement au premier degré et devient

x

—oade=—ad* d'oll :g:%

résultat déja obtenu.
Enfin, si 'on suppose a la fois a= b et d=o, les valeurs de

- (o] AT .
se présentent sous la forme o et —; ce qu'il était facile de
o

prévoir, car les flambeaux coincidant et ayant méme intensité,
tous les points de la droite AB, en y comprenant celui ou se
trouvent les deux flambeaux, sont également éclairés.

380. Tout probléme qui conduit d une équation du second
degré dont les racines sont smaginaires, est impossible. Car,
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s'il était susceplible de solution, il y aurait au moins un nombre

fini, qui, mis & la place de I'inconnue, vérifierait I'équation; ce

qui est contre la nature des équations du second degré dont les
racines sont imaginaires.
Voici deux exemples :

381. ProsLime. Partager le nombre p en deux parties, dont

le produit sout q. .
On voit immédiatement que les deux parties cherchées ne sont
autres que les deux valeurs de z dans I'équation 2" — pr—=—y,

puisque la somme de ses racines est p, et que leur produit est ¢

(336). On en tire
r:j—; Iz ‘/E,- —q;
&4

2 : ;
tant que ¢ est<< "7, les deux parties sont réelles; elles sont
4

égales, si ¢ = E;—; enfin, lorsque ¢ est > %, elles deviennent
imaginaires, et le probleme est impossible.

Pour prouver cette impossibilité, indépendamment des théories
précédentes, il suffit de faire voir que le produit des deux parties

d'un mombre p me peut étre plus grand que la quantitéﬁ,—,
5

qui exprime le carré de la moitié¢ de ce nombre. Si T'on dési-
gne a cet effet par d la différence entre les deux parties du nom-

bre p, la plus grande sera représentée parg - g, la plus petite

A ; -

par g s (5), et 'on aura (&6)

£+d)(p d)__p" d:

2 2/\2 YR 4 2
or, il est manifeste que ce produit est d’autant plus grand que la
différence d est plus petite, et que sa plus grande \'aleurp—j,- cor-

5

respond & d =o, Cest-a-dire, au cas ou les deux parties sont
égales.
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382. ProBLEME. Partaje-r le nombre p en deux parties telles 1
que lewr produit soit égal @ la somme de leurs carres.
Soit & I'une des parties du nombre p, ’autre sera p—u, et 'on
aura
a(p—a)=a"+(p—a)’,
et, en eflectuant les calculs,

3 <
pr—o' =gz +p'—opr42°  ou xqﬁpx:-—%;
équation qui fournit
* g = 4 R’ (I_ 3)

on peut en conclure que ce probléeme est impossible, puisque les
valeurs de I'inconnue sont imaginaires, quel que soit d'ailleurs le ,
nombre donné p.

CHAPITRE VIIL |

RESOLUTION DE QUELQUES EQUATIONS DE DEGRE SUPERIEUR
AU SECOND.

I. Equations d deux termes.

383. Les équations a deux termes sont celles qui ne renfer-
ment que deux espéces de termes; les uns affectés d’une certaine
puissance de l'inconnue et les aulres tout connus.

38k. Toute équation a deux termes est de la forme a™=1q,
q désignant un nombre positif quelconque. Car, si I'on fait
passer dans le premier membre les termes qui renferment I'in-
connue et dans le second les termes connus, on obtiendra, réduc-
tion faite, une équation de ce genre, az™ = b. Divisant par a et

3 MEOUS BEk: Y
représentant par ¢ l'expression »en convenant de prendre le

signe - quand b et a sont de méme signe et le signe — dans le
cas contraire, elle prend la forme annoncée 2™ = +g¢.
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385. Pour résoudre une équation a deux termes, on la raméne
a la forme s™=++q et l'on extrait la racine m*™* des deux
membres, en se rappelant : 1° que toute racine de degré pair
d'une quantité doit étre affectée du double signe plus ou
moins (156); 2° que les racines de degré impair d'une quan-
tité ont le signe de cette quantité (157). Conséquemment, des
équations
= Q, m=— q:
on déduit, dans le cas ot m est un nombre pair,

z::’:]/_-q) x:i'/‘_q}
et, dans celui o m est un nombre impair,

m m
z=yq, r=—1q.

Ainsi, lorsque le degré de I'équation est pair, il y a deux ra-
cines réelles ou aucune, suivant que le second membre est positif
ou négatif; lorsque le degré est impair, il y a toujours une racine
réelle, mais il ne peut y en avoir qu’une.

1. Equations résolubles par la méthode du second degre.

386. Les équations résolubles par la méthode du second degré
sont celles qui sont réductibles a la forme z*™ - pa™==¢; on voit
que I'exposant de l'inconnue » dans le premier terme est double
de I'exposant de cette lettre dans le second, et que le dernier
terme est entiérement connu.

387. Pour résoudre I'équation z*"-}-pz™=q, on pose z"=y,
d’olt 'on déduit aisément 2*™=y*; substituant, il vient

y' +pr=ygq, et par suite ?r:-—"?—)i‘/ pT+?;
2 4

or, de 2™=y, on tire x==1)/y ou =y, selon que m est un
nombre pair ou impair (382), et en remplacant y par sa valeur
e At L R 2 e
la premiére formule résout I'équation proposée quand m est pair,
et la seconde quand m est impair.

Discussion. Elle dépend visiblement de celles des équations a
deux termes et des équations du second degré.
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Supposons d'abord que m soit un nombre pair, auquel cas

m

z=-y y;1°1l y aura quatre valeurs réelles, égales deux & deux
et de signes contraires, si les valeurs de y sont réelles et posi-
tives; 2° il n’y aura plus que deux valeurs réelles de signes dif-
férents, si 1'une des valeurs de y est positive et I’autre négative ;
3° il n’en existera aucune, si les valeurs de » sont toutes deux
négatives ou imaginaires.

Dans I'hypothése oi m est un nombre impair, et ou I'on a

m

x =y y; 1°8i y a deux valeurs réelles, x a aussi deux valeurs
réelles de méme signe que celles de »; 2° il n’y a pas de racines
réelles, lorsque les valeurs de » sont imaginaires.

III. Toute racine de degrée pair d’'une quantité négative est de
la forme p+qV —1.

388. La démonstration de ce théoréme, qui a été annoncé
dans le n° 160, et en vertu duquel les quantités imaginaires de
tous les degrés sont réductibles a celles du second, repose sur ce
lemme :

La racine carrée d'une quantité imaginaire de la forme
a-tb V" 1 est encore de la méme forme; ou, en d’autres termes,
il existe toujours des valeurs réelles de & et de A, telles que

a—}-c")l/ i'ﬁ—|—-k|/_—1
en effet, élevant au carré et observant que () —1)'=-—1, il
vient
afbV —r1=~kK—h + akhV —1,

équation qui ne peut subsister & moins qu'il 'y ait égalité entre
les parties réelles et imaginaires des deux membrcs de 1a ré-
sultent

B —h'=a, 2khY/ —1==bV —1 ou K —h'=a, K’h'= Z:i 2
ce qui apprend que k" et — h* sont les racines d'une équation
du second degré, dont le coeflicient du second terme est — a et

2

b s L L] - -
le membre tout connu — (339), c'est-a-dire de
4
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: b’ 153y 4N atV a’ b’
T —ar= 7 d’ou l'on tire o= —_-——_l_—,
2
les deux valeurs de = sont tDllJDUI‘S réelles et de signes différents;
la racine positive correspond & £°, la racine négative a — A’

et I’on a

o 0V a5 uM_W*Vf+F
2 L] o 2 ]

et, en tirant les valeurs de & et de 4,
: at+V o'+ b* —a+V b
K=k el S Fl == —_— ),
2 2
ce qui démontre le lemme énoncé.
Cela posé, si I'on fait a = o0 et b= 1 auqueI cas I'expression
Va+ b6V —i se réduit 3 VI —1 ou /=1, on trouve

A=t |/;, h=+ l/}_,

4
- - i . ¥ T —_—
ainsi, ¥ —1 est de la forme a+bV—y; done ‘/I/_—l ou
B —
V' —1 est aussi de la méme forme; il en est pareillement de

L] 16
|/ V —1ouV —i,elc.; donc en général, toute racine de—r1,

dont l'indice est une puissance de 2, est de la formea--by —7.
Actuellement, tout nombre pair, étant le produit d’un nombre
impair mult:plle par une cerlaine puissance de 2, peut étre re-

présenté par 2".i, et d'ailleurs, on a u]enthumncnt
a9, L o I

V—=a=Va V—--——[
désignant |/‘ A par + n et mmalqnam que

I/_-—~[—-\ '/_—-I l’ —1"—':£I~|—5V_——_1
cette identité devient

1/_—*\_"+H (L+:'5V_—l|-_+:ia=f—1tbf~—1,
et, en posant tra=p et Rb =g,

an i

V —a=p+qV —q,
ce qu'il fallait démontrer.

SCDLYON1 |




LIVRE TROISIEME.

THEORIE |

DES PROPORTIONS, DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES.

. ) —

CHAPITRE 1. f
RAPPORTS ET PROPORTIONS PAR DIFFERENCE.
I. Rapports par différence. |

389. Un rapport arithmétique ou par différence est le ré-
sultat de la comparaison de deux quantités par voie de soustrac-
tion. Ainsi, soit a— b=r,  sera le rapport par différence des
deux quantités a et 0.

390. Les quantités @ et b que l'on compare s'appellent les
termes du rapport; le premier terme a porte aussi le nom d’an-
técédent, et le second terme b celui de conséquent.

391. On sépare par convention les deux fermes par un point
que 'on énonce est d; en conséquence, a. b signifieaest d b et
équivaut a a — b.

392. Un rapport par différence est inverse d'un autre quand il )
est composé des mémes termes pris dans un autre ordre. Ainsi,
le rapport inverse de a. b est b. a.

Le rapport direct élant r, le rapport snverse est égal a —r;
car de a. b=r, on déduit a—b="r, puis b—a==—r, et enfin
b. g =—r.

393. On ne change point un rapport par différence en aug-
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mentant ow en diminuant ses deux termes d'une méme quan-
tité. Autrement, on a, quel que soit m,

a.b=(atm). (b+m).

En effet,

(@tm).(btm)= (a+m)—(b tm)=atm—bIm=a—b=aq.b.

39&. Un rapport par différence est dit compose quand il est la
somme de plusieurs rapports simples.

395. L’antécédent et le conséquent d'un rapport composé
sont dgaur a la somme des antécédents et a celle des conseé-
quents des rapports simples dont il est formé. Ainsi, le rapport
composé des trois rapports a. b, ¢.d et e./ est (a+t-c+e).(b+4d+f).
En effet, si I'on désigne ces trois rapports par r, s et ¢, on aura

r=a—bs=c—d,t==¢—{
et, en ajoutant ces équations membre a membre,

Tt sti=(atcte)—(b+d+f)=(atcte). (b+d4-).
II. Proportions par différence.

396. On appelle proportion arithmétique ou par différence,
ou bien encore, équi-différence, I'égalité de deux rapports par
différence. Ainsi, soient a.b=r et c.d = r, les deux rapports
égaux a.b et c.d constitueront une équi-différence.

397. Les deux rapports sont ordinairement séparés par deux
ponts que I'on énonce comme, de sorte que a.b: ¢.d signifie a
est d b comme c est a d, et équivaut a I'équation ¢ — b= ¢—d.

398. On appelle 1° premier et deuziome antécédent d'une
équi-différence, le premier et le troisiéme terme; 2° premier et
deuziéme conséquent, le second et le quatrieme terme; 3° pre-
mier et deuzidme extréme, le premier et le quatriéme terme:;
£° premier et deuxidme moyen, le deuxieme et le troisieme terme,

399. Dans toute équi-~différence, la somme des extrémes est
égale a celle des moyens. En effet, I'équi-différence @.b : ¢.d
peut se mettre sous la forme (397)

a—b=c¢

d,
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équation d’olr T'on tire, en changeant de membre les termes né-
gatifs,

at+d=0b—c.

%00. Réciproquement, quatre quantités constituent une
équi-différence, lorsque la somme des extrémes est égale d
celle des moyens. En effet, soient a, b, ¢ et d quatre quantités
lides par la relation

atd=b-c;
transportant b dans le premier membre et d dans le second, i
vient

a—b=c—d, don (397), a.b : c.d.

Ainsi, les quatre nombres 5, 6, 9 et 10, élant tels que
5 4 10= 6+ g, forment I'équi-différence 5 .6:9g.10. Il n'en
est point de méme des quatre autres nombres 2, 8, 9, 12, atten-
du que 2 -} 12 est < 8 -+9.

101. PropLime. Trots termes d'une équi-différence €étant
donnés, déterminer le quatriéme. Il peut arriver que le terme
inconnu soit un extréme ou un moyen.

1° Si le terme inconnw est un extréme , on le détermine en
retranchant Ueztréme connw de la somme des moyens. En effet,
de I’équi-différence a.b:c.d,ontiratd=>b-c¢, d’ou

a=b-tc—detd=btc—a.

90 Si le terme tnconnu est un moyen, on le détermine en
retranchant le moyen connu de la somme des extrémes. Car
de I'équi-différence a.b : ¢.d, on déduit b+ c=a+d, d’olt

b=a+d—cetc=a+d— b,

402. Une équi-difiérence est dite continue quand les moyens
sont égaux. Telle est a.b : b.c.

Souvent, pour abréger, on néerit qu'une seule fois le terme
moyen, mais alors on fait précéder 1équi-différence de deux
points séparés par un trait horizontal; ainsi, - a.b.c rem-
place a.b : b.c, ets’énonce a est abestac.

403. Dans toute équi-différence continue, la somme des ex-
irémes est double du terme moyen. En eflet, de 1'équi-différence
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continue - a.b.c, ou, ce qui revient au méme, de a.b : b.c on
tire a +c¢=15& -+ b, ou bien, a 4 ¢ = 2b.

40%. ProsLEME. Deux termes d'une équi-difference continue
élant donnés, déterminer le troisiéme. Le terme inconnu peut
étre I'un des extrémes ou le terme moyen.

1° Si Pun des extrémes est inconnu, on Pobtient en retran-
chant lextréme connu du double du terme moyen; car, de
I'équi-diffiérence continue= a.b.c, on déduit a 4 ¢ = 2b, d’olt

a=2b—c et c=2b—a.

2° Si le moyen terme est inconnu, on Uobtient en prenant

la demi-somme des extrémes; carde - a.b.c on tire 20 = a—t-e,
et par suite

£05. On appelle moyenne arithmétique entre deux quantités
le moyen terme d'une équi-différence continue dont elles sont les
extrémes. Ainsi, dans - a.b.¢, b esl la moyenne entre a et c.

De cette définition et de la seconde partie du probléme précé-
dent, il résulte que la moyenne arithmétique entre deux quan-
tités est égale @ lewr demi-somme. La moyenne enlre 6 et 14,
par exemple, est 6—_2—1-{‘ ou ro,

406. En général, la moyenne arithmétique entre plusieurs
quantités est une quantité telle que la somme des rapporls par
différence, résultant de sa comparaison avec chacune d'elles, est
égale a zéro.

407. La moyenne arithmétique entre plusieurs quantités est
€gale a la somme de ces quantutés, divisée par lewr nombre. En
elfet, soit # la’moyenne entre les m quantités a, b, ¢,.....I. Les
rapports de = a chacune d'elles sont 2—a, a—b, z—c,.....z2—I,
et, en vertu de la définition du n° 406, on a

*r—a+2—b+a—c..+a—Il=o0;
transposant les termes négatifs dans le second membre, et re-
14
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marquant qu’alors le premier membre se compose de m termes \i
égaux a w, il vient

mr=a-+b-4c..+41,

_adbte.. 4

m

d'ol

k08. Dans une suite de rapports égauz, la moyenne des
antéceédents est @ la moyenne des conséquents comme un ante-
| cédent est a son conséquent. Soit la suite
i W S R T A
; composée de m rapports égaux a r; on a '
a—b=r, c—d=r, e—f=r,...t—Il=r,
et, en ajoutant ces m équations, ,
f (a4-c+e..+¢)—(bFdtf... 1) =mr;
divisant les deux membres par m, substituant a r le rapport a.b
' et aux signes — el == un et deux points, on trouve \
atotenti btddfotl
i m m 8

III. Ezercices.
£09. Prosrizme. Déterminer X dans les équi-différences :

3.5: 9.2, 2.9: zabjug.® 8. 18
~®.g:13.7, -3.5.24,<2.8.11, +~x.6.7;
Rép."o r=09; 90 gri=cif 47 B0 eyl ar= 175 5o z=17;
6%z =16,5; T x=05
. k10. ProsLiME. Trouver une moyenne arithmétique 1° entre
: 8 et 12; 2° entre 3, 17 et 20; 3° entre 5, 6, 10, 12 €l 21. |
Rép. 1° z=10; 2% =13,333....; 3° x=10,8. |
5 k11. Proprive. La somme des termes d'une équi-différence ‘
est 10, celle de leurs carrés est 3o, enfin lewr produit est 24 :
trowver cette équi-diffirence. Rép. 1.2 : 3.4.
£12. Propri:mME. Deux joueurs d’égale force conviennent que
celui qui aura gagné le premier trois parties recevra a fr. de
Pautre; et que, s'ils se séparent avant que le sort ait décudé,
le jew sera réglé conformément a leurs chances d'alors. On
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demande combien le premier joueur devra recevoir du second :
1° dans U'hypothése ot le premier auravt deux parties et le se-
cond une; 2° dans celle ol le premier aurait deux parties et
le second aucune; 3° enfin dans celle ot le premier aurait
une partie et le second aucune.

Rép. 1°z= LES 5? 5 3{’“‘5:'&-

2 4 8
£13. ProsuimE. Trois joueurs d'égale force conviennent que
celui qui gagnera le premier irois parfies recevra a fr. de
chacun des deux autres; aprés avoir fait trois parties, dont
deur ont été gagnées par le premier joueur et une par le se-
cond, ils réglent le jeu en ayant égard @ leurs chances respec-

tives. On demande le gain ou la perte de chacun.

Rép. Le gain du premier est l—l(;—a; les pertes du second et

by

i a 7a
dw troisiéme sont 3 e & q
R

—— —

CHAPITRE IIL

RAPPORTS ET PROPORTIONS PAR QUOTIENT.

1. Rapports par quotient.

&%, On appelle rapport géométrique ou par quotient, ou
simplement, rapport, le résultat de la comparaison de deux

= . s .. a
quantités par voie de division. Soit 3 =T 7 sera le rapport des

deux termes a et b.

415. On sépare ordinairement I'antécédent a du conséquent b
par deux points que I'on énonce est 4, ou bien, divisé par, comme
on I'a vu au commencement de ce traité; de sorte que a : b signi-
fie a est @ b, ou a divisé par b.

£16. Un rapport est snverse d'un aulre, quand il est composé
des mémes termes, pris dans un ordre différent. Le rapport in-
verse de @ : b, par exemple, est b : a.
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Le rapport directa : b élant r, le rapport inverse b : a est égal
a . Car, si 'on désigne par »' le rapport ¢nverse, on a
a NS
= T y = E;
et, en multipliant ces égalités membre & membre, d
,_ aXb
rr'=
bxa
k17, On ne change point un rapport en multipliant ou en
divisant ses deux termes par la méme quantité. Autrement,
on a, quel que soit m,

: I
=1, dot r'=—.
po

a: b=ma:mb, rz:b=£:£, ]
m m
ce qui résulte de ce qu'un rapport n'est autre chose qu’une frac-
tion dont le numérateur est I'antécédent et dont le dénominateur 1
est le conséquent; et, de ce que 'on n’altére point une fraction,
en multipliant ou en divisant ses deux termes par la méme
quantité.
En général, les régles relatives au calcul des fractions sont
aussi applicables a celui des rapports.

k18. Un rapport est dit composé quand il est le produit
de plusieurs rapports simples.

k19. D’antécédent et le conséquent d'un rapport composé
sont €gaux aux produits des antécédents et des conséquents
des rapports simples dont il est formé. Ainsi, le rapport com-
posé des trois rapports a: b, ¢ : dete: fest aXeXe: bXdXf.
En effet, soient r, s et ¢ ces trois rapports, et multiplions entre
elles les trois équations

c

-, it
d

L a—— A i
b’ £t

il vient
g X exe

W:{;che:bXde-

PN =
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II. Proportions par quotient.

£20. On appelle proportion géométrique ou par quotient, ou
bien encore, équi-quotient, I'égalité de deux rapports. Soient
a:b=r etc:d=nr, les deux rapports égaux a:betc:d
constitueront une proportion par quotient, que désormais, pour
abréger, nous nommerons simplement proportion.

&21. Pour écrire une proportion, on sépare ses deux rapports
par quatre points que I'on énonce comme; de maniére que
a:b:c: dsignifieaest a b comme ¢ est d d, et équivaut &
1 et g

équation — == —..

On emploie, pour désigner les termes d’'une proportion, les
mémes expressions que pour nommer ceux d'une équi-différence.
(Voyez le n° 398.)

£22. Dans toute proportion, le produit des exirémes est
égal a celus des moyens. Car la proportion @ : b :: ¢ : d peut se
mettre sous la forme (£21)

a c
e ;
et, en chassant les dénominateurs, on trouve
g Gl = DT

£23. Réciproquement, quatre quantités sont en proportion
lorsque le produit des extrémes est égal d celui des moyens.
Soient a, b, ¢ et d quatre quantités lides entre elles par I'égalité

qGa ==l >

Divisons les deux membres par & X d, nous aurons
axd bxe
bxXd~ bxd’

et, en supprimant le facteur ¢ commun aux deux termes de la
premiére fraction et le facteur 4 commun aux deux termes de la
seconde,

c
—=—, dou (k21)a:b: c:d.
; 7 dou (424)a:b:c:d
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Ainsi, les quatre nombres 5, 4, 10 et 8, étant tels, que
5 % 8=4 10, constituent la proportion 5 : 4 :: 1o : 8; mais les
quatre nombres 5, 8, 7 et 1o ne sont point proportionnels,
attendu que 5 X 10 est < 8 X 7. '

424, De 1a résulte immédiatement que si l'un des extrémes
est plus grand ow plus petit que Uun des moyens, Uautre
extréme sera plus petit ou plus grand que Uautre moyen.

k25. On peut, sans troubler une proportion, disposer ses
termes de huit maniéres différentes. Car le produit des extrémes
reste égal a celui des moyens : 1° lorsquon intervertit l'ordre des
extrémes; 2° lorsqu'on intervertit I’ordre des moyens; 3° lors-
qu'on mel les extrémes a la place des moyens et réciproquement.
Conséquemment , si @ et d sont les extrémes d’une proportion,
b et ¢ ses moyens, on pourra I'écrire des huit maniéres suivantes :

{% g peep: gt R e S
g b e g B bdiace:
3 g oahid: g sidl b
G e et 8c:d:a:b

%26. ProsLinE. Trovs termes d’une proportion étant donnes,
déterminer le quatridme. Il peut arriver que le terme inconnu
soit un extréme ou un moyen.

1° Si le terme inconnu est un extréme, on Uobtient en divi-
sant le produit des moyens par Uextréme connu. En effet, de
la proportion a: b :: ¢ : d, on déduit a X d=0b X ¢, d'ol

bxXe bxXe
a= ——— et d= i
d a

920 Si le terme tnconnu est un moyen, on l'obtient en divi-
sant le produit des extrémes par le moyen connu. Car de la
proportion a@: b ::¢: d, on tire b X ¢ =a X d, et par suite
axXd aXd

eb ==
c b

b=

427. Donc si deux proportions ont trois termes communs et
disposés de la méme maniére, les quatriémes termes sont égauz.

£28. Une propertion continue est celle dont les moyens sont
égaux. Telle esta:b::b:ec.
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On peut se dispenser de répéter le terme moyen, pourva que
I'on fasse précéder les trois termes de quatre points, séparés
deur a deux par un trait horizontal; de sorte qu'a la propor-
tion @:b::b:¢, on peut substituer I'expression =a:b:e, que
'on énonce a esta b est a c.

429. Dans une proportion continue, le produtt des extrémes
est égal au carré du terme moyen. Car, de la proportion conti-
nue = a:bh:e, ou, ce qui revient au méme; de a:b::b:e¢, on
tire (422)

a Yie=ln M biousadGio== b4

430. PropLiME. Deux termes d'une proportion continue
¢tant donnés, déterminer le troisiéme. Le terme inconnu peut
étre I'un des extrémes ou le moyen.

1° Si le terme inconnu est U'un des extrémes, on le déter-
mine en divisant le carré du moyen par Pextréme connu. En
effet, de=-a: &: ¢ on déduit a X ¢ =6, Aol

b b

0= el c—=r—.
¢ a

20 Si le moyen terme est inconnw, on le détermine en ex-
trayant la racine carrée du produit des extrémes. Car la pro-
portion continue +-a:b: ¢ fournit b*= a X ¢; d’ou I'on tire, en
extrayant la racine carrée des deux membres,

b=V a X%

£31. On appelle 1° quatriéme proportionnelle @ trois quan-
tités, le quatriéme terme d’une proportion dont elles sont les trois
premiers termes; 2° troisiéme proportionnelle d deur quantités,
le troisieme terme d'une proportion continue dont elles sont les
deux premiers termes; 3° moyenne proportionnelle entre deux
quantités, le terme moyen d’une proportion continue dont elles
sont les extrémes. ;

k32, De ces définitions et des n° 426 et 430, il suit: 1° que
la quatriéme proportionnelle @ trois quantités est égale au
produit de la dewxitme par la troisiéme, divisé par la pre-
miére; 2° que la (roisiéme proportionnelle a deur quantités
est égale au carré de la deuriéme, divisé par la premiére;
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3° que la moyenne proportionnelle entre deux quantités est
égale a la racine carrée de leur produit.

Ainsi, la quatrieme proportionnelle aux trois nombres 2, 5 et
6 est 5X6: 2=15; la troisitme proportionnelle aux deux
nombres 3 et 6 est 6” : 3=12; la moyenne proportionnelle entre
les nombres 2 et 18 est ¥ 2 X 18=6.

£33. On appelle moyenne proportionnelle entre plusicurs
quantités, une quantité telle que le produit des rapports, résul-
tant de sa comparaison avec chacune d’elles, est égal & I'unité.

k3%. La moyenne proportionnelle entre m quantites est égale
a la racine m™ de leur produit. Car, si 'on appelle = la moyenne
proportionnelle entre les m quantités a, b, ¢,.... [, les m rapports,

{2 . Ir X
résultant de la comparaison de x avec a, b, ¢,...l, sont — g

= %, et, en vertu de la définition de la moyenne, on a
T I M X
71 S T 54 P 5= T
chassant les dénominateurs et observant qu’alors le premier
membre est le produit de m facteurs égaux a «, on trouve
Fh= g2 b oo XU,
d’on

m
=V aXbXe.... Xl
£35. La moyenne proportionnelle entre plusieurs quantités
(on les suppose toutes positives), est plus petite que leur moyenne
arithmétigue. Pour démontrer cette proposition, nous allons
d’abord établir celle-ci : s¢ l'on divise un nombre s en m parties,
le produit de ces partics sera le plus grand possible quand
elles seront éqales entre elles, c'est-a-dire que ce plus grand
m
produit est (i) :
m
Représentons ce plus grand produit par p et les m facteurs dont
il est composé par z, 7, %, %...; NOUS aurons

r+y+ztu.....=s, )
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Cela posé, considérons d’abord les deux facteurs @ et y,; ad-
mettons un instant qu'il y ait inégalité entre eux, et désignons
leur demi-somme par a, en sorte que z+y=2a; nous déduirons
de 13, en vertu du n° 381, l'inégalité xy << @’, et, en substiluant
dans les deux premiéres équations,

a+a—+z4u....=S$,

K K Sk s ==l
ce qui est impossible, & cause de la définition de p; donc. x=—7
on prouverait de la méme maniére que y =23, F=U.....; done
& =3 = Z=1.....; ce qui change 1’équation (a) en mz=s, d'out

§
z= —, et par suite
??L’ p u1 ;
s § s s £
p= — X —-X-~....——~——(——) .
m m m m m
Soient maintenant m quantités a, b, c,.... [; nous aurons, en
vertu de ce qui précede,
‘a+b e AR
a5 b3k 8y <LL+;L—L)

et, en extrayant la racine m** des deux membres,

I11. Systéme de proportions.

436. Si deux proportions ont un rapport commun, les rap-
ports non communs forment une nouvelle proportion. Soient
deux proportions

a:biveid, 6 2h:vedifi
ayant un rapport commun @ : b; on pourra les metire sous la
forme (421)
a c a
F g 0
équations d’ott I'on tire aisément

29
/

|

c

d

et par suite, c:d:e: /.

_(’_,
/ ]
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k37. Si deux proportions ont les mémes antécédents, les
conséquents sont proportionnels. Soient les proportions
w50 0 918, w'e ey,
ayant les mémes antécédents a et ¢; faisant changer de place aux
moyens dans chacune d’elles (£25), elles deviennent
it eioh od, aieLret ],
d’ou résulte, a cause du n°® précédent,
hrar e e oaN e div
£38. On démontrerait de la méme maniére que si deux pro-
portions ont les mémes conséquents, les antécédents sont pro-
portionnels.
£39. Si dewx proportions ont les mémes extrémes, les moyens
sont inversement proportionnels. En‘effet, des deux proportions

G bses d, acienifind,
qui ont les extrémes communs a et d, on déduit (422)
axXd=bvxre i) s

et par conséquent
bXe=eX[f, dou (#413) b:e: f:ec.

&40. On démontrerait par un raisonnement analogue que si
deux proportions ont les mémes moyens, les extrémes sont in- .
versement proportionwels.

ki1, Sv Pon multiplie, terme a terme, deur ou un plus
grand nombre de proportions, les produits seront proportion-
nels. Soient, pour le démontrer, les proportions

g biied, esdfianiraily, I R s
On peut d’abord les mettre sous la forme
a ¢ e q ¢ k

SR 1 N % Fionig
et, si lon multiplie ces équations membre & membre, on trouve
aXeXi eXgXhk
bXfX) — dXhXV

axXeXttbX[fXgueXgxk: dXhXl
k42, St lon divise deux proportions, terme a terme, les
quotients sont proportionnels. En effet, des proportions
@ B sue sl ¢ apsgoh,

d’onn
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on tire
aXd=b>c; e =10

et, en divisant ces équations membre & membre,

aXd bxe a d b c

SN - T e T TR e
d'olt 'on peut conclure (423)

5 S e
? . T aw ? . '_};' s

k43. Si quatre quantités sont en proportion, leurs puis-
sances semblables sont proportionnelles. Car, a la proportion
a:b:c:d, on peut substituer I'équation

& e
B

et, si I'on éléve ses deux membres a la puissance m, il vient
am cﬂl
b% 5T g

d’ou
A% el SvdP
kkk. Si quatre quantités sont en proportion, leurs racines
semblables sont proportionnelles; car, a la proportion
a:b:e:d,on peut substituer I'équation

o2
b a7
el, en extrayant la racine m* des deux membres, il vient
m m
EG . dllg
m = m ?
Vb Vd

d'ou
m m m m

Va:ybiyeryd.

IV. Changements que Uon peut faire subir auz termes
d’une proportion sans la détruire.

kE5. On peut, sans détruire une proportion, multiplier ou
diviser par wne méme quantité, 1° les deux termes d'un méme
rapport; 2° les deux antécédents; 3° les deur conséquents.
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Ainsi, de la proportion @ : b :: ¢ : d, on peut déduire, quel que
soit m,

k.
1*"mag:mb:ce:d; a:bii—:—
m " m
a c
2 ma:bhime:d; —=:bi—: d.
m m
b d
Pag:mbiie:md; a:—:c:—.
m m

Car, aprés ces changements, en vertu de I'équation a X d=bXe,
le produit des extrémes est encore égal i celui des moyens.

k%6, On démontrerait de la méme maniére que sans détruire
une proportion, on pewt multiplier l'un des extrémes ow des
moyens par une quantité arbitraire, pourvu que Uon divise
lautre extréme ou lautre moyen par la méme quantite.

kk7. Dans toute proportion, la somme ou la difference des
‘deux premiers termes est d la somme ow a la difference des
deux derniers, comme le premier terme est aw (roisiéme, ou
comme le deuxiéme est au quatriéme. Car de la proportion
a:b:c:d on déduit

B ol
Hoor e
et, en ajoutant + 1 aux deux membres de cette équation,
d’ot1 'on conclut (£21)
ahb b s 8Eds d. (b)

Cette proportion et celle dont nous sommes partis ont les mémes
conséquents ; donc les antécédents sont proportionnels, et I'on a

&b aixhdise. (c)
Intervertissant l'ordre des moyens dans (b) et (c), il vient enfin
atb:ctd::b:d, atb:ctd:a:ec. (d)

448. Dans toute proportion, la somme des deur premiers
termes est a leur différence comme la somme des deuz der-
niers est @ lewr différence. Car, en dédoublant la proportion (b),
on a les deux suivantes

at+b:biietd:d, a—b:bic—d:d,
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et, parce qu'elles ont les mémes conséquents,
at+b:a—bictd:c—d. (e)
k&9. Dans toute proportion, 1° la somme ou la différence des
antécédents est a la somme ow @ la différence des conséquents
comme un antécédent est d son conséquent; 2° la somme des
antécédents est a leur différence comme la somme des conseé-
quents est @ leur différence. En effet, en changeant I'ordre des
moyens dans la proportion @ : b :: ¢ : d, on obtienta : ¢ :: b : d,
d’ott I'on tire, en vertu des n® A47 et 448,
fouate’: bodiiadb;
at+ec:a—c:btd:b—d. (f)
£80. Voici quelques autres transformations de la proportion
a: b::c: d, que nous nous dispenserons d’énoncer; multipliant
les deux membres de I'équation fondamentale
g
b @
par m, et ajoutant ensuite n a I'un et & I'autre (m et n sont deux |
nombres quelconques), il vient
%—f‘”: f:i_c 4 o ma {;]wfnb ___mc—({;nd,

d’ot1 I'on tire

ma-+nb:b:metnd: d;
désignant maintenant par p et ¢ deux autres nombres quelconques,
on trouveraif, en suivant la méme marche,
pa—+qb: b :pe+-qd:d;
de la comparaison de ces deux proportions, il résulte celle-ci :
ma-+nb : pa-tq¢b :: me +nd : pc+-qd. (g)
En déplacant les moyens de la proportion a : b :: ¢ : d, elle de-
vienta : ¢ :: b : d, et par conséquent on a aussi
ma-+ne : pa-+tqge :: mb-4nd : pb--qd. (h)
Les deux proportions (g) et (h) compertent toutes celles de ce pa-
ragraphe; si I’on suppose, par exemple, que m=1, n=1, p=1,
g=—1, on retombe sur les transformations (e) et (f) des n® £48
et £49.
En général, il sera toujours facile de reconnaitre si une pro-
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portion donnée peut se déduire de @ : b :: ¢ : d, car il suffira de
s'assurer si le produit des extrémes y est égal a celui des moyens,
en vertu de la seule relation a X d =0 X< ¢.

V. Suite de rapports égaus.

£51. Soienta : b=r,c:d=r, e: f=r,.....k:l=r;on

aura la suite de rapports égaux

@20 el ielnf TN NI
que T'on énoncera : a est d b comme ¢ est d d comme e est a f,
etc. ... comme k est a 1.

Quelquefois, on écrit d'abord tous les antécédents, puis tous
les conséquents, en séparant deux antécédents ou deux consé-
quents consécutifs par deux points, et le dernier antécédent du
premier conséquent par quatre. Ainsi, la suite précédente peut
se mettre sous la forme

R R SR e ) Rl LS
etl'on ditalors: aestdcest de.....est @ k comme bestad
esiaf.....eatd 1.

£52. Dans une suife de rapports éqaux, la somme de tous
les antéceédents est @ la somme de tous les conséquents comme
un antécédent quelconque est a son conséquent. Si I'on repré-
sente par r la valeur commune a tous les rapports de la suite

TN R LI R R (i)
on a

B 4 i

e Tl T L (

et, en faisant disparaitre les dénominateurs,
=0 "t e =t R SRS I
ajoutant ces équations et metlant » en facteur dans le second
membre, il vient
atcte.... +k=(b+d+f....+r;
si I'on divise maintenant les deux membres par I'expression
b-+d-f....-41 et si I'on remplace » par I'un des rapports de

. a
la suite, par exemple, par 5 on trouve
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atcHte..+k a
b+df.. 1 b6’
d’onn
atc+te...+k:bt+d+f...41::a: b (k)
k53. Dans une suite de rapports égaux, la somme d'un
certamn nombre d’antécédents est a la somme des conséquents
correspondants comme la somme d’un autre nombre d’antécé-
dents est d la somme des conséquents correspondants. Car la
suite de rapporls égaux
g:0eids ol n R gt
peut se partager en deux autres
g eadbdrf B . S
d’olt 'on déduit (£52)
a+tc+te:b4+d+f:a:b,
gt+iih+jg:hou:a:b;
et, parce que ces proportions ont le rapport commun @ : b,
atcte:btd4-f: g9 h-4y.
k5k. Prosuive. Partager le nombre a en parties proportion-
nelles auxr nombres, m, n, p, etc. Si I'on désigne par @, 7, z, etc.
les parties cherchées, on a évidemment
WS Joo 2 ey o g gl 0g0ct
d'oit Ton conclut en vertu du n° 452 et en observant que

T+r+x....—=a,

. ot s ma
a:m—+tn-tp4...::x:m, x—m_i_n-{—p...
; 41 o 2 A b B L Ea_ —
p srcinele e S SR R R o 5
pa
a:m—++n+tp-4...:2:p, m-4-n-p...

&55. Dans une suite de rapports égauz, la moyenne arith-
métique de tous les antécédents est d celle de tous les consé-
quents comme un antécédent est @ son conséquent. Car, si 'on
représente par m le nombre des rapports de la suite (1), et si I’on
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divise par ce nombre les deux premiers termes de la proportion J
(k), qui en est une conséquence, il vient
adc+e...+k bt+d+f...+1 .. .
= : = a0 3 (1)

- k56. Dans une suite de rapports égaus, la moyenne propor-
; tionmelle de tous les antécédents est d celle de tous les consé-
quents comme un antécédent est @ son conséquent. En effet, si

membre & gnembre, les m équations (j), on obtient |

I'on multiplie,
S8 SE e sS a
TRk it bk
d'ol1, en extrayant la racine e

V‘ﬂXf?Xﬂ--—-Xk__r. |

;bdeﬂ“.Xl :

et, en remplacant r par a : b,

m m
Ifa)(c)(e....xk:V—bxdx/'....xlz:a:b. (m) l
457, Dans une suite de rapports égauz, la moyenne arith-
métique de tous les antécédents est d celle de tous les consé=
quents comme la moyenne proportionnelle de tous les antéce-
dents est a celle de tous les conséquents. Les proportions (1) et |
(m) ayant un rapport commun @ : b fournissent effectivement |
atc..+k b d .o 4uk o8 m
shiyo o - sV axXe...xk:Vbxd... X

m

— .

V1. Exercices.

458, PropLiME. Déterminer X dans les proportions : ,'
|
2:526:m 2:9u®:5, 3o i
x:g::ﬁ:?),%1:8:x,-:—14:.r:9,-1—2—n::3:2.
Rép. 1° z=10, 90 ey, 1TTonees O° r=2,625;
4° z=11,666...; B z=064;. 6° z=6; T° x=4,5.
&59. PropLiMe. Trouwver une moyenne proportionnelle,

1° entre 15 et 72; 2° entre 9, 12 €l 686: 3¢ entre 2, 4, 9 et 18.

Rép. 1° =32,86...; 2° r=/f2; 3° 2=6. é
|
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460. Prosrime. Partager 3Go en parties proportionnelles
aux nombres 1,3, 4 et 7. Rép. Ces parties sont 24, 72, 96, 168.
461. Proprime. Connaissant la moyenne arithmétique de
trois quantités, la moyenne de leurs carrés, enfin celle de
leurs cubes; déterminer la moyenne proportionnelle entre ces
trois qudntités. Rép. Si a, b et ¢ désignent les trois moyennes
données, et = la moyenne proportionnelle cherchée, on a
a

: e
$=| /9a*—9ab+2c

2
£62. Démontrer qu'une proportion mon identique me peut
étre a la fois arithmétique et géomélrique.

— —pm—

CHAPITRE III.
PROGRESSIONS PAR DIFFERENCE.
1. Définition et notation.

k63. Une progression arithmétique ou par différence est une
suite de termes, dont chacun est égal a celui qui le précede,
joint & une quantité invariable, que l'on appelle raison. Ainsi,
soient
atr=b, b+r=c, ct+r=d, d+r=e,.....
les termes @, b, ¢, d, €,.. ... constituent une progression par dif-
férence dont la raison est r.
k6%, On dit qu'une progression par différence est croissante
ou décroissante, selon que les termes dont elle est composée vont
en augmentant ou en diminuant; autrement, selon que la raison
de cette progression est posilive ou négalive. Les progressions
a,r05s 8, 115 14,0195020,50 83 = i
16, 12, 8, 4, o,—4,—8,—i12,.....
sont l'une croissante et l'autre décroissante; la raison de la pre-

miére est 5—2=13; celle de la seconde est 12— 16=—4.
465. Un terme quelconque d'une progression par différence
15
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est égal d la moyenne arithmétique entre celui qui le précdde
et celui qui le suut; car, si f, g et h sont trois termes consécutifs,
pris arbitrairement dans une suite de ce genre; on a, en désignant

la raison par 7,
f"l"-‘":g: g—i—?‘:k,
et, en retranchant la deuxiéme équation de la premiére,
ferge=grphs
d’oli I’on conclut (397)
f-g:9-hou=f.g.h.

466. Pour indiquer que plusieurs quantités forment une pro-
gression par différence, on les sépare deux @ deuz par un point
qui signifie est a, et U'on fait précéder la suite de deux points
separés par un trait horizontal. Ainsi, I'expression

<@.b.0.d.0.fc 0.
indique que les termes a, b, ¢, d, e, f,.... sont en progression
par différence, et s’énonce : a est dbestdcestadestde.....
Cette notation résulte évidlemment du n® précédent et de celle
adoptée dans le n° 402.

II. Formules fondamentales.

467. 1™ FormuLe. Un terme quelconque d'une progression
par différence est égal au premier, plus autant de fois la rai-
son qu'il y a de termes avant lui. Soient 7 la raison et / le n*=
terme de la progression

+a.b.c.d.e.... g.k.6;
on aura (463) les n—1 équations

b=a+r,c=b+tr, d=c+tr,....k=j+r l=k+tr,
et, en les ajoutant,
bt-ctd+ ..o fhfl=a+tbtet.... Fk4(n—1)r,
d’ol1, en supprimant les termes &, ¢, d,. .. .k communs aux deux
membres,

l=a+4(n—1)r;
ce qui démontre le principe énoncé.
Si l'on fait dans cette formule n=1, n=2, n=3, n=4.. .
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I représente successivement les divers termes de la progression et
I'on trouve
a=a, b=a--r, c=a-}2r, d=a--3r,.
c'est pourquoi I'on donne a cette expression le nom de terme ge-
neéral du rang n.

e Exemple. Le 16° terme de la progression < 2.5. ..., dont
le premier terme est 2, et dont la raison est 5—2==3, est égal
a2+ (16—1) X 3= 47.-

2¢ Ezemple. Le 51° terme de la progression < 16. 12. .., dont
le premier terme est 16 et dont la raison est 12 —16=—4, est
égal & 164 (51—1) X —4=—184.

£68. 2° Formure. La somme des termes d’une progression
par différence est égale d la demi-somme des termes extrémes
multipliée par le nombre des termes. Représentons par r et n
la raison et le nombre des termes de la progression

SIS R T 5 (a)

s=a+btctd...+itj+E+HL; (b)
nous pourrons, en disposant ses termes dans un ordre inverse,
former cette autre progression

~l.k.j.t....d.c.b.a, (c)
dont la raison est—, ce qui fait voir qu’elle est croissante si la
premiére est décroissante et réciproquement; mais la somme des
termes n'étant point altérée par cet arrangement, nous aurons
encore

et posons

=Il+k+j+i.... +dtc+b+a, (d)
puis, en ajoutant les équations (b) et (d),
2s= (a0~ (b K+ e+ )@+ 00
........ ~+ (k4 b) 4+ (I +a). (e)

Or, par la nature des progressions (a) et (c), il vient
atr=0b, b+r=c, c+r=d,.... kr=1I;
l—r=k k—r=j, j—r=t.... b—r=a;
et, en prenant la somme des équations correspondantes et obser-
vant en méme temps que les termes r et—r se délruisent,

a+l==b+k, b+k=c+j, cHj=d-+1,..... k4-b=l-}-a,
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d'ou
at-l=b+k=ctj=d+i....=l+}a.
Le second membre de I'équation (e) se compose donc de » bi-
nomes égaux a a—-{, et conséquemment elle se réduit &

2s=(a-Iln, dou s= (G_H) n.

2

1" Ezemple. La somme des termes de la progression
+95.8.11.14.17.20.23.26.29.32,
dont les termes extrémes sont 5 et 32, et dont le nombre des

; (5432 )
termes est 10, est égale & (———).10=185.
2

2¢ Ezemple. Si T'on proposait de sommer les 21 premiers
termes de la progression < 15.11...., qui a pour premier terme
15 et pour raison 11— 15==—4; on observerait d’abord que
le 21° terme est égal & 15 20X —4=—65, puis, on en con-

A : 15 —65 -
clurait que la somme cherchée est (————) .21=— 525,
2

469. La somme des n premiers nombres naturels est égale a
nn-1 . :
—(—-j——l; car les » premiers nombres 1, 2, 3, 4,.... n forment
une progression par différence dont les termes extrémes sont 1 et
n, d’olt il suit que

1+2+3+....+n=(‘ L “)nzﬂﬁ'ﬂ.

2

Ainsi la somme des 1000 premiers nombres est égale a
1000.1001

4 r
== J00200.
2

470. La somme des n premiers nombres impairs est égale a
n’. Car, les n premiers nombres impairs 1, 3, 5, 7.... constituent
une progression par différence, qui a pour premier terme 1, pour
raison 2 et pour dernier terme 1--(n—1).2=an—1; donc

1+3-4+547..... 4+ (zn—l):(l—t?i)nr_—,n.n——-n’.

Ainsi, la somme des 100 premiers nombres impairs est égale a
100" = 10000.
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k71, Insérer m moyens arithmétiques entre deux quantités,

c’est y intercaler m termes, de maniére que le systéme de ces
m -2 termes constitue une progression par différence.

&72. ProBLEME. Insérer m moyens arithmétiques entre les
deux quantités a et 1. Celte question consiste ¥videmment a
trouver la raison r d’'une progression par différence composée de
m -} 2 termes, et ayant pour termes extrémes les quantités a et [,
Or, le terme /, étant du rang m -} 2, est précédé de m - 1 termes;
et, en vertu de la premiére formule de ce paragraphe, on a
I'équation

: 1 e l—a
l=a+4 (m4-1)r, d’otr Jr:?n—l—l;
ainsi, la raison cherchée est égale a la difference des deux
quantités données, divisée par le nombre des moyens d insé-
rer, plus un. Actuellement, pour obtenir les m moyens, il ne
s'agit plus que de substituer cette valeur de r dans les m expres-
sions

atr, at+or, af3r......aFmr.
: 2h e l—a
Si 'on suppose m=1, il vient r= s le moyen de-

mandé est égal a

l—a a1

: a-} —-p= et
Exemple. Soit a insérer 7 moyens arithmétiques entre les
nombres 3 et 19; on aura r= l;% — %—5 =2, et les 7

moyens cherchés seront 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17.

&73. La moyenne arithmétique entre tous les termes d’une
progression par différence est égale d la moyenne arithméti-
que entre les deux termes extrémes. Ce qui résulte immédia-
tement de I'équation

s=(a lE)ﬂ, dou T'on tire - — G_H.
2 n 2
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III. Problémes sur les progressions par différence.

&Tk. Les formules fondamentales de la théorie des progressions
l=a+Mm—x)r (f), as=(a+1ln (g)
renfermant cinq quantités a, [, n, v et s, peuvent servir a déter-
miner deux d’entre elles, quand on connait les trois autres. De
1a résultent dix questions, dont les inconnues sont :
B S il S i e i b, ok R S R
3 Ly L R L e e B L IR

Avant de nous en occuper, nous ferons remarquer que les
quantités, a, I, r et s peuvent étre quelconques, positives ou né-
gatives, entiéres ou fractionnaires; mais que la quantité n doit
étre essentiellement un nombre entier positif.

&75. PropLimeE 1. Déterminer a et 1, connaissant n, v et s.
Les formules du n® précédent peuvent aisément se mettre sous la
forme

oLty

l—a=(n—1)r, £—|—a=?—,
et, en faisant usage de la régle du n° 5, on trouve sur-le-champ
28 n—i)r  astan—i)r
(2 =i ssdain—)r
2n 2 2n
pRs (n—1)r _ as—mn(n—1)r
Y &y 07 an ;

£76. ProsLime II. Déterminer a et n, connaissant I, r et s.
On tire de la formule (f) _
a=l+r—rn, (h)
et, en substituant dans la formule (g), on a
2s=(2l{-}-r—rn)n,
équation du second degré par rapport & m, qui devient, par la
préparation ordinaire,
n — ——[2'!:_?'] n=— E,
d’ot I'on déduit
al4r+V (2l Fr)* —8rs_

n—=— )
ar
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si 'on porte maintenant cette valeur de » dans (h), on trouve
a_rifpuwr_&s

2

Lorsque I'expression (2/--r)"—8rs est négative, les valeurs
des inconnues sont imaginaires et le probléme est impossible; si
elle est positive, il y a, algébriquement parlant, deux solutions;
toutefois il ne faut point perdre de vue que I'on doit rejeter celles
qui ne correspondent point & des valeurs entiéres et positives
de n.

Si I'on pose r=12, [=121 et s= 120, les résultats précédents
donnent: 1° n=12, a=—=—1; 2° n=10, a=3. Ces deux solu-
tions sont admissibles.

&77. PropuiMe II1I. Déterminer a et r, connaissant 1, n et s.
L’équation (g) fournit d’abord

__2s—in,

== ey
multipliant ensuite 'équation (f) par n et éliminant a, on parvient
a celle-ci

3 i o e 2N
3%—23-—3?@—1—%(’?&—“1)?’ dott r= n:n—l).

&78. Prosrime IV. Détermaner a et s, connaissant 1, n et r.
Il faut prendre la valeur de e dans (f) et la substituer dans (g), ce
qui donne
(2l—(n—1)r) L
2
£79. ProeriMeE V. Déterminer | et n, connaissant a, v et s.
En suivant une marche tout-a-fait semblable a celle dont on a fait
usage pour résoudre le probléeme II, on trouve
_ r—aatV (r—2a)’48rs
- g o7 ;
—r+V (r—a2a)'—8rs
5 .
Si l'on fait a=1, r==3 et s=7o, ces formules fournissent :

a=l—n—1)r, s=

i° n=y, l=19; 2° n=—6 —;—, = —»22; la deuxiéme solu-

tion est évidemment inadmissible.
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480. ProsriMe VI. Déterminer | et r, connaissant a, n et s.
En procédant comme dans le probléme III, on obtient
28 —an 2(s—an)
|l=—= ——, == —
n n(n—r)
481. ProBLiME VII. Déterminer 1 et s, connaissant a, n et r.
L'inconnue / se détermine par la premiére formule
' l=a+ (n—1)r,
et, en portant cette valeur dans la seconde, on a
(24 (n—1)r) %

e — 5

2
expression employée fréquemment pour sommer une progression
par différence dont on connait le premier terme, la raison et le
nombre des termes.

Soit, pour exemple, a sommer les 12 premiers termes de la
progression ~5.9.....;0n aura a=5, r=4, n=12, et par
suite
= {6 e ) .12=1324.

2

£82, PropLiME VIII. Déterminer n et v, connaissant a, | et s.

On tire de (g)

—_— 23 .
n= &_‘-I—ff 3
mettant cette valeur dans (f), puis, résolvant I'équation résultante
relativement & », on trouve
_ (+a)ll—a) I'—a
T as—(a++l)  as—a—1U
£83. Proprime IX. Déterminer n et s, connaissant a, | et r.
La formule (f) fournit

ol o s 5 e e i 45
r r

et, en substituant dans (g), il vient
(+a)l—a+tr)
ar
A8L. PropuiME X. Détermimer v et s, connaissant a, | et n.
Les équations (f) et (g) donneront immédiatement

l—a (a+1n

b — = ——

n—r1’ 2
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IV. Ezxercices.

k85, Prosrive. Etant donnée la progression - 7.10....,
| on demande : 1° le 23° terme; 2° la somme des 17 premiers
termes; 3° la somme des termes compris entre les 7° et 19°
| termes. Rép. 1° 73; 2° 5ag; 3° 473.

486. ProBLEME. On demande combien de coups une horloge
sonne en douze heures ? Rép. 78.
| 487. ProLiME. Quelquw’un achéte un cheval, sous la condi-
tion que pour le 1% clou il paiera o fr. 25, pour le 2° o,4o,
| pour le 3° 0,55, et pareillement toujours o,15 de plus pour
| chacun des suivants; le cheval a 32 clous : combien coutera-t-il
' a lacheteur ? Rép. 82 fr. fo.

488. ProBLiME. Un voyageur a parcourw 198 lieues dans 33
| jours, en faisant chaque jour un quart de lieue de plus que
o dans le jour précédent : combien a-t-il fait de lieues le pre-
: mier et le dernier jour ? Rép. 2 ef 10 lieues.

£89. ProsLimME. Partager g5 [r. entre 5 personnes, de ma-
niére que chacune ait 5 fr. de moins que la précédente. Rép.
Les parts sont 29, 24, 19, 14, 9.

£90. ProsLiME. Insérer 5 moyens arithmétiques entre les
nombres 11 et 32. Rép. Ces moyens sont: 1° 14,5; 2° 18;
3° 21,5; &° 25; B° 28,5,

k91. ProsLime. Un lévrier fait 6o sauts dans la 1™ minute
~ de sa course, 55 dans la 2°, 50 dans la 3°, et parellement
: toujours 5 sauts de moins dans chacune des suivantes: com-
| bien fera-t-il de sauts avant de s’arréter ? Rép. 39o.
3 492. ProsLime. Trouver quatre termes en progression par
! différence, sachant que le produit des extrémes est 70 et que

celui des moyens est 88. Rép. — 5.8.11.14.
£93. ProsriME. Déterminer les éléments d’une progression
par différence, connaissant: 1° le nombre des termes 2n; 2° la
moyenne arithmétique m entre les termes de rang impair; 3° la

-
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moyenne m' entre les termes de rang pair. Rép. En conservant
les notations de ce chapitre, on a
a=m—nm—mn'), l=m'$nm—mnm'),
r=m—m, s =(m- m')n.

49%. Prosrine. Une droite, longue de a métres, étant divisée
en m parties égales, on propose de trouwver 1° un point tel que
la somme de ses distances aur m -1 points de cette droite
(en y comprenant ses extrémiteés) soit la plus petite possible;
2° Pexpression de cette plus petite somme. Rép. 1° Si m est
pair, le point cherché se trouve au miliew de la droite donnée;
sv m est impair, les deux points de division les plus voisins
de ce miliew et tous les points intermédiaires jouissent de la
propriété demandée; 2° l'expression de la plus petite somme
(m - 1)*a

4m

495. Démontrer que si l'on insére le méme nombre de moyens
arithmetiques entre tous les termes d'une progression par
différence, considéres deux d deux, l'ensemble de ces termes
et des moyens inserés constitue une progression unique,

(m—2)a

est ———— st m est pair, et st m est vmpair.
4

—— 0O —

CHAPITRE IV.
PROGRESSIONS PAR QUOTIENT.
I. Définition et notation.

496. oline progression géoméirique ou par quotient est une
suite de termes dont chacun est égal a celui qui le précede, mul-
tiplié par une quantité invariable que I’on appelle ra¢son. Ainsi,
soient

ar=>b, br=c, ¢cr=d, dr=e, er=f,...
les termes a, b, ¢, d, e, f,.... forment une progression par quo-
tient dont la raison est 7.
Lorsque la raison r est positive, tous les termes de la pro-
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gression sont de méme signe; quand elle est négative, ils sont
alternativement positifs et négatifs.

497. Une progression par quotient est dite croissante ou dé-
croissante, selon que la valeur numérique de la raison est plus
grande ou plus petite que I'unité; les deux progressions

4 6, 12, 24, 48, gl s ert
B 3 3 5 B g i 2
o 2’ e 16’ ALEr

sont 'une croissante et P'autre décroissante; la raison de la pre-
1

- A B s
miére est 6: 3=12; celle de la seconde est — — : 5=— o
2

498. Un terme quelconque d'ume progression par quotient
est égal @ la moyenne proportionnelle entre celui qui le pré-
céde et celui qui le sust. Car, soient f, g et h trois termes consé-
cutifs quelconques d'une telle suite; on a, en représentant la rai-
son par 7,

fr=g, gr=bh;

el, en divisant ces équations membre & membre
ils b 8l
g h’

d’'on (421)
figghion =ligin

£99. Pour exprimer qu'une suite de termes constitue une pro-
gression par quolient, on les écrit les uns d la swite des autres,
en les séparant par deuwx points qui signifient est a, et l'on
fait précéder le premier terme de quatre points séparés deux
@ deux par un trait horizontal, Ainsi, 'expression

Ly B A R B AT

indique que les quantités a, b, ¢, d, e, f,.... sont en progres-
sion par quotient, et s'énonce : a estabestd cestddestae est
a f.... Cette notation résulte de la proposition précédente et de
celle adoptée dans le n° £28.

II. Formules fondamentales.

500. I'®* Formure. Un terme quelconque d’ume progression
par quotient est €gal au premier, multiplié par la raison
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élevée d la puissance marquéde par le nombre des termes qui le
précédent. Soient  la raison et / le ™ terme de la progression
atilh e tnd ey, win usdeal
on aura les n— 1 équations (£96)
b=ar, e=0br, d=cr, e=dr,.... k=jr, l=kr;
et en les multipliant,
bodes:... kl=abed....jkr,
d’ot, en divisant par bede. .. .k,
l=gr
ce qui démontre le principe énoncé.

Si I'on fait dans cette formule n =1, n=2, n=3, n=4,....
| représente successivement les divers termes de la progression
et I'on trouve

a=a, b=ar, c=ar’, d=ard,....
c'est pourquoi I'on donne & cette expression le nom de terme gé-
neral du rang n.

1°* Exemple. Le T° terme de la progression =+ 3 : 6:...., dont
le premier terme est 3, et dont la raison est 6 : 3=2, est égal a
3 X 2%=1g3.

2¢ Exemple. Le 6° terme de la progression -2 : —3 ... qui
’ ; . 3 :
a pour premier lerme 2 et pour raison —3 : dmrTs est égal
A g\ 243 233
32(— 2) ———[-g‘E—IJ-I*G-.

501. 2° FormuLE. La somme des termes d'une progression
géométrique est égale au quotient que U'on obtient, en divi-
sant, par la raison moins l'unité, le prodwit du dernier terme
par la raison diminué du premier terme. Considérons la
progression

ol e i 6 SEPRAR S [ Y
el posons
s=a+b-+tetd}..... +i+j+k+1;
d’ou résulte, en multipliant par la raison r,
sr=ar--br4cr4+dr—+.....+ir+jr4kr4lr;

retranchant la premiére équation de la seconde, metlant s en
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D'ALGEBRE. 93
facteur dans le premier membre et observant, relativement au
dernier, que ar==0, br=c, cr=d,......kr==1, il vient

; e Ir—a
sfr—i1)=lr—a, dou s==

e 3
Ar Exemple. La somme des termes de la progression
=3 :0: 12 a4 48 :96: 1933384,
dans laquelle
384 X2—3

a=3, =384, r—=2, est égale &
+ o S

765.

2¢ Exemple. Soit a sommer les g premiers termes de la pro-
gression =1 :—3:..... ; on observera d'abord qu'ici a=1,
r=-—3, et que le 9* terme=1X(—3)*==6561; puis, on en

: 6561 X —3 —1
conclura que la somme cherchée est , =40ar1.
—3—1 49

502. Insérer m moyens proportionnels entre deux quantités,
c'est y intercaler m termes, tels que Uensemble des m-{-2
lermes consiilue une progression par quotient.

503. ProBLEME. Insérer m moyens proportionnels entre les
deuz quantités a et 1. Cette question se réduit évidemment &
trouver la raison r d’'une progression par quotient, dont les ex-
trémes sont @ et / et donl le nombre des termes est m-}-2; or, le
terme /, étant du rang m--2, se trouve précédé de m -1 termes;
et par conséuent on a (500)

§ e gt
d'ou T'on tire, en divisant par @ et en extrayant la racine du

degré m - 1 des deux membres,
m—-1

r= 1
a
ainsi, la raison cherchée s’obtient en extrayant du rapport
des deuz quantités 1 et a la racine marquée par le nombre des
moyens a inserer, plus un. La raison r étant déterminée, les m
moyens sont visiblement
T, Gr«ar, v ers,
Si I'on suppose m==1, il vient
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et le moyen demandé est

F .
a ‘/—— =V al.
a
Exemple. Soit & insérer 7 moyens entre les nombres 5 et 1280
on aura a=15, /= 1280, m=17, et par suite

8
8

1280 =V-;5_6=2;

5
donc les 7 moyens cherchés sont 10, 20, 40, 8o, 160, 320 et
64o0. /
504. La moyenne proportionnelle entre tous les termes d'une
progression par quotient est égale @ la moyenne proportion-
nelle entre les termes extrémes. En effet, si 'on représente par r
la raison de la progression
shpadserndigmgin
on a les équations suivantes
a=a, b=ar, c=ar, d=ar*,.... l=ar"';
et, en faisant leur produit,
agbed....l=aXarXar*Xar*X..... X ar*!
L R e R S ) 16, ) i oy PSS
{
ou bien, en observant que 14+2+43+4....4(n—1)= ﬁf:i},

2

oo

n(n—1)

abed....l=a"r * ;

si ’on extrait actuellement la racine du degré n, il vient

n n—1

¥ abed...u l=ar * =V axXar—=V al.

III. Progressions par quotient décroissantes a l'infine.

505. La somme des termes d’une progression décroissante,
prolongée @ linfina, est égale au quotient du premier terme
divisé par Uunité diminuée de la raison. Soient

g art tar T O . (a)
une telle progression et la somme de tous ses termes, dont le
dernier ar © peut étre considéré comme moindre que toute
quantité assignable, attendu que l'on suppose r<<1 et que les
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D'ALGEBRE. 239
puissances successives d'une fraction diminuent de plus en plus
et tendent vers zéro (90). L'équation

L=a-+4ar—+tar*4ar4....
multipliée par » devient
Lr=ar-4ar*—4ar‘4arit..... 2
retranchant celle-ci de la premiére, on obtient

Lt—r)=g, dou L= .
| g

Si I'on divise @ par 1—», on retrouve effectivement la suite
indéfinie a4 ar4-ar*far*4.....
Soit, pour exemple, & sommer la progression décroissante
a linfini
1 ' % _ _I 2 1

_—1  — s

e 4 .-é-.l—(;:..-...;

il faudra faire, dans la formule précédente a==1 et r=

I
Bl |
2
ce qui donnera
L=1: (1—— )=2 P e—1)=12.
2
C'est ce que I’on peut d’ailleurs facilement vérifier en observant
que
I I 1 I 1 I

+Z, Zzg*{—g,o....

I
2:1—}—]} I=;+2’ 221

d'ou il résulte, par des substitutions successives,
1 I I
2 =1 ;-{-3 —f-g +.....

506. Voici une autre maniére de parvenir a la méme formule
qu'il est important de connaitre. Soit s, la somme des % premiers
termes a, ar, art..... ar*=' de la progression décroissante (a),
on aura (501)

_ert.r—a o B G

n —

r—1I 1—17
ou bien, en décomposant le dernier membre,
a
i —_ r°;
ta—r 1—r ’
LY
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actuellement, si I'on pose n= oo, auquel cas rT=o0 el §_=L;
il vient, comme on 'a déja trouvé,

a
Py !
En retranchant la valeur de s, de celle de L, on a
™, (b) ,

ce qui fait voir que la valeur numérique de la différence L— s,
décroit & mesure que m augmente, et que I'on ne peut avoir !
L —$,=o0 0u L==3, que lorsque n=oo . L'expression L vers la-
quelle convergent les sommes s, 8,, $3, S5+ - « - €l donc la limate
de la quantité variable s,.

Lorsque 7 est positif, le premier membre 1.—s, a toujours le
méme signe que @, quel que soit n; conséquemment les sommes
Sy T sont toutes plus petites ou plus grandes que L,
suivant que a est positif ou négatif.

Quand au contraire r est négatif, les puissances successives de
» et par suite les valeurs de L—s, sont alternativement positives
et négatives; de sorte que la limite L est constamment comprise
entre deux valeurs consécutives de s,.

507. Soit fait » = 1 dans I'équation identique

2 —atartartartarid.....;

| F——

L—§, ==

1 —1

e

elle produit !
a
& —=atatatatatf...=x»,

résultat qui a déja été établi ailleurs.

Soit encore fait r= —r; elle devient

g —g—ata—ata—......;
; i

ici, I'on a évidemment s,=a, §,=0, §;=0@, §;=0,. ... mais 1'é-
quation (b), se changeant en

(Tt

L— 8§y =

Wl

; : . a a
apprend que l'erreur commise est alternativement — et — —=.
2

o+

SCD LYON 1




D’'ALGEBRE. 241

508. Si la raison  est numériquement plus grande que 'unité,
auquel cas la progression est croissante, le second membre de
I'équation (b}, et par suile le premier L—s,, croit, abstraction
faite des signes, en méme temps que n; de sorle qu'en posant

= oo, cette différence surpasse toule quantité imaginable. On
voit donc que dans cette hypothése, les sommes s,, §,, $3,.. ..
different de plus en plus de l'expression L, qui ne saurail alors
étre considérée comme leur limite. Il s’ensuit que la somme des
termes d’'une progression croissante, prolongée a I'infini, est elle-
méme infinie.

509. On peut employer la formule précédente pour réduire en
fraction ordinaire une fraction périodique donnée; prenons pour
exemple la fraction décimale 0,777.......; nous aurons

n — 7 7 Y
i D Ay —:0+|00+1000+ 10 (I_-_)_

En général, soit p un nombre entier composé de n chiffres, et
considérons la fraction décimale périodique o,ppp. .. .; nous au-
rons également

0,ppp-. ———+ ‘.+ ?’ ....=—?’_n;(;u__L“)=~_DL

10 10 10°—i1’
Ce qui conduit & Ia rugle connue, laquelle consiste , comme on le
sait, & diviser la période par un nombre composé d’autant de g
qu'elle contient de chiffres. ‘

IV. Problémes sur les progressions par quotient.

510. Les formules fondamentales de la théorie des progressions

par quotient
l=ar, (c) s(r—i1)=lr—a, (d)

renfermant, comme celles des progressions par différence, cing
quantités a, [, n, r et s peuvent servir a déterminer deux d’entre
elles, quand les trois autres sont connues. De la résultent dix
questions analogues a celles du n® £74.
« La résolution []Ds quatre problémes dont les inconnues sont :

1°a, n; 2° 1, n; 3°n, r; 4° m, s, exigeant I'emploi des loga-
rithmes, sera renvo_y[,e a l'un des chapitres suivants.

16
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511. Proerime 1. Déterminer a et l, connaissant n, r et s. Si
I'on élimine [ entre les équations (c) et (d), il vient

s(r—i)=a(r*—1), dot a= SS:: -
et, en substituant dans’(c),
N fhaes L
o oy o

512, ProsrLiMe 11, Déterminer a et r, connaissant 1, n et s.
L’équation (d) multipliée par »°—* devient
srt—srl={r" — gr+—!
et, en y remplacant ar"~"' par [,
sr'—sr™ ' =Ubr"—1 ou (s—I)r"—sr*—'+l=o;
il faudra donc, pour trouver ’inconnue r, résoudre une équation
du degré n, aprés quoi, I'équation ¢ =1[: " fera connaiire la
deuxiéme inconnue a.

513. ProsrLime III. Déterminer a et s, connaissant 1, n et r.
La formule (c) fournit immédiatement la valeur de a, et la substi-
tution de cette valeur dans la formule (d) donne s; on trouve de
cette maniére

l T it L

514%. PropLiMe IV. Déterminer 1 et v, connaissant a, n et s.
Eliminant [ entre (c) et (d), on a, pour résoudre ce probléeme, les
deux équations

ar'—sr-+s—a=o, l=ar—;
il dépend, comme celui du n° 512, de la résolution d’une équa-
tion du degré n.

515. ProBLiEME V. Déterminer | et s, connaissant a, n et r.
L’équation (c) donmne la valeur de [; et cette valeur, substituée
dans I'équation (d), conduit & celle de s. Ces valeurs sont

alr'® —i)
e e (—-———
B
516. Prosrime VI. Déterminer v et s, connaissant a, 1 et n.
On tire d’abord de I'équation (c) :
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si ensuite on substitue dans I’équation (d), il vient, aprés avoir

multiplié par :}‘a,

n-1 n-i
n- n- n- n-1 B = o
si/ 1—y @) =1y l—ay a, don s= L=V E
V_I'.__I'/_a

517. Le premier terme a, la raison r et la somme L de tous
les termes d'une progression par quotient décroissante a I'infini,
étant liés par la relation

a .
1—7r’
on pourra également, lorsqu'on connaitra deux de ces quantités,
déterminer la troisiéme. De la résullent trois questions qui sont
résolues par les formules suivantes
a°" L—a

L=

1° L= R A ;0 3 a=rL(1—7).
I—r L )
V. Exzercices.
518. Pronrime. Etant donnée la progression <=3 :6:....,

on demande : 1° le 13° terme; 2° la somme des 24 premiers
termes; 3° la somme des termes compris entre les 6° et 28°
termes. Rép. 1° 12288; 2° 50331645 ; 3° 402652992.

519. ProBLiME. Insérer 5 moyens proportionnels entre les
nombres 7 et 28672. Rép. Ces moyens sont : 28, 112, 448,
1792, 7168.

520. ProsLEME. Trouver une moyenne proportionnelle entre
les 7 premuers termes de la progression <=5 : 15 :.... Rép. 135.

521. PropLEME. Sommer les progressions décroissantes a

% Rép. 1° 3; 2° j—}
522. ProsLiME. Trouver quatre termes en progression par
quotient, tels que la sogme des deux premiers soit 8 et que
celle des deux derniers soit 72. Rép. Il y a deur solutions :
1°+2:6:18:54, 2°=+—4:12:— 36 108.
523. ProLiME. 1° Trouver la somme s des n premiers termes

Pinfing =+ 115 1...., =11 —

2
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de la suite 12 43 24 2* -5 25 . .. .. ; 2° sommer la

< ¥
suite indéfinie 14 § s ; + 2 e

nz*t—(n—-4-1)x" 41 g0 4
(z—1)* 4
524&. ProBLiME. Déterminer les éléments d’une progression
par quotient, connaissant : 1° le nombre des termes 2n; 2° la
moyenne proportionnelle m entre les termes de rang vmpaar;
3° la moyenne proportionnelle m' entre les termes de rang
pair. Rép. En conservant les notations de ce chapitre, on a
m'® m" m m"—m'"
o e T g T B m"—'m' " (m —m')
525. Démontrer que si 'on tnsére le méme nombre de moyens
proportionnels entre tous les termes d'une progression par
quotient, considéres deux d deux, l'ensemble de ces termes et

des moyens inserés constifue une progression unique.

Reép: 1075 =

|-

CHAPITRE V.

THEORIE DES LOGARITHMES.
I. Notions préliminaires.

526. On appelle logarithme d’'un nombre I'exposant de la
puissance a laquelle il faut élever une quantité invariable pour
produire ce nombre. La quantité invariable prend le nom de base.

Soient @ la base et = I'exposant de la puissance i laquelle il
faut élever a pour obtenir y, en sorte que l'on ait y = a” ; z sera
le logarithme de y relatif & la base a, ce que l'on est convenu
d’écrire ainsi : logy = x.

Réciproquement, de I'équation log y == on peut déduire
y = a*, en désignant toujours par a la base par rapport a la-
quelle le logarithme de y a été pris.

527. En vertu de cette définition, on a encore, quel que
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soit le nombre représenté par y, I'équation identique

TE— a1y,
dont on fera souvent usage par la suite.

528. Supposons que, dans I'équalion ¥ = a*, on fasse pas-
ser y successivement par tous les états de grandeur et que, par
un procédé quelconque, on parvienne a calculer les valeurs cor-
respondantes de x; I'ensemble des valeurs de y et de z consti-
tuera le systéme de logarithmes dont la base est a.

Comme on peut répéter la méme série d’opérations en attri-
buant a la base a telle valeur que I'on voudra, il s’ensuit qu's/
existe une infinité de systémes de logarithmes.

520. L'unité ne peut étre prise pour base d'un systéme de
logarithmes; car, en faisant varier # dans I'équation y = 1%, on
obtient constamment y = 1 ; ainsi, 'unité aurait une infinité de
logarithmes, tandis que les autres nombres n’en auraient pas.

530. Dans tout systéme de logarithmes, le logarithme de
Uunité est égal a zéro; car, quelle que soil la valeur de la base
a, on a 1==a°, d’oit ’on tire, & cause de la définition des loga-
rithmes, log 1 = o.

531. Dans tout systéme de logarithmes, le logarithme de la
base est égal a l'unité; car, quelle que soit la base a, on a a=a',
d’ott I’on conclut log @ = 1.

532. Nous distinguerons deuwx cas relativement aux divers
systémes de logarithmes : 1° celui ot la base est plus grande
que lunaté; 2° celui ou la base est plus petite que Punité.

Nous n'examinerons point les systémes de logarithmes a bases
négatives , attendu qu’ils sont rarement employés et qu'ils pré-
sentent des difficultés étrangéres aux éléments.

533. 1¢* Cas. Dans tout systéme de logarithmes, dont la base
est plus grande que l'umité : 1° les logarithmes des nombres
plus grands que Uunité sont positifs et d’autant plus grands
que ces nombres sont plus grands euz-mémes, en sorte que le
logarithme de linfini est égal a Pinfini positif; 2° les loga-
rithmes des nombres plus petits que ['unité sont négatifs et
d'autant plus grands, abstraction faite des signes, que ces
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nombres sont plus petits, en sorte que le logarithme de zéro
est égal a Uinfini négatif.

1° Si 'on fait successivement

P=—0, T=1, W=92, 2=3, 0. r=wm,
dans I'équation y= a”, on trouve pour y les valeurs correspon-
dantes
Yy=1, §=4a, Y=0", Y =05 .. Yy=a s=©;

on a donc, en vertu de la-définition des logarithmes,

log 1=o0, log a=1, log a*==2, log a’=3,... log ® =®;
d'oun il suit que les nombres compris entre 1 et a, a et a®, a* et
L S ont leurs logarithmes compris entre o et ¢, 1 et 2, 2 et
; ce qui prouve la premiére partie de I'énoncé.
2° Si 'on pose, dans la méme équation - = a®,

re=9p, r=2"2j), x=-l3, g=-—3 .l p=—x,

| . 9
on obtient pour y, en observant que a~*= =3 les valeurs dé-
croissantes
I
T,y E ) YRS S, P S T e =0,
d’ou I’on conclut

log 1=o0, Iag‘é:—:, loga—:=——2, 509522"3,‘.!‘-‘0\(} 0=—00}

. . . 1 I I
conséquemment, les fractions comprises entre 1 et i et e
1 I 3 .
—~ et —,.... ont leurs logarithmes compris entre o et—1,
aﬁ a] =]
—1 et —a2,—2 et —3,...... ce qui prouve la deuxiéme
partie.

534. 2¢ Cas. Dans tout systéme de logarithmes dont la base
est plus petite que Punité : 1° les logarithmes des nombres plus
grands que Uunité sont négatifs et d’autant plus grands, abs-
traction faite des signes, que ces nombres sont plus grands,
en sorte que le logarithme de Uinfini est égal @ Uinfini négatif;
20 les logarithmes des nombres plus petits que l'unité sont
positifs et d'autant plus grands que ces nombres sont plus
petits, en sorte que le logarithme de zéro est égal a Uinfine
positif.
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En effet, si I'on pose

1° x=0, z==], T=—4, ' v="—3,....... r=—00,
B =g = pieg SRR U e s
dans T'équation y = a*, on trouve (90)
.|0 154 | 1 1 4% I T I
it Ty :Y:E':.Tz '&?3 J=F a—j,.----.}‘—-?zw,

y=1, y=a, y=2a’, y=a',.....r=a =o,
d’olt Ton déduit, par la définition des logarithmes,

1°logi=o, log é:——l, {ogé: —a, Iogal—‘:u'&,..fogoo E=—idg,

2°logi—o, log a=1, log a*=2, log a*=3,.... log o=
de la il suit 1° que les nombres compris entre les expressions

I

. 1 I 1
croissantes r et —, — et —, — ot — .. ont leurs loga-
a a @ a ()

rithmes compris entre o et —1, —1 et — 2, —2 et — 3,....... :
2° que les fractions comprises entre les expressions décroissantes
1eta, aeta, a®etad,...... ont leurs logarithmes compris entre
oetr, tetz, aet3, . ...

535. Dans tout systéme de logarithmes a base positive, les
logarithmes des nombres négatifs sont imaginaires. Car, en
faisant passer x par lous les élats de grandeur depuis z=— o
jusqu'a z = oo, 'équation y=a* n’a fourni pour » que des
valeurs positives. Conséquemment, si » est négatif, la valeur cor-
respondante de z ne peut étre ni positive ni négative ; donc elle
est imaginaire.

536. Si I'on réduit en décimales tous les logarithmes d'un Sys-
téme, chacun d’eux se trouve composé d’'un nombre entier que
I'on appelle caractéristique et d’'une fraction décimale; ces deux
parties ont essentiellement le méme signe, mais elles peuvent étre
nulles séparément.

Si ’on représente par «le logarithme de 11 dans le systéme
qui a pour base 2,0na 11 = 27; et I'on voit sur le champ que la
valeur de x est comprise entre 3 et 4, puisque 11 est > 2* ou 8
et que 11 est << 2% ou 16; ainsi, le logarithme de 11 estégal a3
plus une fraction; la caractéristique de ce logarithme est donc 3.
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II. Propriétés des logarithmes.

537. Le logarithme d'un produit est égal a la somme des
logarithmes de ses facteurs.

Réciproquement, la somme des logarithmes de plusieurs
quantités est égale au logarithme du produit de ces quantités.

Soient un nombre quelconque de quantités représentées par y,

Heesiantl it , et @ la base du systeme dans lequel on prend les

logarithmes ; on aura identiquement (527)
e ke e A S
et, en multipliant ces équations,
Iy, =a X gV gley' X ............
— qlo9 y+log y+log Y+
d’ol1 T'on tire, a cause de la définition des logarithmes,
log yr'y"....=log y + log y'+log 7"+ ......

La réciproque a lieu, car en transposant les membres de la

derniére des équations précédentes, il vient
log y+-log y'+log y'"'+....=log 3r'y"....

538. Le logarithme du quotient d'une division est égal au
logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur.

Réciproquement, la différence des logarithmes de deur quan-
tités est égale au logarithme du quotient de la premiére divisée
par la seconde.

Si I'on désigne par y et y' deux quantités quelconques, on aura
identiquement

y=a""", y'=a"",
et, en divisant les équations membre & membre,
ﬂr = qlogy - glog¥'— glogy—log v
Y

d’onn, par la définition des logarithmes,

log ;—’ = log y—log y'. (a)

Arrétons-nous un instant & la discussion de ce résultat; si 1’on
suppose d'abord y'=1y, il vient
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log ‘—)f =log y — log y ou log r=o.

ce que l'on sait déja.
Dans le cas ou la base a est plus grande que l'unité; si y

est >y, log » est aussi > log »' et par suite !og‘-;; est positif;

si yest<y', log y est<<log y' et log _;l est négalif, ce qui

s'accorde parfaitement avec I’énoncé du n® 533.

Dans le cas ou la base est plus petite que I'unité, on obtient
aisément des résultats absolument contraires aux précédents et
conformes a ceux du n® 534,

On démontre la réciproque en renversant les membres ‘de
Iéquation (a), ce qui donne

0%
log y—1 =log =.
G X v0g- GQJ,

539. Le logarithme d'une expression fractionnaire est égal
au logarithme du numérateur diminué du logarithme du dé-
nominateur; car, une telle expression est équivalente au quotient
d’une division dont le dividende est le numérateur et dont le di-
viseur est le dénominateur.

540. Le logarithme de la puissance m d’une quaniité est
égal @ m fois le logarithme de cette quantité.

Réciproquement, si 'on multiplie le logarithme d’une quan-
tité par m, le produit est égal au logarithme de la puissance
m de cetle quantite.

Si T'on éléve 4 la puissance m les deux membres de I'identité

y=a", (b)
il vient '
ym f— (ahg u)m =aqa m log y‘
d’ou I'on tire (526)
log y"=m logy et mlog y==log y™.

541, Le logarithme de la racine m™™ d’une quantité est égal
au logarithme de cette quantité divisé par m.

Réciproquement, si lon divise le logarithme d'une quantité
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par m, le quotient est égal au logarithme de la racine m*™* de
cette quantite. I
En effet, si 'on extrait la racine m® des deux membres de
I'équation (b), on trouve J
m m logy !
l/_yzi/_g;’“-‘?y:a m
d’ol1 résultent
m z’O .‘fO ) m
logy”y= =294 ot 20V — 15y, |
542. Voici deux exemples propres & faire concevoir le parti
que I'on peut tircr des régles précédentes :

ab* log ab*—log c*d}
fo 50‘!}‘ l/ o . = R q L g

? [
J J

__log a+£og b*—log ¢’'—log df
5
_loga-+t2log b—3 loge—4 log d_

5

2 log a+4 log b— > lgﬂ © =log @' 4-log bi— 2 :
a’bi

‘—Jogab'-—lo_jl/_cs'—'log — |
Ve

5k3. Les logarithmes de quatre quantités en proportion par
quotient constituent une équi-différence. Car, en meltant la
proportion @ : & :: ¢ : d sous la forme
a c

AT 4
et en prenant les logarithmes des deux membres, il vient

log %“ = log % ou log a—log b=1log c—log d;

d’oi1 'on peut conclure I'équi-différence
log a.log b : log c.log d. |

54k, Les logarithmes de plusieurs quantités en progression
par quotient forment une progression par différence. Soit r la
raison de la progression .

=anbieod e, \
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on aura
b=ar, c=0br, d=cr, e=dr,...... .
et, en prenant les logarithmes
log b=1Iog a—+logr, log c=log b—+4log r,
log d=log c+log v, log e=log d—+-log r,.....
d’olt résulte la progression par différence
=~ log a.log b.log c.log d.log e......

545, Le logarithme de la moyenne proportionnelle entre
plusieurs quantités est égal a la moyenne arithmeétique entre
les logarithmes de ces quantités. En effet, si I'on désigne m
quantités par a, b, ¢,....J, on aura
__log abe....l _ log at-log b+-log c...+log |

m m

log V abe...l

1. Du systéme de logarithmes dont la base est 10.

'546. Parmi les systemes de logarithmes, il en est un qui est
spécialement usité et que pour cette raison il est essentiel d’étu-
dier en particulier; c'est celui dont la base est 10. Nous appelle-
rons logarithmes décimauz les logarithmes de ce systeme; et,
pour les distinguer des autres, nous les exprimerons par la lettre
unique /. Ainsi Iy signifiera logarithme décimal de y.

547. Le systeme des logarithmes décimaux jouit des. pro-
priétés communes i tous ceux dont la base est plus grande que
I'unité. En conséquence, 1° le logarithme décimal de zéro est
égal a l'infini négatif; 2° les logarithmes décimaux des fractions
sont négatifs ; 3° le logarithme décimal de I’unité est égal & zéro;
4° les logarithmes décimaux des nombres plus grands que I'unité
sont positifs ; 5° le logarithme décimal de I'infini est égal & I'in-
fini positif; 6° les logarithmes décimaux des nombres négatifs
sont imaginaires.

548. 1° Le logarithme décimal de Punité suivie de n zéros
est égal an; 2° le logarithme de l'unité du n™ ordre décimal
est €gal a —n. En effet, on a

1 suivi de n zéros == 10",
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Srns Ry o I %
'unité du n™** ordre décimal = — =10
I b

0II

et I'on tire de la, a cause de la définition des logarithmes déci-
maux, :
[ (1 suivi de n zéros) =n,
{ (T'unité du n®¢ ordre décimal ) = — n.

Si l'on fait dans ces résultats n=o0, n==1, n=2, n=3,... il vient
li1=o,l1o0=1,{l 100=2, [ 1000 =3,.......
lv=o,lo,t=—1,l0,01 =—2, | 0,001=—3,.....

549. La caractéristique du logarithme décimal d’unnombre
plus grand que Uunité se compose d'autant d'unités qu'il y a
de chiffres moins un dans sa partie entiére. Soient p un tel
nombre et n le nombre de chiffres que contient sa partie entiére;
il est visible que p est tout au moins égal a I'unité suivie de n—1
zéros, et quen outre il est moindre que I'unité suivie de n zéros;
on a donc

P=—ou=>16"" n="10"
puis, en prenant les logarithmes (548),
lp=ou>n—1, lp<n;
ainsi, I p, étant compris entre n — 1 el n, est égal & n — 1 plus
une fraction; done la caractéristique de ce logarithme estn — 1
c’est précisément ce qu'il fallait démontrer.

On voit, d’aprés celle proposition, que la caractéristique de
1.3547 est 3 et que celle de /.27,261 est 1.

550. La caractéristique du logarithme d’une fraction déci-
male se compose d’autant d'unités négatives qu’il y a de zéros
décimauz avant son premier chiffre significatif. Soient p une
fraction décimaleetn le nombre des zéros compris entre la virgule
et son premier chiffre significatif’; si on la multiplie par 10"+, ce
qui revient & transporter la virgule de n—-1 rangs vers la droite, le
produit p X 10™*' sera plus grand que 1, mais plus petit que 10;
donc la caractéristique de son logarithme sera nulle, et en dési-
gnant la partie décimale par f, il viendra

l{p X 10°t) =/,
d’oi1, par la régle du n° 537, et en remarquant que ! ro™=n-}-1,
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lptnt i=fetlip=—n—(1—f); (c)

or, [ étant positif et plus petit que 1, expression 1 — /sera aussi

positive et plus petite que I'unité ; donc la caractéristique de / p
est — m.

Ainsi, la caractéristique de / 0,17 est o; celle de [ o,00271
est — 2,

Cette régle se trouve en défaut toutes les fois que f = o, aux-
quels cas la caractéristique est— (n - 1) ; il n’y a par conséquent
d’exception qu'a I'égard des fractions o,1, 0,01, 0,001,...ccuuu.
dont, comme on I'a vu plus haut, les logarithmes sont — 1, — 2,
—=Jiiiines

551. L'équation (c) peut s'écrire de la sorte

lp=—m+4+1)4/,

ce qui donne naissance a un nouveau genre de logarithmes, car
on peut regarder — (n -+ 1) comme la caractéristique du loga-
rithme de la fraction, p et f comme sa partie décimale, et alors la
caraciéristique seule se trouve négative; pour ne point confondre
ces nouveaux logarithmes avec ceux qui sont entiérement négalifs,
on est convenu de placer le signe — au-dessus de la caractéristi-
que; supposons, pour fixer les idées, que la caractéristique soit
— 3 et la partie décimale 0,4567865, on écrira 3,4567865, et
cetle expression équivaudra & — 3 + 0,4567865.

552. Si l'on multiplie ow si l'on divise une quantité par
Punité suivie de n zéros, le logarithme du produit ou du quo-
tient sera égal aw logarithme de cette quantité augmenté ow
diminué de n unités.

Réciproquement, si ’on augmente ou si lon diminue le lo-
garithme d’une quantité de n unités, la somme ou le reste sera
égal au logarithme de cette quantite multipliée ou divisée par
Punité suivie de n zéros.

En effet, en représentant cette quantité par y, on a

Iy X 10")=lyr-+Li1o"= ly+n,
E I.y'

10"

=ly—l.10"=lyr—n;
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et, en transposant les membres de chaque équation,
ly +n=1(y X 10%,
ly—n=l 1— :

1

553. De 1a résulte que les logarithmes de tous les nombres
décuples ont la méme partie décimale. Car, en supposant que
I'on ait 1.38 = 1,5797836, il s'ensuit (552)
1.380=2,5797836,1.3800=3,5797836,1.38000=4,5797836,....
1.3,8=0,5797836,l.0, 38 =1,5797836,1.0,038=2,5797836,....

O

CHAPITRE VI.

CONSTRUCTION ET USAGE DES TABLES DE LOGARITHMES.

I. Un nombre étant donné, trouver son logarithme et réci-
proquement.

554. 1¢" ProuiME. Trouver le logarithme d'un nombre dans
un systéme donné. Soient a la base, 6 le nombre donné et = son
logarithme; on aura & résoudre I'équation exponentielle

af ="l (a)
supposons d’abord que 'on ait a >r et b=>r1 oua<<tetb<r,
auxquels cas, ainsi qu'on I'a vu dans les n° 533 et 534, la valeur
de z est positive. On feraz = o,z =1, =2,2= 3 A jusqu’a
ce que I'on parvienne & deux puissances consécutives n et n - 1
de a, qui comprennent le nombre b.

Si @ est = 1, on aura les inégalités b = a" et b << ", ou, en
remplacant b par @, a* > a" et a*<<a"™; de la résultent celles-
ciz>netr<<n 4 1.

Si a est < 1, on aura au conlraire b<<a" et b = a"*', ou, a* <<a®
et a* = a™+'; de la résultent encore (90) z >netz<<n--1.

Ainsi, dans tous les cas, on pourra conclure, & une unité prés,
2 = n; cette premiére valeur de = est évidemment trop faible.

. ’ I .
Pour en obtenir une plus approchée, on pose z=n 7 il
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est essentiel de remarquer que la valeur inconnue de 2’ doit étre
plus grande que I'unité, car, si I'on avait ' << 1, il s'ensuivrait

ot a>n-{-1, ce qui est impossible; substituant dans
xT

I'équation (a), il vient successivement
1 1

- 1 b
a""‘:’:b, a".a* :b, ar = ?,

désignons, pour simplifier, 2 par a'; puis, élevons les deux

membres a la puissance &' et transposons; nous trouverons

& i (b)
équation de méme nature que celle dont nous sommes partis; en
y faisant, comme ci-dessus, ' =1, z'=72, 2'=3, ..... on déter-
minera les puissances consécutives n' et n' 4 1 de a’ entre les-
quelles le second membre a est compris ; on aura en conséquence,
@ une unité pres, z'=n', et par suite une deuxieme valeur de =,
qui sera trop forte, attendu que celle de 2" est trop petite.

I i
Pour approcher davantage, posons z'—=n'+ PR substituons
dans (b); I'équation résultante pourra étre déduite de (b) comme
vk ’y e f AN F @ s
cette derniere I'a 6té de (a); ainsi, en représentant —— par a”, il
a

vient

Vgl (c)
équation exponentielle que I'on peut traiter comme les précé-
dentes; soit #'" la valeur entiére de z’'; on aura

= nl, z'=n'4 -1%, z=n-+ %,
et, par deux substitutions, une troisitme valeur de z; celle-ci
sera trop faible; car, de ce que la valeur de ="' est trop petite, il
s'ensuit que celle de z' est trop grande, et enfin que celle de = est

trop faible.
Si I'on pose de nouveau dans I’équation (c)

1 a rrr

'
P et — &

€ ':n”
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on aura

Hilgltt r

a =a',

et, en appelant n'" la valeur entiére approchée de o',
xr!r_:__ﬂ:u 15”=‘??-” ._l_ .’E"_nf—']—' _1__ .’ﬂ_"‘n—}- L
L Iar: Ll Iff ? xr ?

d’ott 'on conclura, au moyen de trois substitutions successives,
une quatrieme valeur de @; mais cetle valeur sera trop forte,
comme il est facile de s'en assurer en remontant de la valeur de
«'"", qui est trop faible, & celle de ».

Si, en continuant de la sorte, on trouve pour l'une des quan-
titds . o), ", o0 une valeur entiére exacte, il est visible que
le logarithme de b sera commensurable; s'il en est autrement,
ce logarithme sera incommensurable.

Au surplus, il sera toujours possible d'estimer le degré d'ap-
proximation, car, de ce que les valeurs approchées successives
de x sont alternativement plus petites et plus grandes que sa vé-
ritable valeur, il suit que l'erreur commise, en prenant I'une
delles pour z, est moindre que sa différence & la valeur appro-
chée précédente.

Présentement, si on avait @ >> 1 et b << 1,0u, a<< 1 et
b= 1, suppositions en vertu desquelles la valeur de = est néga-
tive (voyez les n° 533 et 53%); on ferait z = -—y, ce qui chan-
gerait 'équation a* == b en

I

b §
e ol Sy — Ve —*
a b, d'ou - b eta 5

e A
les nombres a et 4 étant en méme temps plus grands ou plus

petits que l'unité, cette équation exponentielle pourra étre ré-
solue par la méthode que ’on vient d’exposer.

Soit, pour exemple, a calculer le logarithme de 12,4 o,01
prés, dans le systéme dont la base est 6; si 'on pose log 12 ==,
on aura a résoudre I'équation

BF=i1a"
on voit sur-le-champ que 6est << 12 et 6* > 12; donc z =1, a
une unité pres.
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. ’ . I . .
Faisons dans cette équation z= 1~ e il vient, en employant

la loi de déduction mentionnée plus haut,
(¥a 2 Gl —8 ou: a"=—16;
or, 2* est << 6 et 2 >6; de la résulte, en nous bornant aux

g4 ” 1 . 1 1
unités, z' = 2; conséquemment, r=1- S -+ N

pres.
1 8
Posons encore @'=2 -~ —; et substituons; nous trouverons
£
. 4 5 z
(67 2% ==2" "ol (—) ==a >
5 2

: 3 : 3\
puis, en observant que & est << 2, mais que (;) est > 2,

i I I .
r'=1;dol '=2-4+ - =3 et z=1+4 3 L’erreur commise
I

. I | ) |
est moindre que - —1— = 0l =.
que 1+ ~ 3 0 &

1 . s . -
En posant 2''= 14 b dans I’équation précédente, on trouve
3 i 5 y x 3
(2 . ) = — . ou (i) FA )
2 3 2

3
est << = et

4
3
et par suite

ol W |

g
ici, ) > —; donc 2'""=1, 4 une unité pres,
2

:]—'—

o

x”:-:l-*-r[- —i x':g-}— i:
I

o
|
-
-+
-
WO

I

=
=

L'erreur est plus petite que 1

-

=]

ol W o

Tg.
: o I bl
Si lon fait #'""==1+ —v» on a cette nouvelle équation
,:E -{i. ;".=.é Ou 9..:“’:- é
2 "3 3 8 3
d’'ou l'on tire, en négligeant les fractions, ™= s, attendu que

92<-{'e-,t ue 2je‘t:.:»i'on';. ar conséquent
: 3 et que (5) est>3; a par conséquen
A7
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e 1 3 r 5 ' v 5 13
X =7 — = -, =1l == =2 | e
n3 % g F 2™ QN i 3 5
13 5
T=1 I1!—=1 i
R Apoas
) i : 2 3 I
L'erreur ne peut s'élever a 1 = —1— = on —-.
5 13 65
r I i
Soit 2= 2 - —; on trouve, en subslituant et en remarquant
T

g\* .. 81
que (g) == E)Z’
(.4 .ﬁ)x"zg ou (J)_ 9.
3764 { 243k 708’
il est facile de reconnaitre que le second membre est compris

entre le carré et le cube de l'expression renfermée dans la paren-
thése; donc 2'—=n2, et de la

I s ¥—-n i1 =1%
=g - =2 "= poe SE= . ey 1% = —
+2 2’ T P < T (R e
- + 12 31 = T 31 +12
T=g—{-1 | — == @=f T A= —f
7 12’ 12 31

: : 12 3 1 i,
L’erreur est alors moindre que 1—{—;——~ ¥ s ou -—; ainsi,
1 .-.}0

- “ - 12 200
en réduisant la fraction 3 en décimales, on a
I

lag 33 =35 38" .
555. 2° PropLiME. Un logarithme étant donné dans un sys-
téme connu, déterminer le nombre qui lui correspond. Si I'on
met ce logarithme sous la forme d'expression fractionnaire irré=

e £ s e m m
ductible, il pourra étre représenté par - oupar — — (m et n
n

étant deux nombres entiers), suivant qu'il sera positif ou négatif.
Cela posé, soient @ la base donnée et » le nombre cherché, on
aura, dans le premier cas,

et dans le second
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§'il s'agit, par exemple, de déterminer le nombre y qui cor-

respond au logarithme 1,125 du systéme dont la base est 2; on
observe que

=
: 112) :
1,120 == = (),
1000 8
et il s'ensuit
2% Whkan A
b B e o b T o8

556. Lorsque les nombres entiers a et b sont composés des
mémes facteurs premiers et que leurs exposants forment une
suite de rapports égaux, le logarithme de b, relatif d la base a,
est commensurable ; si ces conditions me sont pas remplies, ce
logarithme est incommensurable. Pour le démontrer, cherchons
les relations qui doivent subsister entre @ et b, pour que le log. 6,
pris dans la hase a, soit commensurable, c'est-a-dire de la forme

m 5
o Nous aurons d’abord

m
b=a", dou b"=ag™, (d)
or, tout facteur premier de b, divisant 5", divise aussi a™ et par
suite @ (94); on prouverait de la méme maniére que tout facteur
premier de a se trouve dans & on voit donc déjd que' les deux
nombres a et b doivent étre composés des mémes facteurs premiers.

Soient p; ¢, 7,......, ces facteurs premiers, p', ¢y r';...... et
TR VW) RGN leurs exposants dans a et 6, en sorte que
a A s pp) qqf ?.\.' eodd b ‘-:pp" qqf.’ ?‘rJ'I' ...... (e)
substituant dans (d), il vient
pp”n qq“n el | - pp'm qq‘m _rr’ru ......

Cette égalilé ne peut avoir Tieu & moins que les exposants de
P» ¢, r...... ne soient égaux dans les deux membres : en effet, si
les exposants de p," par exemple, étaient inégaux, on, pourrait
diviser par la plus haote puissance de ce facteur, et I'on obtien-
drait une équation dont I'un des membres serait entier et dont
I'autre serait fractionnaire, ce qui est absurde. Conséquemment,
on a

p'n=p'm, ¢"n,=q¢'m, ¥"'n=vrm,......
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d’ou I'on tire

P Hhob afisrey:s W e Br senidoh
P i bo g pliikoy 95T W T8
et par suite
¥ e rff
 inghi e iy R R | (0
ge e Y

587. Lorsque la base est le produit de plusicurs facteurs
premaers éleves @ la premidre puissance; 1° il n’y a, parmi les
nombres entiers, que les puissances de cette base qui aient des
logarithmes commensurables: 2° les logarithmes de ces puis-
sances sont des nombres entiers. En effet, on a par hypothése

Pl glees ght 010 = Vi g vl
et de 1a, a cause de la suite (f) et de I'équation (e),
P“zq”: ?‘” ..... 2 b=ppu qpu ?"p” ..... Lo I:"Dq?......}p”,

ou bien
b=a", d'ou log b=p".
Ainsi, dans le systéme dont la base est 10 =2 X 5, les loga-
rithmes des nombres entiers autres que 1, 10, 100, 1000,......
sont incommensurables.

II. Construction des tables de logarithmes.

558. PropuEme. Construire une table de logarithmes dans
un systéme donné. On déterminera d’abord, par la méthode du
n° 554, les logarithmes des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11,

s relativement a la base de ce systeme; il ne s'agira plus
ensuite que de trouver ceux des nombres non premiers 4, 6, 8,
Dhal OS50, car les tables ne renferment que les logarithmes

des nombres entiers; or, c’est ce que I'on fera aisément en les dé-
composant en facteurs premiers et en y appliquant les régles des
n° 537 et 540.

Qu'il s’agisse, par exemple, de déterminer le logarithme de 12 ;
on observe que 12 =2* X 3, d’oli résulte, en prenant les loga-
rithmes,

log 12 = log (2* X 3)=log 2* +log 3=2log 24 log 3 ;
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équation au moyen de laquelle on pourra calculer le logarithme
de 12, quand on connaitra ceux de 2 et de 3.

Soit encore a trouver le logarithme de 504; on a

So4 =12 X(3* X 7,
et, en prenant les logarithmes,
log 504 = log (2* X 3" X 7) =log 2* + log 3" ~}-log 7
=3 loga—+t2log3 +logy.
Ainsi, le logarithme de 504 peut se déduire immédiatement des
logarithmes des nombres 2, 3 et 7.

559. Les tables dont nous ferons constamment usage, contien-
nent les logarithmes décimaux des nombres entiers depuis 1 jus-
qu'a 10000 ; ces logarithmes ont sept décimales; chaque page de
ces tables est divisée en trois cases séparées, deux a deux, par
un double trait; chaque case est sous-divisée en trois colonnes : la
premiére colonne renferme les nombres; la deuxiéme renferme
leurs logarithmes; enfin, la troisiéme fait connaitre les différences
entre les logarithmes consécutifs; ces différences expriment des
dix-millioniémes et ne sont indiquées qu'a partir de la case ou
se trouve le nombre 1000, parce que les précédentes, comme on
le verra bientit, ne pourraient étre d'aucune utilité.

560. ProsLiMe. Connaissant le logarithme d’un nombre dans
un certain systéme, trouver le logarithme du méme nombre
dans un autre systéme. Soient a et b les bases de ces deux sys-
temes et » un nombre quelconque; convenons de représenter par
la lettre L les logarithmes du second systéme, afin de ne point les
confondre avec ceux du premier; nous aurons les équations iden-

tiques
log'y L.y 2| 2 Ly log y
y=a¢ , y=b ', donilsuitd .=a, ;

prenant les logarithmes des deux membres dans la base a et ob-
servant que log a = 1, il vient

Ly X log b= logy X loga=logy,
et de la

l ) 1
By =% ou L.y=Ilogy X 5—9’—5.

Conséquemment, lorsqu’'on a une table de logarithmes rela-
tivement d@ une certaine base, on peut en déduire une table de
logarithmes relativement d une base quelconque, en divisant
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les logarithmes de la premicre table par le logarithme de la
nowvelle base par rapport a l'ancienne.

L’expression }—.;}-{: par laquelle il faudrait multiplier les loga-

rithmes du premier systéeme pour obtenir ceux du' second, se
nomme le Module du second systéme par rapport au premier.
Ainsi, s'il s'agissait, avec le secours d’'une table décimale, de
calculer la table qui correspond i la base 6, il suffirait de diviser
les logarithmes décimaux par le logarithme décimal de 6, ou, ce
- X i o I .
qui serait plus simple, de les multiplier par le module 6 Si
- 0
Pon considére en particulier le nombre 12, on aura done,
e e 1,0791813. ..
l.6 0,7781513. ..
cette valeur de r.12 s'accorde, & un centieme pres, avec celle
frouvée a la page 258.

L.12=

= 1,3868527...];

HI. Principes relatifs a lusage des tables.

561. La différence entre les logarithmes de deux mombres
est d'autant plus petite que ces nombres sont plus grands et
qu'ils différent moins. En effet, si I'on considére les deux nom-
bres y -+ p et y, on aura (538)

Y +D D
Y+ = log ((+ _),

log (y-+-v)—log y=log B ¢

ce qui'fait voir que la différence entre les logarithmes de y + o
et de y tendra d'autant plus vers log 1 ou zéro que.la fraction

D ; 2 1 g,

— sera plus faible ; C'est-a-dire que y sera plus grand et ,que b
Y

sera plus petit.

562. De la résulte, en supposant p=1, que les différences
entre les logarithmes des nombres naturels déeroissent et con-
vergent vers zéro.

863. Lemme. St deux progressions, Pune par différence et
Uautre par quotient, ont leurs termes exirémes communs et
sont composées d'un pareil nombre de termes; la différence
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entre deux termes de méme rang dans les deux progressions
est mowndre que le carré de la différence entre les termes ex-
trémes divisé par le double du plus petit. Soient y et v les ter-
mes extrémes et m - 1 le nombre des termes communs aux deux
progressions ; si I'on représente leurs raisons parr et r, on aura,
pour les déterminer, les deux équations

Y4 mr=Yy, Y re=r,
d’oli T'on tire aisément

e 7 ¢

et, en substituant dans les deux suites,

Pk R o b PR BT y=+mer ou vy, (g
Y, YT, L S T M o gy~ oouy, (h)
on obtiendra les valeurs des termes dont elles sont composées.
Cela posé, observons que la somme des m différences,
yr—y, yri—yr, yr’—yr,......... Yyro—yr—,
entre les m + 1 fermes de la deuxiéme progression, considérés
deux & deux, est égale & y r"—y ou y—y, et que par conséquent

. o . T
la moyenne arithmétique entre toutes ces différences est my

ou r. Or, en les mettant sous la forme

Y (r—1a), y (r—=1)r v r—=1)r,... 1L y (r—1)r=,
on voit immédiatement “qu'elles constituent une progression par
quotient dont la raison est encore r; de il suit que leur
moyenne R est comprise entre la plus grande et la plus petite,
et que I'on a

Y (r—1)<g, (i)
yr=n1)r*—">r, doa Y(r—i)>np,
altendu que v est > yr™—",

Actuellement, si I'on imagine deux progressions par différence
ayant pour premier terme y el pour raisons Y (r — 1) et y (r—1),
il est visible que deux termes correspondants dans ces deux suites
comprendront les termes du méme rang dans (g) et (h); done, en
appelant z la différence entre les termes du rang n - 1 dans les
derniéres, on aura

s<[y4nr(r—0)]—[y+ny (r—1)],
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ou bien, en réduisant
z<<n(y—y) (r—u). J)
Disposons les termes de (g) et de (h) dans un ordre inverse, de
maniére que les termes précédemment du rang n -}~ 1 soient du
rang m—n-|-1; puis, imaginons deux nouvelles progressions par
différence, ayant pour premier terme y et pour raisons —y (r—r1)
et—y (r—1); deux termes correspondants dans celles-ci compren-
dront encore les termes du méme rang dans celles-la, et par
conséquent, il viendra
z<[Y— (m—n)y (r—1)] — [Yy— (m—n)y (r—1)]
ou, en effectuant les calculs,
z < (m—n) (y—y) (r—1). (k)
Ajoutant les inégalités (j) et (k) membre & membre, on a
2z<<m(y—y) (r—1i);
Y—7

o

or, de Iinégalité (i) on déduit, en remplacant r par #15 ,

Pt
my

puis, en substituant dans la précédente et divisant par 2,
ity
2y
c'est précisément ce qu’il s’agissait de démontrer.

564%. Les différences entre les nombres approchent d’autant
plus d'étre proportionnelles aux différences entre leurs loga-
rithmes, que ces nombres sont plus grands et qu'ils différent
mowns.

Soient trois nombres croissants y,»' et '’ et posons

y'—y=n, log y'"—logy =d,

Y—r:

=4 D E‘; " _ ﬂ 7
Ly == b, log y'—log » 7 d; (1)
-?:— et %désignent évidlemment des nombres plus petits que

'unité; il est visible que la proportion

p: Zp:d:Ld (m)
" q
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équivaut a 'équation

m j a . m
pd=2. pad " ouia ceI]e-m-—:ﬂ;
n q n q
il suffira donc de démontrer que la différence entre les deux

m ) i
membres R et %decroxt a mesure que y augmente et que
diminue.
Remarquons & cet effet qu'en vertu du n® 538 les équations (1)
peuvent s’écrire de cette maniere

" !

r
log — = d, Jog—‘rwz-p—d,
y b q
et, en représentant la base par a,
I ' P
'}_ E— ad, I_ =a_|fd,
7 ,

ou bien encore, si I’on chasse les dénominateurs,

Fg s d\p
J’”:J'ﬂdr-f(a q) y = raﬂd=:}'(a?) ;
ce qui nous apprend que »' est le p |- 1° terme d’une progression
par quotient, dont le premier terme est y et dont le g4 1°
terme est r'.

Or, si l'on concoit une progression par différence composée
de g+ r termes, et ayant pour termes extrémes y et'y'’, sa

i

: . ik Y
raison ‘sera exprimée par - ’ 2 et son p-+1° terme par

_7-—|——§— (¥"—p); donc, a cause du lemme précédent, il viendra
. |2

il NI ..E (9" —ay) ry”__.](a
R A A e

" =y m
et, en remplacant y"—y et y'—y par p ct—n— D,
m * m D
s dea ety ey ou, —-~f—<:-——~, (n)
n q 2y n q 2y
apres avoir divisé par p; ce qui prouve bien que la différence de

m . . !
ol %csl d’autant moindre que y est plus grand et que b est
[y

plus petit.
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565. ProsLEmE. Déterminer les limites des erreurs que lon
peut commettre en faisant usage de la proportion (m) du n°
précédent. Ces erreurs proviennent visiblement de cé que I'on y

m P b ikl Ak 1 ;
suppose —- = el ce qui n’a lieu, comme on vient de le voir,
que par approximation. J

) “onr m i
1° Supposons d’abord que les différences b, Il et d soient |

connues, et qu'il s’agisse de ca]culer% d; la proportion (m) four-

- m : . » .
nira s d au lieu de £ d; par conséquent, l'erreur commise, ‘
q

: - ; m : :
abstraction faite des signes, sera (; __f;_) d, expression qui,

; yoo i BT ; nd
a cause de I'inégalité (n), est moindre (ue o
y
Dans le cas dep = 1, d est la différence des logarithmes des
1 ; dqqe zug .
nombres y 41 et y, et la limite de l'erreur est— ; si l'on fait f
. 2y

: y=100,0nad=I!l.101 —1/.100 =0,00432137... el par suite
i — L08fhos 12 = 0,0000216....
2y 2.100
L'erreur peut donc influer sur les cent milliémes; voila pourquoi
1 I'ona pu se dispenser d'indiquer dans les tables les différences
' des logarithmes consécutifs de 1004 1000, et, & plus forte raison,
celles de 1 a 100.

Si T'on pose y = 1000, auquel cas d = 1. 1001 — l.1000
=0,0004341..... , il vient
d 0,0004341... i
o OO 0,000000216.... |
2y 2.1000

Ainsi, I'erreur ne peut influer que sur la septiéme décimale; on |
peut donc employer en toute confiance la proportion dont il

s'agit de 1000 & 10000, en tant qué I'on ne veut pousser les cal-

culs que jusqu'aux millioniemes.

2° Supposons maintenant que les différence o, d, —‘ﬁq— d soient
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données, et qu'il s’agisse de déterminer s La proportion (m)

o g " " 1 m
fournit 53 p au lien de ;v p; lerreur commise (—— - f—) D
q n

: ; D*
sera donc, & cause de (n), moindre que

2y

; dans I'hypothése

a: o} . X
de p=1, cette limite devient — .
2y
Dans le cas de . = 1000, on a
I I »

T e e e T D000 D,

2y 2.1000
on pourrait. don¢ compter sur les trois premiéres décimales si la

fraction % était entierement connue; mais comme elle' se déduit

de I'équation

L-2y.4

q q
et que la table ne donne que le premier ou les deux premiers
chiffres significatifs de la différence d, il s'ensuit qu’en général
on ne sera certain que de I'exactitude'de 1a premiére décimale.

IV. Usage des tables.
v

966. 1°° PropLimE, Trowver au moyen des tables: le loga-
rithme d'un nombre proposé. Ce nombre peut étre entier, dé-
cimal ou fractionnaire; nous allons examiner successivement ces
trois cas.

567. 1 Cas. Trowver le logarithme d'un mombre entier. Si
ce nombre est plus petit que roooo, on trouve immédiatement
son logarithme dans les tables.

S'il-est plus grand que 10000, on sépare quatre ‘chiffres sur sa
gauche par une virgule, et l'on cherche dans les tables les deux
nombres, entiers consécutifs entre lesquels est compris le nombre
décimal résultant; le logarithme cherché, tombant entre leurs
logarithmes, est égal a celui du: plus petit joint & une fraction que
I'on détermine, en calculant le quatriéme terme de la proportion
suivante (564) ;
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Si pour une unité de différence entre les deux nombres en-
tiers conséeutifs, il y a entre leurs logarithmes la différence
fournie par les tables, combien, pour celle qui existe entre le
nombre décimal et le nombre entier immédiatement infeérieur,
y aura-t-il de différence entre leurs logarithmes?

On ajoute ensuite au logarithme du nombre décimal autant
d’unités qu’il y a de chiffres & la droite de la virgule introduite
dans le nombre proposé, et on a le logarithme de ce dernier (552).

Soit & trouver le logarithme de 40617 ; je sépare quatre chiffres
sur sa gauche, et j'obtiens 4061,7 ; j'ai donc

4062 — 4061 =1, 4061,7—4061 = 0,7,
l.4069—1.4061 = 0,0001069, [.4061,7—[.4061 ==,
et par suite la proportion
1 : 0,0001069:: 0,7 : x,
d’out I'on tire # = 0,00007483, ou bien, en supprimant la hui-
tiéme décimale, * = 0,0000748 ; conséquemment
1.4061,7 =1.4061 + 2 =3,6086330-+4-0,0000748=3,6087078;
si j'omets maintenant la virgule dans le premier membre, ce qui
revient a augmenter le second membre d’une unité, il vient
l.40617 = 4,6087078.

568. 2° Cas. Trouver le logagithme d'un nombre décimal.
On cherche le logarithme du nombre entier provenant de la sup-
pression de la virgule, et on retranche ensuite autant d’unités qu'il
y a de figures décimales dans le nombre proposé (552). Aipsi

1° 1. 40,617 =1.40617—3 = 4,6087078 —3 =1,6087078.

2°1.0,01756 = 1.1756—5=3,2445245 —5 =—1,7554755.
Si I'on voulait, dans le second exemple, que la caractéristique
fut seule négative, on remarquerzait que
1.0,01756=3,2445245 — 5 =— 2 -}-0,2445245 = 2,2445245.
Quand le nombre décimal donné est périodique, il est plus exact
de le mettre sous forme fractionnaire et d’opérer comme ci-des-
SOus :

569. 3° Cas. Trouwver le logarithme d’une expression frac-
tionmaire. Il suffit pour cela de retrancher le logarithme du dé-
nominateur de celui du numérateur (539). Voici deux exemples :
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1°°1.23 g =1. %‘E = 1.165—1.7=12,21748394—0,84509804
= 1,37238590.
451 i, AL ERp (W) 2
o —[. 451 — E 23 = ! ” — r
a2 [ 1633 1.451—1.1623 =2,6541765 —3,2103185

=—0,5561420.

Si la caractéristique de ce dernier logarithme devait étre seule
négative, on ferait usage de la régle suivante, dans laquelle on
désigne sous le nom de complément d’un nombre le reste que I'on
obtient en le retranchant de 10 : le logarithme dune fraction
est égal au logarithme du numérateur, augmenté du comple-
ment du logarithme du dénominateur, moins diz unités. En
effet :

!f5’-’;=£.y——£.y’—-_:£.y—f—10—-£.y'—10=£.y—}-comp. l.y'—r1o0.

Cela posé, puisque comp.l.1623=10—3,2103185=6,7896815,
il vient
l. %=5.451 + comp. 1.1623 — 10
=2,6541765 4 6,7896815 — 10
= 0,4438580 — 10=—1 +-0,4438580 = 1,4438580.

570. 2° ProsLEnE. Trouver, au moyen des tables, le nombre
qui correspond @ un logarithme donné. 1l faut distinguer trois
cas : celui ol ce logarithme est positif; celui ol il est négatif;
celui enfin ot sa caractéristique est négative etsa partie décimale
positive.

ST1. 1* Cas. Trowver le nombre qui correspond d un loga-
rithme positif. Supposons d’abord que la caractéristique du nom-
bre donné soit égalea trois unités :

Si ce logarithme est exactement dans la table, on trouve & c6té
le nombre qui lui correspond.

S'il en est autrement, il est compris entre deux logarithmes
consécutifs. Le nombre cherché, tombant entre les deux nombres
entiers auxquels ces logarithmes appartiennent, est donc égal au
plus petit de ces nombres joint & une fraction que I'on détermine,
en calculant le quatriéme terme de la proportion suivante (564) :
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St pour la différence de deux logarithmes consécutifs, il y
a une unité de différence entre les nombres entiers correspon-
dants, combien, pour la différence du plus petit de ces loga-
rithmes d celuv qui est donné, y aura-t-il de difference entre
les nombres auxquels ils appartiennent?

Si la caractéristique du logarithme donné n’est point frois
unités, on la rend telle en 'augmentant ou en la diminuant d’un
nombre d'unités convenable: on trouve, comme on vient de le
dire, le nombre qui correspond au logarithme ainsi préparé;
puis, on transporte la virgule d’autant de rangs vers la gauche
ou vers la droite que I'on a ajouté ou retranché d'unités au lo-
garithme primitif (552).

Soit a déterminer le nombre dont le logarithme est 4,6087078 :
je diminue d’abord la caractéristique d’une unité, ce qui donne
3,6087078; or, ce dernier tombe entre les logarithmes consé-
cutifs 3,6086330 et 3,6087399 qui correspondent aux nombres
4061 et 4062 ; donc le nombre cherché est égal i 4061 joint a
une fraction que je désigne par z; actuellement, on a

l.4062 —[.4061 = 0,0,00010069
l.(4061 ) —I1.4061=3,6087078 —3,6086330=0,0000748,
4062 —fobr =1, (4061 + ) — 4ob1 =1,
et par conséquent
0,00010069 : 1 :i 0,0000748 : 7;
proportion d'ou I'on tire
_0,0000748 748
W 0,0001066 Si 1069
Ainsi, 3,6087078 = l.4061,7; augmentant le premier membre
d'une unité, et supprimant la virgule dans le second membre, il
vient 4,6087078 ==1.40617, ce qui apprend que: le nombre cher-
ché est 40617, & une unité pres.

=0,699 ou bien 0,7 & 0,001 prés.

872, 2° Cas. Trouver le nombre qui correspond a un loga-
rithme négatif. On ajoute a ce logarithme autant d'unités plus
quatre qu'il y en"a dans sa caractéristique; on obtient de la sorte
un logarithme positif dont la caracléristique est trois; on déter-
mine le nombre qui lui correspond, et I'on transporte ensuite la
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virgule d’autant de rangs vers la gauche que I'on a ajouté d'unités
au logarithme donné.

Soit, pour exemple, le logarithme négatif — 2,4568014 ; j'y
ajoute2 4 4 ou 6 unités, ce qui donne 3,5431986; or, ce loga-
rithme correspond au nombre 3493, & une unité prés; donc le
nombre cherché est 0,003493, & un millioniéme pres.

573. 3° Cas. Trouver le nombre qu correspond @ un loga-
rithme dont la caracteéristique est négative et la partie décimale
positive. On y ajoute autant d’unités plus drois qu'il y en a dans
sa_caractéristique ; on a ainsi un logarithme positif dont Ja carac-
léristique est trois. On cherche le nombre auquel il appartient, et
P'on transporte la virgule dautant de rangs vers la gauche que I'on
a ajouté d'unités au logarithme proposeé.

Soit le logarithme 2,3581253 ; J'Y ajoute 2 -+ 3 ou 5 unités et
J'obtiens 3,3581553, logarithme qui correspond au nombre 2281,
4 une unité prés. Donc le nombre cherché est 0,02281, & un cent
milliéme pres.

V. Ezxercices.

57k. ProsLinE. Déterminer par la méthode du n® 554, les
; ) 2 ;
logarithmes des nombres 13 et 3 dans le systéme dont la base

est 7. Rép. 1°1,31.... 20— 0, 90....

575. Prosuime. Trouver par la régle du n® 555, le nombre
que-a pour logarithme 1,375 dans le: systéme dont la base
est 17. Rép. 49, 19....

576. PrRoBLEME. Trouver, d Laide des tables, le logarithme de
3,215 dans le systéme dontla base ost 1,72. Rép. 2,1533746....

5T7.Prosuinie. Trouver, @ laide des tables, le logarithme déei-
mal, 1° de 16458; 2° de 0,0014567; 3° de 2,535353....: k° de
257 Ti—’ 5° de —;—?— Rép. 1° 42163771; ’;.5!"—-2,8366299 ou
3:1633;01 ; 3°0,4040385; k° 2,4103937; 5°—0,2126081 ou
1,7873919.

578. ProBLEME. Trowver, @ Paide des tables, le nombre qui
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correspond, 1° au logarithme décimal 4,2679223;

9 4—2,5783138; 3° & 3,4670899.
Rép. 1° 18532; 2° 0,0026405; 3° 0,0029315.

e ) —

CHAPITRE VIL.
APPLICATIONS DE LA THEORIE DES LOGARITHMES.
1. Usage des logarithmes en arithmétique.

579. MuLtieLication. On prend la somme des logarithmes des
nombres que I'on veut multiplier pour avoir le logarithme de
leur produit (537); on cherche le nombre qui lui correspond : cest
le produit demandé.

Soit & effectuer le produit 342 X 4627 X 5429; on a

1 (342K 4627 X 5429)=1.342 4 1. 4627 + 1. 5429

= 2,5340261 + 3,6652995 + 3,7347 198 =09,9340454;
en suivant la régle du n® 570, on trouve que 9,9340454 est le
logarithme de 8591030000; tel est donc le produit cherché a
10000 pres.

Lorsque les facteurs sont plus petits que J’unité, il est plus
simple d’opérer par complément; voici un exemple :

oy g g e e
{ 152 X 4673 = 152 gt 4673
= 1,23 -+ comp. l. 152 — 10 4 1. 171 + comp. l. 4673 — 10
=1,36172784-+ 7,81815641-2,2329961 1-}-6,33040420—20
—3,74328456 ou 3,7432846;
ce dernier logarithme correspond au nombre 0,0055372...... .
on a donc le produit demandé & 0,0000001 pres.

580. Drvisiox. On retranche le logarithme du diviseur de celui
du dividende pour avoir le logarithme du quotient (538) ; on
trouve le nombre qui répond & ce dernier, et on ale quotient
cherché; si le dividende est moindre que le diviseur, il est plus
expéditif de faire usage des compléments.

e Ex. [ (352: 45) = 1.352—1.45= 2,54654266—1,65321251
=0,89333015 =1.7,8222....;
etde 1 352 45 =7,8222....
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2¢ Exemple. 1(459 : 8642) = 1.459 4 comp.l.8642 — 10
=2,6618127-4-6,0633857—10 = :,;251984 =1].0,053112...
et par suite 459 : 8642 == 0,053 112.

581. FORMATION DES PUISSANCES. 011 multlplxe le logarithme du
nombre donné par I'exposant de la puissance que I'on veut cal-
culer, afin d’obtenir le logarithme de cette puissance (540); on
cherche ensuite a quel nombre ce logarithme appartient.

1" Ex. 1.3 = 171.3 == 17 X.0,47712125 =8,1110612

= [.129140000;

conséquemment 3'7 = 129140000.

2¢ Ex. 3(2—2) =7l 29 =7(1.354 comp. 1.62—10)

= 7(1,54406804 + 8,20760831 — 10) =17 (—1 - 0,75167635)
= — 7 -5,2617344 = 2,2617344 =1.0,01827...;
i 2 35\’
d’ou resulte(,—j) =0,01827....
62
582. ExtracTioN DEs RACINES. On divise le logarithme du nom-
bre donné par l'indice de la racine que I'on veut extraire, pour

déterminer le logarithme de cette racine (541); on cherche aprés
cela le nombre qui lui correspond.

’ Y at 3 5505476 E!
fer Ez. J.V_36?.7$ !.5f}..7 = 5, ]J‘c;:Jwa =0,7119095
5 :
e e
donc lf5639=5,1512 ......
7
e 2 1, 2  latcomp.l.3—10
QL.?.I‘/B———EJ.E——-- 7
__0,30103000--9,52287875—10 _ 9,82390875—10
7 7
i 15,8259‘)”873 =14 . 1,9748441 — 2 =1,9748441
7
= l.0,04372....... :
par conséquent — =0,94372...

18
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583. Soit & déterminer le 4° terme de la proportion 1
300217 55,9561 2.8 t
en prenant les logarithmes, on aura (543) 1’équi-différence
1356.017 : 1 2561. lx; ‘
d’ott 'on tire :
lg=1l.1741. 2561 —1.356 = 1,2304489 - 3,4084096 ‘
— 2,5514500 = 2,0874085 = . 122,29....;
et par suite z=122,29.... 1
58%. Soit enfin & trouver une moyenne proportionnelle entre .
les nombres g, 87 et 532 ; on aura (545) |
x l.g+1.87+41.532 |
3 |
__ 0:95424251+41,93951925 +2,72591 163 |
3
= 1,8732244 =1.74,683...
d’ott I'on conclut que la moyenne cherchée est 74,683....

1.V gX87 X532 =

II. Résolution des équations exponentielles par la théorie
des logarithmes.

585. Soit d'abord a résoudre équation expomentielle duw
premier ordre
a°=20, |
dans laquelle a et & désignent des quantités données; si l'on
prend les logarithmes des deux membres, il vient |
__log b
~loga’ :
Ainsi, de I'équation 7 *= 23, on tire zl.7 =1.23, et de la i
r= rias = I—«-—-—-—-—’56:7278 = 613 o I
I 0,8450980
586. Soit, en second lieu, a tirer la valeur de = dans I’équa-
tion exponentielle du second ordre

xloga=Ilogb, dou =

@ =c;
elle devient, en prenant les logarithmes et en regardant 6 comme
I'exposant de a,
log ¢

b* - T = g
loga=loge ou b s
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Si l'on prend de nouveau les logarithmes, on trouve, apres
avoir divisé par log b,
.-"0(; log ¢ —log.log a
log b

587. En traitant I'équation exponentielle du troisiéme ordre

a” =d

comme les précédentes, on en déduit
: qu (log.log d—log.log a)—log.log b

log ¢

celles des ordres suivants se résolvent également par le méme
procédé.
588. S'il s"agissait de résoudre une équalian de la forme
gutn—prsta;
on prendrait encore les logarithmes des deux membres et I'on
aurait
(mz—+n) log a= (px—+q) log b,
équation du premier degré en x, qui fournit
__glogb—nloga
" mloga—plog b’

589. Prenons, pour dernier exemple, I'équation
ma” -+ na~*=k;
multipliant d'abord par a* et observant que a*Xa=* =a° =1, il
vient
m (a*)" +n=ka*;
cette nouvelle équation est du second degré en tant que I'on con-
sidere @* comme l'inconnue; on en retire

k+V k*— 4mn

1

et

am
puis,en prenant les logarithmes, et en divisant par log a,

__log (b +V k* — 4mn) — log m — log =
log a
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III. Résolution des quatre derniers problémes relatifs aux
progressions par quolient.

590. PropriMe VII. Déterminer a et n, connaissant 1, r et s.

Reprenons les deux formules du n® 510
== ar*, @  s(r—1)=lr—a; (6)
nous tirerons d'abord de la seconde
a=lr—s(r—i);
prenant ensuite les logarithmes de la premiére et transposant,
nous aurons '
log a-+(n—1) log r=1log I,

d’olr

i log j——!og Bi a0y + log l—log (ir—s-r-{—s",-’

0g r log r

591. Prosuime VIII. Déterminer | et n, connaissant a, r et s.
L’équation (b) fournit immédiatement la valeur de /; si on la
substitue dans (a) et si 'on prend les logarithmes, on aura une
nouvelle équation d’ot1 'on pourra tirer I'inconnue n; on trouve
ainsi

I:.';*.*'«—-.s*—}—a ﬂ___iog (sr—s—+a)—log a
r [ log r )
592, ProsrimE IX. Détermaner n et v, connaissant a, 1 et s.
On déduit de (b)

= :—l"—aet par suite log r==log (s—a)—log (s—1);

changeant de place les membres de (a) et prenant les logarithmes,
il vient,
log a+(n—1) log r=log |,

d’ou1
log l—log a
s log (s—a) —log (s—1)°

593. ProeriMe X. Déterminer n et s, connaissant a, | et r.
On tire immédiatement de I'équation (b)

R ke T

. 2

e |
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si ensuite on prend les logarithmes des deux membres de (a), on
obtient
log l—log a

log l=log a+ (n—1) log r, dot n=1- Togiv

IV. Questions d'interét.

59%. Rappelons d'abord en peu de mots les principales ques-
tions relatives a I'intérét simple.

Si 'on désigne par tle taua de Pintérét et par r Pintérét
annuel d’un franc, on a évidlemment == 1007 et r=1: 100.
Ainsi, les quantités ¢ et r peuvent se déduire I'une de l'autre par
un calcul fort simple. Dans le cas de ¢ =5, par exemple, on a
r=75: 100 = 0,05 ; réciproquement, de ce que r = 0,05, il suit
que £ = 0,05 X 100 =25.

Cela posé, soit ¢ I'intérét annuel d'une somme quelconque a;
puisque 1 franc rapporte r, a francs rapporteront ar, et I'on aura
t=nuar, ol @ ==1:7etr=q:a. De 12 résultent les régles
connues pour déterminer 1° Pintérét annuel d'un capital place
a un taux domné; 2° le capital, quand on connait ce qu'il
rapporte annuellement et le taux de lintérét; 3° le tauw,
quand on connait le capital et son rapport annuel.

Passons a la régle d’escompte. Si I'on représente par a la va-
leur actuelle d’'une somme A payable dans un an, I'escompte sera
exprimé par A — a;. or, l'inlérét annuel de a étant ar, cette
somme au bout d’'un an, vaut @ 4 ar=a (1-7), et par consé-
quent on a @ (1-7)=4; d'oit I'on déduit

A A AT
T el A—a=Ar— m == )

Souvent, dans les opérations commerciales, on prend pour es-
compte le rapport annuel ar de la somme a; c’est ce que I'on ap-
pelleescompter en dehors; on commet ainsi une erreur exprimeée par

A 355 bR
W5 T Ty

Lorsque l'on suppose r = 0,05, on trouve que cette erreur

=

AV
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s'éléve a A : Soo, en sorte que I’escompte en dehors d'une somme
de 500 franes est trop fort d’un franc.

Si l'intérét, au lieu d’étre relatif & un an, I'était & un nombre
de jours m, on observerait que I’intérét journalier d'un franc est
r : 365, et par conséquent,il suffirait de remplacer dans les ré-
sultats précédents r par nr : 365.

595. PropriME. Déterminer la relation qui existe entre U'in-
térét annuel d’un franc, une somme quelconque a, le nombre
n des années pendant lesquelles cette somme est abandonnée d
elle-méme en intérét composé, et enfin la somme A qu'elle pro-
duit au bout de ce temps. La somme a, rapportant ar, deviendra
aprés un an a + ar = a (1 - 7); donc, le produitd’une somme par
1 +rexprime ce qu'elle vaut au hout d’'un an. Cela posé, la som-
me @, valant @ (1 -+ 7) au bout de la premiére année, devient
a(147r) (147 oua (1+4r) au bout de la deuxiéme année;
a(1+7r)" (1 4+ r) ou a (1 4r)*au boul dela troisieme; a (1 47
(1-47) ou @ (1-47)% au bout de la quatriéme, efc.; et en général
a(r-+r)" a lexpiration de la #™; d'on il suit que la relation
demandée est

A=a(r+4r)";
ou, en prenant les logarithmes,
loga==log a-+n log (1--7). (c)

On peut donc déterminer I'une quelconque des quatre quantités
A, a, n, r quand les trois aufres sont données. De la résultent les
solutions des quatre questions suivantes :

1° Déterminer la somme s produwite par une somme a, placée
en intérét composé, a raison de v pour un franc, pendant n
années. L'inconnue A est donnée par la formule (c). Supposons
a = 100, %t == 10, I'=0,05; il vient

loga==1.100 4 10.l.1,00 =2 410 X 0,02118930
==2,2118930 ={.162,89;
et de la A = 162 fr., 8.

20 Le rapport annuel d'un franc étant r, déterminer la
valeur actuelle a d’une somme A payable dans n années. On
tire de la formule (c)
log a=log A—n log (7).
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+ Cette question constitue la régle d’escompte composé; V'es-
compte, comme pour l'intérét simple, est exprimé par A — a.

3° Déterminer le nombre des anndes n pendant lesquelles
une somme a doit éire placée en interét composé et a raison
de r pour un [ranc, afin de produire une somme A. On déduit
de I'équation (c)

__loga—log a
~ log (1+47)

Si I'on demandait le nombre d'années essentiel pour que la
somme @ devint p fois plus grande, c'est-i-dire pour que 'on ait
a=paoulog a=log p—+log a; il suffirait de substituer cette
valeur de log A dans celle de =, ce qui donnerait

n= ———————Jo'g d
log (14-7)"

Si I'on suppose p=2 et r = 0,05, il vient n = 14 ans 2 mois.
Si l'on suppose encore p = 1000000 et #=o0,05, on trouve
n=283 ans 2 mois.

k° Déterminer le tauxr auquel on doit placer une somme a
en intérét compose, pour qu'elle produise, aw bout de n an-
nées, une somme A. La formule (c) fournit

B0 pcpo e log A;—[og a ;
et celle-ci servira a calculer la valeur de 1~ que je désigne par
K; on aura alors
t 4 r=k,dot r=K—1 et 100 =100 (K—1).

596. PropLime. Un négociant, qui doit A fr., veut se libérer
en n patements éqaux effectucs ala fin de chaque année : quelle
est la valeur de chaque patement? Soit a la valeur demandée;
les paiements a, faits a la fin de la 1™, 2¢, 3¢,.... n™ année, de-
viennent au bout de la m»™ année a (17", a (1-47r)"2,
a1 -r)*%,.... a; la somme A, & cette époque, vaut pareillement
A{t47)"; or, en vertu de I'énoncé, la somme des n premiéres
expressions doit étre égale a la derniére; donc

a(xri=ta (s rp=tpa(s P, da=a (1),
et, parce que les termes du premier membre constituent une pro-
gression par quotient ayant pour raison 1--r,
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{ \n |
i sl s o e Wl (P iy L RS
= G o e "
et de 1a |
Crear(r-r)°

& (14r)"—1’ 1
ou, en prenant les logarithmes, ‘
log a = log A+log r+n log (1) —log [ (1+47)"—1]. ‘4
Cette question peut 8tre envisagée sous trois autres faces, en ]

prenant successivement pour I'inconnue 4, % ou 7.

597. Le probléme précédent pourrait s'énoncer ainsi : une per-
sonne place s [r. en rente viagére : quelle est la valewr de
cette rente dans U'hypothése o elle a encore n années @ vivre? ;
Dans les questions de ce genre, la difficulté est de déterminer n -
avec quelque exactitude; il existe a la vérité des tables qui font
connaitre le temps moyen qui reste & vivre lorsqu’on est parvenu
i un certain dge; mais on sent qu'elles ne sont applicables qua
une grande masse d'individus.

V. Ezercices. |

598. PropLiME. Déterminer par la théorie des logarithmes : ;
1° le produit des nombres o, 154, 3,25 et o, 1628; 2° le quotient
de 32679 divisé par 958; 3° la puissance 17" de 0,956 ; 4° la
racine 13 de 4692 ; 5° le quatriéme terme de la proportion
256 : 42 1 19 : x; 6° la moyenne proportionnelle entre les
cing mombres 3, 29, 363, 421 et 4729.
Rép. 1° 0,081481...; 2° 3f,1117.. 5 3° 0,46536.. .;
£° 1,01607....; 8° 3,1173....; 6° 144,44 .. I
599, ProsLiME. Résoudre 1° I'équation 43* = 17; 2° l'équa- |
tion 197 = 325. Rép. 1° 2z =0,753...; 2° z=1,964.... ]
600. ProsrinE. Tirer lavaleur dex 1° dans . 1. x=:0,5448091; :
20 dans 1.1.lz==2,6779809. Rép. 1° 2=3206,2...; 2°x=13,06...
601. Prosrime. Escompter, d raison de 5 pour 100, un billet
de vooo fr. payable dans 15 ans. Rép. L'escompte demandé
est 637 fr. So.
602. ProsLiMe. Un particulier place 1000 fr. aw commen-
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cement de chaque année d 5 pour 100 : on demande aprés

combien de temps il aura 1000 fr. de rente. Rép. 13 ans g mois.
603. ProsLimME. On suppose que la population croit annuel-
lement en progression par quotient; et on demande apris
combien de temps un pays aura ¢ habitants, sachant qu'il en
posséde actuellement b et qu’il en possédait a 1l y a n anndes.
n. (log e—log b)
log b—log a

Rép. =

604%. PropLiME. Un particulier a un tonneau de a litres de
vin; il en tire chaque jour un litre qu’il remplace par un litre
d’eau : on demande aprés combien de jours le tonneaw me
contiendra plus que b litres de vin. Rép.

_ loga—log b
~ loga—Ilog (a—1)

605. ProsLive. Deux vases renferment le premier a litres
de vin et le second a litres d’'eau; on a deux mesures d'un
litre chacune, que l'on plonge en méme temps dans lun et dans
Pautre pour les remplir; aprés quoi I'on verse dans chaque
vase le liguide extrait de lautre : combien faudra-t-il d'opé-
rations de ce genre pour que le premier vase renferme a: m
litres d'eau. Rép.

__log m—log (m—2)
~ log a—log ([a—2) ~

FIN DU TROISIEME ET DERNIER LIVRE.
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